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Зміст

Вступ

Розділ 1Алгебра антикватерніонів.

1.1 Означення і властивості алгебри антикватерніонів.

1.2 Структура дільників нуля. Операція ділення.
1.3 Корені з одиниці.
1.4 Формула Муавра.
Розділ 2 Елементарні функції від антикватерніонів.

2.1 Елементарні функції

2.2 Деякі елементарні функції від антикватерніонів.

2.3 Властивості показникової та тригонометричної функцій від антикватерніонної змінної.

2.4 Тригонометричні функції.

2.5 Спосіб задання тригонометричних функцій антиквтерніонної змінної з допомогою диференціального рівняння.

Висновки

Список використаних джерел

Вступ

Гіперкомплексний аналіз став узагальненням комплексного аналізу на функції, що діють у лінійних просторах багатьох змінних. В таких просторах спеціальним чином запроваджено перацію множення, що дозволяє будувати теорії, подібні до теорії аналітичних функцій. 

Алебра антикватерніонів бере свій початок у 1843 році, коли ірландський астроном Вільям Гамільтон побудував алгебру кватерніонів та антикватерніонів з метою створення гіперкомплексних чисел, множення яких дозволило б описати повороти, як комплексні числа описують поворот на площині.
Об’єктом дослідження є антикватерніонний аналіз.

Предметом дослідження є аналітичні функції антикватерніонної змінної.

Метою дослідження є побудова аналітичних функцій антикватерніонної змінної.

Для досягнення мети в роботі було поставлено такі завдання:

( розглянути алгебру антикватерніонів;

( побудувати антикватерніонні функції;

Розділ 1 Алгебра антикватерніонів.

1.1 Означення і властивості алгебри антикватерніонів.

Означення. Антикватерніонами називаються числа виду 
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Алгебру антикватерніонів будемо позначати A(R).

Для зручності можна записати таку таблицю:

	*
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Число 
[image: image19.wmf]0
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 називають дійсною частиною числа z і позначають Sc(z), a  
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 називають його векторною частиною і позначають Vec(z).

Антикватерніон [image: image22.png]ag — 1,0, — i,0, — i305



 називається спряженою до [image: image24.png]


. Очевидно, що [image: image26.png]Vec(z) = —Vec(2)



.
Встановимо відповідність між множиною антикватерніонів і простором [image: image28.png]R*



, яка кожному числу [image: image30.png]z=ay+i,a,+1ia, +i;a,



 ставить у відповідність елемент [image: image32.png](aq, ay, a,, a;)



 в [image: image34.png]R*



. Очевидно, що ця відповідність є взаємно однозначно, причому, якщо [image: image36.png]Qg +i;0; +1,a, +iza;3 © (ay, Gy, @y, A3)



 , [image: image38.png]by +iyby +iyb, + izhs & (by, by, by, by)



, то [image: image40.png](@ +bo) +is(ay +by) +ip(a +by) +is(as +bs) & (ao+ by, ay+by,
a, + by, az +b;).



 

Якщо [image: image42.png]A€R



, то [image: image44.png]Aay + Aija, + Aiya, + Aiza; & (Aa,, da,, 1a,, Aa;).




 Отож, ця відповідність є ізоморфізмом відносно операції додавання елементів і множення їх на дійсне число.

Простір [image: image46.png]R*



 є нормованим, тож і простір антикватерніонів також нормований, тобто  [image: image48.png]lag, as,a5,asll = a3 + a2 + a3 + az




Як відомо, в нормованому просторі [image: image50.png]R*



 віддаль між двома елементами [image: image52.png]z1(ag, Gy, @y, Q3)



 визначається за формулою:

[image: image53.png]llzy — z,ll = v/ (ap — by)? + (ay — by)? + (a; — by)2





Отже за цією формулою визначається віддаль між антикватерніонами [image: image55.png]Z, =0y + 1,0, +ia, + 1305



 та [image: image57.png]by +iyby+ib, +i3bs




.

Розглянемо основні властивості антикватерніонів.

1. Комутативна властивість додавання (очевидно).

2. Асоціативна властивість додавання (очевидно).

3. Комутативна властивість операції множення не виконується. 

Нехай [image: image59.png]Z, =0y + 1,0, +ia, + 1305



, [image: image61.png]by +iyby+ib, +i3bs




.

[image: image63.png]2,2y = Qoby — @y by + ayby + agh; + iy (aghy + asby — azby +azhy) +
i,(agh, — asby — a; by + azby) +iz(agh, — ashy — ayb; + ash,)



.
З другого боку

[image: image65.png]2,23 = Qoby — a; by + ayby + agh; + iy (aghy + asby + azb; —azhy) +
i,(aoh, + asby + a; by — azby) +iz(agh, + ashy + ayb; —aysh,)



.

Отже, [image: image67.png]2,2, * Z,2;.
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4. Для векторної  частини справедливо :

5. Для спряженого  
[image: image68.wmf]1
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6. Дистрибутивна властивість множення.

Нехай  
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Отже, 
[image: image75.wmf].
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Аналогічно можна довести, що 
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7. Сполучна властивість.

Нехай 
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8. Справедлива рівність (
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Будь-який антикватерніон можна записати  дещо в іншому вигляді.
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Такий запис нагадує запис комплексного числа.

1.2 Структура дільників нуля . Операція ділення.
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Теорема 1(Умова існування дільників нуля).
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Доведення : нехай 
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Тоді, 
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Це рівносильне такий системі  рівнянь відносно 
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Тоді, визначник цієї системи
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.
Нехай [image: image132.png]A+ 0,



 тоді з того, що система однорідна випливає, що [image: image134.png]


 що суперечить умові [image: image136.png]z, 0.



 Отже, [image: image138.png]


, тоді [image: image140.png]a; +ai=a3 +aj



, що рівносильне   [image: image142.png]z,Z; = 0.




Загальний вигляд дільника нуля можна переписати в дещо іншому вигляді.

Нехай [image: image144.png]z=ay+i,a,+1ia, +i;a,



 дільник нуля. Перепишемо число в такому вигляді [image: image146.png]Z=ap+1;a; + 1,0, + 130, = 2= ag +iya; + 3130, +i30; = ag +ija; +
i(as + i1 a2).



 

За умовою існування дільників нуля [image: image148.png]a; +ai=a3 +aj



. Це рівносильне такій рівності [image: image150.png]


.
Враховуючи ізоморфізм з простором [image: image152.png]R*



, можна переписати [image: image154.png]lag +iya;| = li;a, + a5





Тоді, [image: image156.png]z—a0+l,a,+13a3+13(a3+1,a2)—t( +iy r)+"3 (%‘Fl‘l%

t(cosa + iy sina + i3 (cosp + i;sinf) = t(e + ize'F)



.
Оскільки [image: image158.png]lag + iya, + iya, + iza;]



, то [image: image160.png]2t% = |z|*. Toxy =2
7z



.

Отже, [image: image162.png]


.

Операція ділення на множині гіперкомплексних чисел, зокрема антикватерніонів, є відмінною від тієї, до якої ми звикли на множині дійсних чисел. Як і для всіх гіперкомплексних чисел, частка від ділення буде ліва і права, що є наслідком некомутативності множення.
Нехай [image: image164.png]ag+iyay +ia,+i3a; #0, 2, =by +i;by +ib, +i3h; #0.




 Знайдемо результат від ділення  [image: image166.png]


на [image: image168.png]


. Лівою часткою називається [image: image170.png]


 таке, що [image: image172.png]=z,.
Z)Zy =



 Помножимо на [image: image174.png]


, тоді [image: image176.png]21212, = Z,Z,



.

Як відомо  [image: image178.png]2
3 —a3
i —a3
ai
2
ag+
22



. Даний вираз є дійсним числом, а отже на нього можна поділити, вважаючи, що [image: image180.png]


 не є дільником нуля (якщо ж [image: image182.png]


 дільник нуля, то цей випадок буде нагадувати ділення на нуль на множині дійсних чисел)
[image: image184.png]


.
Цікаво, що [image: image186.png]Z; = Z;2,.
Z1Zy = Z1Z;.




Аналогічно можна ввести означення для правої частки [image: image188.png]



[image: image190.png]


.
1.3. Корені з одиниці.

В математиці досить часто користуються поняттям «корінь з одиниці». Відомо, що квадратним коренем з одиниці на множині дійсних чисел є два значення рівні 1 і -1.
Теорема 2: Нехай [image: image192.png]z=ay+i,a,+1ia, +i;a,



, [image: image194.png]by +iyby+ib, +i3bs




.

1. Якщо рівняння  [image: image196.png]


 має розв'язки , то 

[image: image197.png]{ by >0,
b? > b3+ b3,

{ by >0,

b} + b? > b3 + bi.




2. Якщо рівняння має чотири розв'язки, то [image: image199.png]{ by =0,
b} +b? > b3 + b} > b




3. У випадку, коли [image: image201.png]Vec(zy) =0



, то 
А) Якщо [image: image203.png]by <0



, то множина коренів утворює двопорожнинний гіперболоїд з вершинами у точках [image: image205.png]


.

Б) Якщо [image: image207.png]by >0



, то множина коренів утворює одно порожнинний гіперболоїд.
С) Якщо [image: image209.png]


, то множина коренів утворює конус.

Доведення:

Нехай [image: image211.png]z=ay+i,a,+1ia, +i;a,



, [image: image213.png]by +iyby+ib, +i3bs




. Розглянемо рівняння [image: image215.png]


.

Тоді, [image: image217.png]aj — ai + a3 + a3 + 2i;aya, + 2i,a5a, + 2iza5a; =
i3h;

o +i1b; + 13D, +



.
Прирівняємо коефіцієнти при уявних одиницях. Тоді отримаємо систему рівнянь:

[image: image218.png]ai—al+ai+al=h,

@
)
[©)
)




Піднесемо (2), (3), (4) до квадрату та додамо.
[image: image219.png]2(—a?
4az(—ai + a3 + a3) = —b7 + b3 + b3.




Якщо [image: image221.png]zo = 0,moai = a3 + a3



 і [image: image223.png]


 Це є ніщо інше як конус.

Очевидно, якщо [image: image225.png]Vec(zy) =0



 і [image: image227.png]by <0



, то це випадок двопорожнинного гіперболоїда з вершинами в точках [image: image229.png](b, 0,0);



 якщо [image: image231.png]by >0



 - одно порожнинний гіперболоїд.

Якщо [image: image233.png]Vec(zy) # 0



, то [image: image235.png]a, =0



 і [image: image237.png]f +b3 +b3

—ai+ai+ai ==



,

Підставимо в (1): [image: image239.png]a3

+





Оскільки [image: image241.png]a, =0



, то можна помножити на [image: image243.png]


. Ми отримали біквадратне рівняння:
[image: image244.png]4
a3 b0a2+1 +D} +
5+ ( b + b3
7 +b3) =0




Замінимо заміну [image: image246.png]ag =t (¢ —bot 1 +Db; +
2= 0):t2 2(—p? + b2+ b2
(t=0)
i3
b,
o
+=
(b2 +
b
)
5





[image: image247.png]6 +bi — b3 — b3





Якщо [image: image249.png]D <0



, то рівняння не матиме розв’язків [image: image251.png]bs +bi < b3 + b3



 або [image: image253.png]ZoZp < 0



.

Якщо [image: image255.png]


, то [image: image257.png]ZoZp =0



 та [image: image259.png]


.
Якщо  [image: image261.png]D=0



, то [image: image263.png]ZoZp > 0



 або [image: image265.png]bg +bi > b3 + b3



, тоді [image: image267.png]


.
Отже, для того, щоб рівняння мало розв'язки, при [image: image269.png]


, враховуючи умову [image: image271.png]


, отримаємо необхідну умову:
[image: image272.png]by + b7 > b3 +b3

by > [bE+ b2 b2~ b2, 5)
by > — [bE + b2 — b2 — b2 ()




Розглянемо (5). Ця рівність рівносильна системі таких нерівностей:
[image: image273.png]by >0,
b3 + b7 —b3 — b3 >0,
b? < b + b3,




Тепер розглянемо (6). Дана нерівність рівносильна сукупності систем:
[image: image275.png]by >0,
b3 +bi > b3 + b3,
b} + b} — b2 — b} > bE,
—by <0,
{b§+b§ > b2 +b3;



 [image: image277.png]


 [image: image279.png]by <0,

b} + b? > b3 + bE,
b? > b3+ b3,

{ by >0,

b} +b? > b3 + b3



 
Отже необхідна умова існування коренів: [image: image281.png]by <06
{b} > b3+ b3

by >0, ’

{b§+b§ > b} + b,




Для того, щоб рівняння мало чотири корені необхідне виконання такої умови:

[image: image282.png]by <0,
b3 +bf — b3 — b3 >0,

bo > |b3 +b? — b3 — b3, b? > b2+ b3,
- { by >0,
b2 + b2 — b — b2 > —b, b3 +bf — b3 —b3 >0,
by >0,

2 b2 22
b3 +b— b2 —b% > 0. BB b 2 > 0,
b} < b3 + b3,




Тоді: [image: image284.png]{ by <0,
b} +b? > b3 + b} > b




Можна помітити, що якщо рівняння має розв'язки, то їх або парна кількість, або безліч.

1.4 Формула Муавра.

Досить часто в математиці користуються такою операцією як піднесення до певного степеня. Так, на множині дійсних чисел ми користуємось біноном Ньютона, на множині комплексних чисел – формулою Муавра. В алгебрі антикватерніонів також можна вивести аналог формули Муавра.
Спочатку виведемо формулу муавра для дільників нуля.

Теорема 3. Нехай [image: image286.png]z=ay+i,a,+1ia, +i;a,



 дільник нуля. Тоді його можна представити у вигляді 

[image: image288.png]


, де [image: image290.png]cosa =222, sina=+2%, cosp =+v2%= sinﬁ:x/i;’j.




Тоді, [image: image292.png]oy
4 = 272 |zt (1% + iye'+F)cos*a



.
Доведемо цю формулу методом математичної індукції.

1. Коли [image: image294.png]


, то [image: image296.png]22 = |22 (e + ize'1F)” = |22 (e"1 + ize'F) (€% + ize'1F) =
|212(24% + e2izetsF + (P ets® + iye'shiyets);




Розглянемо другий, третій та четвертий доданки:

[image: image297.png]e V2
ecize'ss =2, +iyay)iyesh =

|z|

(0 et = ipentieet,




[image: image298.png]iye'tFizelsf = ijize~+Felsf = —if = —1;




Тоді, 

то [image: image300.png]22 =7 |27 (6245 + fyeme%e"h 4 ipetifen — 1) = Z|z|? (215 + 1 +
izex,x(eﬂ,a + el,a)) — illlz (ex,a(eﬂ,.z + el,a) + izex,x(eﬂ,a + el,a)) —

|22 (e + ;e )cosa



.

2. Припустимо, що при [image: image302.png]k=n-1



 формула справедлива, і доведемо для [image: image304.png]


.
Нехай справедлива формула 

[image: image305.png]= 2T 1z (4% + iye4F) cos™a,





Доведемо, що 
[image: image306.png]Zn+1:2"2;llzln+l( eyt
e'® + ;e F)cos™a.




[image: image308.png]20t = 2% (2765 + e )cos™ L (e + fpeF) =

n-z 2
2P|z (e + 1y048) cos™ e



.

За доведеним раніше

[image: image309.png]n-2 2
2+ =273 |Z|n+l(91,a + izel,ﬁ) cos™lq =z
2
=27 |z]"cos™ a (e3¢ + 1+ iz P (e + eh1%))
2
=277 2"t cos™a (e (07 + e11%) + iyelsf (e

+eim)) = 2T |2 (615 + i;e8)cos™a




Формула Муавра для антикватерніона, який не є дільником нуля.
Теорема 4. Нехай [image: image311.png]z=ay+i,a,+1ia, +i;a,



 довільний антикватерніон, який не є дільником нуля. Тоді, якщо [image: image313.png]ai <aj+aj3



, то [image: image315.png]= 2T 2l (% + 1y ) cos™ R = 273 Tlz " (o5 + fye's )cos™Par +

z

n(n-1)
1.2

iye' 4 )T + (~1)'T")

2

2| 272 (o115 + i, e4F)cos™ 3t + - + (—1)"tnZL (eha®
T?|z|""2 ("% + ize'F)cos™ 3 + -+ + (—1) na(e +



, де [image: image317.png]T=— 21 a2 —a?, a (et +i,et
a,t/ai+a:—al, a&(e +ize"f) -



дільник нуля, отриманий від початкового числа [image: image319.png]


 при додаванні до нього дійсного числа.
Доведення:

Нехай [image: image321.png]z=ay+i,a,+1ia, +i;a,



 не є дільником нуля, тоді [image: image323.png]ag+ai—(az+ad)=r (1)




Запишемо [image: image325.png]


 як суму антикватерніона [image: image327.png]


, який є дільником нуля та дійсного числа Т, за умови, що [image: image329.png]ai <aj+aj:z=z,+T



.
Тоді [image: image331.png]z, =a,—T + 1,0, + i,a, + i3a,



.

Оскільки [image: image333.png]


 дільник нуля, то врахувавши (1) отримаємо систему рівнянь:
[image: image334.png](ap—=T)*+ai - (a3 +a3)
ai+ai—(ad+ad)=





Віднявши перше рівняння системи від другого, отримаємо квадратне рівняння [image: image336.png]T? —2a,T+r=0



, яке має два розв'язки:

[image: image337.png]



Піднесемо[image: image339.png]


 до степеня [image: image341.png]


, користуючись біномом Ньютона:
[image: image343.png]4
2Tz + 1ye48)cos™ a — 27 Tnlzl* (4% + 1,eF)cos™2a +
B ) ne2 (g 4 i ) cos™3a 4 e 4 (—1)"in L (efse

2 BT (e + e )cos™ P+ (- 1) I (e +

ie"f)T72 4+ (—1)"T"



.

Розділ 2. Елементарні функції від антикватерніонів.
2.1 Елементарні функії

Елементарні функції — це клас функцій, що містить в собі сталу функцію, функції 
[image: image344.wmf]x

y

=

, 
[image: image345.wmf]x

e

y

=

, 
[image: image346.wmf]x

y

ln

=

, 
[image: image347.wmf]x

y

sin

=

, 
[image: image348.wmf]x

y

arcsin

=

, а також функції, що отримуються із перелічених вище за допомогою чотирьох арифметичних операцій (додавання, віднімання, множення, ділення) та композиції, застосованих скінченну кількість разів. 
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, де х0=1, а 0!=1
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Розглянемо випадок, коли в якості змінної елементарної функції виступає антикватерніон, який у загальному вигляді визначається так:

w=a0+ia1+ea2+fa3

У випадку, коли антикватерніон використовується в якості аргумента елементарної функції, він може бути представлений як подвійне число:

w=a0+[image: image353.png]Cate0at/8s o + aZ + a2

a2 +aZ+al
J




w=A0+IA1, де
A0=a0

I=[image: image354.png]ta, +ea; +faz

a2 +aZ+al
J




A1=[image: image355.png]JaZ+ a2 +al




У такому вигляді антикватерніон має такі властивості:

׀w׀2 = A02 + A12 = a02 + a12 + a22 +a32

w2 = A02 - A12 + 2IA0A1

I2 = 1

Таким чином ми отримуємо представлення елементарних функцій антикватерніонної змінної:

1) заміна антикватерніона подвійним числом;

2) розкриття функції;

3) зворотна заміна позначень

A0 → a0

I→ [image: image356.png]ta, +ea; +faz

a2 +aZ+al
J




A1 → [image: image357.png]JaZ+ a2 +al



.

2.2 Деякі елементарні функції від антикватерніона.

1) [image: image358.png]


 [image: image359.png]gAo+iA,



 = [image: image360.png]edoplds = p4o



(1 + IA1 + [image: image361.png](14,)°
20



 + [image: image362.png](14,)°
3!



 + [image: image363.png](14,)°
3



+…..) =

= [image: image364.png]


(1 + IA1 + [image: image365.png]


 +[image: image366.png]143
21



 + [image: image367.png]


 + [image: image368.png]ra3
st



 +[image: image369.png]


 +  [image: image370.png]14]
7



 + [image: image371.png]


…..) =

= [image: image372.png]


(1 + [image: image373.png]


 + [image: image374.png]


 + [image: image375.png]


 + [image: image376.png]


 +…+ I(A1 + [image: image377.png]


 + [image: image378.png]


 + [image: image379.png]


 +….) =

= [image: image380.png]


(shA1 + IchA1) =

= [image: image381.png]e



(sh[image: image382.png]JaZ+ a2+ a2



 +  [image: image383.png]ta, +eaz + fas

|a2+a2+al
J



ch[image: image384.png]JaZ+ a2+ ad)



;

2) sin(w) = sin(A0 + IA1) =sinA0·cos(IA1) + cosA0·sin(IA1) =

= sinA0(1 – [image: image385.png](14,)°
20



 + [image: image386.png](14,)°
3



 – [image: image387.png](14,)°
6!



 +….) + cosA0(IA1 – [image: image388.png](14,)°
3!



 + [image: image389.png](14,)°
E



 – [image: image390.png](14,7
71



 +…) =

= sinA0·cosA1 + I·cosA0·sinA1 = 

=sina0 ·cos[image: image391.png]JaZ+ a2+ a2



 + [image: image392.png]ta, +eaz + fas

|a2+a2+al
J



cosa0·sin[image: image393.png]JaZ+ a2+ a2



.

1) cos(w) =cos(A0 + IA1) = cosA0·cos(IA1) – sinA0·sin(IA1) = 

= cosA0·cosA1 –I sinA0·sinA1;

2) tg(w) = [image: image394.png]sin (w)

cos ()



 = [image: image395.png]sind0-cosAl +1-cosAD sindl
C05A0-CoSAL ~1 SinAD-sinAL



;

3) ctg(w) = [image: image396.png]cos (w)

sin ()



 = [image: image397.png]c0SAD-cOSAL I SinAD-sinAl
SimAD cosAL + I-cosAD sinAl



.
2.3 Властивості показникової та тригонометричної функцій від антикватерніонної змінної.

1. Теорема додавання.

[image: image398.png]eW1twz



 = [image: image399.png]e



·[image: image400.png]ez




Доведення

[image: image401.png]


 = A0 + IA1

[image: image402.png]


 = B0 + IB1

[image: image403.png]


 + [image: image404.png]


 = A0 + IA1 + B0 + IB1 = A0 + B0 + I(A1 + B1)

[image: image405.png]eW1tWz — gAo+Bo+I(A1+5;) —



 [image: image406.png]e(40+Bo) gl (A1 +51)



= [image: image407.png]e“oeo



(sh(A1 + B1) +  

+ Ich(A1 + B1));

[image: image408.png]e



*[image: image409.png]ez



 = [image: image410.png]


(shA1 + IchA1)*[image: image411.png]


(shB1 + IchB1) = [image: image412.png]gdo .



(shA1· shB1 +

+I sh A1·chB1 + IchA1·shB1 + chA1· chB1) = [image: image413.png]e“oeo



(sh(A1 + B1) +

+ Ich(A1 + B1));

Отже, [image: image414.png]eW1twz



 = [image: image415.png]e



·[image: image416.png]ez




2. [image: image417.png]


 = [image: image418.png]



Доведення

[image: image419.png]


= [image: image420.png]e~ Ao—14,



 = [image: image421.png]


(sh(-A1 ) + Ich(-A1)) = [image: image422.png]


(-shA1  + IchA1);

[image: image423.png]


 = [image: image424.png]SR S—
540 (shA, + IchA, )



 = [image: image425.png](—shdg +1Ichd,)
540 (shA, + IchA, ) (—shAg + IchA,)



 = [image: image426.png](—shdp +Ichd,)

prry



 =

[image: image427.png]


 [image: image428.png]


(-shA1  + IchA1).


Що й треба було довести.


3. [image: image429.png]


≠ 0, для 
[image: image430.wmf]w

"

.

4. [image: image431.png]eWi—Wz



= [image: image432.png]


 



Доведення

[image: image433.png]eWi—Wz



 = [image: image434.png]eWit(-wa)



 = [image: image435.png]eAo~Bo+I(41-By) —



 [image: image436.png]e(40=Bo) gl (41-B1)



= 

[image: image437.png]edoe




(sh(A1 - B1) + Ich(A1 - B1));

[image: image438.png]


 = [image: image439.png]e



·[image: image440.png]


 = [image: image441.png]


(shA1 + IchA1)·  [image: image442.png]S —
250 (shB, + IchB,)



 =

 = [image: image443.png]e40(shA1 + IchA1)(~shBy +IchB,)
o0 (shB, + IchB, )(~shB, + IchB,)



 = [image: image444.png]e40(sha, +IchA,)(-shB, +IchB,)
-



 =

[image: image445.png]


 [image: image446.png]


·[image: image447.png]


(-[image: image448.png]shA, - shB,



+ [image: image449.png]chA, - chB,



+I([image: image450.png]shA;- chB; — chA, - shB,



))=

= [image: image451.png]


·[image: image452.png]


([image: image453.png]shA, - sh(—B,)



+ [image: image454.png]chA; - ch(—B,)



+I([image: image455.png]shd; - ch(=B,) +




[image: image456.png]+chA; - sh(—B;)



)) = [image: image457.png]o™



(sh(A1 + (-B1)) + Ich(A1 +(- B1))) =

=[image: image458.png]o™



(sh (A1 - B1) + Ich(A1 - B1));


Отже,    [image: image459.png]eWi—Wz



 = [image: image460.png]


, що і треба було довести.

5. [image: image461.png]Iw



 = [image: image462.png]eldo+4;



 = [image: image463.png]eA1+14o



= [image: image464.png]


(shA0 + IchA0) =

= [image: image465.png]|a2+ aZ+al
"



(sha0 + [image: image466.png]ta, +eaz + fas

|a2+a2+al
J



cha0).

2.4 Тригонометричні функції

Нехай w1=A0+IA1, w2=B0+IB1, тоді
1) sin(w1+w2) = sin(A0+IA1+ B0+IB1) = sin(A0+B0+I(A1+B1)) =

=sin(A0+B0)·cos(A1+B1)+ Icos(A0+B0)·sin(A1+B1);

2) sin(w1-w2) = sin(A0+IA1- B0-IB1) = sin(A0-B0+I(A1-B1)) =

=sin(A0-B0)·cos(A1- B1)+ Icos(A0-B0)·sin(A1-B1);

3) cos(w1+w2) = cos(A0+IA1+ B0+IB1) = sin(A0+B0+I(A1+B1)) =

=cos(A0+B0)·cos(A1+B1) - Isin(A0+B0)·sin(A1+B1);

4) cos(w1-w2) = cos(A0+IA1-B0-IB1) = cos(A0-B0+I(A1-B1)) =

=cos(A0-B0)·cos(A1-B1) - Isin(A0-B0)·sin(A1-B1).

Тригонометричні функції подвійного та потрійного аргументу.

1) sin(2w) = sin(2A0 + 2IA1) =sin(2A0)·cos(2IA1) + cos(2A0)·sin(2IA1) =

= sin(2A0)(1 – [image: image467.png](214,)°
20



 + [image: image468.png](2144)°
&



 – [image: image469.png](2144)°
P



 +….) + cos(2A0)(2IA1 – [image: image470.png](2144)°
3!



 + [image: image471.png](214,)°
5



 –

 - [image: image472.png](2144)
71



 +…) = sin(2A0)·cos(2A1) + I·cos(2A0)·sin(A1);

2) cos(2w)=cos(2A0+I(2A1))=cos(2A0)cos(2A1)-Isin(2A0)sin(2A1);

3) sin(3w)=sin(3A0)cos(3A1)+Icos(3A0)sin(3A1);

4) cos(3w)=cos(3A0+I(3A1))=cos(3A0)cos(3A1)-Isin(3A0)sin(3A1);
Гіперболічні функції
sh(w) = [image: image473.png]


;

ch(w) =  [image: image474.png]e+



;

th(w) = [image: image475.png]


;

cth(w) = [image: image476.png]


.

2.5 Спосіб задання тригонометричних функцій антикватерніонної змінної зо допомогою диференціального рівняння
Розглянемо звичайне диференціальне рівняння

[image: image478.png]ci.
dz?



 QUOTE  
 [image: image480.png]a’x

dw?



 ± X = 0                                                                                      (1)

де X(w) – антикватерніона функція скалярного аргумента, а саме

X(w) = [image: image482.png]


[image: image484.png]


 QUOTE  


Якщо в рівнянні (1) провести всі дії згідно закону композиції, прирівнявши елементи з однаковими базисними компонентами, то отримаємо систему лінійних диференціальних рівнянь

Покажемо, що функції гіперкомплексної змінної, які розкладаються в ці ряди, задовольняють рівняння (1). Для прикладу візьмемо ряд гіперболічного синуса

Sh(w) = [image: image486.png]


 + [image: image488.png]


 + … + [image: image490.png](25-1)!



 + …                                                      (2)

двічі продиференціювавши, отримаємо

[image: image492.png]d? Sh(w.
dw?




 [image: image494.png]d? Sh(z)
daz2



 QUOTE  
 = +Sh(w)                                                                                (3)

При підстановці (3) в (1) зі знаком «+» отримаємо рівність. Це означає, що ряд для визначення гіперболічного синуса  задовольняє рівняння (1) зі знаком «+».

Це означає, що рівняння
[image: image496.png]a’x

dw?



 + X = 0                                                                                        (4)

задає тригонометричні функції, а рівняння

[image: image498.png]a’x

dw?



 - X = 0                                                                                          (5)

гіперболічні


Систему (1) отримаємо з рівнянь (4)-(5) розбиваючи їх на компоненти при однакових базисних елементах. Розв’зок системи (2) можна отримати на основі теорії систем лінійних диференціальних рівнянь в залежності від вигляду її характеристичних коренів. При цьому, кожен розв’зок системи (2) при відповідному базисному елементі розв’язку рівнянь (4)-(5), задаючи тим самим відповідну функцію від антикватерніонної змінної.


Розв’язки рівнянь (4)-(5) будуть мати вигляд

Х = Х(t, C1, C2, …, C2n),

де C1, C2, …, C2n – довільні сталі інтегрування.


Їх можна знайти, якщо вони будуть пов’язані системою з 2п рівнянь, для чого необхідно знати значення тригонометричної і гіперболічної функції в двох точках. Для спрощення розрахунків доцільно однією з цих точок вибрати значення гіперболічної функції в початку координат, яке співпадає із значенням в нульовій точці тієї ж тригонометричної чи гіперболічної функції дійсної змінної. В якості другої точки доцільно вибрати точку, у якій одна із координат не рівна нулю, а друга рівна нулю. Наприклад


t = 1; K = 0; mi ≠ 0; mj = 0; j = 1,…,i-1, j+1,….,n.

Таким чином, побудова представлення тригонометричної чи гіперболічної функції розмірності п складається із наступних етапів:

1. У відповідності з рівняннями (4)-(5), і законом композиції антикватерніонної системи будують систему лінійних диференціальних рівнянь (2). Оскільки структура цієї системи рівнянь залежить від структурних констант АЧС, то вона в подальшому буде називатися асоційованою системою лінійних диференціальних рівнянь.

2. Складають характеристичний поліном матриці правої частини системи диференціальних рівнянь (2).

3. Визначають корені характеристичного полінома. Тут основна складність заключається в тому, що корені мають параметрами компоненти антикватерніонного числа в аналітичному вигляді.

4. За коренями характеристичного полінома складають розв’язок асоційованої системи (2) в загальному вигляді, які мають  2п2 довільних сталих інтегрування.

5. Визначають вирази для значень тригонометричної чи гіперболічної функції в двох опорних точках з врахуванням сказаного вище.

6. За виразами для значень гіперболічних функцій в двох опорних точках складають систему із 2п2 лінійних алгебраїчних рівнянь відносно довільних сталих інтегрування.

7. Розв’язок системи 2п2 лінійних алгебраїчних рівнянь визначає значення 2п2 незалежних довільних сталих інтегрування, де параметрами є елементи антикватерніонного числа. Решта із 2п2 – 2п довільних сталих інтегрування виражаються через 2п2 незалежних сталих.

8. Розв’язки системи (2) визначають компоненти представлення тригонометричної чи гіперболічної функції в заданій системі.

Для прикладу розглянемо таке рівняння

[image: image500.png]d? Sh(w.
dw?
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 QUOTE  
 = +Sh(w)

(Sh(w))'' - Sh(w) = 0


Складемо характеристичне рівняння:

λ2 – 1 = 0

λ2 = 1

λ1 = 1, λ2 = -1

Тоді загальний розв’язок матиме вигляд: 

Sh(w) = с1еw + c2e-w


Знайдемо константи с1 та с2

Sh'(w) =( с1еw + c2e-w)'

Сh(w) = с1еw - c2e-w
Розв’яжемо систему

[image: image504.png]{Sh(w) = ce"+ ce™
Ch(w) = ;6" — coe™



,

звідси маємо:
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Отже, [image: image507.png]


 = [image: image509.png]


, [image: image511.png]


 = [image: image513.png]


, тоді

Sh(w) = [image: image515.png]


.

Порівняємо отриманий результат з представленням гіперболічного синуса антикватерніонної змінної за допомогою подвійних чисел. Ми бачимо, що результати співпадають. Тобто можна зробити висновок, що представлення елементарних функцій від антикватерніонної змінної за допомогою подвійних чисел та за допомогою диференціальних рівнянь рівносильні.

Висновки

Таким чином, у алгебрі антикватерніонів справедливі комутативна та асоціативна властивості додавання, асоціативна  та дистрибутивна властивості множення. Проте немає комутативної властивості множення. Існують дільники нуля, які утворюють цілком певний многовид у чотиривимірному просторі. В зв’язку з не комутативністю множення існує дві операції ділення кватерніонів. На кватерніон, який не є дільником нуля. Квадратні корені з одиниці утворюють двопорожнинний або одно порожнинний гіперболоїд. Аналог формули Мавра не є узагальненням для комплексного випадку, і дану формулу можна використовувати при певних умовах, а для загального випадку такої формули не встановлено. Поняття норми введено як і на комплексній множині.
В даній роботі отримано представлення елементарних функцій антикватерніоної змінної: заміна антикватерніона подвійним числом; розкриття функцій; зворотна заміна позначень. Також розглянуто деякі елементарні функції від антикватерніона, властивості показникової та тригонометричної функцій від антикватерніонної змінної, також властивості тригонометричних та гіперболічних функцій та спосіб задання тригонометричних функцій антикватерніонної змінної за допомогою диференціального рівняння.
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