
площадей, то для значений радиусов — векторов спирали вводится поправка, 
определяемая уравнением той или иной аппроксимирую щ ей кривой. В качестве 
последней возьмем кардиоиду

р2 =  — a cos ф +  а.

Тогда уравнение второй направляю ­
щей будет иметь вид

ф

р =  Pi +  Рг =  Ро9 2я +  а (1 — COS <р).
Диаметры образую щ ей окруж ности 

определятся из вы раж ения 
d =  р — г =

ф

=  Ро9 2Л +  а (1 — cos ф) —  г.
У правлять графиком площадей мож ­

но с помощью параметров аппроксими­
рующих кривы х. У кардиоиды — это 
диаметр основной окруж ности а, у кох- 
леоиды — радиус-вектор а , , совпадаю ­
щий с полярной осью. На рис. 2, а изоб­
ражены графики площадей 1, 2, 3,  когда за аппроксимирую щ ую  кривую  выбрана 
кардиоида. П араметр а равен 3, 4, 5 соответственно. Этим графиком соответствуют 
направляю щ ие кривые / ,  2, 3, которые представлены на рис. 2, б. К ак видно 
из рисунка, они обеспечивают плавный переход от одного сечения к другому.

К ривая кохлеоида определяет более плавный график площ адей. Если раз­
ность радиусов-векторов логарифмической спирали и направляю щ ей кривой бу­
дет иметь вид кривой, изображенной на рис. 3, то за  аппроксимирую щ ую  кривую  
можно вы брать деформированную кардиоиду.
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О ПОДОБИИ КРИВЫХ 2-ГО ПОРЯДКА  
В ИНЖ ЕНЕРНОМ  ВАРИАНТЕ ЗАДАНИЯ

Рассмотрим дугу кривой 2-го порядка, заданную  координатами верш ин базис­
ного треугольника Л В С  и дискриминантом (  (рис. 1). П усть каж дая  из точек А 
и С, перемещ аясь равномерно и прямолинейно в плоскости чертеж а, занимает 
в конечном счете положение А '  и С'  соответственно. Требуется построить дугу 
кривой 2-го порядка, подобную заданной, конечными точками которой будут точ­
ки А '  и С '.
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Д л я  решения поставленной задачи воспользуемся простейшим преобразов 
нием подобия, так  называемым равномерным растяж ением , или гомотетическ 
преобразованием.
4 И звестно, что две геометрические фигуры подобны, если сущ ествует преобп 
зование подобия, преобразую щ ее одну фигуру в другую . Преобразованием поло" 
бия назы вается произведение прямой д
гомотетии на движ ение (параллельны й 
перенос, поворот).

Аксиома. Если дана бесконечная по­
следовательность углов а ,  а х, а 2 « /

Рис. 1
х

Рис. 2

с общей верш иной, из которых каж ды й последующий принадлеж ит предыдущему, 
и если не сущ ествует у гла , принадлеж ащ его всем углам  данной последовательнос­
ти , то сущ ествует один и только один луч внутри у гла  а ,  принадлеж ащ ий всем 
углам  данной последовательности.

Лемма. В гомотетии касательны х к заданной кривой преобразуется в каса­
тельную  к  кривой, подобной заданной.

Д оказательство (от противного) очевидно.
Теорема (прям ая). Если произвольной точке Е дуги А С  кривой 2-го порядка 

можно поставить в соответствие единственную точку Е ' дуги кривой 2-го порядка 
А 'С '  и М 'Е '  =  к  • М Б,  то базисные треугольники заданны х дуг подобны, а дискри­
минанты равны.

Д оказательство теоремы вы текает из свойств гомотетии и леммы.
Теорема (обратная). Если базисные треугольники двух дуг кривы х 2-го поряд­

ка в инженерном варианте задания подобны, а их дискриминанты равны , то такие 
кривые подобны.

Д оказательство. Выполним движение в плоскости чертежа так , чтобы отрезок 
А 'С '  налож ился на отрезок А С ,  а точка М '  совпала с  точкой М  (рис. 2).

Выбираем точку М  — М '  за  центр гомотетии.
г „  М Е  М Е '  М Е '  М В '  „

Так как /  =  /  , то -------- = --------  , или  = ----- . Из подобия тре-
1 1  М В  М В '  М Е  М В

угольников ЛВС  и А 'В 'С '  имеем М В '  =  к ■ М В  (где & — коэффициент гомоте­

тии), а значит М Е ' — к ■ М Е ,  т. е. точка Е '  с  А ' С  гомотетична точке Е  С  АС.
Назовем точку пересечения медианы базисного треугольника с кривой 2-го 

порядка «условно средней точкой», а луч гомотетии, пересекающ ий зад ан н ы е дуги 
А С  и А 'С  соответственно в условно средних точках , «условно средним лучом го­
мотетии».

Проведём из центра подобия произвольный луч преобразования М Н .  Д о к аж е м , 
что точка Н  с  А С  гомотетична точке Н ' с  А С ' .

Если луч М Н  не совпадает с лучом М Е ,  то, очевидно, он пересекает заданны е 
дуги кривых 2-го порядка либо в пределах угла А М Б ,  либо — С М В .  П редполо­
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жим, первое. О коло дуги А Е  опишем базисный треугольник A R E ,  а около дуги 
А ' Е '  —  ДA ' R ' E ' .  Т ак  как  Д  A B C  со Д  А ' В ’С ' , то A R  || A ' R ' .  Кроме того, 
известно, что касательны е к кривой 2-го порядка в точках , являю щ ихся концами 
диаметра кривой, параллельны  сопряженным ему хордам: R E  | А С  и R 'E '  || 
\ \А 'С ' ,  а , следовательно, R E  || R ' E ' .  Точка А  и А ' , Е  и Е '  гомотетичны по по­
строению, поэтому А Е  || А ' Е ' . Значит Д  A R E  со Д  A ' R ' E '  и их медианы гомоте­

тичны K ' R ’ =  К  ■ K R .
Если через точку пересечения медианы K R  треугольника A R E  с дугой 

кривой 2-го порядка А Е  провести прямую , то в пересечении её с медианой К ' R '  
базисного треугольника A ' R ' E '  получим точку Е\> гомотетичную точке Е±, М Е [  =

=  к  • М Е 1. Н о, согласно построению, каж дой точке дуги А С  соответствует единст­
венная точка дуги А ' С ' . Поэтому Е [  =  K ' R '  Г) А ' Е ' , т. е. точка Е\  принадлеж ит 
дуге А ' Е ' .

Л уч М Н  либо совпадает с лучом М Е г (М Н  =  А1Ег),  тогда теорема доказана, 
либо принадлеж ит одному из двух углов <  А М Е ,  либо <  Е 1М Е .  Предположим 
последнее. Аналогично предыдущему доказываем гомотетичность условно средних 
точек £ 2 и Е 2 и т . д .

Согласно аксиоме, пределом, к которому стремится последовательность условно 
средних лучей гомотетии, является  произвольно проведенный луч М Н  (М Н') .  
П оследовательность условно средних точек Е , Е%, Е г, . . . ,  Е{ дуги А С  стремится 
при этом к точке Я , а последовательность условно средних точек Е ' , Е'2, . . . ,  E \ t
дуги А 'С '  — к точке Я '.  Поэтому

М Н ' ME', -
=  iim  • ■■■_— =  lim  k  =  k, или М Н '  =  k  • МН,

М Н  M E t

что и требовалось доказать.
М атериал настоящей статьи послужил теоретическим обоснованием для  ма­

шинного решения одной из основных задач швейной промышленности — техни­
ческого разм нож ения швейных деталей. Графический и аналитический алгоритмы 
технического разм нож ения деталей [2] значительно проще алгоритм ов, разра­
ботанных ранее.
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МЕТОДЫ НЕЛИНЕЙНОЙ АППРОКСИМАЦИИ ПЛОСКИХ КРИВЫХ  
И ПОВЕРХНОСТЕЙ ПРИ МАЛОМ ДОПУСКЕ

Н елинейная аппроксимация плоских кривых и поверхностей вызвана необхо­
димостью перезадания линий и поверхностей более простыми геометрическими 
формами для нелинейных систем интерполирования при программной обработке.

Если при достаточно малом допуске ô пренебречь отклонением соприкасаю щ е­
гося параболоида т-ой степени в достаточно малой окрестности, то можно предло­
ж ить следующий метод исследования:

полагая  соприкасаю щ ийся параболоид т-ой степени леж ащ им на поверхности, 
выполним анализ отклонения соприкасаю щ ихся параболоидов т -ой и (т-1)-ой  
степени.
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