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доданки описують відносний рух частинок із хвильовою функцією ф ( г ) []j 
Повна хвильова функція є їхнім добутком. Тому підстановка цього виразу ( 

стаціонарне рівнянні Шредінгера Нф = Ехр приводить до рівняння для одщ, 
частинки маси ш з координатою ?", що рухається в полі U — U(r): 

{ - £ F 2 + И ( г ) ) і К т ) = Е ф ( г ) (4), 
внаслідок сферичної симетрії потенціалу, зручно перейти від декартов» 
координат x,y,z до сферичних г,в,<р. В нових координатах вираз дЛіІ 

лалсасіана матиме вигляд: 
гт2 і а 7 й і г і е . . а і а2 і . . . Vа = — — + — sinB і (5). т Зг 3r т2 Ьів8 36 Зв ! і в ! 9 М і 

Вираз в квадратних дужках - оператор квадрата моменту кількості рух* 
L2 у сферичних координатах. Рівняння Шредінгера матиме вигляд: 

Змінні в рівнянні розділяються, і, відповідно до цього, хвильові функції 
зображаються як добуток функції $ ( г ) , яка залежить лише від г, на хвильову 
функцію Yim(9,q>), що залежить лише від кутових змінних і є власною 
функцією операторів і 2 та L z [3]. 

4>(r) = R(r)¥LrrX9,<p) (7), 
де Я = й ( г ) - радіальна функція. 

(rK) + 'J5 R + U(r)R = ER (8). 2mr&r* Zmr2 v 

(8) - радіальне рівняння Шредінгера, для якого умова нормування: 

я 2 ( г> = і . 
Після підстановки ті?(г) = д;(г) отримаємо одновимірне рівнянш 

Шредінгера: 

З ефективною потенціальною енергією U;(r) = U(r) + '** ' за умови. 
2жг 

що 0 < г <оо. Другий доданок у цьому виразі - відцентрова енергія, яка маг 
відштовхувальний характер і не дозволяє частинці впасти на силовий центр 
Функція X нормується без вагового множника: 

£ V w d r = і . 

Дослідивши поведінку функції х на малих і великих відстанях 

отримаємо, що при г -» 0 х = const * т л + 1 , а при г - » с о ехр 

Отже, для зв'язаних станів з урахуванням поведінки функції У на мали\ 
та великих відстанях радіальну функцію записуємо у вигляді: 

_ ]іт\Е\ 

R(r) = Гі2 £<Г) (10). 

Такий запис забезпечує необхідну поведінку функції R на границях 
області значень г, 0 < г < ю . Функція <и(г)відповідає за характер радіальної 
функції в області проміжних значень г, який, зрозуміло, диктується конкретним 
в и г л я д о м потенціальної енергії U= U(r). 

Дуже важливим випадком руху в центрально-симетричному полі 
• л a 

являється рух в кулонівському полі, де потенціальна енергія и = — . 

Рівняння (8) для радіальних функцій матиме вигляд: 
йі" т Or r- S2 \ г / v ' 

В якості одиниць вимірювання маси, довжини і часу виберемо відповідно 
ft3 1? 

и» — — - [4]. Рівняння (11) в нових одиницях набуде вигляду: 
ma 

+ + = 0 (12) dr2 r Or г*: a* V r J 
n • • • 1 2r 

Замість параметра 1 1 змінної r введемо нові величини n — r r ^ ' P = ~ 

Після підстановки нових величин рівняння (12) набуде вигляду: 

+ + = (13) 
р І 4 р З' і v ' 

При малих р розв'язок пропорційний р1. Для вияснення асимптотичної 
„ ї . 1 поведінки А при великих р опускаємо члени з - і —, отримуємо рівняння 

р р-
Я" = - . з в і д к и R = е~ Р Ъ. 

, _Р ; 
Отже, R — р'е '2&і{р), а рівняння (13) набуде вигляду: 

рш" + (22 + 2 - + (п-1~ 1)<и = 0 (14) 
З рівняння (14) можна зробити висновок, що число п повинно бути цілим 

і додатнім, а число І повинно задовольняти умові п > І + 1. 
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ВИВЧЕННЯ КОМБІНАЦІЙ ГЕОМЕТРИЧНИХ ТІЛ У СТАРШІЙ ШКОЛІ 
Повсякденне життя людини, побут, професійна діяльність і вся навколишня 

Ч>ирода пов'язані з просторовими об'єктами, ідеальними образами яких є 



геометричні тіла: призми, піраміди, конуси, циліндри, кулі тощо. Часто виникає 
практична необхідність визначати об'єм і площ;/ поверхні об'єктів природи, побуту 
виробництва, досліджувати їх розміри, взаємне розташування. З погляду на це 

процес навчання стереометрії, зокрема вивчення комбінації геометричних тіл 
потрібно найперше розглядати як надбання учнями необхідних загальнолюдських 
знань і цінностей, а тому спрямувати на розвиток навчально-пізнавальної та творчої 
активності учнів. 

Огляд наукової та науково-метгодичної літератури, зокрема [1, 2, 3, 4], свідчить 
про значущість вивчення розділу "Комбінації геометричних тіл" для розвине, 
логічного і просторового мислення, для демонстрації прикладної спрямованості 
геометрії і в той же час про стурбованість науковців, методистів та вчителів 
недостатнім рівнем геометричних знань учнів. 

Актуальність проблеми вивчення геометричних тіл також зумовлена реальним 
станом вивчення розділу " Комбінації геометричних тіл" учнями старшої школи. 
Більшість учнів не можуть застосувати набуті знання та вміння під час розв'язування 
нових, нестандартних задач, припускаються помилок у побудові малюнків 
геометричних тіл, виділенні істотних властивостей, що визначають вид 
геометричного тіла. Про це свідчать результати державної підсумкової атестації 
випускників шкіл, зовнішнього незалежного оцінвання, анкетування вчителів, бесіди 
з учителями та учнями. 

Питаннями, пов'язаними із методикою вивчення даної теми займалися такі 
науковці: В. Г. Бевз, Г. П. Бевз, О. Б. Василевський, А. В. Грохолъська, Я. М. Жовнір, 
В. Г. Коровіна, І. А. Кушнір, М. І. Лисова, Д. С. Людмілов та ін. 

У дані статті ми розглянемо комбінацію призми та кулі. 
Мета статі - ознайомити з тим, як дана тема представлена в окремих 

діючих підручниках зі стереометрії. 
Згідно програми академічного рівня учень (учениця): розпізнає види тіл 

обертання, їхні елементи; обчислює основні елементи тіл обертання: 
обґрунтовує властивості тіл обертання, застосовує їх до розв'язання задач: 
розпізнає многогранники і тіла обертання у їх комбінаціях; розв'язує нескладні 
задачі на комбінацію просторових фігур. 

У ЗОШ використовуються підручники зі стереометрії наступних авторів: 
Г. П. Бевза, Г. В. Апостолової, В. О Тадеєва, А. П. Єршова, Н. І. Бурди. 

Надамо коротку характеристику двох діючих підручників, щодо даної 
теми, авторських груп Г. П. Бевза [1] та В. О. Тадеєва [4]. 

У підручнику [4] розглядається тема, яка пов'язана з комбінаціями кулі та 
різних просторових тіл, зокрема призми. Наводиться ряд означень та теорем. А 
саме такі: 

Означення 1. Куля називається описаною навколо призми, якщо всі 
вершини призми належать поверхні кулі. 

Теорема І (про існування сфери, описаної навколо прямої призми). Якщо 
давк°л0 о с н о в и ПРЯМ01 призми можна описати коло, то навколо самої призми 
#о*на описати сферу, причому така сфера єдина 

Доведення: дав. [4]. 
Наслідок І (з теореми І). Якщо навколо призми можна описати сферу, то 

її центр збігається із серединою відрізка, що з'єднує центри кіл, описаних 
навколо основ. 

Наслідок 2 (з теореми 1). Центр сфери описаної навколо прямокутного 
паралелепіпеда, збігається з точкою перетину його діагоналей. 

Наслідок 3 (з теореми І). Не існує жодної похилої призми навколо якої 
можна було б описати сфер}'. 

Означення 2. Куля називається вписаною в призму, якщо її поверхня 
дотикається до всіх граней многогранника. 

Теорема 2 (про існування сфери вписаної у пряму призму). У пряму 
призму можна вписати сферу тоді і тільки тоді, коли в її основу можна вписати 
коло, а діаметр цього кола дорівнює висоті призми. Центр вписаної сфери 
збігається із серединою відрізка, що з'єднує центри кіл, вписаних в основи 
призми, її радіус дорівнює радіусу цих кіл, а точки дотику з основами призми 
збігаються з центрами вписаних кіл 

Доведення-, див. [3]. 
Наслідок 4 (з теореми 2). У правильну призму можна вписати сферу тоді і 

тільки тоді, коли висота призми дорівнює діаметру кола, вписаного в основу. 
Ця умова, зокрема, виконується для куба. 

Для розв'язування учням запропоновано 18 задач, які пов'язані з 
комбінацією призми та кулі. Розглянемо одну з них. 

Приклад 1. В прямокутному паралелепіпеді діагональ утворює з 
площиною основи кут а , а діагональ (іспови утворює з однією з сторін основи 

Знайти площі бічної поверхні паралелепіпеда, якщо радіус кулі, описаної 
навколо нього дорівнює R (рис. 1). 

Розв 'язання-. Нехай відрізок 010г — висота паралелепіпеда. 
О - центр кулі, описаної навколо паралелепіпеда. 

Тому 0 4 = OS = ОС = 0D = OA, = OB, = 0СГ = ООГ = R. 

Розглянемо ДОШ г . у ньому zO, = 9V.ZD = а. ООг = Rsina. За 
Яремою Піфагора: OD2 = DO? + OOf. Звідси DO, = Rcosa. 

Оскільки ABCD - прямокутник, то AO, = B01 = C0t = D0>. = Rcosa. 
Розглянемо MOjD. У ньому АОг = DO. = Rcosa. zO. DA = *lO,AD = p. 
За теоремою косинусів маємо: 

401 = AOf + DOj - 2A01D01cos(l8Q* - 2/3). Звідси AD = 2 RcosacosB. 
Розглянемо AABD. LA = 90 . За теоремою Піфагора 

• f a i o t f D 2 = AB2 + AD2. Звідси AB = 2RcosasinjS. 



Відомо, що5 g = Р0С!І • h, Рпсн = 2(АВ + AD). 
Отже, 5g = 4Rzsin2a(sinfi + cos/?). 

У підручнику [1] надається значно менше, у порівнянні з [4], інформації з 
даної теми. Не подано жодної теореми, лише два означення, які аналогічні 
попереднім. Для розв'язування учням запропоновано тринадцять задач. 
Розглянемо одну з них. 

Приклад 2. Ребро куба дорівнює й. У цей куб вписано сферу. Знайдіть 
довжину хорди цієї сфери, яку вона відтинає на відрізку, що сполучає середини 
мимобіжних ребер куба (рис. 2). 

Рис. 2 
Розв'язання: Розглянемо переріз куба площиною, що проходить через 

точки М, N, К - середини ребер куба (рис. 3). 

Рис. 3. 

Нехай ребро куба дорівнює а, тоді 
Гї ~ -

РМ = ME = KL = LN = NS = SP = І-" + f (за теоремою Піфагора). 

_ • а . п „ с, , РМ а\2 г, 

Радіус вписаної кулі в куб дорівнює годі Уя = - , ОН = — = З 

йОАВ.^Б = 90= маємо: АВ = \г0А2-0В2 = !— - -- = j— = — . Звідси % S 3 4 АС = 2АВ = —. 
с V 2 

Відповідь: . 
2 

У подальшому ми плануємо розглянути задачі, пов'язані з комбінацією 
кулі з іншими многогранниками та тілами обертання. 
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ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДІВ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО ЧИСЛЕННЯ 
В ЗАДАЧАХ З ЕКОНОМІЧНИМ ЗМІСТОМ 

Диференціальне числення дає змогу розв'язувати великий спектр задач 
Гномічного змісту, досліджувати економічні процеси, явища [1]. 


