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Анотація. У  статті розглядаються питання, що стосуються дослідження функ
цій, рівнянь і нерівностей з параметрами на основі ком п’ ютеризованих обчислю
вальних експериментів у процесі навчання математики в старшій ш колі.
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ваний обчислювальний експеримент, педагогічний програмний засіб G ran1 .

Дослідження функцій, рівнянь і нерівностей з па
раметрами за допомогою комп’ютера дає мож

ливість учням досить легко і швидко виконувати об
числювальні експерименти і на їх основі за чисельни
ми і графічними методами знаходити принаймні на
ближені розв’ язки досить складних задач, точні 
аналітичні розв’язки яких часто знайти неможливо. 
Така дослідницька діяльність значно посилює навча
льно-пізнавальні можливості учнів, їхній інтелекту
альний потенціал, аналітичне і синтетичне мислення, 
робить навчально-пізнавальну діяльність досить при
вабливою й ефективною в плані інтелектуального 
розвитку учнів. Наразі слід підкреслити, що основним 
завданням і метою навчання учнів є розширення, по
глиблення і зміцнення їхніх знань, формування зага
льнокультурних і предметних компетентностей, на
укового світобачення, виховання в них людяності і гу
манності, розвиток мислительної діяльності, уміння 
аналізувати різноманітні явища і процеси, вникати в 
їх сутність, з’ясовувати відповідні причинно-наслід- 
кові зв’язки, робити відповідні причинно-наслідкові 
зв’язки, робити відповідні узагальнення і висновки, 
коректно їх формулювати і обґрунтовувати.

У зв’язку з цим слід підкреслити, що викорис
тання комп’ютера має бути педагогічно виваже
ним, основне його призначення — звільнити учнів 
від виконання рутинних операцій і дати їм можли
вість значно більше заглиблюватися в сутність до
сліджуваних явищ, осмислювати спостережені фа
кти і пояснювати їх, за рахунок чого їхні знання ста
ватимуть значно ґрунтовнішими, міцнішими, фу- 
ндаментальнішими, набуватимуть практичної 
значущості й узагальненості.

Є досить багато цікавих і захоплюючих задач, 
розв’язування яких приваблює увагу учнів і прино
сить неабияку користь у набутті ними різноманіт
них знань, зокрема і з математики.

До таких задач відносяться і задачі на досліджен
ня функцій, рівнянь та нерівностей з параметрами. 
Особливо цікавим є аналіз таких задач за допомогою 
комп’ютеризованих обчислювальних експериментів.

Розглянемо деякі приклади таких задач. ___
Приклад 1. На площині задано k точок М i, iЄ1 ,k,

їхніми координатами (x i,yi), iЄ 1,k, відповідно. Потрі
бно визначити на цій площині таку пряму, сума відда

лей до якої від заданих точок буде найменшою порів
няно з іншими прямими. Як відомо, рівняння пря
мої, що проходить через точку (х0,у0) і перпендикуля
рна до вектора (а,b), має вигляд а(х-х0)+b(у-у0)=0, а від- 
даль до такої прямої від точки (х i,уi) визначається за 
формулою

( 1)

Якщо рівняння прямої подано у вигляді y=px+q, 
тоді згідно з (1) віддаль від точки (xi,yi)  до такої пря-
мої буде визначатися за формулою

( 2)

Отже, ля визначення шуканої прямої необхідно 
знайти пару чисел (p,q) таку, для якої функція G(p,q) 
від двох аргументів р  і q :

(3)

набуватиме найменшого значення. Очевидно, функ
ція G(p,q) може набувати лише невід’ємних значень. Для 
конкретних обчислень розглянемо такий приклад. Не
хай задано чотири точки (1, 1), (2 ,-1 ), (3,1), (4 ,-1). Для 
так заданих точок вираз (3) набуде вигляду

Для відшукання точки (p,q), у якій функція G(p,q) 
набуває найменшого значення, скористаємося про
грамою Gran1 [4].

Перепозначимо змінні р  і q через х  i у  відповідно і 
введемо до розгляду неявно задану залежність між 
змінними х і у у вигляді 0=G(х ,у )-Р 1, де Р 1 — змін- 
ний параметр.

Скориставшись послугами програми Gran1, вста- 
новимо попередньо тип залежності між змінними 
«Неявна: 0=G(X, Y)» (рис. 1) і введемо до вікна вве
дення вираз

0=(Abs(x *1 -1  +y)+Abs(x*2+1+y)+Abs(x*3-l+y)+  
+Abs(x *4+1+i/))/Sqrt(x2+ 1 ) -P 1.
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Рис. 1
Надавши змінним x  та у довільних значень х0,у0, 

наприклад Х0=0, Y0=0, обчислимо значення G(X0,Y0)
та покладемо P 1=G (X 0,Y0) для того, щоб вираз
G(X0,Y0)- P1 набував значення, рівного нулеві, тобто
щоб мала місце рівність G(X0,Y0) -P 1=0.

Очевидно, значення P 1=G(X,Y) не може бути від’є- 
мним за будь-яких значень змінних X  та У.

Звернувшись далі до послуги Графік/Побуду- 
вати, одержимо лінію нульового рівняння функ
ції G (X ,Y )-P 1, тобто множину точок, у кожній з
яких вираз G (X ,Y )-P1  набуває значення нуль за
заданого значення параметра Р1.

Дібравши межі Min =, М ах =  та крок h зміни па- 
раметра Р 1 (див. рис. 1) і поступово зменшуючи зна
чення параметра Р 1, будемо отримувати все нові й но
ві лінії нульового рівня функції G (X ,Y )-P 1. За необ- 
хідності зафіксувати графік залежності G(X,Y)-P1=0
за деякого значення параметра Р 1 досить звернутися
до послуги програми Gran1 Об’єкт/Новий об’єкт з за- 
фіксованими параметрами. На рис. 1 подано лінії ну- 
льових рівнів функції G(X,y)-Pl, коли параметр
Р1 набуває значень відповідно 3.6, 3.0, 2.5, 2.3, 2.23.
За подальшого зменшення значення параметра Р 1 
графік відповідної лінії нульового рівня функції 
G (X ,Y )-P 1 зникає, на екрані не будується жоден
графік, якщо значення Р 1 менше, ніж 2.23. Це озна
чає, що функція G(X,Y) набуває найменшого зна
чення, наближено рівного 2.23, у точках лінії нульо
вого рівняння функції G(X,Y) — 2.23. Як видно з
рис. 1, остання лінія нульового рівня практично стя
гується в точку, координати якої наближено дорів
нюють Х =-0.668, Y=1.665.

Зауважимо, що лінія нульового рівня функції, на
приклад G(X,Y)- 3.6, охоплює множину точок, у яких
виконується нерівність G(X,Y)≤ 3.6. Таким чином,

використовуючи наведені міркування, можна знахо
дити множини розв’язків нерівностей виду G(X,Y)≤ P 1.

На рис. 2 подано зображення точок М 1(1, 1),
М 2(2, -1 ) , М 3(3, 1), М 4 (4, -1 ) , та графік прямої
y=-0 ,668х +1.665, сума віддалей до якої від заданих
точок M l , M 2, M 3 , М 4 найменша порівняно з будь
якими іншими прямими.

Таким чином дослідження такої досить складної за
дачі з використанням програми Gran1 стає доступним 
для учнів старших класів. Зрозуміло, що розв’язую
чи подібні задачі, учні повинні володіти поняттям ве
ктора, скалярного добутку векторів, норми вектора то
що, уміти побудувати математичну модель задачі і 
далі досліджувати її з використанням тих чи інших 
програмних засобів, зокрема Gran1.

Аналогічно можна відшукати наближений роз
в’язок задачі Штейнера, у якій на площині хОу необ
хідно знайти точку М , сума віддалей від якої до зада
них k точок M i, тобто,

k
∑ki=0p(M ,M i) була б найменшою, де
І = 1

p(M ,M i) =  √ ( x - x i)2 + (у  -  yі)2, х  і y невідомі

координати точки М , х i і уі — задані координати то
чки М i, iЄ 1,k[4], а також дещо простішої задачі, у якій
точку М(х,0) необхідно знайти на осі Ох, тобто коли

р(М, M i) =  √ ( x - x i)2 + yi2.
Приклад 2. Під час опрацювання результатів стоха-

стичних експериментів досить часто доводиться визна
чати так званий надійний інтервал, який з наперед за
даною ймовірністю, рівною, наприклад, 0.95, накриває 
невідомий параметр розподілу ймовірностей. Найчас
тіше в таких випадках доводиться визначати невідомі
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Рис
межі проміжку [ -а, а], ймовірність 
попадання в який обчислюється за 
формулою [5]

Хоч первісної функції для розгля
дуваної функції f(x) в скінчених 
виразах не існує (знайти невизна- 
чений інтеграл ∫ f(x)dx в скінчених 
виразах неможливо), разом з тим 
наближено межі інтегрування -а  
та а такі, що

з достатньою точністю дорівнюва
тиме наперед заданому числу 

Р( - а,а), 0≤ Р( [ -а,а])≤ 1,

даної залежності між змінними X  
і Y  слід звернутися до послуги Гра- 
фік/Побудувати.

Для обчислення інтеграла

досить легко визначити за допомо
гою програми Gran1. Для цього до
сить (рис. 3) вказати тип залежно
сті між змінними «Явна :Y=Y(Х )», 
далі звернутись до послуги Об’єкт/ 
Створити й у вікно Введення ви
разу залежності, що з’явиться, в 
рядку введення ввести вираз 
1/Sqrt(2*Pi)*Exp(-xˆ 2/2). У разі 
необхідності побудувати графік за

зменшуючи чи збільшуючи в разі 
необхідності значення параметра 
Р 1 (зміщуючи повзунець відповід
но вліво чи вправо, для чого досить 
встановити курсор мишки на стрі
лочку «<» чи «>» та натиснути лі
ву клавішу мишки), знайдемо, що

дорівнює наперед заданому числу, 
наприклад 0.95, невідомі, вкажемо 
нижню межу як А = - Р 1, а верхню 
як В=Р 1 (рис. 3).

Дібравши необхідним чином ме
жі Min=, Мах=  та крок h зміни па-

коли Р 1=1.96 (рис. 3). Таким спо
собом за допом огою  програми 
Gran1 знайдено наближений роз
в ’язок рівняння

Рис. З
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слід звернутися до послуги Опера- 
ції/Інтеграли/Інтеграл і у додатко
вому вікні Інтегрування, що з’яв
иться (рис. 3), вказати нижню (у 
рядку А=) та верхню (у рядку В=) 
межі інтегрування. Оскільки ме
жі інтегрування такі, що

де f(x) — щільність центрованого і 
нормованого нормального розпо
ділу ймовірностей

раметра Р І і задавши спочатку до
вільне значення параметра Р1≥ 0 
(нижню межу досить вказати рів
ною -5 , а верхню межу рівною 5, 
оскільки

відносно невідомої змінної Р1.
Приклад 3. Нехай потрібно з’я

сувати, за яких значень парамет
ра а у рівняння ax=logax  буде най
більша кількість розв’язків. Запро
понувати якийсь аналітичний під
хід до розв’язування даної задачі 
не вдається. Разом з тим, перепоз- 
начивши а через Р 1 та ввівши до 
розгляду явно задані залежності 
між  змінними X  і Y : Y =P1ˆ X, 
Y=log(P 1,X), Y=X, і задавши деяке 
початкове значення Р 1, наприклад 
Р1=2, побудуємо графіки так зада
них залежностей за допомогою про
грами Gran1. Експериментуючи за 
допомогою комп’ютера, будемо змі-
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нювати значення параметра P 1, за
давши відповідно межі М іп =  і 
М ах=  та крок h= його зміни, і для 
кожного так одержаного значення 
параметра 51 будувати графіки вка
заних функцій (за допомогою Gran1 
із зміною параметра 51 графіки пе
ребудовуються автоматично). У ре
зультаті одержимо, що коли

тоді розв’язків буде три (рис. 8).
Слід зауважити, що для корек

тного аналізу отриманих за допомо
гою комп’ютера результатів та їх не перевищуватиме наперед зада

ного числа ε>0. Нехай 
y=f(x)=cos(sin(cos(sqrt(exp(x ))))), 

а=0 ,b=4, ε =0.1.
Звернувшись до послуг про

грами Gran1, уведемо явно зада
ну залежність

(X)=Cos(Sin(Cos(Sqrt(Exp(X))))) 
між змінними X  і Y, вказавши від
різок задання А = -5 , В=15 (рис. 9), 
та побудуємо графік так заданої 
залежності.

Далі звернемось до послуги Опе- 
рації/Інтеграли/Суми Дарбу й у до
датковому вікні Інтегрування, що 
з’явиться, вкажемо межі інтегру
вання А = 0 , B=4, а в рядку Інтерва
ли вкажемо параметр P 1. Оскіль
ки P 1 — це кількість інтервалів 
[ai-1,ai), на які ділиться проміжок
інтегрування, то крок h зміни пара
метра 51 має бути цілим числом. 
Покладемо h=l і задамо деяке поча
ткове значення параметра P1, по
клавши, наприклад 51=7. У такому 
разі одержимо MinI≈ 3.1, М ахІ≈3.7, 
М ахІ- М іпІ≈  3.7-3.1=0.6>0.1. Збі
льшуючи поступово значення P 1 
(кількість відрізків [аi-1,aі) поділу 
відрізка [а, b) на часткові відрізки 

знайдемо, що М ахІ-М іпІ
буде не перевищувати 0.1, коли P 1 
набуде значення не меншого, ніж 
55 (рис. 9).

Приклад 5. На відрізку (-15;15) 
задано функцію 
y=cos(sin(cos(sqrt(exp(x )))))-0 .5.

Потрібно знайти січну, яка про
ходить через точку з абсцисою

Рис. 4

Рис. 5
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де e= 2 ,71828 — основа натураль
них логарифмів

тоді у рівняння P 1=logP1x  розв’яз
ків немає (рис. 4). Коли

тоді існує єдиний розв’язок рів
няння P 1x= logPl х , а саме х= е

(рис. 5). Коли P 1 знаходиться в ме
жах від 1 до

тобто виконується умова

тоді у рівняння P 1x= logP1x  буде 
два розв’язки (рис. 6). За умови

розв’язок буде один (рис. 7). Коли 
виконуватиметься умова

обґрунтування й узагальнення уч
ні повинні бути досить ґрунтовно 
обізнані з шкільним курсом мате
матики, зокрема алгебри і початків 
аналізу, що необхідно, наприклад, 
для обґрунтування єдиності роз
в’язку за умови P 1=е1/е, чи того, 
що розв’язком є саме х=е, тощо.

Приклад 4. Нехай на деякому 
відрізку [c,d]D[a,b] задано функ
цію y=f(x). Потрібно визначити, за 
якої кількості k часткових інтерва
лів [ai-1 , ai)  таких, що ai=ai-1+h,
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Рис. 6

Рис. 7

Рис. З

х=~3  на графіку такої функції й
утворює якомога більший кут з віс
сю Ох, а також точку на графіку
функції між точками, у яких вка
зана січна перетинається з графі
ком функції, таку, дотична в якій 
паралельна до вказаної січної.

Для відшукання розв’язку зада
чі звернемося до послуг, передбаче
них в програмі Gran1. Вказавши 
тип залежності «Явна: Y = Y(x )»
між змінними X  і Y , у рядку Вве
дення виразу залежності уведемо 
заданий вираз (рис. 10) і побудує
мо графік заданої залежності, вка
завши М асш таб користувача 
M inX =-4, МахХ=5, МіпY = -0 .1 , 
МахХ=0.7 (рис. 10). Далі звернемо
ся до послуги Операції/Похідна й 
у допоміжному вікні Похідна, що 
з’явиться, у рядку Х =  вкажемо Р\,
у рядку АХ=  вкажемо Р2 (де Р 1,
Р 2 — змінні параметри), задамо
деякі початкові значення параме
трів Р 1 і Р2 і нижню Min= та вер
хню Мах= межі та крок h= зміни
параметрів, а також поставимо від
мітку «V» проти напису «Будувати 
січну». На початку доцільно вказа
ти Р 1=-3  (Х = Р 1 — абсциса точки,
через яку має проходити січна). 
Добираючи відповідне значення 
Р2 (ΔХ =Р 2 — різниця абсцис то
чок, через які проходить січна), 
знайдемо, що найбільшого значен
ня, рівного 0.0845, відношення 
ΔY/ΔX  — кутовий коефіцієнт січ
ної набуває, коли ΔХ = Р 2 набуває
значення 3.74 (рис. 10)

Звернувшись до послуги «Зали
шити слід », зафіксуємо на графіку 
положення знайденої січної, і пе
рейдемо до відшукання на графіку 
заданої функції точки, у якій доти
чна до графіка функції буде парале
льна до знайденої раніше січної. 
Для цього знімемо мітку «V» проти 
напису «Будувати січну» і постави
мо її проти напису «Будувати доти
чну» . Далі будемо змінювати пара
метр Р 1, добираючи його значення
(абсцису точки дотику Х =Р 1) та
ким, щоб кутовий коефіцієнт доти
чної у '(х) набув значення 0.0845 —
значення кутового коефіцієнта по
будованої раніше січної.

Добираючи, як і раніше, відпо
відне значення параметра Р 1, знай
демо, що значення 0.0845 кутовий 
коефіцієнт дотичної набуває тоді, 
коли Р 1=-0.928, тобто абсциса то-
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Рис. 10
чки дотику шуканої дотичної має 
бути рівною -0 .928 (див. рис. 10).

Слід зауважити, що хоч ком
п’ютерні експерименти з викорис
танням програмних засобів типу 
Gran1 є достатньо доступними для 
учнів, разом з тим для конкретно

го проведення таких експериментів 
і правильного пояснення сутності 
отримуваних результатів учні по
винні мати досить ґрунтовні знан
ня з математичних дисциплін, що 
вивчаються в школі, зокрема і з 
алгебри та початків аналізу.

* * *
Аннотация. В статье рассматрива-

ются вопросы , касающиеся исследо-
вания функций, уравнений и нера-
венств с параметрами на основе компь-
ютеризированны х вычислительных
экспериментов в процессе обучения
математике в старшей школе.

Ключевые слова: функции, ура-
внения и неравенства с параметра
ми, компьютеризированны й вычие-
лительний эксперимент, педагоги-
ческое программное средство Gran1 . 
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