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«Геометрія  — це наука, яка 
з неправильних рисунків 

робить правильні висновки» 
(математичний гумор)

Словник-довідник з українського літера-
турного слововживання лаконічно й чітко 
роз’яснює значення одного з головних за-

собів навчання геометрії, а саме: рисунок — це: 
«Зображення чого-небудь рисками на площині; 
креслення» [3, 324], а слово «рисувати» тлума-
чить як «креслити». Змістове значення спорідне-
ного слова «малювати» дещо інше: «зображати 
когось, щось на площині олівцем, пером, фар-
бами тощо; переносно  — зображати словами, 
викликати в уяві певні образи тощо» [3, 214].

Сьогодні часто у математичних книжках чи 
статтях пишуть мал., що означає малюнок 
(наприклад, [6]). Це не відповідає нормальному 
українському слововжиткові, адже слово малю-
нок наша рідна мова пов’язує переважно з ко-
льоровим (живописним) зображенням (Книжка 
з малюнками; Дитячі розмальовки фарба-
ми; Гарними малюнками тішать нас онучки) 
або із враженням від картин природи (Чарівна 
краса мальовничого куточка України (озера 
Світязь) стоїть перед очима). Тому під ілю-
страціями, що є графічними або схематични-

ми зображення геометричних об’єктів (фігур та 
відношень), треба писати рис., тобто рисунок. 
Адже слово рисунок походить від прадавнього 
українського слова риса (рґза – із глаголичного 
письма), що утворило й інші слова: рисуваль-
ник, обрис, нарис, зарисовка (а не замальовка, 
як дехто вважає). Синонімами слова «рисунка» 
є слова візерунок, шкіц (ескіз), креслення, кон-
тур. Синонімами малюнка виступають: образ, 
образок, картинка, малювання, мальовничий, 
розмальовка, куншт (Ось привезли і малюван-
ня  — І. Котляревський; А скільки образків вер-
сальських, малярських кунштів і божків!  — 
П.  Гулак-Артемовський).

Коли доводиться працювати із планіметрич-
ними фігурами на дошці чи в зошиті, потрібно 
на їх бінарних моделях (зображеннях) дотри-
муватися визначених умовою задачі позицій-
них і метричних співвідношень між окремими 
елементами фігур (рівні відрізки чи кути по-
винні бути рівними, прямі кути  — прямими, 
паралельні прямі — паралельними, різносторон-
ній трикутник  — різностороннім, дотичні до 
кола — справді дотичними і т. ін.). Лише за вка-
заних умов рисунок матиме статус правильного 
і наочного, а спостерігач (зокрема, сторонній) 
сприйматиме геометричний об’єкт таким, яким 
він є в оригіналі. Важливими додатковими засо-
бами поліпшення якісного представлення та чи-
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тання рисунка є стандартизовані лінії («риски») 
визначених типів і традиційно вживані умовні 
позначення.

Рисунок у геометрії являє собою умовне гра-
фічне зображення фігури чи комбінації кіль-
кох фігур. Це не розкраска і не твір живопису 
фарбами, не картина й не ілюстрація до книги. 
Його призначення однозначно чітке: візуаль-
не поінформування учня про істинне взаєм-
не розміщення, форму та розміри геометричної 
конструкції та її окремих елементів. Рисунок на 
інтуїтивному рівні ефективно сприяє «баченню» 
розумом ситуації, що склалася, формує в уяв-
леннях й упорядковує закономірну логіку мір-
кувань, підказує покроковий шлях до розв’язку 
задачі. Саме тому до геометричних зображень 
висувають дві надважливі вимоги: правильності 
та наочності.

Отже, якщо мова йде про креслення різних 
споруд, технічних пристроїв, зображень до задач 
і теорем навчальних дисциплін геометричного 
циклу, треба вживати слово рисунок, якщо ж 
ідеться про твори образотворчого мистецтва, то 
треба вживати слово малюнок.

Правильно виконаний рисунок спроможний 
продукувати несуперечливі закономірні мірку-
вання, спонукати до істинного розуміння суто 
геометричних міжелементних зв’язків і формаль-
них співвідношення елементів фігури, мотивува-
ти навчально-пізнавальний інтерес до геометрії. 
У цілому стиль конструктивізму, як форма візу-
алізації геометрії, мало поцінований, ним майже 
не переймаються; знаючи напевне, що об’єктом 
геометрії ЗОШ є фігура, а головним засобом 
навчання  — рисунок, учитель традиційно не 
приділяє належної уваги якісному виконанню 
рисунків учнями. 

Маємо на меті продемонструвати прикла-
дами стрижневу роль ретельно виконаних 
рисунків у творчому конструюванні правил-
орієнтирів образно-уявлюваних, побудовних і 
формально-логічних дій учня в пошуку шляхів 
розв’язування планіметричних задач.

Пояснити чому так важлива увага до задач «із 
родзинкою» зовсім не складно, оскільки ніхто не-
має сумнівів, що геометричні пропозиції в один-
два кроки, за усталеним зразком, мінімального 
рівня складності не відповідають діяльнісному 
принципу навчання, не розвивають особистість. 
Вправами, які не мають геометрично завуальо-
ваного підтексту, неможливо об’єктивно оціни-
ти стиль мислення учня, знання фактичного 
матеріалу, його інтуїтивні та творчі здібності. 
Разом із тим, структура, геометрична суть за-
дачі в будь-якій ситуації піддається покроковому 
розшифруванню виключно завдяки старанному 
виконанню адекватного умові рисунка та добре 
поставленому образному і логічному мисленню.

Наведемо приклади розв’язування кількох за-
дач на обчислення, доведення та побудову з 
акцентом на їх рисункову складову.

Задача 1. У рівнобедреному трикутнику АВС 
(АВ = ВС) кут АВС дорівнює 20°. На стороні АВ 
узято точку М так, що ∠МСА = 60°; на стороні 
СВ  — точку N так, що ∠NАС = 50°. Знайти 
кут NМА.

Специфіка задачі полягає в тому, що в її умові 
задано градусну міру двох кутів і вимагаєть-
ся знайти градусну міру ще одного кута. Для 
ліпшого унаочнення ситуації, доцільно модель-
зображення геометричної фігури зі всіма еле-
ментами робити не лише з використанням цир-
куля та лінійки, але також  — транспортира. 

Нехай кут В у рівнобедреному трикутнику 
АВС справді дорівнює 20°, а точки М і N роз-
ташовуються на його бічних сторонах АВ і СВ 
відповідно так, що ∠МСА = 60° і ∠NАС = 50° 
(рис. 1). З’єднавши точки М і N відрізком, лег-
ко помітити, що ∠NМА = ∠NМС + ∠СМА, де 
∠СМА  =  40° (адже ∠ВАС = 80°, що очевидно). 
Тож задачу зведено до відшукання кута NМС. 
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Рис. 1
Виконаємо додаткові побудови: візьмемо на 

стороні ВС точку K так, щоб ще й ∠KАС  =  60°, 
а відрізок МK був паралельним АС; точку 
L  =  АK  ∩  СМ з’єднаємо з точкою N. 

Тепер уважно поглянемо на чотирикутник 
МKNL. Він візуально надто схожий на дельтоїд. 
Потрібно довести зримо прочитаний факт. 

Трикутник АLС  — рівносторонній, що теж 
очевидно, а трикутник АNС  — рівнобедрений, 
оскільки ∠АNС = 180° – (80° + 50°) = 50°. Отже, 
АС = СL = СN, а ∠СLN = ∠СNL = (180° – 20°) :  2  = 
=  80°. Кут МLС  — розгорнутий, тому ∠МLN  = 
=  180° – 80° = 100°. З іншого боку, прямі МK і 
АС паралельні, а KС – січна, отже й ∠МKN=100°. 
Окрім того, легко помітити, що ∠KLN = ∠LKN  = 
= 100° – 60° = 40°, адже трикутник МKL теж рівно-
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сторонній. Таким чином, як з’ясувалося, в чоти-
рикутнику МLNK кути у протилежних вершинах 
K і L, а також прилеглі до них пари сторін МK і 
МL, NK і NL відповідно рівні, тому цей чотирикут-
ник справді є дельтоїдом, що й було очевидячки 
зрозуміло з акуратно виконаного рисунка. За-
лишається лише кут при вершині М трикутника 
МKL розділити навпіл (∠NМL  =  60°  :  2 = 30°) і 
додати його градусну міру до градусної міри кута 
NМL: ∠NМА = ∠NМС  + +  ∠СМА = 40° +  30°  = 70°. 
Задачу розв’язано.

Задача 2. Сторони гострокутного трикутни-
ка АВС рівні а, b і c. Знайти периметр трикут-
ника, вершинами якого є основи висот трикут-
ника АВС.

Нехай задано гострокутний трикутник АВС, 
а точки Р, Q і R є основами його висот і вер-
шинами трикутника, периметр якого потрібно 
знайти (рис. 2).

Якщо до виконання рисунка поставитися від-
повідально, витримавши перпендикулярність 
висот і відповідних сторін заданого трикутника, 
то неважко візуально зафіксувати надто суттєву 
реальність: висоти трикутника АВС виглядають 
водночас бісектрисами трикутника PQR. Можна 
припустити, що цей факт, за умов його строгого 
обґрунтування та принагідно вмілого застосу-
вання, може виявитися одним із визначальних 
у пошуку шляху до результату.

Розглянемо, наприклад, висоту СR до сторони 
АВ. Прямі кути АRС і АРС спираються на відрізок 
АС, тому чотирикутник АRРС є вписаним у коло ω1, 
отже, ∠ARP + ∠ACP = 180°. Проте кут ARВ  — роз-
горнутий, а це означає, що ∠ARP + ∠ВRP =  180°. 
Із цих двох рівностей отримуємо: 

∠ACP = ∠ВRP = α.				    (1)
Аналогічні міркування слід провести стосовно 

чотирикутника ВRQС і кола ω2 (рис. 2, а). Тут 
∠ACP = ∠АRQ = α.				    (2) 
З рівностей (1) і (2) випливає, що ∠ARQ =  ∠ВRP. 

Далі легко побачити, що ∠PRC = 90° – α і ∠QRC  = 
=  90° – α, тому ∠PRC = ∠QRC, а це якраз і за-
свідчує те, що RC є бісектрисою кута PRQ.
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Рис. 2
Міркуючи аналогічно, доводимо, що висоти 

АР і ВQ трикутника АВС є бісектрисами кутів 
RРQ і РQR відповідно. 

Отже, завдячуючи якісному рисунку, образно-
інтуїтивно висловлене припущення набуло ста-
тусу геометричної закономірності.

Тепер пригадаємо евристичний припис від-
шукання довжини відрізка в геометрії. Як пра-
вило, відрізок відносять до деякого вдало вибра-
ного трикутника й шукають рівний чи подібний 
до нього трикутник, який обов’язково або вже 
є метрично розмірним, або ж порівняно просто 
може бути приведеним до такого. Наразі в нашій 
ситуації саме трикутник РQR варто розгорнути 
на пряму, тобто подати його периметр сумою 
сторін (2р = QR + RP + PQ), а потім працювати 
з розгорткою як із відрізком за вже сформульо-
ваним щойно приписом. До того ж, уже зараз 
на рисунку можна помітити, що зримо сфор-
мована і підкріплена чіткою логікою міркувань 
геометрична закономірність дієво посприяє як 
у виконанні розгортки, так і в розв’язанні задачі 
в цілому (рис. 2, b).

Таким чином, скористаємося перетворенням 
осьової симетрії відносно сторони АВ трикутни-
ка АВС: S

АВ
(АС) = АС′; S

АВ
(QR) = Q′R, де Q′  ∈  АС′ 

і Q та Q′ лежать з одного боку від СС′. Оскільки 
трикутник АВС гострокутний, точки Q і Р роз-
міщені з різних боків відносно СС′, отже й Q′ 
та Р  — з різних боків від СС′. За властивістю 
симетрії Q′R = QR, а ∠Q′RС′ = ∠QRС. Але ж 
RС  — бісектриса кута QRР, тому ∠QRС = ∠СRР, 
отже точки Q′, R, Р  — лежать на одній прямій. 
Далі аналогічно розглядаємо симетрію відносно 
сторони ВС трикутника АВС і доводимо, що 
Q″Р  = QР, а точки Q″, Р, R теж лежать на одній 
прямій. Відрізок Q″ – Р – R – Q′ й буде розгорт-
кою трикутника РQR. Тепер 2р = QR + RP + PQ = 
=  Q′R + RP + PQ″.

Далі, як планувалося вище, оберемо відрі-
зок Q′Q″ стороною трикутника Q′ВQ″ та порів-
няємо його за формою із трикутником С′ВС. 
За властивостями осьової симетрії матимемо 
ВQ′  =  ВQ  =  ВQ″. Це означає, що трикутник 
Q′ВQ″  — рівнобедрений. Оскільки С′В = ВС, то 
трикутник С′ВС теж рівнобедрений. Очевидно 
також, що ∠С′ВR = ∠СВR і ∠С′ВС = 2∠АВС, 
а ∠Q′ВQ″ = 2∠АВQ + 2∠QВС = 2∠АВС. Отже, 
∠Q′ВQ″ = ∠С′ВС. Із таких міркувань випливає, 
що трикутники Q′ВQ″ і С′ВС подібні. 

Завершуємо задачу формально-аналітичним 
вираженням периметра р.
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p = .

Але 
2 АВСS

B b
h ∆= , а 

2 АВСS
B c

h ∆= , де

1
4

( )( )( )( )АВСS a b c b c a a c b a b c∆ = + + + − + − + − .

Остаточно отримаємо: 

2 2 8 2
p h h

a
S

abc
B C != = =∆

( )( )( )( )
2

a b c b c a a c b a b c
abc

+ + + − + − + − .

2 АВСS
B c

h ∆=
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Задачу, наповнену конструктивним змістом, 
розв’язано.

Задача 3. Задано трапецію АВСD. Відомо, 
що відстань між серединами основ АВ і СD до-
рівнює відстані між серединами діагоналей АС 
і ВD. Довести, що кут АDВ є тупим.

Нехай рисунок 3 задовольняє умову задачі, а 
саме: точки Р і Q є серединами основ трапеції, а 
М і N  — серединами її діагоналей. Зображення, 
виконане візуально правильно, прямо підказує 
шлях розв’язання задачі.

A Q B

M N

D P C
R

Рис. 3
Помічаємо, що відрізок МР є середньою лінією 

трикутника АDС, а QN — трикутника АDВ. Оби-
два відрізки паралельні спільній стороні трикут-
ників АD і дорівнюють її половині. Таким чином, 
чотирикутник MPNQ — паралелограм із рівними 
діагоналями, тобто це — прямокутник. Неважко 
також побачити, що ∠АDВ = ∠MRN, як відповідні 
кути при паралельних прямих АD і МР. Але кут 
MRN є зовнішнім для трикутника RРN і дорів-
нює сумі двох внутрішніх не суміжних із ним 
кутів: ∠MRN = ∠RРN + ∠RNР, де ∠RРN  =  90°, 
а кут RNР  — гострий. Таким чином, кут АDВ 
справді є тупим.

Задача 4. Через фіксовану точку М усеред-
ині кола проведено дві взаємно перпендикулярні 
хорди АС і ВD. Нехай K і L  — середини хорд АВ 
і СD відповідно. Довести, що значення виразу 
АВ2 + СD2 – 2KL2 не залежить від вибору хорд 
АС і ВD. 

На рисунку 4 зображено коло Г(О, R ), точку 
М у внутрішній області кола та дві будь-які 
взаємно перпендикулярні хорди АС і ВD, що 
перетинаються в точці М.

Якщо кожну з точок О і М з’єднати відрізками 
з точками K і L, які ділять навпіл хорди АВ і СD 
відповідно, то відразу кидається у вічі фігура ОKМL, 
візуально вельми схожа на паралелограм. Для до-
ведення цього факту зручно ввести позначення: 
нехай ∠АВМ = α. Тоді у прямокутному трикутнику 
АВМ відрізок МK є його медіаною, проведеною з 
вершини прямого кута М. Отже, трикутник АKМ — 
рівнобедрений (АK = KМ), а ∠АВМ = 2α, оскіль-
ки це  — зовнішній кут трикутника KВМ. Так як 
ОK  ⊥  АВ, то ∠ОKМ  =  90°  – 2α. Неважко зрозуміти, 
що ∠АKМ = ∠DСМ = α, адже кожен із них спира-
ється на одну й ту саму дугу АD кола Г. Міркуючи 
аналогічно, констатуємо, що трикутники DLМ і 
АKМ подібні, а ∠ОLМ = 90° – 2α. 

B

Γ
AK

M

O

C

L

D

α

90 2o− α

90 2o+ α

α

Рис. 4
Тепер легко знайти кут KМL. Справді, ∠KМВ = 

= ∠LМС = α, а кут ВМС — прямий. Тому ∠KМL = 
= 90° + 2α. Оскільки сума кутів чотирикутника 
рівна 360°, то й ∠KМL = 360° – 2(90° – 2α)  – 
–  (90° + 2α) = 90° + 2α. Звідси робимо висновок, 
що ОKМL є дійсно паралелограмом, адже його 
протилежні кути попарно рівні.

У всякого паралелограма, як відомо, сума ква-
дратів діагоналей рівна подвоєній сумі квадратів 
сусідніх сторін, тобто: 

ОМ2 + KL2 = 2(KМ2 + МL2). 

Проте, KМ = 
1
2

МL CD= AB, а 
1
2

МL CD= , тому
2 22 2

2
AB CDОМ KL ++ = . 

Звідси остаточно отримаємо: 
АВ2 + CD2 – 2KL2 = 2OM2, 
що не залежить від АС і ВD.
Задача 5. Уздовж двох прямих, які перети-

наються, з однаковими швидкостями рухаються 
дві точки. Довести, що знайдеться така фік-
сована точка площини, яка в кожний момент 
часу від них рівновіддалена.

Нехай на рисунках 5, а і 5, б О = a ∩ b, а 
∠(a, b) = α; А і А1  — два розташування точки 
на прямій a; В і В1  — розташування відповідно 
в ці ж моменти часу іншої точки на прямій b 
(АА1 = ВВ1). 

Розглянемо спочатку випадок, коли точки О 
і А співпадають (див. рис. 5, а). Побудуємо гео-
метричне місце точок, з яких відрізок АВ видно 
під кутом α. Для означеної мети, по-перше, про-
ведемо серединний перпендикуляр р відрізка АВ 
і, по-друге, перпендикуляр n до прямої а в точці 
А. Їх перетин (О1) й буде центром дуги кола Г 
(АМВ), із кожної точки якої відрізок АВ видно 
під заданим кутом α, що просто обґрунтувати 
[2,  10  — 11]. Отже, в рівнобедреному трикут-
нику АВМ, де М = р ∩ Г, кут при вершині М 
дорівнює α, а кути при основі АВ рівні між со-
бою (нехай ∠МВА = ∠МАВ = β). У свою чергу, 
∠NAB = 180°  –  β = α + β, оскільки він розгор-
нутий і, водночас, зовнішній для трикутника 
АВМ. Але кут В1ВА теж розгорнутий, й тому 
∠В1ВМ  =  180°  – β  =  α  +  β. У результаті отриму-
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ємо, що МВ = МА, ВВ1 = АА1 і ∠А1АМ = ∠В1ВМ; 
отже, ∆А1АМ = ∆В1ВМ (за двома сторонами та 
кутом між ними).

a A1 β
N
0o

Aα
B

b
B1

p1

p
n

O1

α
α

M

b
B1

B

a
A1

α

MΓ
Γ1

p1 p

O

A

a б

Рис. 5
А зараз проведемо серединний перпендикуляр 

р1 до відрізка А1В1 у трикутнику МА1В1, в якому 
кут А1МВ1 також рівний α, що очевидно (див. рис. 
5, а). Стверджуємо, що р1 перетне дугу кола Г 
у тій самій точці М. 

Справді, якщо припустити, що точна А1 ру-
хається в протилежному напрямі (А1 → А), а 
В1  — у напрямі В (В1 → В) з однаковою швид-
кістю, то коли А1 зіллється з А, В1  — зіллється 
з В: ∆МА1В1  → ∆МАВ. При цьому трикутник 
А1АМ можна отримати із трикутника В1ВМ пе-
ретворенням повороту на кут α з центром у 
точці М. Отже, трикутники МАВ і МА1В1 подібні, 
а будь-яке розміщення точки В на промені b 
при такому повороті (рис. 5, б) переводить її в 
точку А на промені а так, що місце точки М 
на площині залишається незмінним. Задачу 
розв’язано.

Задача 6. Нехай АВСD — паралелограм; точ-
ка Е лежить на промені АВ (В ∈ АЕ), а точка 
F  — на промені АD (D ∈ АF). Відрізки ЕD і FВ 
перетинаються в точці K. Довести, що чотири-
кутники АВKD і СЕKF рівновеликі (рис. 6).

Цікаві, рисунково красиві пропозиції з суто 
геометричним змістом на рівновеликість та 
рівноскладеність багатокутників мають прак-
тичний, прикладний характер. Шкода, але у 
шкільному курсі цим питанням не приділяють 
належної уваги.

A D

C
K

B
E

F

Рис. 6
Отже, згідно з умовою задачі, на продовженні 

сусідніх сторін АВ і АD паралелограма АВСD 
будь-де вибираємо точки Е і F. Отримавши зо-
браження точки K = ЕD ∩ FВ, з’єднаємо її з 
точками А і С. Таким дійством кожен із чоти-
рикутників АВKD і KЕСF розбито на два три-
кутники АВK і АKD, KЕС і KСF відповідно. По-
рівняємо їх площі.

Якщо площу паралелограма АВСD позначити 
через S, то уважно оглядаючи рисунок неважко 
помітити, що 

1
2АВK KСDS S S∆ ∆+ = , а з іншого боку,

1
2DEC EKC KСDS S S S∆ ∆ ∆= + = . 

Отже, S∆ABK
 + S∆KCD

 = S∆EKC
 + S∆KCD

. Уже звідси 
прямо випливає, що 

S∆ABK
 = S∆EKC

.					    (3)
Аналогічно: 

1
2АKD BKCS S S∆ ∆+ = ; з іншого боку,

1
2BCF BCK KСFS S S S∆ ∆ ∆= + = . 

Отже, S∆AKD
 + S∆BKC

 = S∆BKC
 + S∆KCF

. Звідси 
S∆AKD

 = S∆KCF
.					    (4)

Коли просумувати рівності (3) і (4), то отри-
маємо такий результат: 

S∆ABK
 + S∆AKD

 = S∆EKC
 + S∆KCF

.
Отже, матимемо: S

ABKD
 + S

CEKE
, що й вимага-

лось довести. 
Задача 7. Інструментом рисункових операцій 

є лінійка з поділками 1 см. Потрібно з її допо-
могою побудувати пряму b, перпендикулярну 
до вже накресленої прямої а.

Розв’язування будь-якої задачі на побудову 
(за встановленою схемою) розпочинається з 
аналізу та з конструювання алгоритму покро-
кових операцій на шляху до результату. Де-
факто етап аналізу є образно-логічним пере-
ходом від дескриптивного означення шуканої 
фігури до конструктивного (в аналізі мають 
бути чітко вирізненні кроки побудови). Рисунок 
виконаний «від руки», з якомога більш точним 
візуальним дотриманням градусної міри кутів, 
взаємних розташувань і лінійних співвідношень 
між елементами, є обов’язковим атрибутом цьо-
го надважливого етапу.

Як у даному випадку побудувати правильний 
рисунок? 

Учню варто пам’ятати, що в реальних фігурах 
геометрії на площині перпендикулярність між 
прямими асоціюється в першу чергу з висотами 
трикутника. Тож на заданій прямій а (рис. 7) 
виберемо будь-який відрізок ВС і будь-де поза 
прямою точку А. Проведемо висоти ВK, СL і AP 
у трикутнику АВС. Нехай М є їх точкою пере-
тину. Констатуємо, що трикутники ВLС і ВKС  — 
прямокутні, отже їх медіани у вершинах прямих 
кутів L і K сходяться в точці О, яка є серединою 
гіпотенузи ВС; до того ж, ВО = ОС = ОL = ОK.

a

l

k

A

B
O P

C

KM
L

Рис. 7
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На цьому етап аналізу можна вважати за-
вершеним, оскільки проведені міркування чітко 
вирізнили кроки побудови: 1) на заданій прямій 
а довільно вибираємо точку О; 2) від точки О в 
обох напрямах відкладаємо відрізки ОВ і ОС із 
довжиною в 1 см кожний; 3) з точки О у вибрану 
півплощину проводимо два будь-як розташовані 
промені l і k; 4) на цих променях відкладаємо 
відрізки ОL і ОK відповідно з тією ж довжиною 
1 см; 5) проводимо промені ВL і СK та фіксуємо 
їх точку перетину А; 6) з’єднуємо попарно точ-
ки В і K, С і L відрізками та фіксуємо їх точку 
перетину М; 7) нарешті, з’єднавши точки А і М 
прямою, отримуємо шуканий результат.

Доведення і дослідження в цій задачі оче-
видні. 

Задача 8. Бісектриси кутів А, В і С три-
кутника АВС перетинають його описане коло в 
точках А1, В1 і С1 відповідно. Нехай Р є точкою 
перетину прямих В1С1 та АВ, а Q — прямих В1А1 
та ВС. Як за допомогою циркуля і лінійки по-
будувати трикутник АВС, маючи зображення 
описаного кола, точок Р і Q і знаючи в якій 
півплощині прямої РQ лежить вершина В.

Даним прикладом можливо продемонструва-
ти повну схему розв’язання конструктивних за-
дач планіметрії.

Аналіз . Припустимо, що рисунок 8 задо-
вольняє умову задачі. З того, що АА1, ВВ1, СС1 
є бісектрисами кутів шуканого трикутника, та 
пославшись на теорему про вписаний у коло 
кут, отримаємо: 

∠В1С1С + ∠СС1А1 + ∠С1А1А = 

∠В1ВС + ∠САА1 + ∠С1СА =

= ( )1
2

ABC CAB BCA∠ + ∠ + ∠  =  90°. 

Таким чином, у трикутнику С1А1D (D=В1С1 ∩ 
АА1) ∠С1DА1 = 90°. Отже, АА1 вміщує відрізок А1D, 
який є висотою трикутника А1В1С1. До того ж, 
аналогічно з’ясовуємо, що ВВ1 ⊥ А1С1, а СС1 ⊥ 
А1В1, тобто бісектриси трикутника АВС визна-
чають водночас висоти трикутника А1В1С1. 

Γ
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Рис. 8
Далі зовсім неважко помітити, що ∠АВ1С1 = 

∠С1В1В, адже вони спираються на рівні дуги 
АС1 і С1В. Нехай S  — точка перетину висот 
трикутника А1В1С1 (бісектрис трикутника АВС). 
Оскільки пряма В1С1 висікає висоту і бісектрису 

трикутника АВ1S одночасно, вона є серединним 
перпендикуляром відрізка АS у рівнобедрено-
му трикутнику В1АS, й саме завдячуючи цьому 
факту (АРSВ1  — дельтоїд) ∠САS = ∠РАS = ∠РSА. 
Звідси, скориставшись ознакою паралельних 
прямих, матимемо РS || АС. Так само доводимо, 
що SQ || АС. Аналіз завершено. 

Побудова. 1) Зафіксуємо точки перетину прямої 
РS із заданим колом Г: (X, Y) = РS ∩ Г. 2)  Через 
центр кола О до відрізка XY проводимо середин-
ний перпендикуляр р. 3) У півплощині прямої XY, 
відмінній від півплощини вершини В, знаходимо 
точку перетину серединного перпендикуляра з ко-
лом: В1 = р ∩ Г. 4)  У перетині променів В1Р і В1Q 
з колом Г знаходимо дві інші вершини трикутни-
ка А1В1С1 відповідно: С1  =  В1Р  ∩ Г, А1=  В1Q  ∩ Г. 
5) Нарешті, проводимо висоти трикутника А1В1С1, 
котрі в перетині з колом висікатимуть усі три 
вершини шуканого трикутника АВС, а саме: А1А 
⊥ В1С1, С1С ⊥ В1А1, В1В ⊥ С1А1. 

Доведення випливає прямо з аналізу та по-
будови.

Дослідження, яке зручно (і надто просто) про-
вести прослідкувавши кроки побудови, засвід-
чує, що задача завжди має єдиний розв’язок. 

Пропозиція суто конструктивного характеру 
розв’язана повністю.

Задача 9. Точка М лежить усередині трикут-
ника АВС. Пряма, що проходить через точку М 
і паралельна стороні АС, перетинає сторону АВ 
у точці N, а сторону ВС  — у точці K. Пряма, що 
проходить через точку М і паралельна стороні 
АВ, перетинає сторону АС у точці D. Пряма, що 
проходить через точку М і паралельна стороні 
ВС, перетинає сторону АС у точці L. Ще одна 
пряма проходить через точку М і перетинає сто-
рони АВ і ВС відповідно в точках P і R так, що 
PM = MR. Точка Q ділить відрізок DL навпіл. Зна-
йти площу трикутника PQR, якщо СK : СВ  =  а 
і площа трикутника АВС дорівнює S. 

Споглядаючи акуратний рисунок, викона-
ний із дотриманням указаних у тексті задачі 
вимог, дуже важко «з ходу» помітити шлях її 
розв’язування  — не вистачає значимих законо-
мірних зв’язків між умовою та вимогою. Тому 
спочатку варто зробити вивірені добудови, ввів-
ши в розгляд ще інші, допоміжні фігури. 

Осмислена розумом (часто  — підмічена ін-
туїтивно), доречна добудова якісного рисунка 
є важливим компонентом візуальної діяльності 
учня в унаочненні геометрії, про що в жодному 
разі не варто забувати вчителю. 

Отже, з’єднаємо відрізками пари точок М і В, 
Р і D, R і L та опустимо з точки В перпендику-
ляри h1 і h2 на прямі МL та МD відповідно (рис. 
9). Далі, скориставшись синтетичним методом 
міркувань, отримаємо суттєво важливі проміжні 
результати (етап накопичення фактів). 
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По-перше, S∆MRL
 = S∆MBL

, оскільки в цих три-
кутників є спільними основа МL і висота h1. Із 
аналогічних причин S∆PMD

 = S∆BMD
, в яких МD є 

спільною основою, а h2  — висотою. Звідси без-
посередньо випливає, що

S
DPRL

 = S∆DBL
,					    (5)

адже трикутник DМL є спільним складовим у 
розбитті на три трикутники як чотирикутника 
DPRL, так і трикутника DВL.

По-друге, з рисунка видно, що
S

DPRL
 = S∆PQR

 + S∆PQD
 + S∆RQL

.			  (6)
Проведемо до АС і позначимо через РР′, RR′ 

і ММ′ висоти трикутників DPQ, LRQ і DML від-
повідно. Тоді

1 1
2 2PQD RQLS S DQ PP QL RR∆ ∆+ = ⋅ + ⋅′ ′ . 

Але DQ = QL (за умовою), а PP′ + RR′ = 2 ∙ 
ММ′ (ММ′ — середня лінія трапеції PRR′P′). Таким 
чином, по-третє, 

1
2PQD RQL DMLS S MM DL S∆ ∆ ∆+ = ⋅ =′ .	 (7)

Із отриманих рівностей (5), (6) і (7) маємо таке:
1 1
2 2PQR DBL DMLS S S DL BB DL MM∆ ∆ ∆= − = ⋅ − ⋅′ ′.

Однак очеви-дно, що трикутники DML і ABC 
подібні, а СK : СВ = а, тому DL = а ∙ ВВ′ і 
ММ′  = а ∙ АС. Якщо ще й прийняти до уваги, 

що S∆ABC  = 1
2АВСSАС ВВ S∆ = ⋅ =′AC ⋅ BB′ = S, то S∆PQR

 = S ∙ (a – a2). 

Задачу розв’язано.
Легко бачити, що дана задача на обчислення, 

як і задача під номером 6 на доведення, на-
лежать до класу геометричних пропозицій на 
рівновеликість та рівноскладеність багатокут-
ників. Напевно, що в обох випадках без якісного, 
завершеного рисунка визначитися з потрібними 
в міркуваннях розбиттями визначених фігур на 
трикутники було б досить не просто. 

Завершуючи виклад, зробимо наголос на такому.
Сьогодні вчитель математики, який звичайно 

ж отримав диплом про вищу педагогічну освіту, 
практично не навчає правилам виконання рисун-
ків до теорем і задач геометрії, не демонструє при-
кладами прийомів роботи з ними. Учні малозна-
йомі з олімпіадними, творчими задачами, в яких 
рисунку відводиться визначальна роль. Перекона-
тися в цьому надто просто, досить запропонувати 
студентам першого курсу фізико-математичного 
факультету університету перевірочну контрольну 
роботу середнього ступеня складності. За роки 

навчання у школі учні (майбутні вчителі) звикли 
мати справу з найпростішими, елементарними 
ситуаціями, де будь-як виконаний рисунок мало-
значущий на шляху до результату. Проте, це ще 
півбіди. Прикро інше: студенти не без участі вчи-
теля розучилися слухати («не чують» викладача), 
не навчені аналізувати і вникати в суть справи, їх 
важко налаштувати на розуміння обов’язково 
правильного, старанного виконання рисунка, який 
ще в 7-му класі мав би природно ввійти у шкільний 
курс геометрії незамінним складовим елементом 
кожної більш-менш серйозної пропозиції.

Вивчення математики формує багато позитив-
них якостей особистості: кмітливість, настирність, 
акуратність, критичність і т. ін. Серед них учите-
лю варто вирізняти логічне мислення і просторове 
уявлення, вміння осмислити, «побачити розумом» 
певні фігури, предмети не лише статичними, а 
й динамічними (у процесі та як результат пере-
творень). Зокрема в геометрії, при розв’язуванні 
задач «із родзинкою» за рисунком, доводиться це 
робити постійно. Дякуючи чому поступово виро-
бляються потрібні житейські якості, без яких не 
можна обійтися у повсякденному плануванні вже 
дорослої діяльності з тим, щоб її результати були 
виваженими, раціональними, безпомилковими. До 
того ж, геометричні задачі розвивають інтуїцію, 
здатність розумного, правильного вибору шляху 
в непростих, заплутаних ситуаціях.

Цілеспрямоване навчання і самонавчання розв’я
зувати нестандартні, різного ступеня складності 
геометричні задачі з ефективним використанням 
у пошуковому, творчому стилі візуально якісних 
рисунків здатне розбурхати і закріпити пізнаваль-
ний інтерес до науки, яка виникла із практичних 
і духовних потреб, є феноменом загальнолюдської 
культури. Геометризація, візуальне унаочнення, мо-
делювання в уяві та на рисунку різнохарактерних 
задач покликані принести відчутну користь учню. 

Немає сумнівів, що гучний вислів «Геометрія 
є вітаміном для мозку» завжди залишати-
меться актуальним на освітянській ниві.
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