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Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

f : D → Rn âiäîáðàæåííÿ, çàäàíå â îáëàñòi D çíà÷åííÿìè â Rn

f(D) f(D) = {y ∈ Rn : ∃ x ∈ D : f(x) = y} � îáðàç îáëàñòi D
ïðè âiäîáðàæåííi f

f(A) f(A) = {y ∈ Rn : ∃ x ∈ D : f(x) = y} � îáðàç ìíîæèíè
A ⊂ D ïðè âiäîáðàæåííi f

f −1(B) f −1(B) = {x ∈ Rn : ∃ y ∈ B : f(x) = y} � (ïîâíèé) ïðîîáðàç
ìíîæèíè B ïðè âiäîáðàæåííi f

Rn n-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið
C ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z = x+ iy, x, y ∈ R, i2 = −1
S(x0, r) S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r} � ñôåðà (êîëî) ç öåíòðîì

â òî÷öi x0 ðàäióñà r
B(x0, r) B(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| < r} � êóëÿ (êðóã) ç öåíòðîì

â òî÷öi x0 ðàäióñà r
Bn Bn = B(0, 1) � îäèíè÷íà êóëÿ
Ωn îá'¹ì îäèíè÷íî¨ êóëi Bn â Rn

Sn−1 Sn−1 = S(0, 1) � îäèíè÷íà ñôåðà
ωn−1 ïëîùà îäèíè÷íî¨ ñôåðè Sn−1 â Rn

D D = {z ∈ C : |z| < 1} � îäèíè÷íèé êðóã
A A = A ∪ ∂A � çàìèêàííÿ ìíîæèíè A â Rn

∂A ìåæà ìíîæèíè A â Rn

f −1 : f(D) → D îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ f,
f −1(f(x)) = x ∀ x ∈ D, f(f −1(y)) = y ∀ y ∈ f(D)

|x| |x| =
√
x21 + x22 + . . .+ x2n � ìîäóëü âåêòîðà x = (x1, . . . , xn)

â Rn.

Çîêðåìà, ÿêùî x ∈ R, òî |x| =

{
x , x > 0

−x , x < 0

f ′(x) � ìàòðèöÿ ßêîái âiäîáðàæåííÿ f(x) = (f1(x) , . . . , fn(x))
â òî÷öi x = (x1, x2, . . . xn); ÿêùî ìîâà éäå ïðî îäíîâèìiðíå
âiäîáðàæåííÿ f : D → R, D ⊂ R, f ′(x) ñëóæèòü îçíà÷åííÿì
çâè÷àéíî¨ ïîõiäíî¨ f â òî÷öi x

m(A) ìiðà Ëåáåãà âèìiðíî¨ ìíîæèíè A ⊂ Rn

dm(x) åëåìåíò ìiðè Ëåáåãà m â Rn

C1(D) êëàñ âiäîáðàæåíü f : D → Rn, ùî ìàþòü óñi ÷àñòèííi ïîõiäíi
ïîðÿäêó, íå ìåíøå 1, ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè â D

Ck(D) êëàñ âiäîáðàæåíü f : D → Rn, ùî ìàþòü óñi ÷àñòèííi ïîõiäíi
ïîðÿäêó, íå ìåíøå k ∈ N, ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè â D

C∞(D) êëàñ âiäîáðàæåíü f : D → Rn, ùî ìàþòü óñi ÷àñòèííi ïîõiäíi
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áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó, ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè â D
Hα(E) α-âèìiðíà õàóñäîðôîâà ìiðà ìíîæèíè E ⊂ Rn

dHα åëåìåíò α-âèìiðíî¨ õàóñäîðôîâî¨ ìiðè
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1 Ãîìåîìîðôiçìè i êâàçiêîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ

1.1 Ãîìåîìîðôiçìè

Îñêiëüêè ïî÷àòêè òåîði¨ âiäîáðàæåíü äîêëàäíî íàâåäåíî â íàøié ïîïå-
ðåäíié ìåòîäè÷öi [Sev2], ìè äîçâîëèìî ñîái ëèøå îãëÿäîâèé ñòèëü âèêëà-
äåííÿ öi¹¨ ñåêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Âèçíà÷èìî ïðîñòið Rn íàñòóïíèì ÷èíîì:

Rn := {x = (x1, . . . , xn) : xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n} .

Îçíà÷åííÿ 1.2. Âiäîáðàæåííÿì f : D → Rn íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâ-
íå ïåðåòâîðåííÿ, êîòðå êîæíîìó åëåìåíòó

x = (x1, . . . , xn) ∈ D

ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêèé (¹äèíèé) åëåìåíò

f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))

(äèâ. ìàë. 1).

x

y=f(x)

D
n

f

D =f D( )

Ìàëþíîê 1: Âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi D

Äëÿ âiäîáðàæåíü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C çàìiñòü çàïèñó

f(z) = (f1(z), f2(z))

ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ çàïèñ

f(z) = f1(z) + if2(z)
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(äå, ÿê çâè÷íî, f1(z) íàçèâà¹òüñÿ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ f, à f2(z) � óÿâíîþ
÷àñòèíîþ f, ç ïîçíà÷åííÿìè Re f(z) := f1(z) i Im f(z) := f2(z), âiäïîâiä-
íî).

Îçíà÷åííÿ 1.3. Êóëåþ â Rn ç öåíòðîì â òî÷öi x0 ðàäióñó r > 0
íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

B(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| < r} .

Çàìêíåíîþ êóëåþB(x0, r) ç öåíòðîì â òî÷öi x0 ðàäióñó r > 0 íàçèâà¹òüñÿ,
âiäïîâiäíî, ìíîæèíà

B(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| 6 r} .

Îçíà÷åííÿ 1.4.Ìíîæèíà A ⊂ Rn íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ, ÿêùî êî-
æíà òî÷êà x0 ∈ A âõîäèòü äî ìíîæèíè A ðàçîì ç äåÿêîþ êóëåþ B(x0, ε0).

Îçíà÷åííÿ 1.5. Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà C â Rn çâ'ÿçíà, ÿêùî äëÿ
êîæíî¨ ìíîæèíè X ⊂ C âèêîíàíî óìîâó: C ∩X ∩ C \X ̸= ∅. Ìíîæèíà
C â Rn ëiíiéíî çâ'ÿçíà, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê x1, x2 ∈ C iñíó¹ êðèâà
γ : [0, 1] → C òàêà, ùî γ(0) = x1 i γ(1) = x2.

Îçíà÷åííÿ 1.6.Îáëàñòþ â Rn, n > 2, íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà D ÿêà,
ïî-ïåðøå, âiäêðèòà, à ïî-äðóãå, ëiíiéíî çâ'ÿçíà, äèâ. ìàëþíîê 2).

D

x1

x2

Ìàëþíîê 2: Âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi D

Îçíà÷åííÿ 1.7. Äëÿ áóäü ÿêî¨ ìíîæèíè D ¨¨ îáðàçîì çà âiäîáðà-
æåííÿì f : D → Rn íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà f(D), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
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åëåìåíòiâ y ∈ Rn, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ x ∈ D, òàêèé ùî f(x) = y (äèâ., íàïðè-
êëàä, ìàëþíîê 3).

Îçíà÷åííÿ 1.8. Íåõàé D � îáëàñòü â Rn. Ãîìåîìîðôiçìîì f : D →
Rn íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêå âiäîáðàæåííÿ, êîòðå ìà¹ îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ
f −1 : f(D) → D, i ÿêå òàêîæ ¹ íåïåðåðâíèì.

Áiëüø çàãàëüíî, ìîæíà âèçíà÷èòè ãîìåîìîðôiçì f : A → Rn äëÿ
äîâiëüíèõ ìíîæèí A ⊂ Rn, à íå òiëüêè îáëàñòåé. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðà-
æåííÿ f : A → B íàçèâà¹òüñÿ ií'¹êòèâíèì (ií'¹êöi¹þ), ÿêùî ç óìîâè
a ̸= b, a, b ∈ A, âèïëèâà¹, ùî f(a) ̸= f(b). Âiäîáðàæåííÿ f : A→ B íàçè-
âà¹òüñÿ ñþð'¹êòèâíèì (ñþð'¹êöi¹þ, àáî âiäîáðàæåííÿì ¾íà¿), ÿêùî äëÿ
áóäü-ÿêîãî y ∈ B çíàéäåòüñÿ x ∈ A òàêå, ùî f(x) = y. Âiäîáðàæåííÿ
f : A → B íàçèâà¹òüñÿ ái¹êòèâíèì (âçà¹ìíîîäíîçíà÷íèì ) âiäîáðàæå-
ííÿì, ÿêùî âîíî îäíî÷àñíî ¹ ií'¹êòèâíèì i ñþð'¹êòèâíèì. Ç îçíà÷åííÿ
ãîìåîìîðôiçìó âèïëèâà¹, ùî ãîìåîìîðôiçìè äîâiëüíèõ ìíîæèí A ¹ ái-
¹êöiÿìè íà ñâié îáðàç f(A). Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ ¹ íåâiðíèì (íàâåäiòü
êîíòðïðèêëàä !), àëå ó âèïàäêó, êîëè A ¹ îáëàñòþ, ìà¹ìî íàñòóïíå òâåð-
äæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.1. Ií'¹êòèâíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn

îáëàñòi D ⊂ Rn ¹ ãîìåîìîðôiçìîì îáëàñòi D íà f(D), äèâ. íàñëiäîê 3.1
â [RSS].

Ìà¹ìî òàêîæ íàñòóïíèé ôóíäàìåíòàëüíèé ðåçóëüòàò (äèâ. [Sp, òåî-
ðåìà 4.7.16]).

Òåîðåìà Áðàóåðà. Ãîìåîìîðôíèé îáðàç îáëàñòi ¹ îáëàñòþ, òîáòî,
ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn ¹ ãîìåîìîðôiçìîì i D � îáëàñòü, òî i
f(D) � îáëàñòü.

Íàñëiäîê ç òåîðåìè Áðàóåðà.ßêùî f � ãîìåîìîðôiçì îáëàñòiD â
Rn i, êðiì òîãî, f ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà ∂D, òî f(∂D) = ∂f(D).

Äåÿêi iíøi âëàñòèâîñòi ãîìåîìîðôiçìiâ

1) Ñóïåðïîçèöiÿ ãîìåîìîðôiçìiâ h = f ◦ g ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.
2) ßêùî ÷èñëî ÷èñëî λ ̸= 0 i f � ãîìåîìîðôiçì, òî âiäîáðàæåííÿ λ ·f

òàêîæ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

3) Ãîìåîìîðôíèé îáðàç çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè ¹ çâ'ÿçíèì, îäíîçâ'ÿçíî¨
� îäíîçâ'ÿçíèì, m-çâ'ÿçíî¨ � m-çâ'ÿçíèì. Ãîìåîìîðôíèé îáðàç ëiíiéíî
çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíèì.

4) Îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ f −1 äî ãîìåîìîðôiçìó f ¹ ãîìåîìîðôi-
çìîì (çà îçíà÷åííÿì)
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5) Ãîìåîìîðôiçìè çáåðiãàþòü òîïîëîãi÷íó ðîçìiðíiñòü ìíîæèíè, àëå,
âçàãàëi ãîâîðÿ÷è, íå çáåðiãàþòü ¨¨ õàóñäîðôîâó ðîçìiðíiñòü.

6) Áóäü-ÿêi íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ (çîêðåìà, ãîìåîìîðôiçìè) çáå-
ðiãàþòü âëàñòèâiñòü ìíîæèíè áóòè çâ'ÿçíîþ. Áiëüø êîðîòêî: çâ'ÿçíiñòü
¹ iíâàðiàíòîì ïðè (íåïåðåðâíèõ) âiäîáðàæåííÿõ.

7) Ãîìåîìîðôiçìè ¹ âiäêðèòèìè i äèñêðåòíèìè âiäîáðàæåííÿìè.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ïðèêëàäè.

Ïðèêëàä 1. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêå äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

f(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc ̸= 0 ,

¹ ãîìåîìîðôiçìîì îáëàñòi C \ {−d
c
}.

Òóò i íàäàëi C ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z = x + iy,
x, y ∈ R, i2 = −1.

Ðîçâ'çîê. Î÷åâèäíî, âiäîáðàæåííÿ f ¹ íåïåðåðâíèì ó C \ {−d
c
} ÿê

÷àñòêà äâîõ íåïåðåðâíèõ ëiíiéíèõ ôóíêöié f1(z) = az+ b i f2(z) = cz+d,
äå çíàìåííèê f2(z) = cz+d íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü. Îòæå, äëÿ çàâåðøåííÿ
ðîçâ'ÿçêó ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òâåðäæåííÿì 1.1. Äëÿ öüîãî âñòàíîâèìî,
ùî f ¹ ií'¹êòèâíèì ó C \ {−d

c
}. Âiçüìåìî z1, z2 ∈ C \ {−d

c
} i ïîêàæåìî,

ùî ðiâíiñòü f(z1) = f(z2) ¹ ìîæëèâîþ òiëüêè ïðè z1 = z2. Ìà¹ìî:

f(z1) = f(z2) ⇒

az1 + b

cz1 + d
=
az2 + b

cz2 + d
⇒

(az1 + b)(cz2 + d)− (az2 + b)(cz1 + d)

(cz1 + d)(cz2 + d)
= 0 ⇒

(az1 + b)(cz2 + d)− (az2 + b)(cz1 + d) = 0 ⇒

acz1z2 + bcz2 + adz1 + bd− acz1z2 − bcz1 − adz2 − bd = 0 ⇒

(ad− bc)(z2 − z1) = 0 .

Îñêiëüêè çà óìîâîþ ad− bc ̸= 0, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî z1 − z2 = 0, àáî
z1 = z2, ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. 2

Ïðèêëàä 2. Äîâåñòè, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó íàòóðàëüíîìó n > 2 âi-
äîáðàæåííÿ f(z) = zn íå ¹ ãîìåîìîðôiçìîì îäèíè÷íîãî êðóãà D = {z ∈
C : |z| < 1}.

10



Ðîçâ'çîê. Îáåðåìî áóäü-ÿêå z ∈ D, ùî íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîäi çà
âiäîìîþ ôîðìóëîþ Ìóàâðà ÷èñëî w ìà¹ ðiâíî n êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ,
ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

zk :=
n
√
w = n

√
r

(
cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1 ,

äå w = r · eiφ = r(cosφ+ i sinφ). Î÷åâèäíî, âñi zk íàëåæàòü îäèíè÷íîìó
êðóãó D, áî ìà¹ìî: |zk| = n

√
r 6 r < 1. Çîêðåìà, íàïðèêëàä, äëÿ z1 i z2 (çà

îçíà÷åííÿì êîðåíÿ ÷èñëà n-ãî ñòåïåíÿ) áóäåìî ìàòè: f(z1) = f(z2) = w.
Òàêèì ÷èíîì, çíàéøëèñÿ òî÷êè z1 ̸= z2 òàêi, ùî f(z1) = f(z2). Îòæå,
ií'¹êòèâíiñòü âiäîáðàæåííÿ f ïîðóøó¹òüñÿ â D. 2

Ïðèêëàä 3. Ïåðåâiðèòè òåîðåìó Áðàóåðà äëÿ âiäîáðàæåííÿ

f(z) =
z + 1

z − 2

i îáëàñòi
D = D = {z ∈ C : |z| < 1}

øëÿõîì çíàõîäæåííÿ îáðàçó f(D).

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî f(D) äëÿ âêàçàíîãî âiäîáðàæåííÿ i âêàçàíî¨
îáëàñòi. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ âiäîìèì ïðèíöèïîì: äîâiëüíå äðîáîâî-ëiíiéíå âiä-
îáðàæåííÿ f(z) = az+b

cz+d
, ad− bc ̸= 0, ïåðåâîäèòü êîëî, àáî ïðÿìó â êîëî,

àáî ïðÿìó. Îñêiëüêè êîëî öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ òðüîìà òî÷êàìè, ùî ëå-
æàòü íà íüîìó, äëÿ âèçíà÷åííÿ îáðàçó êîëà ∂D = {z ∈ C : |z| = 1} ïðè
âiäîáðàæåííi f äîñòàòíüî âèçíà÷èòè ëèøå îáðàç äîâiëüíèõ òðüîõ òî÷îê
öüîãî êîëà. Âiçüìåìî, íàïðèêëàä, z1 = 1, z2 = i i z3 = −1. Îäðàçó ìà¹ìî:
f(1) = −2, f(−1) = 0, f(i) = i+1

i−2
= (i+1)(−2−i)

5
= −1

5
− i3

5
.

Çíàéäåìî ðiâíÿííÿ êîëà, ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàíi òî÷êè w1 =
−2, w2 = 0 i w3 = −1

5
− i3

5
. Ðiâíÿííÿ êîëà âiäøóêó¹ìî â íåâèçíà÷åíèõ

êîåôiöi¹íòàõ:
(a− x)2 + (b− y)2 = r2 . (1.1.1)

Îñêiëüêè êîëî â (1.1.1) ìà¹ ïðîõîäèòè ÷åðåç òî÷êè (x1, y1) = (0, 0), (x2, y2) =
(−1, 0) i (x3, y3) =

(
−1

5
,−3

5

)
, òî ç ðiâíÿííÿ (1.1.1) ìè îòðèìà¹ìî, ùî

a2 + b2 = r2 ,

(a+ 1)2 + b2 = r2 ,(
a+ 1

5

)2
+
(
b+ 3

5

)2
= r2 .

(1.1.2)
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Âè÷èòàþ÷è ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ â (1.1.2) ïåðøå, îòðèìà¹ìî:

2a+ 1 = 0 ,⇒ a = −1/2 .

Ç óðàõóâàííÿì öüîãî, çàïèøåìî òiëüêè ïåðøå i òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòå-
ìè (1.1.2). Áóäåìî ìàòè:{

1
4
+ b2 = r2 ,
9

100
+
(
b+ 3

5

)2
= r2 .

(1.1.3)

Äîöiëüíî âiäíÿòè âiä äðóãîãî ðiâíÿííÿ ïåðøå, ïîïåðåäíüî ðîçêðèâøè
äóæêè ïðè ïiäíåñåííi äî êâàäðàòó â äðóãîìó ðiâíÿííi. Áóäåìî ìàòè:

9

100
− 1

4
+

6

5
b+

9

25
= 0 ,

çâiäêè
6

5
b =

11

100
,

àáî b = 11
120
. Íàðåøòi, ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè îòðèìà¹ìî:

r2 = a2 + b2 =
1

4
+

121

14400
=

3721

14400
,

çâiäêè r = 61
121
. Iíøèìè ñëîâàìè, S(z0, r) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ(

1

2
+ x

)2

+

(
11

120
− y

)2

=
3721

14400
.

Îòæå,
f(∂D) = S(z0, r),

äå z0 =
(
−1

2
, 11
120

)
, à r = 61

121
. Çãiäíî íàñëiäêó ç òåîðåìè Áðàóåðà, ∂f(D) =

f(∂D) = S(z0, r). Äëÿ ç'ÿñóâàííÿ f(D) íàì ïîòðiáíî îáðàòè áóäü-ÿêó

òî÷êó x0 ∈ D i ïîäèâèòèñü, ÿêié îáëàñòi: B(z0, r) ÷è C\B(z0, r) íàëåæèòü
f(x0). Íåõàé x0 = 0, òîäi f(0) = −1/2. Äàíà òî÷êà (−1/2, 0) íàëåæèòü
B(z0, r), áî(

1

2
+ x

)2

+

(
11

120
− y

)2 ∣∣∣∣
x=− 1

2
y=0

=
121

14400
=

(
11

120

)2

,

11

120
<

61

121
= r .
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Îòæå, f(D) = B(z0, r), äå z0 i r0 âêàçàíi âèùå. Îñêiëüêè B(z0, r) ¹ îáëà-
ñòþ, ïåðåâiðêó òåîðåìè Áðàóåðà çàêií÷åíî. 2

Çàóâàæåííÿ 1.1. Íà îñòàííüîìó êðîöi ðîçâ'ÿçàííÿ ïðèêëàäó, ìî-
æíà áóëî ìiðêóâàòè i iíøèì ÷èíîì, óíèêàþ÷è ïðÿìèõ îá÷èñëåíü. Îñêiëü-
êè D ¹ êîìïàêòîì â C, òî f(D) � êîìïàêò â C ÿê íåïåðåðâíèé îáðàç
êîìïàêòó ïðè íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi f. Îòæå, f(D) ìîæå áóòè ëè-
øå B(z0, r). Àëüòåðíàòèâíi ìiðêóâàííÿ: f(D) ¹ îäíîçâ'ÿçíîþ îáëàñòþ
ÿê ãîìåîìîðôíèé îáðàç îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi. Òîìó, îñêiëüêè îáëàñòü
C \B(z0, r) íå ¹ îäíîçâ'ÿçíîþ, òî f(D) = B(z0, r).

1.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. ×è áóäå ñóìà (ðiçíèöÿ) äâîõ ãîìåîìîðôiçìiâ f i g òàêîæ ãîìåî-

ìîðôiçìîì ?

2. ×è áóäå ïðîîáðàç äîâiëüíî¨ çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè B ⊂ f(D) ïðè ãî-
ìåîìîðôiçìi f : D → Rn çâ'ÿçíîþ ìíîæèíîþ ?

3. ×è áóäå ïðîîáðàç äîâiëüíî¨ çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè B ⊂ Rn ïðè ãîìåî-
ìîðôiçìi f : D → Rn çâ'ÿçíîþ ìíîæèíîþ ?

4. Íàäàéòå âiäïîâiäi íà ïîïåðåäíi ïèòàííÿ 2 i 3 ó âèïàäêó, êîëè âiä-
îáðàæåííÿ f ¹ ïðîñòî íåïåðåðâíèì, àëå, âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ ãîìåîìîð-
ôíèì.

5. ×è ìîæíà â îçíà÷åííÿ ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè A çàìiíèòè
ñëîâî ¾êðèâà¿ íà ñëîâîñïîëó÷åííÿ ¾ñïðÿìþâàíà êðèâà¿ ? (Íàãàäà¹ìî,
ùî êðèâà íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿìëþâàíîþ, ÿêùî ¨¨ äîâæèíà ñêií÷åííà).

Îçíà÷åííÿ 1.9. Íåõàé A ⊂ Rn � âiäêðèòà ìíîæèíà. Âiäîáðàæåííÿ f : A → Rn

íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíèì â òî÷öi x0 ∈ A, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ∆x ∈ Rn, òàêèõ,
ùî (x0 +∆x) ∈ A, i äåÿêîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ L : Rn → Rn, âèêîíàíî ðiâíiñòü

f(x0 +∆x)− f(x0) = L∆x+ α(x0,∆x) · |∆x| , (1.2.1)

äå α(x0,∆x) → 0 ïðè ∆x → 0. Â öüîìó âèïàäêó, ïîçíà÷èìî L := f ′(x0) � ìàòðèöÿ

ßêîái âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi x0. Íàãàäà¹ìî, ùî ìàòðèöÿ ßêîái ìà¹ âèãëÿä

f ′(x0) =


∂f1
∂x1

(x0)
∂f1
∂x2

(x0) . . . ∂f1
∂xn

(x0)
∂f2
∂x1

(x0)
∂f2
∂x2

(x0) . . . ∂f2
∂xn

(x0)
...

...
. . .

...
∂fn
∂x1

(x0)
∂fn
∂x2

(x0) . . . ∂fn
∂xn

(x0)

 . (1.2.2)

6. ×è ¹ âiðíèì òâåðäæåííÿ: áóäü-ÿêèé ãîìåîìîðôiçì f : D → Rn ¹
äèôåðåíöiéîâíèì ìàéæå ñêðiçü â D? Ñêðiçü â D?
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7. ×è ìîæíà âiäîáðàçèòè âiäðiçîê I = [a, b] íà êðóã D = {z ∈ C :
|z| < 1} ãîìåîìîðôíî ?

8. Âiäîáðàçèòå ãîìåîìîðôíî ïiâêóëþ Bn
+ = {x = (x1, . . . , xn) : |x| <

1, xn > 0} íà îäèíè÷íó êóëþ Bn = {x = (x1, . . . , xn) : |x| < 1}.
9. Âiäîáðàæåííÿ f : R → R âèãëÿäó f(x) = x3 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì,

à âiäîáðàæåííÿ f : C → C, âèçíà÷åíå ñïiââiäíîøåííÿì, f(z) = z3 íå ¹
òàêèì. ×è íåìà¹ òóò ñóïåðå÷íîñòi ?

10. Îáåðiòü âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn i g : D → Rn îáëàñòi D ⊂ Rn

òàê, ùîá:

à) f i g íå áóëè ãîìåîìîðôiçìàìè, àëå f + g áóëî ãîìåîìîðôiçìîì;
á) f i g íå áóëè ãîìåîìîðôiçìàìè, àëå f · g áóëî ãîìåîìîðôiçìîì

(ïðè n = 2);
â) f i g íå áóëè ãîìåîìîðôiçìàìè, àëå f

g
áóëî ãîìåîìîðôiçìîì (ïðè

n = 2).

11. Íàâåäiòü ïðèêëàä âiäîáðàæåííÿ f : A → B i ìíîæèí A i B òàê,
ùîá f áóëî ií'¹êòèâíèì, íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì, îáåðíåíå äî ÿêîãî
ðîçðèâíå â äåÿêié òî÷öi y0 ∈ B.

12. Äîâåäiòü, ùî âiäêðèòà ìíîæèíà A ⊂ Rn çâ'ÿçíà òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âîíà ëiíiéíî çâ'ÿçíà.
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1.3 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 1

Çàäà÷à 1. Ïåðåâiðèòè òåîðåìó Áðàóåðà äëÿ âiäîáðàæåííÿ f(z) = az+b
cz+d

i îáëàñòi
D = {z ∈ C : |z| < 1}

øëÿõîì çíàõîäæåííÿ îáðàçó f(D) äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ.

Âàðiàíò Âiäîáðàæåííÿ Âàðiàíò Âiäîáðàæåííÿ

1 f(z) = 3z+1
2z+1 16 f(z) = z+6

z+7

2 f(z) = z−1
z+1 17 f(z) = z+7

z+8

3 f(z) = z+1
z+2 18 f(z) = z+3

z−2

4 f(z) = z+2
z+3 19 f(z) = z+2i

z−2i

5 f(z) = z
z+1 20 f(z) = 9z

z−2

6 f(z) = z
z−1 21 f(z) = z+3i

z−2

7 f(z) = z
z−2 22 f(z) = z

z−3i

8 f(z) = z
z+3 23 f(z) = z − 9

9 f(z) = z
z+4 24 f(z) = 1

z−9

10 f(z) = z
z−i 25 f(z) = z+8

z−2

11 f(z) = z+i
z−i 26 f(z) = z+4i

z−2

12 f(z) = 3z
z−2 27 f(z) = z−1−i

z−2

13 f(z) = z+5
z−2 28 f(z) = z+1+i

z−2

14 f(z) = z+5
z−1 29 f(z) = 2i

z−2

15 f(z) = z+5
z+6 30 f(z) = 3i

z−1

1.4 Êëàñè Ñîáîë¹âà, ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ i êâàçiêîíôîðìíi

âiäîáðàæåííÿ

Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.10. Ìíîæèíà K ⊂ Rn íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ, ÿêùî
iñíó¹ C > 0 òàêå, ùî |x| 6 C äëÿ âñiõ x ∈ K.

Îçíà÷åííÿ 1.11. Ìíîæèíà K â Rn íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ, ÿêùî
Rn \K ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.12. Êîìïàêòîì K â Rn íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ÿêà
îäíî÷àñíî ¹ çàìêíåíîþ i îáìåæåíîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.13. Íåõàé D � îáëàñòü â Rn. Òîäi áóäåìî ãîâîðèòè,
ùî ôóíêöiÿ f : D → R ¹ ôóíêöi¹þ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, ÿêùî iñíó¹
êîìïàêò C ⊂ D òàêèé, ùî f ≡ 0 çîâíi êîìïàêòó C.
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Ó ïîäàëüøîìó Ck
0 (U) ïîçíà÷à¹ ïðîñòið ôóíêöié u : U → R ç êîìïà-

êòíèì íîñi¹ì â U, ùî ìàþòü k ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çà áóäü ÿêîþ çìiííîþ
x1, . . . , xn, ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè â U.

Îçíà÷åííÿ 1.14. Íåõàé U � îáëàñòü, U ⊂ Rn, u : U → R � äåÿêà
ôóíêöiÿ, ùî iíòåãðîâíà íà áóäü-ÿêèõ êîìïàêòàõ K ⊂ U. Ïðèïóñòèìî,
ùî çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ v, ÿêà òàêîæ iíòåãðîâíà íà áóäü-ÿêèõ êîìïàêòàõ
K ⊂ U i òàêà, ùî∫

U

∂φ

∂xi
(x)u(x) dm(x) = −

∫
U

φ(x)v(x) dm(x)

äëÿ áóäü-ÿêié ôóíêöi¨ φ ∈ C 0
1 (U). Òîäi áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ôóíêöiÿ

v ¹ óçàãàëüíåíîþ ïîõiäíîþ ïåðøîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ u çà çìiííîþ xi i
ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì: ∂u

∂xi
(x) := v.

Ôóíêöiÿ u ∈ W 1,1
loc (U), ÿêùî u ìà¹ óçàãàëüíåíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåð-

øîãî ïîðÿäêó ïî êîæíié çi çìiííèõ â îáëàñòi U, ÿêi ¹ iíòåãðîâíèìè íà
áóäü ÿêîìó êîìïàêòi K ⊂ U, òîáòî, ìàþòü ñêií÷åííèé iíòåãðàë.

Îçíà÷åííÿ 1.15. Íåõàé G � îáëàñòü â Rn. Âiäîáðàæåííÿ f : G→ Rn

íàëåæèòü êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,1
loc (G), ïèøóòü f ∈ W 1,1

loc (G), ÿêùî âñi êî-

îðäèíàòíi ôóíêöi¨ f = (f1, . . . , fn) íàëåæàòü äî êëàñó W 1,1
loc . Íàðåøòi,

f ∈ W 1,n
loc (G), ÿêùî f ∈ W 1,1

loc (G) i, êðiì òîãî, óçàãàëüíåííi ÷àñòèííi ïîõi-

äíi ∂fi
∂xj

¹ iíòåãðîâíèìè íà áóäü-ÿêèõ êîìïàêòàõ K ⊂ D ó ñòåïåíi n.

Áåç äîâåäåííÿ ïðèéìåìî íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 1.2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî p ∈ N i äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨
ìíîæèíè U ⊂ Rn ìà¹ âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ:

C1(U) ⊂ W 1,p
loc (U) .

Îçíà÷åííÿ 1.16. Ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì A : Rn → Rn íàçèâà¹-
òüñÿ òàêå âiäîáðàæåííÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè: A(x + y) = A(x) + A(y)
i A(λx) = λA(x) äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ x, y ∈ Rn i áóäü-ÿêîãî ÷èñëà
λ ∈ R.

Äîáðå âiäîìî, ùî â êîíêðåòíîìó áàçèñi e1, . . . , en áóäü-ÿêå ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà çàïèñàòè â âèãëÿäi ìàòðèöi

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann .


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Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ êëþ÷îâèì äëÿ âñüîãî ïîäàëüøîãî âèêëàäå-
ííÿ (äèâ. [Re1, òåîðåìà 2.1, ãë. I]).

Òåîðåìà 1.1. Ïðèïóñòèìî, ùî A : Rn → Rn � äîâiëüíå ëiíiéíå âi-
äîáðàæåííÿ. Òîäi çíàéäóòüñÿ îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè âåêòîðiâ e1, . . . , en
è ẽ1, . . . , ẽn i íåâiä'¹ìíi ÷èñëà

λ1, . . . , λn, 0 6 λ1 6 . . . 6 λn ,

òàêi ùî
A(ei) = λiẽi (1.4.1)

ïðè âñiõ i = 1, 2 . . . , n. Áiëüøå òîãî, ÿêùî detA ̸= 0, òî ÷èñëà λi â (1.4.1)
¹ äîäàòíèìè.

Îçíà÷åííÿ 1.17. Ñèñòåìè âåêòîðiâ e1, . . . , en i ẽ1, . . . , ẽn ç òåîðåìè
1.1 íàçèâàþòüñÿ ãîëîâíèìè âåêòîðàìè âiäîáðàæåííÿA, à ÷èñëà λ1, . . . , λn
� ãîëîâíèìè ÷èñëàìè, àáî ãîëîâíèìè ðîçòÿãàìè âiäîáðàæåííÿ A.

Òóò i íàäàëi Ah ïîçíà÷à¹ äiþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ A íà âåêòîð-

ñòîâïåöü h =


h1
h2
...
hn

 , à |Ah| ïîçíà÷à¹ äîâæèíó âåêòîðà Ah,

|Ah| =
√
(a11h1 + · · ·+ a1nhn)2 + · · ·+ (an1h1 + · · ·+ annhn)2 .

Îçíà÷åííÿ 1.18.Ìàòðè÷íîþ íîðìîþ, àáî ïðîñòî íîðìîþ ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ A : Rn → Rn íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî ∥A∥, êîòðå âèçíà÷à¹òüñÿ
çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì:

∥A∥ = sup
|h|=1

|Ah| = max
|h|=1

|Ah| =

= max
|h|=1

√
(a11h1 + · · ·+ a1nhn)2 + · · ·+ (an1h1 + · · ·+ annhn)2 . (1.4.2)

� ñïðàâåäëèâèì íàñòóïíèé ðåçóëüòàò [Sev2].

Òåîðåìà 1.2. Íåõàé A � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ, à λ1, . . . , λn, 0 6 λ1 6
. . . 6 λn � éîãî ãîëîâíi ðîçòÿãè. Òîäi

∥A∥ = λn, l(A) := min
|h|=1

|Ah| = λ1 , | detA| = |λ1λ2 · · ·λn| . (1.4.3)

17



Îçíà÷åííÿ 1.19. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âëàñòèâiñòü A ìà¹ ìiñöå äëÿ
ìàéæå âñiõ x ç îáëàñòi D, ÿêùî A ìà¹ ìiñöå äëÿ âñiõ x ∈ D, êðiì,
ìîæëèâî, äåÿêî¨ ìíîæèíè E, ùî ìà¹ ìiðó íóëü.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìàòðèöÿ ßêîái ìà¹ âèãëÿä (1.2.2). Âåëè÷èíà ∂fi
∂xj

(x0)

çíàõîäèòüñÿ åëåìåíòàðíî: ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)),
òî ∂fi

∂xj
(x0) � öå çâè÷àéíà ïîõiäíà êîìïîíåíòè fi öüîãî âiäîáðàæåííÿ çà

çìiííié xi, âçÿòà â òî÷öi x0 i îá÷èñëåíà çà óìîâîþ, ùî ðåøòà çìiííèõ ¹
ñòàëèìè.

Çàóâàæåííÿ 1.2. Âåëè÷èíè ∂fi
∂xj

(x) ç îçíà÷åííÿ 1.14 ïîçíà÷àþòüñÿ

òàê ñàìî, ÿê çâè÷àéíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ôóíêöi¨ fi ïî çìiííié xj. Â òîé
ñàìèé ÷àñ, öi îá'¹êòè âèçíà÷åíi äåùî ïî-ðiçíîìó. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî
âîíè ñïiâïàäàþòü ìiæ ñîáîþ ìàéæå ñêðiçü â òî÷êàõ iñíóâàííÿ, äèâ. [Ma,
òåîðåìà 1, ï. 1.1.3, § 1.1, ãë. I].

Íåõàé f : D → Rn � äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ, e ∈ Sn−1 � îäèíè÷íèé
âåêòîð. Ïîõiäíîþ âiäîáðàæåííÿ f çà íàïðÿìêîì e â òî÷öi x0 ∈ D íàçè-
âà¹òüñÿ íàñòóïíà ãðàíèöÿ (ÿêùî âîíà iñíó¹):

∂f

∂e
(x0) = lim

t→+0

f(x0 + te)− f(x0)

t
.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî f ¹ äèôåðåíöiéîâíèì ó òî÷öi x0, i f
′(x0) � ìàòðèöÿ

ßêîái âiäîáðàæåííÿ f â öié òî÷öi, òî çà îçíà÷åííÿì äèôåðåíöiéîâíîñòi
ó (1.2.1)

∂f

∂e
(x0) = f ′(x0)e , (1.4.4)

äå, ÿê çâè÷íî, f ′(x0)e ïîçíà÷à¹ äiþ ìàòðèöi ßêîái f ′(x0) íà âåêòîð e.

Çàôiêñó¹ìî òî÷êó x0 ∈ Rn, òîäi ìàòðèöþ ó (1.2.2) ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè ÿê ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ A := f ′(x0), ÿêå äi¹ íà âåêòîðè h ∈ Rn.
Ïîêëàäàþ÷è â îçíà÷åííi 1.18 A := f ′(x0), çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:

∥f ′(x0)∥ := |f ′(x0)h| .

Òóò x0 âèñòóïà¹ ÿê ïàðàìåòð, à çìiííîþ ¹ âåêòîð h; f ′(x0)h ñëóæèòü

ïîçíà÷åííÿì äëÿ äi¨ ìàòðèöi ßêîái f ′(x0) íà âåêòîð-ñòîâïåöü h =


h1
h2
...
hn

 .

Îòæå, f ′(x0)h � çíîâó äåÿêèé âåêòîð, à |f ′(x0)h| � öå éîãî äîâæèíà.

(Òîáòî, ÿêùî f ′(x0)h = (c1, . . . , cn), òî |f ′(x0)h| =
√
c21 + · · ·+ c2n).
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Òàê ñàìî ïîêëàäåìî

J(x0, f) := det f ′(x0)

� ÿêîáiàí âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi x0.

Îçíà÷åííÿ 1.20. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn íàçèâà¹òüñÿ êâàçiêîí-
ôîðìíèì, ÿêùî âèêîíàíî íàñòóïíi óìîâè:
1) f ∈ W 1,n

loc ,
2) f ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ó D,
3) äëÿ ïåâíî¨ ñòàëî¨ K > 1

∥f ′(x)∥n 6 K · |J(x, f)| (1.4.5)

ïðè ìàéæå âñiõ x ∈ D i ïåâíié ñòàëié K <∞, äå, ÿê çâè÷íî,

∥f ′(x)∥ := sup
h∈Rn:|h|=1

|f ′(x)h| ,

äèâ., íàïð., § 3 ðîçä. I [Re1], àáî îçíà÷åííÿ 2.1 ðîçä. 2 ðîçä. I [Ri] (äèâ. [MRV,
ïóíêò 2.20]).

Îçíà÷åííÿ 1.21. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæå-
ííÿì ç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì, ÿêùî â îçíà÷åííi 1.20 çàìiñòü óìîâè
ãîìåîìîðôíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âèñóâà¹òüñÿ âèìîãà: ÿêîáiàí âiäîáðàæå-
ííÿ f ìàéæå ñêðiçü çáåðiãà¹ ñâié çíàê.

Îçíà÷åííÿ 1.22. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn íàçèâà¹òüñÿ äèñêðå-
òíèì, ÿêùî ïðîîáðàç {f−1 (y)} êîæíî¨ òî÷êè y ∈ Rn ñêëàäà¹òüñÿ ç içî-
ëüîâàíèõ òî÷îê, i âiäêðèòèì, ÿêùî îáðàç áóäü�ÿêî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè
U ⊂ D ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â Rn.

Äåÿêi âëàñòèâîñòi êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü

1. ßêùî f : D → Rn i g : f(D) → Rn � êâàçiêîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ,
òî ñóïåðïîçèöiÿ F = g ◦ f òàêîæ ¹ êâàçiêîíôîðìíèì âiäîáðàæåííÿì.

2. Êâàçiêîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ (áiëüøå òîãî, áóäü-ÿêi ãîìåîìîðôi-
çìè êëàñó W 1,n

loc ) ¹ äèôåðåíöiéîâíèìè ìàéæå ñêðiçü.

Þ. Âÿéñÿëÿ äîâåäåíî áiëüø çàãàëüíå òâåðäæåííÿ, à ñàìå, ùî áóäü-
ÿêå âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ êëàñó W 1,p

loc , p > n − 1, ¹ äèôåðåíöiéîâíèì
ìàéæå ñêðiçü (äèâ. [Va1], ëåìà 3). Âëàñòèâiñòü 2 äîâåäåíà À. Ìîði íà
ïëîùèíi, à ïðîñòîðîâèé àíàëîã ñôîðìóëüîâàíî i äîâåäåíî â ìîíîãðàôi¨
Þ. Âÿéñÿëÿ (äèâ. [Va2, òåîðåìà 32.1 i íàñëiäîê 32.2]).
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Îçíà÷åííÿ 1.23. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn ìà¹
N-âëàñòèâiñòü Ëóçiíà, àáî ïðîñòî N-âëàñòèâiñòü, ÿêùî âîíî ïåðåâî-
äèòü ìíîæèíè ìiðè íóëü ó ìíîæèíè ìiðè íóëü. Iíøèìè ñëîâàìè, ç óìîâè
m(E) = 0, E ⊂ D, âèïëèâà¹, ùî m(f(E)) = 0. Àíàëîãi÷íî, âiäîáðà-
æåííÿ f : D → Rn ìà¹ N−1-âëàñòèâiñòü, ÿêùî ç óìîâè m(f(E)) = 0,
f(E) ⊂ f(D), âèïëèâà¹ ðiâíiñòü m(E) = 0.

3. Áóäü-ÿêå êâàçiêîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ (áiëüøå òîãî, áóäü-ÿêèé
ãîìåîìîðôiçì êëàñó W 1,n

loc ) ìà¹ N i N −1-âëàñòèâîñòi Ëóçiíà.

Äëÿ ãîìåîìîðôiçìiâ êëàñóW 1,n
loc äàíèé ðåçóëüòàò âñòàíîâëåíîÞ.Ã. Ðå-

øåòíÿêîì (äèâ. [Re2, òåîðåìà 3]). Äëÿ áiëüø çàãàëüíèõ âiäêðèòèõ âiä-
îáðàæåíü êëàñóW 1,n

loc öåé ðåçóëüòàò íàëåæèòü Ìàëîìó i Ìàðòiî, äèâ. [MM,
íàñëiäîê B].

1.5 Õàðàêòåðèñòèêè êâàçiêîíôîðìíîñòi

Íàñòóïíi äâi âåëè÷èíè ìàþòü âåëèêå çíà÷åííÿ i õàðàêòåðèçóþòü ÿê áè
ñòåïiíü âiäõèëåííÿ âiäîáðàæåííÿ âiä êîíôîðìíîãî. Ïîêëàäåìî

l (f ′(x)) = min
|h|=1

|f ′(x)h|. Âíóòðiøíüîþ äèëàòàöiþ âiäîáðàæåííÿ f

ó òî÷öi x çâåòüñÿ âåëè÷èíà

KI(x, f) =
|J(x, f)|
l (f ′(x))n

, (1.5.1)

ÿêùî J(x, f) ̸= 0; KI(x, f) = 1, ÿêùî f ′(x) = 0; i KI(x, f) = ∞ â iíøèõ
òî÷êàõ. Çîâíiøíÿ äèëàòàöiÿ âiäîáðàæåííÿ f ó òî÷öi x ¹ âåëè÷èíà

KO(x, f) =
∥f ′(x)∥n

|J(x, f)|
, (1.5.2)

ÿêùî J(x, f) ̸= 0; KO(x, f) = 1, ÿêùî f ′(x) = 0; i KO(x, f) = ∞ â iíøèõ
òî÷êàõ. Äîáðå âiäîìî, ùî

KI(x, f) 6 Kn−1
O (x, f) , KO(x, f) 6 Kn−1

I (x, f) . (1.5.3)

Ìîæíà ïîêàçàòè òàêîæ ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.3. Äëÿ áóäü-ÿêîãî âiäîáðàæåííÿ f : D → D ′ i áóäü-
ÿêîãî êîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ φ : D ′ → Rn

KO(x, f) = KO(x, φ ◦ f) , KI(x, f) = KI(x, φ ◦ f) .

Âèõîäÿ÷è çi ñïiââiäíîøåííÿ (1.4.5), îçíà÷åííÿ êâàçiêîíôîðìíîãî âiä-
îáðàæåííÿ ìîæå áóòè äàíî ó íàñòóïíié åêâiâàëåíòíié ôîðìi.
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Îçíà÷åííÿ 1.24. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn íàçèâà¹òüñÿ êâàçiêîí-
ôîðìíèì, ÿêùî âèêîíàíî íàñòóïíi óìîâè:
1) f ∈ W 1,n

loc ,
2) f ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ó D,
3) äëÿ ïåâíî¨ ñòàëî¨ K > 1 i ìàéæå âñiõ x ∈ D

KO(x, f) 6 K .

Íåõàé λ1(x), λ2(x), . . . , λn(x) � ãîëîâíi ÷èñëà (ðîçòÿãè) ìàòðèöi f
′(x), i

íåõàé J(x0, f) ̸= 0. Çà òåîðåìîþ 1.2

|J(x0, f)| = λ1(x0) . . . λn(x0), ∥f ′(x0)∥ = λn(x0) , (1.5.4)

l (f ′(x0)) = λ1(x0) , (1.5.5)

KO(x0, f) =
λnn(x0)

λ1(x0) . . . λn(x0)
, (1.5.6)

KI(x0, f) =
λ1(x0) . . . λn(x0)

λn1 (x0)
. (1.5.7)

1.6 Êâàçiêîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ i äèëàòàöi¨ íà ïëîùèíi

Äëÿ çðó÷íîñòi ìè, ÿê çâè÷íî, îòîòîæíþ¹ìî ïðîñòið R2 ç êîìïëåêñíîþ
ïëîùèíîþ, òîáòî,

C = {z = x+ iy, x, y ∈ R, i2 = −1} .

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå

Îçíà÷åííÿ 1.25. Íåõàé z, z0 ∈ D ⊂ C. Äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íî¨
ôóíêöi¨ f : D → C, çàäàíî¨ â îáëàñòi D ⊂ C, ùî ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi ïî
x i y ïðè ìàéæå âñiõ z = x+ iy, ïîêëàäåìî:

∂f = fz = (fx + ify) /2 (1.6.1)

i
∂f = fz = (fx − ify) /2 . (1.6.2)

Ïîêëàäåìî

µ(z) = µf (z) = fz/fz (1.6.3)

ïðè fz ̸= 0 i µ(z) = 0 â ïðîòèâíîìó âèïàäêó. Êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ
µ, íàâåäåíà âèùå, íàçèâà¹òüñÿ êîìïëåêñíîþ äèëàòàöi¹þ âiäîáðàæåííÿ f
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â òî÷öi z. Ìàêñèìàëüíîþ äèëàòàöi¹þ âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi z íàçèâà-
¹òüñÿ íàñòóïíà ôóíêöiÿ:

Kµ(z) =
1 + |µ(z)|
|1− |µ (z)||

. (1.6.4)

Ïðèêëàä 4. Îá÷èñëèòè fz i fz äëÿ ôóíêöi¨ f(z) = f(z) = z3 − z.

Ðîçâ'ÿçîê. Áóäåìî ìàòè, ùî

f(z) = z3 − z = (x+ iy)3 − (x− iy) = (x+ iy)3 − x+ iy;

fz = (fx − ify)/2 = (3(x+ iy)2 − 1− i− i3(x+ iy)2 · i− i · i)/2 = 3z2;

fz = (3(x+ iy)2 − 1− i+ i3(x+ iy)2 · i+ i · i)/2 = −1 . 2

Çàóâàæèìî, ùî
J(f, z) = |fz|2 − |fz|2 ,

ùî ìîæå áóòè ïåðåâiðåíî ïðÿìèì ïiäðàõóíêîì (äèâ., íàïð., [A, ïóíêò C,
ãë. I]) (� ïåðåâiðòå öå !). � ñïðàâåäëèâèì íàñòóïíèé ðåçóëüòàò [Sev2].

Òåîðåìà 1.3. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f : D → C ìà¹ ìàéæå ñêðiçü
÷àñòèííi ïîõiäíi ïî x i y. Òîäi:

∥f ′(z)∥ = |fz|+ |fz| , (1.6.5)

äå, ÿê çâè÷íî, ∥f ′(z)∥ := sup
|h|=1

|f ′(z)h|. Êðiì òîãî,

Kµ(z) =
(|fz|+ |fz|)2

|fz|2 − |fz|2
. (1.6.6)

Ïðèêëàä 5. Çíàéäiòü Kµ(z) i µ(z) äëÿ ôóíêöi¨

φ(z) = sin z − 1 .

Ðîçâ'ÿçîê. Áóäåìî ìiðêóâàòè â áiëüø çàãàëüíèõ òåðìiíàõ. Ìè ìîæåìî
ðîçãëÿíóòè ïèòàííÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨

φ(z) = f(z) , (1.6.7)

äå f � àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ. Ìà¹ìî: f(z) = u(z) + iv(z), òîäi

φ(z) = u(z)− iv(z) . (1.6.8)
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Äàëi áóäåìî ìàòè:

φz = (φx− iφy)/2 = (ux− ivx− iuy−vy)/2 = {ux = vy, uy = −vx} = 0 ; (3)

φz = (φx + iφy)/2 = (ux − ivx + iuy + vy)/2 =

{ux = vy, uy = −vx} = ux − ivx = ux + ivx = f ′(z) = fz = cos z . (1.6.9)

µ(z) =

{
fz
fz
, fz ̸= 0 ;

0 , fz = 0 .
(1.6.10)

Îòæå, çãiäíî ôîðìóë (1.6.10)

µ(z) = µf (z) = 0 , Kµ(z) = KO(z, f) = KI(z, f) =
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)|

= 1 . 2

1.7 Ïîõiäíi ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi z0, à g � äèôåðåíöi-
éîâíà â òî÷öi ζ0 = f(z0), òîäi F := g(f(z)) ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi z0
i ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (äèâ. òàêîæ [A, ïóíêò C, ðîçä. I, ñ. 15]):

Fz(z0) = gζ(ζ0)ζz(z0) + gζ(ζ0)ζz(z0) ,

òà çãàäóþ÷è, ùî ζ = f(z) öå ìîæíà çàïèñàòè òàê:

Fz(z0) = gζ(f(z0))fz(z0) + Fζ(f(z0))f z(z0) . (1.7.1)

Òóò ïîõiäíi ïî ζ, ζ, z, z âèçíà÷åíi â ïîçàïîïåðåäíié ñåêöi¨ � äèâ. ñïiâ-
âiäíîøåííÿ (1.6.1)�(1.6.2). Çîêðåìà, ÿêùî ζ = ξ + iη i g = g(ζ), òî
gζ = (gξ − igη)/2 i gζ = (gξ + igη)/2. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äî (1.7.1),
áóäåì ìàòè:

Fz(z0) = gζ(f(z0))fz(z0) + gζ(f(z0))f z(z0) . (1.7.2)

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ÿêùî g � àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ, òî gζ = 0. Òîäi ôîð-
ìóëè (1.7.1)�(1.7.2) ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:

Fz(z0) = gζ(f(z0))fz(z0) , (1.7.3)

Fz(z0) = gζ(f(z0))fz(z0) . (1.7.4)

Ïðèêëàä 6. Íåõàé
f(z) = cos z3 .
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Çíàéòè fz.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ (1.7.2). Áóäåìî ìàòè:

fz = {g(ζ) = cos ζ;h(z) = z3} = (gζ ◦ h)hz + (gζ ◦ h)hz =

= − sin(z3) · hz + 0 · hz = sin(z3) · hz . (1.7.5)

Â ñâîþ ÷åðãó, îòðèìà¹ìî, ùî

hz = (z3)z = ((x− iy)3)z = (hx + ihy)/2 =

= (((x−iy)3)x+i((x−iy)3)y)/2 = (3(x−iy)2+3(x−iy)2)/2 = 3z2 . (1.7.6)

Îñòàòî÷íî, ç (1.7.5) òà (1.7.6) âèïëèâà¹, ùî

fz = −3 sin(z3)z2 . 2

1.8 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. ×è áóäå ñóìà (ðiçíèöÿ) äâîõ êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü êâà-

çiêîíôîðìíèì ?

2. Íåõàé f : D → C i g : D → C � äâà êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåí-
íÿ. ×è áóäå êâàçiêîíôîðìíèì F (z) = f(z) · g(z)?

3. ×è ìîæíà âiäîáðàçèòè êâàçiêîíôîðìíî B(0, 2) íà êðóãîâå êiëü-
öå A(0, r1, r2) = {x ∈ Rn : r1 < |x| < r2}? ×è âiðíî öå äëÿ äîâiëüíèõ
ãîìåîìîðôiçìiâ?

4. Íåõàé êâàçiêîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn âèçíà÷åíî â
îáìåæåíié îáëàñòi D ⊂ Rn i ¹ íåïåðåðâíèì â çàìèêàííi D. ×è âiðíî, ùî
f(∂D) = ∂f(D)?

5. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn, n > 3, � êâàçiêîíôîðìíå âiäîðà-
æåííÿ, i íåõàé P � äîâiëüíà ãiïåðïëîùèíà, ÿêà ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí
ç D. ×è áóäå âiäîáðàæåííÿ f |D∩P êâàçiêîíôîðìíèì? ×îìó ïîñòàâëåíå
ïèòàííÿ âçàãàëi ¹ íå çîâñiì êîðåêòíèì?

6. Íàâåäiòü ïðèêëàä îáëàñòi D i êâàçiêîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ f :
D → Rn, n > 2, âèçíà÷åíîãî â íié, ÿêå íå íàëåæèòü äî êëàñó C1(D).

7. Íåõàé D ⊂ C, i íåõàé f : D → C � êâàçiêîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ.
×è âiðíî, ùî

f(z)
?
= f(z) .

Ó ðàçi íåãàòèâíî¨ âiäïîâiäi, íàâåäiòü êîíòðïðèêëàä.
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8. Íåõàé F (z) = f(z) + g(z), äå f i g � àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi

â äåÿêié îáëàñòi D ⊂ C. ×è âiðíî, ùî: à) Fz = f ′(z); á) Fz = g ′(z)?

9. Êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ f : D → C äèôåðåíöiéîâíà â ñåíñi Äàðáó-
Øòîëüöÿ â òî÷öi z ∈ D, ÿêùî

f(z +∆z)− f(z) = A∆z +B∆z + o(|∆z|) ,

äå
o(|∆z|) = |∆(z)| · ε(∆z) ,

ε(∆z) → 0 ïðè ∆z → 0 .

à) Çíàéòè A i B ÷åðåç ïîõiäíi f ïî z i z;
á) Çíàéòè A i B ÷åðåç ïîõiäíi u i v ïî x i y, äå f = u(x, y) + iv(x, y).

10. Íåõàé F (z) = f(z), äå f � àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ. ×è âiðíî, ùî

Fz = (f ′(z))|z 7→z = f ′(z)?

11. Äîâåäiòü, ùî ïðè n = 2

Kµ(z) = KI(z, f) = KO(z, f)

(äèâ., íàïð., ñïiââiäíîøåííÿ (1.5.6)).
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1.9 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 2

Çàäà÷à 2. Çíàéòè êîìïëåêñíó i ìàêñèìàëüíi äèëàòàöi¨ âiäîáðàæåííÿ
f : D → C òà éîãî ÿêîáiàí, ÿêùî D = {z ∈ C : |z| < 1}, à âiäîáðàæåííÿ
f çàäàíî äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ.

Íîìåð

âàði-

àíòó

Âiäîáðàæåííÿ Íîìåð

âàði-

àíòó

Âiäîáðàæåííÿ

1 f(z) = cos z 16 f(z) = z2 + z2

2 f(z) = cos z + z 17 f(z) = z + z2

3 f(z) = cos z + z2 18 f(z) = z2 + z

4 f(z) = cos z + z3 19 f(z) = z2 − z

5 f(z) = sin z + z2 20 f(z) = z3 + z

6 f(z) = sin z + 2z2 21 f(z) = z3 − z

7 f(z) = sin z − z2 22 f(z) = cos z

8 f(z) = cos z + z 23 f(z) = cos z + 1

9 f(z) = ez 24 f(z) = sin z

10 f(z) = ez + z 25 f(z) = sin z + 1

11 f(z) = ez + z 26 f(z) = sin z − 1

12 f(z) = ez + z2 27 f(z) = ez

13 f(z) = ez − z2 28 f(z) = 1
z−1

14 f(z) = ez + z3 29 f(z) = 1
z+1

15 f(z) = ez − z3 30 f(z) = 1
(z)2+1

1.10 Äèëàòàöi¨ ðàäiàëüíèõ âiäîáðàæåíü

Õî÷à ìè íå àêöåíòóâàëè óâàãó íà ñêëàäíîñòi ÷è ëåãêîñòi îá÷èñëåííÿ
äèëàòàöié òèõ ÷è iíøèõ âiäîáðàæåíü, ñëiä çàóâàæèòè, ùî äàëåêî íå â
êîæíîìó âèïàäêó ¨õ çíàõîäæåííÿ òåõíi÷íî ìîæëèâå. Áiëüø ìåíø îïòè-
ìiñòè÷íèì âèãëÿäà¹ îá÷èñëåííÿ äèëàòàöié íà ïëîùèíi, îñêiëüêè ìà¹ìî â
öüîìó âèïàäêó ÿâíó ôîðìóëó (1.6.6), äèâ. òàêîæ âïðàâó 11 íà ñòîðiíöi 25.
Ùîäî äèëàòàöié KI(x, f) òà KO(x, f) ó ïðîñòîði, â áiëüøîñòi âèïàäêiâ ¨õ
ç'ÿñóâàííÿ ¹ äîñòàòíüî âàæêîþ ñïðàâîþ. Iíîäi ¨õ îá÷èñëåííÿ ìîæëèâî
ëèøå ç ¾ãåîìåòðè÷íèõ¿ ìiðêóâàíü, iíîäi äîöiëüíî çðîáèòè ëèøå îöiíêè
çâåðõó òà çíèçó. Ïðîòå, â äåÿêèõ îêðåìèõ âèïàäêàõ îá÷èñëåííÿ äèëàòà-
öié ïðîâîäèòüñÿ áåçïîñåðåäíüî, i íàðàçi ìè ìà¹ìî ðîçiáðàòè îäèí ç íèõ.

Îá÷èñëèìî ãîëîâíi âåêòîðè i ðîçòÿãè òàê çâàíèõ ðàäiàëüíèõ âiäîáðà-
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æåíü, äèâ. [Sev1, ïóíêò 1.1.9]. Òàê íàçèâàþòüñÿ âiäîáðàæåííÿ âèãëÿäó

f(x) =
x

|x|
ρ(|x|) , (1.10.1)

äå ρ � äåÿêà íàïåðåä çàäàíà ôóíêöiÿ, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä |x|. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî x ∈ B(0, p) \ {0}, p ∈ R∪{∞}, p > 0, à ôóíêöiÿ ρ : (0, p) → R ¹
íåïåðåðâíîþ i ìàéæå ñêðiçü äèôåðåíöiéîâíîþ. Òîäi ç îãëÿäó íà òåîðåìó
Ôóáiíi f òàêîæ ¹ äèôåðåíöiéîâíèì ìàéæå ñêðiçü. Íåõàé x0 ∈ B(0, p)\{0}
� òî÷êà äèôåðåöiéîâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f, |x0| = r ∈ (0, p).

1) Íåõàé e1 ∈ Sn−1 � äîâiëüíèé âåêòîð, îðòîãîíàëüíèé âåêòîðó x0.
ßêùî çîáðàçèòè e1 ç ïî÷àòêîì â òî÷öi x0, òî, çà îçíà÷åííÿì, e1 çíàõîäè-
òüñÿ ó ïëîùèíi, ÿêà ¹ äîòè÷íîþ äî ñôåðè S(0, r) â òî÷öi x0. Òàêèé âåêòîð
áóäåìî íàçèâàòè äîòè÷íèì íàïðÿìêîì ïî âiäíîøåííþ äî x0. Îá÷èñëè-
ìî ïîõiäíó ∂τf(x0) âiäîáðàæåííÿ f çà íàïðÿìêîì âåêòîðà e1 â òî÷öi x0.
Áóäåìî ìàòè:

∂τf(x0) = lim
t→+0

f(x0 + te)− f(x0)

t
=

= lim
t→+0

1

t

{
x0 + te1
|x0 + te1|

ρ(|x0 + te1|)−
x0
|x0|

ρ(|x0|)
}
. (1.10.2)

Îñêiëüêè e1 ¹ îðòîãîíàëüíèì äî âåêòîðà x0, çà òåîðåìîþ Ïiôàãîðà áóäå-
ìî ìàòè: |x0 + te1| =

√
r2 + t2. Òîäi ç (1.10.2) âèïëèâà¹, ùî

∂τf(x0) = lim
t→+0

1

t

{
x0 + te1√
r2 + t2

ρ(
√
r2 + t2)− x0

r
ρ(r)

}
. (1.10.3)

Ñêîðèñòàâøèñü ó (1.10.3) ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, ìè îòðèìà¹ìî, ùî

∂τf(x0) = e1
ρ(r)

r
. (1.10.4)

2) Íåõàé òåïåð âåêòîð e2 îäíàêîâî ñïðÿìîâàíèé ç âåêòîðîì x0 (òà-
êèé âåêòîð e2 áóäåìî íàçèâàòè ðàäiàëüíèì íàïðÿìêîì ). Çàóâàæèìî, ùî
âåêòîð e2 ¹ îðòîãîíàëüíèì äî äîòè÷íî¨ ïëîùèíè äî ñôåðè S(0, r) â òî÷öi
x0.

Îá÷èñëèìî ïîõiäíó ∂rf(x0) âiäîáðàæåííÿ f çà íàïðÿìêîì âåêòîðà
e2 â òî÷öi x0. Áóäåìî ìàòè:

∂rf(x0) = lim
t→+0

f(x0 + te)− f(x0)

t
=
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= lim
t→+0

1

t

{
x0 + te2
|x0 + te2|

ρ(|x0 + te2|)−
x0
|x0|

ρ(|x0|)
}
. (1.10.5)

Çàóâàæèìî, ùî |x0 + te2| = r + t. Òîäi ç (1.10.5) âèïëèâà¹, ùî

∂rf(x0) = lim
t→+0

1

t

{
x0 + te2
r + t

ρ(r + t)− x0
r
ρ(r)

}
. (1.10.6)

Ñêîðèñòàâøèñü ó (1.10.6) äèôåðåíöiéîâíiñòþ ôóíêöi¨ ρ ó òî÷öi r i òèì,
ùî e2r = x0, ìè îòðèìà¹ìî, ùî

∂rf(x0) = lim
t→+0

e2ρ(r + t)− e2ρ(r)

t
= ρ ′(r)e2 . (1.10.7)

Îòæå, ç (1.10.4) i (1.10.7), ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi (1.4.4), ìè îòðè-
ìà¹ìî íàñòóïíèé âèñíîâîê.

Òâåðäæåííÿ 1.4. Íåõàé f : B(0, p) \ {0} → Rn � âiäîáðàæåííÿ,
ÿêå ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi (1.10.1), äå ôóíêöiÿ ρ(t) : (0, p) → R ¹
íåïåðåðâíîþ i äèôåðåíöiéîâíîþ ìàéæå ñêðiçü. Òîäi f òàêîæ ¹ äèôåðåí-
öiéîâíèì ìàéæå ñêðiçü, ïðè÷îìó â òî÷öi x0 éîãî äèôåðåíöiéîâíîñòi â
ÿêîñòi ãîëîâíèõ âåêòîðiâ ei1 , . . . , ein i ẽi1 , . . . , ẽin ìîæíà îáðàòè (n − 1)
ëiíiéíî íåçàëåæíèõ äîòè÷íèõ íàïðÿìêiâ äî ñôåðè S(0, r) â òî÷öi x0, äå
|x0| = r, i îäèí ðàäiàëüíèé íàïðÿìîê ó âêàçàíié òî÷öi.

Âiäïîâiäíi ãîëîâíi ðîçòÿãè (ÿêi íàçèâàþòüñÿ äîòè÷íèìè i ðàäiàëü-

íèìè ðîçòÿãàìè) äîðiâíþþòü λτ (x0) := λi1(x0) = . . . = λin−1(x0) =
ρ(r)
r

i
λr(x0) := λin = ρ ′(r).

Ïðèêëàä 7. Çíàéòè âíóòðiøíþ i çîâíiøíþ äèëàòàöi¨ ðàäiàëüíîãî
âiäîáðàæåííÿ

f(x) =
x

|x|
exp

{
logα 1

|x|

}
, x ∈ Bn \ {0} ,

äå Bn = {x ∈ Rn : |x| < 1} i α > 1 � çàäàíå ôiêñîâàíå ÷èñëî.

Ðîçâ'ÿçîê. Î÷åâèäíî, âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ âèãëÿä (1.10.1), äå

ρ(t) = exp

{
logα 1

t

}
.

Áóäåìî ìàòè:

δτ (x) =
|f(x)|
|x|

=
|ρ(x)|
|x|

=
exp

{
logα 1

|x|

}
|x|

,
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δr(x) =
∂|f(x)|
∂|x|

=
α exp

{
logα 1

|x|

}
|x|

· logα−1 1

|x|
.

Îñêiëüêè α > 1, ìè ìà¹ìî, ùî δr > δτ ïðè |x| 6 e−(
1
α)

1/(α−1)

i δr < δτ ïðè

|x| > e−(
1
α)

1/(α−1)

.

1) Íåõàé |x| 6 e−(
1
α)

1/(α−1)

. Òîäi â âiäîìèõ ïîçíà÷åííÿõ

∥f ′(x)∥ = δr(x) =
α exp

{
logα 1

|x|

}
|x|

· logα−1 1

|x|
,

l(f ′(x)) = δτ (x) =
exp

{
logα 1

|x|

}
|x|

.

Îòæå, çà òâåðäæåííÿì 1.4

λ1(x) = λ2(x) = . . . = λn−1(x) = δτ (x) =
exp

{
logα 1

|x|

}
|x|

,

λn(x) = δr(x) =
α exp

{
logα 1

|x|

}
|x|

· logα−1 1

|x|
.

Òîäi çãiäíî ôîðìóë (1.5.1) i (1.5.2) i ç îãëÿäó íà (1.5.4)�(1.5.7)

KI(x, f) =
δn−1
τ (x) · δr(x)

δnτ (x)
=

=
exp

{
(n− 1) logα 1

|x|

}
|x|n−1

·
α exp

{
logα 1

|x|

}
|x|

· logα−1 1

|x|
· |x|n

exp
{
n logα 1

|x|

} =

= α · logα−1 1

|x|
.

Àíàëîãi÷íî,

KO(x, f) =
δnr (x)

δn−1
τ (x) · δr(x)

=

=
αn exp

{
n logα 1

|x|

}
|x|n

· log n(α−1) 1

|x|
· |x|n−1

exp
{
(n− 1) logα 1

|x|

} ·
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· |x|

α exp
{
logα 1

|x|

}
logα−1 1

|x|

= αn−1 · log (n−1)(α−1) 1

|x|
.

2) Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê |x| > e−(
1
α)

1/(α−1)

.Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî
äî âèïàäêó 1), áóäåìî ìàòè:

l(f ′(x)) = δr(x) =
α exp

{
logα 1

|x|

}
|x|

· logα−1 1

|x|
,

∥f ′(x)∥ = δτ (x) =
exp

{
logα 1

|x|

}
|x|

,

KI(x, f) =
δn−1
τ (x) · δr(x)

δnr (x)
=

1

αn−1
· 1

log (α−1)(n−1) 1
|x|

,

KO(x, f) =
1

α
· 1

logα−1 1
|x|
.

Îñòàòî÷íî,

KI(x, f) =

α · logα−1 1
|x| , |x| 6 e−(

1
α)

1/(α−1)

,

1
αn−1 · 1

log (α−1)(n−1) 1
|x|
, |x| > e−(

1
α)

1/(α−1) ,

KO(x, f) =

α
n−1 · log (α−1)(n−1) 1

|x| , |x| 6 e−(
1
α)

1/(α−1)

,

1
α
· 1
logα−1 1

|x|
, |x| > e−(

1
α)

1/(α−1) . 2

Ïðèêëàä 8. Íåõàé Q : Bn → [1,∞], n > 2, � ôiêñîâàíà âèìiðíà çà
Ëåáåãîì ôóíêöiÿ. Äëÿ ôiêñîâàíîãî r > 0 ïîçíà÷èìî

q0(r) :=
1

ωn−1rn−1

∫
S(0,r)

Q(x) dHn−1 , (1.10.8)

äå ωn−1 � ïëîùà îäèíè÷íî¨ (n−1)-âèìiðíî¨ ñôåðè â Rn, à dHn−1 � åëåìåíò
ïëîùi íà ñôåði S(0, r) = {x ∈ Rn : |x| = r}. Çà òåîðåìîþ Ôóáiíi iíòåãðàë
â (1.10.8) iñíó¹ äëÿ ìàéæå âñiõ r ∈ (0, 1) (äèâ., íàïð., [Sa, òåîðåìà 8.1.III]).
Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíî óìîâè

1∫
0

dt

tq
1

n−1

0 (t)
= ∞,

ε0∫
ε

dt

tq
1

n−1

0 (t)
<∞ ∀ ε ∈ (0, 1) .
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Ïîêëàäåìî f(0) := 0 i

f(x) =
x

|x|
ρ(|x|) ïðè x ∈ Bn \ {0} , (1.10.9)

äå

ρ(r) = exp

−
1∫

r

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

 . (1.10.10)

Çíàéòè KI(x, f) i KO(x, f).

Ðîçâ'ÿçîê. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ ρ = ρ(t) äèôåðåíöiéîâíà
äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (0, 1). Äàëi,

δτ (x) = ρ(|x|) =
exp

{
−

1∫
r

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

}
|x|

,

δr(x) = exp

−
1∫

r

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

 · 1

|x|q1/(n−1)
0 (|x|)

.

Ìè áà÷èìî, ùî δτ > δr, áî ç îãëÿäó íà óìîâó Q(x) > 1 òàêîæ ìà¹ìî, ùî
q0(t) > 1 ì.ñ. Òîäi çà Òâåðäæåííÿì 1.4

∥f ′(x)∥ =

exp

{
−

1∫
|x|

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

}
|x|

, l(f ′(x)) =

exp

{
−

1∫
|x|

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

}
|x|q1/(n−1)

0 (|x|)

i

|J(x, f)| =
exp

{
−n

1∫
|x|

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

}
|x|nq1/(n−1)

0 (|x|)
.

Øëÿõîì áåçïîñåðåäíiõ îá÷èñëåíü ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî

KI(x, f) =
δn−1
τ (x) · δr(x)

δnr (x)
= q0(|x|) ,

KO(x, f) =
δnτ (x)

δn−1
τ (x) · δr(x)

= q
1/(n−1)
0 (|x|) . 2
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1.11 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. ×è áóäå ñóìà äâîõ ðàäiàëüíèõ âiäîáðàæåíü òàêîæ ðàäiàëüíèì âiä-

îáðàæåííÿì ?

2. Ç'ÿñóâàòè ïîêàçíèê α, çà ÿêîãî âiäîáðàæåííÿ f ç ïðèêëàäó 7 ¹
êâàçiêîíôîðìíèì.

3. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f ç ïðèêëàäó 8 ¹ êâàçiêîíôîðìíèì,
ÿêùî Q � îáìåæåíà ôóíêöiÿ.

4. ×è ¹ âíóòðiøíÿ/çîâíiøíÿ äèëàòàöiÿ ðàäiàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ
ôóíêöi¹þ, çàëåæíîþ òiëüêè âiä |x|? Â ðàçi ïîçèòèâíî¨ âiäïîâiäi äîâåñòè
öå, à â ðàçi íåãàòèâíî¨ íàâåñòè âiäïîâiäíèé êîíòðïðèêëàä.

5. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f ç ïðèêëàäó 8 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì çà
áóäü-ÿêîãî α > 1.

6. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (1.10.9), äå ôóí-

êöiþ ρ âèçíà÷åíî â (1.10.10). Ïðèïóñòèìî, ùî
1∫
0

dt

tq
1

n−1
0 (t)

< ∞. Äîâåñòè,

ùî âiäîáðàæåííÿ f íå ìà¹ íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ â òî÷êó x0 = 0.

7. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ ìà¹ âèãëÿä f(x) = x
|x|ρ(|x|), x ∈ B(0, ε0)\ {0},

0 < ε0 < ∞, i íåõàé ρ : [0, ε0] → R � íåïåðåðâíà ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à
ôóíêöiÿ. Äîâåñòè, ùî f ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ó B(0, ε0) \ {0}.

8. Íåõàé f(x) = x
|x|α , α ̸= 0, x ∈ Rn \ {0}. Çíàéòè ïîêàçíèê α, äëÿ

ÿêîãî âiäîáðàæåííÿ f ¹ êîíôîðìíèì, çîêðåìà, KI(x, f) = KO(x, f) = 1.

9. Ç'ÿñóâàòè, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ α ç ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó âi-
äîáðàæåííÿ f ¹ êâàçiêîíôîðìíèì.

10. ×è ìîæíà ââàæàòè âiäîáðàæåííÿ f(x) = 5x ðàäiàëüíèì? Âiäïî-
âiäü îá ðóíòóéòå. ×îìó äîðiâíþþòü KI(x, f) òà KO(x, f)?

11 ∗. Íàâåäiòü ïðèêëàä âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çàâiäîìî íå ¹ ðàäiàëüíèì.
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1.12 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 3

Çàäà÷à 3. Çíàéòè KI(x, f) i KO(x, f) äëÿ ðàäiàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ
f : Bn \{0} → Rn, n > 2, çàäàíîãî ôîðìóëîþ f(x) = x

|x|ρ(|x|), äå ôóíêöiþ
ρ âèçíà÷åíî îêðåìî äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ.

Íîìåð

âàði-

àíòó

Ôóíêöiÿ Íîìåð

âàði-

àíòó

Ôóíêöiÿ

1 ρ(|x|) = log 1
|x| 16 ρ(|x|) = 1 + |x|

2 ρ(|x|) = log2 1
|x| 17 ρ(|x|) = 1 + |x|2

3 ρ(|x|) = log3 1
|x| 18 ρ(|x|) = 1 + |x|3

4 ρ(|x|) = log4 1
|x| 19 ρ(|x|) = 1 + |x|4

5 ρ(|x|) = log5 1
|x| 20 ρ(|x|) = 1 + |x|5

6 ρ(|x|) = e|x| 21 ρ(|x|) = 1 + |x|6
7 ρ(|x|) = e2|x| 22 ρ(|x|) = (1− |x|)1/2
8 ρ(|x|) = e3|x| 23 ρ(|x|) = (1− |x|)1/3
9 ρ(|x|) = e4|x| 24 ρ(|x|) = (1− |x|)1/4
10 ρ(|x|) = e5|x| 25 ρ(|x|) = (1− |x|)1/5
11 ρ(|x|) = |x|2 26 ρ(|x|) = 2 log 1

|x|
12 ρ(|x|) = |x|3 27 ρ(|x|) = 3 log 1

|x|
13 ρ(|x|) = |x|4 28 ρ(|x|) = 2 log 1

2|x|
14 ρ(|x|) = |x|5 29 ρ(|x|) = 3 log 1

2|x|
15 ρ(|x|) = |x|6 30 ρ(|x|) = 5 log 1

5|x|

1.13 Îá÷èñëåííÿ äèëàòàöié â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ

Äàëåêî íå çàâæäè îá÷èñëåííÿ êîìïëåêñíèõ äèëàòàöié çà (1.6.3) ¹ ïðî-
ñòèì i çðó÷íèì. Íàïðèêëàä, äëÿ âiäîáðàæåííÿ f(z) = z

|z|(2|z| − 1)1/α

îá÷èñëåííÿ fz i fz ¾â ëîá¿ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó òåõíi÷íî ãðîìiçäêó ðîáîòó.
Íèæ÷å ìè ïðîïîíó¹ìî âiäíîñíî ïðîñòó ïðîöåäóðó, ÿêà äîçâîëÿ¹ óíèêíó-
òè ïîäiáíèõ íåçðó÷íîñòåé, à ñàìå � ïåðåõiä äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò.

Íåõàé ìà¹ìî âiäîáðàæåííÿ f = f(z), âèçíà÷åíå â äåÿêié îáëàñòi D
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, i ÿêå òàêîæ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â C. Ïðèïóñòèìî,
ùî f ¹ äèôåðåíöiéîâíèì â òî÷öi z ∈ D, z ̸= 0. Òîäi ïðè ïåðåõîäi äî
ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò äëÿ öüîãî âiäîáðàæåííÿ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ïî-
õiäíî¨ ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨. Íåõàé z = reiθ, äå 0 6 r < ∞ i 0 6 θ < 2π.
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Áóäåìî ìàòè:
fx = frrx + fθθx , (1.13.1)

fy = frry + fθθy . (1.13.2)

Çàóâàæèìî, ùî r =
√
x2 + y2 i

θ =



arctan y
x
, x > 0, y > 0,

π + arctan y
x
, x < 0, y > 0,

π + arctan y
x
, x < 0, y < 0,

2π + arctan y
x
, x > 0, y < 0 ,

π/2 , x = 0, y > 0 ,

3π/2 , x = 0, y < 0 .

Òîäi

rx =
x

r
, ry =

y

r
, θx = − y

r2
, θy =

x

r2
. (1.13.3)

Ç îãëÿäó íà ôîðìóëè (1.13.1), (1.13.2) i (1.13.3), áóäåìî ìàòè:

fx = fr
x

r
− fθ

y

r2
,

fy = fr
y

r
+ fθ

x

r2
.

Çâiäñè

fz =
fx − ify

2
=

1

2

(
fr
x

r
− fθ

y

r2
− ifr

y

r
− ifθ

x

r2

)
=

=
rxfr − fθy − iryfr − ixfθ

2r2
;

fz =
fx + ify

2
=

1

2

(
fr
x

r
− fθ

y

r2
+ ifr

y

r
+ ifθ

x

r2

)
=

=
rxfr − fθy + iryfr + ixfθ

2r2
.

Íåõàé fz ̸= 0. Òîäi

µf (z) =
fz
fz

=
rxfr − fθy + iryfr + ixfθ
rxfr − fθy − iryfr − ixfθ

=
(x+ iy)(rfr + ifθ)

(x− iy)(rfr − ifθ)
=

=
reiθ(rfr + ifθ)

re−iθ(rfr − ifθ)
= e2iθ · rfr + ifθ

rfr − ifθ
.
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Îòæå,

µf (z) =
fz
fz

= e2iθ · rfr + ifθ
rfr − ifθ

. (1.13.4)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (1.13.4), ìîæíà òàêîæ îá÷èñëèòè i ìàêñèìàëü-

íó äèëàòàöiþ Kµ(z) =
1+|µf (z)|
1−|µf (z)|

.

Ïðèêëàä 9. Íåõàé α > 1. Îá÷èñëèòè êîìïëåêñíó äèëàòàöiþ âi-
äîáðàæåííÿ f(z) = z

|z|(2|z| − 1)1/α, êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (1.13.4).

Ðîçâ'ÿçîê. ßêùî z = reiθ, òî âiäîáðàæåííÿ f ìîæíà çàïèñàòè â âè-
ãëÿäi

f(z) = eiθ(2r − 1)1/α .

Òîäi fr =
2eiθ(2r−1)

1
α−1

α
i fθ = ieiθ(2r−1)1/α. Òîäi çà ñïiââiäíîøåííÿì (1.13.4)

áóäåìî ìàòè:

µf (z) = e2iθ ·
r 2e

iθ(2r−1)
1
α−1

α
+ i · ieiθ(2r − 1)1/α

r 2e
iθ(2r−1)

1
α−1

α
− i · ieiθ(2r − 1)1/α

=

= e2iθ ·
eiθ(2r − 1)

1
α
−1(2r

α
− (2r − 1))

eiθ(2r − 1)
1
α
−1(2r

α
+ (2r − 1))

= e2iθ · 2r − α(2r − 1)

2r + α(2r − 1)
. 2

Çàóâàæåííÿ 1.3. Çà ïîòðåáè â îñòàííié ôîðìóëi ìîæíî ïåðåéòè äî
çìiííî¨ z, âðàõóâàâøè, ùî e2iθ = z2

|z2| i r = |z|.
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1.14 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 4

Çàäà÷à 4. Îá÷èñëèòè êîìïëåêñíó äèëàòàöiþ âiäîáðàæåííÿ f = f(z),
êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (1.13.4), ÿêùî âiäîáðàæåííÿ ìà¹ âèãëÿä

f(z) =
z

|z|
ρ(|z|) ,

à ôóíêöiþ ρ âèçíà÷åíî îêðåìî äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ.

Íîìåð

âàði-

àíòó

Ôóíêöiÿ Íîìåð

âàði-

àíòó

Ôóíêöiÿ

1 ρ(|z|) = log 1
|z| 16 ρ(|z|) = 1 + |z|

2 ρ(|z|) = log2 1
|z| 17 ρ(|z|) = 1 + |z|2

3 ρ(|z|) = log3 1
|z| 18 ρ(|z|) = 1 + |z|3

4 ρ(|z|) = log4 1
|z| 19 ρ(|z|) = 1 + |z|4

5 ρ(|z|) = log5 1
|z| 20 ρ(|z|) = 1 + |z|5

6 ρ(|z|) = e|z| 21 ρ(|z|) = 1 + |z|6
7 ρ(|z|) = e2|z| 22 ρ(|z|) = (2− 3|z|)1/2
8 ρ(|z|) = e3|z| 23 ρ(|z|) = (3− 4|z|)1/3
9 ρ(|z|) = e4|z| 24 ρ(|z|) = (4− 5|z|)1/4
10 ρ(|z|) = e5|z| 25 ρ(|z|) = (5− 6|z|)1/5
11 ρ(|z|) = |z|2 26 ρ(|z|) = 2 log 1

|z|
12 ρ(|z|) = |z|3 27 ρ(|z|) = 3 log 1

|z|
13 ρ(|z|) = |z|4 28 ρ(|z|) = 2 log 1

2|z|
14 ρ(|z|) = |z|5 29 ρ(|z|) = 3 log 1

2|z|
15 ρ(|z|) = |z|6 30 ρ(|z|) = 5 log 1

5|z|

2 Âiäîáðàæåííÿ çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì i êiëü-

öåâi Q-âiäîáðàæåííÿ

2.1 Âiäîáðàæåííÿ çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì

Îçíà÷åííÿ 2.1. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåí-
íÿì çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, ÿêùî f ∈ W 1,1

loc (D) i, êðiì òîãî, iñíó¹
ôóíêöiÿ K : D → [1,∞) òàêà, ùî âèêîíàíî óìîâó

∥f ′(x)∥n 6 K(x) · |J(x, f)| (2.1.1)
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ìàéæå âñþäè â D, äèâ., íàïð., ï. 6.3 ðîçä. VI [IM]. Iíîäi óìîâó f ∈
W 1,1

loc (D) çàìiíÿþòü áiëüø ñèëüíîþ óìîâîþ f ∈ W 1,n
loc (D) i íàâïàêè. Íàäà-

ëi, ÿêùî ìîâà éäå ïðî âiäîáðàæåííÿ f çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, ìè
ââàæà¹ìî, ùî f ∈ W 1,1

loc .

Ïðèêëàä 10. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

f(x) =
x

|x|
exp

{
logα 1

|x|

}
, x ∈ Bn \ {0} ,

α > 1, ìà¹ ñêií÷åííå ñïîòâîðåííÿ.

Ðîçâ'ÿçîê. Ç çàïèñó âiäîáðàæåííÿ f âèäíî, ùî âîíî íàëåæèòü êëàñó
C1 â Bn \ {0}, îòæå, f ∈ W 1,1

loc (Bn \ {0}). Äàëi, ç ðîçãëÿäó ïðèêëàäó 7
ìà¹ìî:

∥f ′(x)∥ =


α exp{logα 1

|x|}
|x| · logα−1 1

|x| , |x| 6 e−(
1
α)

1/(α−1)

,
exp{logα 1

|x|}
|x| , |x| > e−(

1
α)

1/(α−1) ,

|J(x, f)| = δn−1
τ · δr =

exp
{
(n− 1) logα 1

|x|

}
|x|n−1

·
α exp

{
logα 1

|x|

}
|x|

· logα−1 1

|x|
=

=
α exp

{
n logα 1

|x|

}
|x|n

· logα−1 1

|x|
.

Äëÿ çàâåðøåííÿ ðîçãëÿäó ïðèêëàäó ðîçâ'ÿæåìî íåðiâíiñòü (2.1.1) âiäíî-
ñíî ôóíêöi¨ K(x). Iíøèìè ñëîâàìè, íàì ïîòðiáíî âêàçàòè õî÷à á îäíó
ñêií÷åííó ìàéæå ñêðiçü ôóíêöiþ K, ùîá áóëî âèêîíàíî (2.1.1).

Âðàõîâóþ÷è çíàéäåíi âèùå ∥f ′(x)∥ i |J(x, f)|, íåðiâíiñòü (2.1.1) ïðè
|x| 6 e−(

1
α)

1/(α−1)

ìîæíà çàïèñàòè òàê:

αn exp
{
n logα 1

|x|

}
|x|n

· log n(α−1) 1

|x|
6 K(x) ·

α exp
{
n logα 1

|x|

}
|x|n

· logα−1 1

|x|
.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi, ñêîðî÷óþ÷è ¨¨ íà
exp{n logα 1

|x|}
|x|n ̸= 0, ìà¹ìî:

K(x) > αn−1 log (n−1)(α−1) 1

|x|
. (2.1.2)

37



Àíàëîãi÷íî, ïðè |x| > e−(
1
α)

1/(α−1)

íåðiâíiñòü (2.1.1) ìà¹ âèãëÿä

exp
{
n logα 1

|x|

}
|x|n

6 K(x) ·
α exp

{
n logα 1

|x|

}
|x|n

· logα−1 1

|x|
,

çâiäêè

K(x) > 1

α
· 1

logα−1 1
|x|
. (2.1.3)

Ðîçâ'ÿçàííÿ çàâåðøåíî, îñêiëüêè â ÿêîñòi ôóíêöi¨ K ìîæíà âçÿòè áóäü-
ÿêó ñêií÷åííó ìàéæå ñêðiçü ôóíêöiþK(x), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.1.2)

ïðè |x| 6 e−(
1
α)

1/(α−1)

i óìîâó (2.1.2) ïðè |x| > e−(
1
α)

1/(α−1)

. Íàïðèêëàä,
ìîæíà ïîêëàñòè

K(x) =

α
n−1 log (n−1)(α−1) 1

|x| , |x| 6 e−(
1
α)

1/(α−1)

,

1
α
· 1
logα−1 1

|x|
, |x| > e−(

1
α)

1/(α−1) . 2

Ïðèêëàä 11. Íåõàé x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Bn, i íåõàé

f(x) = (x1, x2, . . . , xn−1, 0) .

Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ âiäîáðàæåííÿì çi ñêií÷åííèì ñïîòâî-
ðåííÿì.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè

f ′(x) =


1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 0

 ,

òî çà òåîðåìîþ 1.2 ∥f ′(x)∥ = 1 i J(x, f) = 1 · 1 . . . 1 · 0 = 0. Ïðèïóñòèìî
òåïåð ïðîòèëåæíå, à ñàìå, íåõàé âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ ñêií÷åííå ñïîòâîðå-
ííÿ. Òîäi ç îãëÿäó íà (2.1.1) ìè ìàëè á, ùî 1 6 0 ·K(x) = 0, àáî 1 6 0, ùî
íå ¹ ìîæëèâèì. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü âêàçó¹ íà òå, ùî ìàéæå ñêðiçü
ñêií÷åííî¨ ôóíêöi¨ K(x) ç óìîâîþ (2.1.1) äëÿ f íå iñíó¹. 2

2.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé f : D → Rn � êâàçiêîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ. ×è ¹ âîíî
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âiäîáðàæåííÿì çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì? Íàâïàêè?

2. ×è ìîæå âiäîáðàæåííÿ f : D → C çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì íà
ïëîùèíi îáåðòàòèñÿ â íóëü?

3. ×è ¹ ñóìà âiäîáðàæåíü çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì òàêîæ âiä-
îáðàæåííÿì çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì?

4. ×è ìîæå ÿêîáiàí âiäîáðàæåííÿ çi ñêií÷åíèì ñïîòâîðåííÿì îáåð-
òàòèñÿ â íóëü?

5. Íåõàé f âiäîáðàæåííÿ êëàñó C1 â îáëàñòi D ⊂ Rn, n > 2. ×è áóäå
f âiäîáðàæåííÿì çi ñêií÷åíèì ñïîòâîðåííÿì?

6. Íàâåñòè ïðèêëàä âiäîáðàæåííÿ çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, ÿêå
íå íàëåæèòü êëàñó C1(D), D ⊂ Rn, n > 2.

7. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ êëàñóW 1,1
loc (D), ÿêîáiàí êîòðîãî íå îáåð-

òà¹òüñÿ â íóëü ìàéæå ñêðiçü, ìà¹ ñêií÷åííå ñïîòâîðåííÿ.

8 ∗. ×è áóäå âiäîáðàæåííÿ çáåðiãàòè ñïðÿìëþâàíiñòü êðèâî¨, ÿêùî
âîíî: à) ¹ êâàçiêîíôîðìíèì âiäîáðàæåííÿì; á) âiäîáðàæåííÿì çi ñêií-
÷åííèì ñïîòâîðåííÿì?

9. ×è âiðíî òâåðäæåííÿ: ¾âiäîáðàæåííÿ f çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåí-
íÿì ìà¹ ïîâíèé äèôåðåíöiàë (òîáòî, ¹ äèôåðåíöiéîâíèì) â êîæíié òî÷öi
ñâî¹¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ?¿

10. Âñòàíîâèòè çâ'ÿçîê ìiæ êëàñàìè êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü,
âiäîáðàæåíü ç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì i âiäîáðàæåíü çi ñêií÷åííèì ñïî-
òâîðåííÿì âiäíîñíî îïåðàöi¨ ¾⊂¿.

11. ×è ¹ ñòàëå âiäîáðàæåííÿ âiäîáðàæåííÿì çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðå-
ííÿì? Îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì? Êâàçiêîíôîðìíèì âiäîáðàæåííÿì?

2.3 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 5

Çàäà÷à 5. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f ç çàäà÷i 3 íà ñòîðiíöi 33 ¹
âiäîáðàæåííÿì çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ.

2.4 Êiëüöåâi Q-âiäîáðàæåííÿ

Äî ñèõ ïið ìè ìàëè ñïðàâó ç õàðàêòåðèñòèêàìè âiäîáðàæåíü, îá÷èñëåí-
íÿ ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî ç îãëÿäó íà ¨õ îçíà÷åííÿ. Íà æàëü,
äàëåêî íå çàâæäè äîñëiäæåííÿ âiäîáðàæåíü ¹ íàñòiëüêè ïðîñòèì. Íàïðè-
êëàä, ÿêùî ìîâà éäå ïðî îá÷èñëåííÿ êîìïëåêñíî¨ i ìàêñèìàëüíî¨ äèëàòà-
öié, íåìà ïðîáëåì ñêîðèñòàòèñÿ ÿâíèìè ôîðìóëàìè (1.6.3) i (1.6.4). Àëå
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äëÿ äîñëiäæåííÿ áiëüø òîíêèõ ïèòàíü òåîði¨ âiäîáðàæåíü ÿâíèõ ôîð-
ìóë íå iñíó¹. Íàïðèêëàä, äëÿ âiäïîâiäi íà ïèòàííÿ: ¾÷è ¹ âiäîáðàæåííÿ
f, ùî íàëåæèòü êëàñó W 1,1

loc äèôåðåíöiéîâíèì ìàéæå ñêðiçü â D?¿ íå
äîïîìîæóòü àíi íàÿâíi ôîðìóëè, àíi îçíà÷åííÿ êëàñiâ Ñîáîë¹âà (äèâ.
îçíà÷åííÿ 1.14). Ìîæíà ëèøå ñïîäiâàòèñÿ, ùî âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ
êðè¹òüñÿ â ñàìîìó îçíà÷åííi êëàñiâ Ñîáîë¹âà, õî÷à i íå çîâñiì çðîçóìiëî,
ÿê ñàìî ñëiä íèì ñêîðèñòàòèñÿ.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âèâ÷åííÿ ¾áiëüø òîíêèõ¿ ïèòàíü òåîði¨ âiäîáðà-
æåíü iñíóþòü äåêiëüêà äîáðå ðîçðîáëåíèõ ìåòîäiâ. Îäèí ç íèõ � öå ìå-
òîä ìîäóëiâ, ÿêèé ¹ îäíèì ç íàéïîòóæíiøèõ iíñòðóìåíòiâ äîñëiäæåííÿ.
Ïðîòÿãîì öi¹¨ ñåêöi¨ íàì ñëiä îçíàéîìèòèñü ç öèì iíñòðóìåíòîì, à òàêîæ
i âiäîáðàæåííÿìè, áåçïîñåðåäíüî ïîâ'ÿçàíèìè ç íèì.

Äàìî äåêiëüêà âàæëèâèõ îçíà÷åíü. Òóò i äàëi êðèâîþ γ íàçèâà¹òüñÿ
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà [a, b] (àáî âiäêðèòîãî ÷è íàïiââiäêðè-
òîãî iíòåðâàëó (a, b), [a, b), (a, b]) ó Rn, γ : [a, b] → Rn. Ïiä ñiì'¹þ êðèâèõ
Γ ìè ðîçóìi¹ìî äåÿêèé ôiêñîâàíèé íàáið êðèâèõ γ, à

f(Γ) = {f ◦ γ|γ ∈ Γ} .

Îçíà÷åííÿ 2.2. Áîðåëåâà ôóíêöiÿ ρ : Rn → [0,∞] íàçèâà¹òüñÿ
äîïóñòèìîþ äëÿ ñiì'¨ Γ êðèâèõ γ â Rn, ÿêùî êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë
ïåðøîãî ðîäó

∫
γ

ρ(x) |dx| ïî γ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∫
γ

ρ(x) |dx| > 1 (2.4.1)

äëÿ âñiõ (ëîêàëüíî ñïðÿìëþâàíèõ) êðèâèõ γ ∈ Γ. Ó öüîìó âèïàäêó ìè
ïèøåìî: ρ ∈ admΓ.

Ãåîìåòðè÷íèé ñåíñ ¾äîïóñòèìîñòi¿ â (2.4.1) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äî-
âiëüíà êðèâà γ ñiì'¨ Γ ìà¹ äîâæèíó, íå ìåíøó, íiæ 1 ó ¾ìåòðèöi¿ ρ.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Ìîäóëåì ñiì'¨ êðèâèõ Γ íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

M(Γ) = inf
ρ∈ admΓ

∫
D

ρn(x) dm(x) . (2.4.2)

Ìîäóëü M ¹ çîâíiøíüîþ ìiðîþ íà ïðîñòîði ñiìåé êðèâèõ, çîêðåìà,
M(∅) = 0, Γ1 ⊂ Γ2 ⇒ M(Γ1) 6M(Γ2),

M

(
∞∪
i=1

Γi

)
6

∞∑
i=1

M(Γi) , (2.4.3)
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äèâ. [Va2, òåîðåìà 6.2]. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ( [Va2, òåîðå-
ìà 8.1]).

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé φ : D → D ′ � êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ îáëà-
ñòåé D i D ′ â Rn, n > 2. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñiì'¨ êðèâèõ Γ â D

M(φ(Γ)) =M(Γ) .

Íåõàé x0 ∈ D, Q : D → [0,∞] � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ, Q(x) ≡ 0
ïðè x ̸∈ D,

A(r1, r2, x0) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2} , (2.4.4)

S i = S(x0, ri) = {x ∈ Rn : |x − x0| = ri}. Íåõàé E, F ⊂ Rn � äîâiëüíi
ìíîæèíè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ(E,F,D) ñiì'þ âñiõ êðèâèõ γ : [a, b] → Rn,
ùî ç'¹äíóþòü E i F ó D, òîáòî γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F i γ(t) ∈ D çà t ∈ (a, b).

Îçíà÷åííÿ 2.4. Áóäåìî íàçèâàòè âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn êiëüöå-
âèì Q-âiäîáðàæåííÿì ó òî÷öi x0 ∈ D, ÿêùî iñíó¹ 0 < r0 < sup

x∈D
|x− x0|

òàêå, ùî ñïiââiäíîøåííÿ

M(f(Γ(S1, S2, A ∩D))) 6
∫
A

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) (2.4.5)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî êiëüöÿ A = A(r1, r2, x0), 0 < r1 < r2 < r0 i
äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ η : (r1, r2) → [0,∞] òàêî¨, ùî

r2∫
r1

η(r) dr > 1 . (2.4.6)

Iëþñòðàöiþ ùîäî äi¨ êiëüöåâîãî Q-âiäîáðàæåííÿ ìè ìîæåìî ïîáà÷èòè
íà ìàëþíêó 3. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî f ¹ êiëüöåâèì Q-âiäîáðàæåííÿì â
îáëàñòi D, àáî ïðîñòî êiëüöåâèì Q-âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî óìîâà (2.4.5)
âèêîíó¹òüñÿ â êîæíié òî÷öi x0 ∈ D. Çàóâàæèìî, ùî êiëüöåâà óìîâà (2.4.5)
¹ çìiñòîâíîþ íå òiëüêè äëÿ âíóòðiøíiõ, àëå é äëÿ ìåæîâèõ òî÷îê x0 îáëà-
ñòi D, ïðè öüîìó, ñàìå âiäîáðàæåííÿ f íå çîáîâ'ÿçàíî áóòè âèçíà÷åíèì
ó öié òî÷öi.

Äåÿêi âëàñòèâîñòi êiëüöåâèõ Q-âiäîáðàæåíü

Íåõàé ôóíêöiÿ Q ¹ ëîêàëüíî iíòåãðîâíîþ â îáëàñòi D. Òîäi:

1) Áóäü-ÿêå âiäêðèòå äèñêðåòíå êiëüöåâå Q-âiäîáðàæåííÿ f ¹ äèôå-
ðåíöiéîâíèì ìàéæå ñêðiçü (äèâ. [Sev1, òåîðåìà 1.4.1]).
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D

f(D)

r2

r1

x0

f

( )S , S , A1 2

( )S , S , A1 2f ( )

Ìàëþíîê 3: Äiÿ êiëüöåâîãî Q-âiäîáðàæåííÿ íà ñiì'þ êðèâèõ, ùî ç'¹äíó¹ îá-

êëàäèíêè ñôåðè÷íîãî êiëüöÿ

2) ×àñòèííi ïîõiäíi ∂fi
∂xj

áóäü-ÿêîãî âiäêðèòîãî äèñêðåòíîãî êiëüöåâî-

ãî Q-âiäîáðàæåííÿ f iñíóþòü ìàéæå ñêðiçü i ¹ ëîêàëüíî iíòåãðîâíèìè â
D. Çîêðåìà, ∥f ′(x)∥ ∈ L1

loc(D) (äèâ. [Sev1, íàñëiäîê 1.5.1]).

3) Áóäü-ÿêå âiäêðèòå äèñêðåòíå êiëüöåâå Q-âiäîáðàæåííÿ f çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó

∥f ′(x)∥n 6 Cn ·Qn−1(x)|J(x, f)| ì.ñ. , (2.4.7)

äå Cn > 0 � äåÿêà àáñîëþòíî ñòàëà, çàëåæíà òiëüêè âiä n (äèâ. [Sev1,
íàñëiäîê 1.5.2]).

4) Äëÿ âiäêðèòîãî äèñêðåòíîãî êiëüöåâîãî Q-âiäîáðàæåííÿ f âèêî-
íàíî

KO(x, f) 6 Cn ·Qn−1(x) ì.ñ.

ßêùî äîäàòêîâî J(x, f) ̸= 0 ìàéæå ñêðiçü, òî

KI(x, f) 6 cn ·Q(x) ì.ñ.,

äå cn > 0 � äåÿêà àáñîëþòíà ñòàëà, çàëåæíà òiëüêè âiä n.

Íåâiäîìî, ÷è íàëåæàòü êiëüöåâi Q-âiäîáðàæåííÿ äî êëàñó W 1,1
loc (D).

Òàêîæ íåâiäîìî, ÷è âèêîíó¹òüñÿ óìîâà J(x, f) ̸= 0 ìàéæå ñêðiçü (äèâ.
íàñëiäîê 1.5.3 òà òåîðåìó 1.8.1 â [Sev1]).
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Çâ'ÿçîê êiëüöåâèõ Q-âiäîáðàæåíü ç iíøèìè êëàñàìè

1) Áóäü-ÿêå êâàçiêîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ ¹ êiëüöåâèì Q-âiäîáðà-
æåííÿì ïðè Q(x) = K â áóäü-ÿêié òî÷öi x0 ∈ D, äå K ¹ áóäü-ÿêîþ
ñòàëîþ, äëÿ ÿêî¨ KI(x, f) 6 K (äèâ., íàïð., [Va2, îçíà÷åííÿ 13.1 òåî-
ðåìà 34.6]). Íàïðèêëàä, ìîæíà ïîêëàñòè Q(x) = Kn−1, äå K � ñòàëà ç
óìîâè (1.4.5). Çîêðåìà, áóäü ÿêå êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ ¹ êiëüöåâèì
1-ãîìåîìîðôiçìîì.

2) Áóäü-ÿêå âiäîáðàæåííÿ ç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì ¹ êiëüöåâèì
Q-âiäîáðàæåííÿì â áóäü-ÿêié òî÷öi x0 ∈ D ïðè Q(x) = K n−1, äå K �
ñòàëà ç óìîâè (1.4.5) (äèâ., íàïð., [Pol, òåîðåìà 1]).

3) Êîæåí ãîìåîìîðôiçì f : D → Rn, òàêèé, ùî f ∈ W 1,n
loc i f −1 ∈ W 1,n

loc

çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó (2.4.5) â áóäü-ÿêié òî÷öi x0 ∈ D ïðè Q = KI(x, f),
äèâ., íàïð., òåîðåìè 8.1 i 8.6 [MRSY]. Çîêðåìà, ãîìåîìîðôiçìè f ∈ W 1,n

loc

òàêi, ùî KI(x, f) ∈ L1
loc, çàäîâîëüíÿþòü îöiíêó (2.4.5) â áóäü-ÿêié òî÷öi

x0 ∈ D ïðè Q = KI(x, f), äèâ., íàïð., òåîðåìè 8.1 i 8.6 [MRSY] i íàñëiäîê
2.3 [KO].

4) Íà ïëîùèíi êîæåí ãîìåîìîðôiçì f : D → C, D ⊂ C, ÿêèé ìà¹
ñêií÷åííå ñïîòâîðåííÿ, ¹ êiëüöåâèìQ-âiäîáðàæåííÿì â êîæíié òî÷öi z0 ∈
D (äèâ. [LSS, òåîðåìà 3.1]). Öåé ðåçóëüòàò òàêîæ ¹ ñïðàâåäëèâèì i äëÿ
ìåæîâèõ òî÷îê D, äèâ. [KPRS, òåîðåìà 3].

Ïðèêëàä 12. Äîâåäiòü, ùî âiäîáðàæåííÿ

f(x) =
x

|x|
exp

{
logα 1

|x|

}
, x ∈ Bn \ {0} ,

α > 1, ¹ êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîðôiçìîì â Bn äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ Q : Bn \
{0} → [0,∞], i çíàéòè öþ ôóíêöiþ Q.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïóíêòîì 3) ¾çâ'ÿçêó êiëüöåâèõ Q-âiäîá-
ðàæåíü ç iíøèìè êëàñàìè¿, íàâåäåíîãî âèùå. Çàóâàæèìî, ùî f ∈ W 1,n

loc (Bn\
{0}), îñêiëüêè f ∈ C1(Bn \ {0}). Ç îãëÿäó íà ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðè
ðîçâ'ÿçàííi ïðèêëàäó 7,

KI(x, f) =

α · logα−1 1
|x| , |x| 6 e−(

1
α)

1/(α−1)

,

1
αn−1 · 1

log (α−1)(n−1) 1
|x|
, |x| > e−(

1
α)

1/(α−1) .

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ KI(x, f) ëîêàëüíî iíòåãðîâíà â Bn. Ñïðàâäi,
ÿêùî K � áóäü-ÿêèé êîìïàêò â Bn \ {0}, òî iñíóþòü 0 < ε0 < ε1 < 1
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1

0

0

K

1

-( 1/  )
1/(    -1)

e

Ìàëþíîê 4: Iëþñòðàöiÿ äî ïðèêëàäó 12

òàêi ùî K ⊂ B(0, ε1) \ B(0, ε0). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââà-

æàòè, ùî ε0 < e−(
1
α)

1/(α−1)

< ε1 (äèâ. ìàëþíîê 4).
Îòæå, ∫

K

KI(x, f) dm(x) 6
∫

B(0,ε1)\B(0,ε0)

KI(x, f) dm(x) =

=

∫
ε0<|x|<e

−( 1
α)

1/(α−1)

KI(x, f) dm(x)+

+

∫
e
−( 1

α)
1/(α−1)

<|x|<ε1

KI(x, f) dm(x) 6

6
∫

Bn\B(0,ε0)

α · logα−1 1

|x|
dm(x) +

∫
B(0,ε1)

1

αn−1
· dm(x)

log (α−1)(n−1) 1
|x|

6

6 α logα−1 1

|ε0|
·
∫
Bn

dm(x) +
1

αn−1
· 1

log (α−1)(n−1) 1
|ε1|

∫
Bn

dm(x) =
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= Ωn

(
α logα−1 1

|ε0|
+

1

αn−1
· 1

log (α−1)(n−1) 1
|ε1|

)
<∞ ,

äå, ÿê çâè÷íî, Ωn ïîçíà÷à¹ îá'¹ì îäèíè÷íî¨ êóëi Bn â Rn. Îòæå, KI ií-
òåãðîâíà íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi K ⊂ Bn \ {0}, òîìó (çà îçíà÷åííÿì)
ôóíêöiÿ KI ¹ ëîêàëüíî iíòåãðîâíîþ â Bn \ {0}. Â òàêîìó âèïàäêó, çà
ïóíêòîì 3), çãàäàíèì âèùå, âiäîáðàæåííÿ f ¹ êiëüöåâèì Q âiäîáðàæåí-
íÿì â Bn (çîêðåìà, â Bn) ïðè

Q(x) = KI(x, f) =

α · logα−1 1
|x| , |x| 6 e−(

1
α)

1/(α−1)

,

1
αn−1 · 1

log (α−1)(n−1) 1
|x|
, |x| > e−(

1
α)

1/(α−1) . 2

2.5 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Êîðèñòóþ÷èñü iíôîðìàöi¹þ, íàâåäåíîþ âèùå, äîâåñòè, ùî áóäü-
ÿêèé ãîìåîìîðôiçì f : D → C, D ⊂ C, çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì ¹
äèôåðåíöiéîâíèì ìàéæå ñêðiçü.1

2. ×è ¹ êiëüöåâi Q-âiäîáðàæåííÿ äèôåðåíöiéîâíèìè â êîæíié òî÷öi
ñâî¹¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ?

3. Íàâåäiòü ïðèêëàä êiëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó f : D \{x0} → Rn,
n > 2, ÿêèé íå ¹ êâàçiêîíôîðìíèì â D. 2

4. Êîðèñòóþ÷èñü ïiäêàçêîþ äî çàäà÷i 3, íàâåäiòü ïðèêëàä êiëüöå-
âîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó f : D \ {x0} → Rn, n > 2, äëÿ ÿêîãî ôóíêöiÿ Q
iíòåãðîâíà â D, i ÿêèé íå ìà¹ íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ â òî÷êó x0 ∈ D.

5. Êîðèñòóþ÷èñü ïiäêàçêîþ äî çàäà÷i 3, íàâåäiòü ïðèêëàä êiëüöåâîãî
Q-ãîìåîìîðôiçìó f : D → Rn, n > 2, ÿêèé ¹ äèôåðåíöiéîâíèì â òî÷öi
x0 ∈ D, àëå J(x0, f) = 0.

6. Íàâåäiòü ïðèêëàä êiëüöåâîãî Q-âiäîáðàæåííÿ, f : D → Rn, n > 2,
ÿêå íå ¹ ãîìåîìîðôiçìîì â D.

7. ×è ¹ êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîðôiçìîì: à) ñóììà êiëüöåâèõ Q-ãîìå-
îìîðôiçìiâ; á) ìíîæåííÿ êiëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó íà äåÿêå ÷èñëî
λ ̸= 0?

8. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ìiðêóâàííÿ:

1Íàñïðàâäi ìà¹ ìiñöå áiëüø òîíêèé ðåçóëüòàò: êîæåí ãîìåîìîðôiçì (i íàâiòü ïðîñòî âiä-
êðèòå äèñêðåòíå âiäîáðàæåííÿ) f : D → C, D ⊂ C, êëàñó W 1,1

loc (D) ¹ äèôåðåíöiéîâíèì ìàéæå
ñêðiçü. Öå âiäîìà òåîðåìà Ãåðiíãà-Ëåõòî [LV, òåîðåìà 3.1 i çàóâàæåííÿ ïiñëÿ äîâåäåííÿ].

2
Âêàçiâêà. Ðîçãëÿíüòå âiäîáðàæåííÿ âèãëÿäó f(x) = x

|x|ρ(|x|), äå ôóíêöiþ ρ ñëiä ïiäi-
áðàòè ¾òàê, ÿê òðåáà¿.
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¾Íåõàé f : D → Rn, n > 2, � êiëüöåâèé Q-ãîìåîìîðôiçì, òàêèé,
ùî Q = const. Òîäi çà ôîðìóëîþ (2.4.7) ∥f ′(x)∥n 6 CnQ

n−1|J(x, f)| ìàé-
æå ñêðiçü. Îòæå, çà îçíà÷åííÿì 1.20 íà ñòîð. 19 âiäîáðàæåííÿ f ¹
êâàçiêîíôîðìíèì.¿

×è ¹ êîðåêòíèìè íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ?

9. Êîðèñòóþ÷èñü iíôîðìàöi¹þ, íàâåäåíîþ âèùå, äîâåäiòü, ùî êiëü-
öåâèé Q-ãîìåîìîðôiçì êëàñóW 1,1

loc (D), äëÿ ÿêîãî Q � îáìåæåíà ôóíêöiÿ,
¹ êâàçiêîíôîðìíèì âiäîáðàæåííÿì.3

10. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ Q(x) = logα−1 1
|x| iíòåãðîâíà â Bn.4

2.6 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 6

Çàäà÷à 6. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f ç çàäà÷i 3 íà ñòîðiíöi 33 ¹
êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîðôiçìîì â Bn äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ Q : Bn \ {0} →
[0,∞], i çíàéòè öþ ôóíêöiþ Q.

2.7 Íîðìàëüíi ñiì'¨ âiäîáðàæåíü

Iñíó¹ ÷èìàëî àñïåêòiâ, â êîíòåêñòi ÿêèõ âèâ÷àþòüñÿ êâàçiêîíôîðìíi âi-
äîáðàæåííÿ i ¨õ óçàãàëüíåííÿ. Ñåðåä íèõ ëîêàëüíà, ìåæîâà ïîâåäiíêà
âiäîáðàæåíü, ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü â içîëüîâàíó òî÷êó ìåæi òîùî.
Çàêëþ÷íà ñåêöiÿ íàøîãî ïîñiáíèêà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ ñàìå ëîêàëüíî¨
ïîâåäiíêè. Çîêðåìà, ìè ïîãîâîðèìî ïðî ëîêàëüíó ïîâåäiíêó êiëüöåâèõ
Q-âiäîáðàæåíü â îêîëi çàäàíî¨ òî÷êè. Äàìî äåêiëüêà îçíà÷åíü.

Îçíà÷åííÿ 2.5. Íåõàé (X, d) i (X ′, d ′) � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè ç âiä-
ñòàíÿìè d i d ′, âiäïîâiäíî. Ñiì'ÿ F íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X → X ′

íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ, ÿêùî ç áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi âiäîáðàæåíü
fm ∈ F ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü fmk

, ùî çáiãà¹òüñÿ ëîêàëüíî
ðiâíîìiðíî â X äî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : X → X ′.

Îçíà÷åííÿ, ùî íàâåäåíå âèùå, äóæå òiñíî ïîâ'ÿçàíî ç íàñòóïíèì.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Ñiì'ÿ F âiäîáðàæåíü f : X → X ′ íàçèâà¹òüñÿ îäíî-
ñòàéíî íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ áóäü�ÿêîãî ε > 0 çíà-
éäåòüñÿ δ > 0 òàêå, ùî d ′ (f(x), f(x0)) < ε äëÿ âñiõ x ç d(x, x0) < δ i

3
Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ òàêîæ âiäîìèì ôàêòîì: ÿêîáiàí J(x, f) ãîìåîìîðôiçìó f êëà-

ñó W 1,1
loc (D) ¹ ëîêàëüíî iíòåãðîâíèì, äèâ. [KRSS, ñïiââiäíîøåííÿ (3), § 1]

4
Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ òåîðåìîþ Ôóáiíi:

∫
Bn

Q(x) dm(x) =
1∫
0

∫
S(0,r)

Q(x) dHn−1dr, ÿêà ¹

ñïðàâåäëèâîþ äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåâiä'¹ìíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ Q : Bn → [0,∞].
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f ∈ F. Ãîâîðÿòü, ùî ñiì'ÿ F îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà, ÿêùî F îäíîñòàéíî
íåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi ç X.

Íèæ÷å ìè ôîðìóëþ¹ìî îäíó ç âåðñié òåîðåìè Àðöåëà-Àñêîëi, äèâ.
ðîçä. 20.4 [Va2].

Òâåðäæåííÿ 2.1.ßêùî (X, d) � ñåïàðàáåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið,
à (X ′, d ′) � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, òî ñiì'ÿ F âiäîáðàæåíü f :
X → X ′ ¹ íîðìàëüíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè F ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâ-
íîþ.

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ðåçóëüòàò òâåðäæåííÿ 2.1 çíàäîáèòüñÿ íàì íå
äëÿ àáñòðàêòíèõ ïðîñòîðiâ X i X ′ i ìåòðèê d i d ′, à ëèøå äëÿ îäíîãî
êîíêðåòíîãî âèïàäêó. Ïåðåä òèì, ÿê ïåðåéòè äî íüîãî, ðîçãëÿíåìî ùå
îäíå îçíà÷åííÿ. Ó ïîäàëüøîìó â ðîçøèðåíîìó ïðîñòîði Rn = Rn

∪
{∞}

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñôåðè÷íà (õîðäàëüíà) ìåòðèêà h(x, y) = |π(x)− π(y)|,
äå π � ñòåðåîãðàôi÷íà ïðîåêöiÿ Rn íà ñôåðó Sn(1

2
en+1,

1
2
) â Rn+1:

h(x,∞) =
1√

1 + |x|2
,

h(x, y) =
|x− y|√

1 + |x|2
√
1 + |y|2

, x ̸= ∞ ̸= y . (2.7.1)

Óñþäè äàëi X � îáëàñòü D â Rn, n > 2, d(x, y) = |x − y|, D ′ = Rn i
d ′(x, y) = h(x, y).

Çàóâàæåííÿ 2.1. ßêùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü f : D → D ′ äi¹ â îáìå-
æåíó îáëàñòü D ′, òî ìè òàêîæ ìîæåìî ââàæàòè d ′(x, y) = |x−y|. Äiéñíî,
ÿêùî D ′ ⊂ B(0, R0), òî

|x− y| 1

1 +R2
0

6 h(x, y) 6 |x− y| ∀ x, y ∈ D ′ . (2.7.2)

Çàóâàæèìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (2.7.2) âçàãàëi âèêîíó¹òüñÿ äëÿ
áóäü-ÿêèõ x, y ∈ Rn, à íå òiëüêè â D ′. Îòæå, ç îãëÿäó íà íåðiâíîñòi
â (2.7.2) îäíîñòàéíà íåïåðåâíiñòü ñiì'¨ âiäîáðàæåíü f : D → D ′ â êîí-
òåêñòi ïðîñòîðiâ (D, | · |) i (D ′, h) ¹ åêâiâàëåíòíîþ äî îäíîñòàéíî¨ íåïå-
ðåðâíîñòi â êîíòåêñòi ïðîñòîðiâ (D, |·|) i (D ′, |·|). Òóò ÷åðåç |·| ïîçíà÷àòüñÿ
åâêëiäîâà ìåòðèêà d, òîáòî, d(x, y) = |x− y|.

Íàâåäåíî îäèí ç êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ êâàçiêîíôîðìíèõ âiä-
îáðàæåíü.
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Òåîðåìà 2.2.Ñiì'ÿ FK
r , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ êâàçiêîíôîðìíèõ âi-

äîáðàæåíü f : D → Rn \{af , bf} çi ñïiëüíèì êîåôiöi¹íòîì êâàçiêîíôîðì-
íîñòi K ó ñïiââiäíîøåííi (1.4.5), ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ (íîðìàëü-
íîþ), çà óìîâè, ùî h(af , bf ) > r > 0, äå r íå çàëåæèòü âiä f.

Òâåðäæåííÿ 2.2, ÿêå ¹ ïîøèðåííÿì äîáðå âiäîìî¨ òåîðåìè Ìîíòåëÿ
äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ïëîùèíi, ìîæíà çíàéòè â êíèçi Þ. Âÿéñÿëÿ
(äèâ. òåîðåìó 19.2 [Va2]). Çàóâàæèìî, ùî ñïðàâåäëèâiñòü öüîãî òâåðäæå-
ííÿ äëÿ ïëîñêèõ êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü äîâåäåíà Î. Ëåõòî i Ê.
Âåðòàíåíîì ó ìîíîãðàôi¨ [LV]. Íåõàé Q : D → [0,∞] � âèìiðíà çà Ëåáå-
ãîì ôóíêöiÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

qx0(r) =
1

ωn−1rn−1

∫
S(x0,r)

Q(x) dHn−1

ñåðåäí¹ iíòåãðàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Q íà ñôåði S(x0, r), äå ωn−1, ÿê
çâè÷íî, ïîçíà÷à¹ ïëîùó îäèíè÷íî¨ ñôåðè Sn−1 â Rn. Ùîäî êiëüöåâèõ Q-
âiäîáðàæåíü, ìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ (äèâ., íàïð., òåîðåìó 7.5 ðîç-
äiëó 7.5 [MRSY]).

Òåîðåìà 2.3.Äëÿ ôiêñîâàíîãî r > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç FQ
r ñiì'þ âñiõ

êiëüöåâèõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ f : D → Rn â îáëàñòi D çi ñïiëüíîþ ôóí-
êöi¹þ Q ó (2.4.5), äëÿ ÿêèõ iñíóþòü af , bf ∈ Rn òàêi, ùî h(af , bf ) > r > 0.
Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî x0 ∈ D iñíó¹ δ(x0) > 0 òàêå, ùî

δ(x0)∫
0

dt

tq
1/(n−1)
x0 (t)

= ∞ . (2.7.3)

Òîäi ñiì'ÿ FQ
r ¹ íîðìàëüíîþ (îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ) â D.

Ïðèêëàä 13. Íåõàé α > 1, i íåõàé

fm(x) =

{
x
|x| exp

{
logα 1

|x|

}
, |x| > 1/m ,

mx · exp {logαm} , |x| < 1/m ,
m = 1, 2, . . . .

Äîâåñòè, ùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü fm, m = 1, 2, . . . , íå ¹ íîðìàëüíîþ â D =
Bn.

Ðîçâ'ÿçîê. Çãiäíî òâåðäæåííÿ 2.1 äîñòàòíüî ñïðîñòóâàòè îäíîñòàéíó
íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ âiäîáðàæåíü fm, m = 1, 2, . . . , ïðèíàéìíi â îäíié òî÷öi
x0 ∈ Bn. Äîâåäåìî, ùî öÿ ñiì'ÿ íå ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â òî÷öi
x0 = 0. Çà îçíà÷åííÿì, íàì ñëiä çíàéòè ε0 > 0 òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

48



δ > 0 çíàéäóòüñÿ x = xδ ∈ Bn i f = fδ ∈ {fm}∞m=1 òàêi, ùî |xδ| < δ, àëå
|f(xδ)− f(0)| = |f(xδ)| > ε0.

Íåõàé ε0 := 1/2. Çàôiêñó¹ìî δ > 0 i çíàéäåìî m ∈ N òàêå, ùî 1/m <
δ. Ïîêëàäåìî xδ := xm = (1/m, 0, . . . , 0) i fδ := fm. Òîäi |xδ| = 1/m < δ i

|fm(xm)| =
∣∣mxm · exp {logαm}

∣∣ = exp {logαm} >

> exp {logm} = m.

Ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî |fm(xm)| > 1/2. Îòæå, ñiì'ÿ
âiäîáðàæåíü {fm}∞m=1 íå ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0 = 0. Çîêðå-
ìà, {fm}∞m=1 íå ¹ íîðìàëüíîþ ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 2.1. 2

Äëÿ ðîçãëÿäó íàñòóïíîãî ïðèêëàäó íàì áóäóòü êîðèñíi íàñòóïíi
îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.7. Íåõàé I = {x ∈ Rn : ai < xi < bi, i = 1, . . . , n} �
âiäêðèòèé n-âèìiðíèé iíòåðâàë. Ãîâîðÿòü, ùî âiäîáðàæåííÿ f : I → Rn

íàëåæèòü äî êëàñó ACL íà I (àáñîëþòíî íåïåðåðâíå íà ëiíiÿõ), ÿêùî
f ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì íà ìàéæå âñiõ ëiíiéíèõ ñåãìåíòàõ â I, ùî
¹ ïàðàëåëüíèìè äî êîîðäèíàòíèõ îñåé. Ãîâîðÿòü, ùî âiäîáðàæåííÿ f :
D → Rn íàëåæèòü äî êëàñó ACL â îáëàñòi D ⊂ Rn, ÿêùî çâóæåííÿ f |I
íàëåæèòü äî êëàñó ACL äëÿ êîæíîãî iíòåðâàëó I, I ⊂ D.

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ êëàñó ACL ìàþòü ìàéæå
âñþäè çâè÷àéíi ÷àñòèííi ïîõiäíi â ñâî¨é îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.8. Ãîâîðÿòü, ùî âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn íàëåæèòü
äî êëàñó ACLp â îáëàñòi D ⊂ Rn, p > 1, ÿêùî f ∈ ACL(D) i, êðiì òîãî,
∥f ′(x)∥p ∈ L1

loc(D).

Îçíà÷åííÿ 2.9. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëi-
ïøèöÿ, àáî ïðîñòî ëiïøèöåâå, ÿêùî iñíó¹ ñòàëà C > 0 òàêà, ùî

|f(x)− f(y)| 6 C · |x− y| ∀ x, y ∈ D .

Ïðèéìåìî áåç äîâåäåííÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ÿêå âèïëèâà¹ ç òåîðåìè
Ëàãðàíæà ïðî ñåðåäí¹.

Òâåðäæåííÿ 2.2. Íåõàé D � îáëàñòü â Rn, n > 2, i f ∈ C1(D). Òîäi
f ¹ ëiïøèöåâèì íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi â D.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 2.3. (a) ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn ¹ ëiïøèöå-
âèì, òî f ∈ ACL(D) (äèâ., íàïð., ðîçä. 5 íà ñ. 12 â [Va2]); (á) Ìà¹ ìiñöå
ðiâíiñòü: ACLp = W 1,p

loc (äèâ., íàïð., òåîðåìè 1 i 2 ïóíêòó 1.1.3 â [Ma]).
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Ïðèêëàä 14. Äîâåñòè, ùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {fm}∞m=1 ç ïðèêëàäó 13
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 2.3. Äîâåñòè, ùî öÿ ñiì'ÿ ¹ îäíîñòàéíî íåïå-
ðåðâíîþ (íîðìàëüíîþ) â Bn \ {0}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðåäóñiì çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ

f(x) =
x

|x|
exp

{
logα 1

|x|

}
(2.7.4)

¹ êiëüöåâèì Q-âiäîáðàæåííÿì â Bn\{0} ç îãëÿäó íà ïðèêëàä 12, ïðè÷îìó

Q(x) = KI(x, f) =

α · logα−1 1
|x| , |x| 6 e−(

1
α)

1/(α−1)

,

1
αn−1 · 1

log (α−1)(n−1) 1
|x|
, |x| > e−(

1
α)

1/(α−1) . (2.7.5)

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f̃m(x) = mx · exp {logαm} , m = 1, 2, . . . , ¹ êîí-
ôîðìíèìè, ¨õ âíóòðiøíÿ äèëàòàöiÿ äîðiâíþ¹ 1. Îòæå,

KI(x, fm) 6

6 KI(x, f) =

α · logα−1 1
|x| , |x| 6 e−(

1
α)

1/(α−1)

,

1
αn−1 · 1

log (α−1)(n−1) 1
|x|
, |x| > e−(

1
α)

1/(α−1) . (2.7.6)

Äîâåäåìî, êðiì òîãî, ùî âiäîáðàæåííÿ fm íàëåæàòü êëàñóW 1,n
loc (Bn\{0}).

Äiéñíî, âiäîáðàæåííÿ gm(x) :=
x
|x| exp

{
logα 1

|x|

}
, m = 1, 2, . . . , íàëåæàòü

äî êëàñó C1, ñêàæiìî, â êiëüöi

A(1/m− ε, 1 + ε, 0) = {x ∈ Rn : 1/m− ε < |x| < 1}

ïðè ìàëèõ ε > 0, à âiäîáðàæåííÿ f̃m(x) = mx ·exp {logαm} , m = 1, 2, . . . ,
¹ âiäîáðàæåííÿìè êëàñó C1, ñêàæiìî, â êóëi B(0, 1/m + ε) ïðè ìàëèõ
ε > 0. Òîäi çà òâåðäæåííÿì 2.2 ãîìåîìîðôiçìè fm çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
Ëiïøèöÿ â Bn. Îòæå, fm ∈ ACL(Bn) çà òâåðäæåííÿì 1.2, (à). Çàóâàæèìî
òàêîæ, ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó m ∈ N, KI(x, fm) 6 cm, äå cm > 1
� äåÿêà ñòàëà. Òîäi KO(x, fm) òàêîæ îáìåæåíà äåÿêîþ ñòàëîþ c̃m > 0,
îòæå,

∥f ′
m(x)∥n 6 c̃m · |J(x, f)| ì.ñ. (2.7.7)

Íåõàé K � äîâiëüíèé êîìïàêò â Bn. Ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü (2.7.7),∫
K

∥f ′
m(x)∥n dm(x) 6 c̃m

∫
K

|J(x, f)| dm(x) <∞ , (2.7.8)

50



áî ÿêîáiàí J(x, fm) êîæíîãî ãîìåîìîðôiçìó fm ëîêàëüíî iíòåãðîâíèé.
Ç îãëÿäó íà (2.7.8), fm ∈ ACLn(Bn). Íàðåøòi, çà òâåðäæåííÿì 1.2, (á)
fm ∈ W 1,n

loc (Bn), m = 1, 2, . . . .

Îñêiëüêè ôóíêöiÿKI(x, fm) îáìåæåíà â Bn ñòàëîþ cm, âîíà ëîêàëüíî
iíòåãðîâíà â Bn. Îòæå, ìîæíà çàñòîñóâàòè ïóíêò 3) íà ñòîð. 43. Çà öèì
ïóíêòîì fm ¹ êiëüöåâèì Q-âiäîáðàæåííÿì â êîæíié òî÷öi x0 ∈ Bn ïðè
Q = KI(x, fm). Ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü (2.7.6) òàêîæ fm ¹ êiëüöåâèì Q-
âiäîáðàæåííÿì â êîæíié òî÷öi x0 ∈ Bn ïðè Q = KI(x, f) = α · logα−1 1

|x| .

Óìîâà (2.7.3) î÷åâèäíà. Äiéñíî, ÿêùî x0 ∈ Bn\{0}, òî â äåêîìó îêîëi
U òî÷êè x0 ìà¹ìî: KI(x, f) 6 C(x0), äå C(x0) > 0 � äåÿêà ñòàëà. Òîäi
òàêîæ qx0(r) 6 C(x0). Îòæå, äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî δ(x0) > 0,

δ(x0)∫
0

dt

tq
1/(n−1)
x0 (t)

> 1

C(x0)
·

δ(x0)∫
0

dt

t
=

1

C(x0)
lim
ε→0

ln
δ(x0)

ε
= ∞ .

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {fm}∞m=1 íå ïðèéìà¹ â Bn \ {0}
çíà÷åííÿ 0 i∞ (äîâåäiòü !). Îòæå, ìîæíà ïîêëàñòè afm = 0, bfm = ∞, r =

h(0,∞) = 1. Âñi óìîâè òåîðåìè 2.3 âèêîíàíî, çîêðåìà, {fm}∞m=1 ⊂ FQ
1 .

Çîêðåìà, ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {fm}∞m=1 îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà â Bn\{0}. 2
Çàóâàæåííÿ 2.2. Çàóâàæèìî, ùî íîðìàëüíiñòü ñiì'¨ {fm}∞m=1 âè-

ïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ öi¹¨ ñiì'¨, áî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x0 ∈
Bn \ {0} iñíó¹ íîìåð m0 ∈ N, òàêèé ùî âñi âiäîáðàæåííÿ fm, m > m0,
òîòîæíî äîðiâíþþòü âiäîáðàæåííþ f â äåÿêîìó îêîëi U òî÷êè x0. Öå
îçíà÷à¹, ùî â U îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü {fm}∞m=1 ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó íå-
ïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ f â x0, ÿêà ¹ î÷åâèäíîþ. Îòæå, ïåðåâiðêà âèêî-
íàííÿ óìîâ òåîðåìè 2.3 ëèøå äëÿ îòðèìàííÿ íîðìàëüíîñòi/îäíîñòàéíî¨
íåïåðåðâíîñòi ñiì'¨ {fm}∞m=1 ¹ íåäîöiëüíîþ.

Ïðèêëàä 15. Íåõàé 1 6 α 6 n. Äîâåñòè, ùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü

fm(x) =

{
x

|x| exp{logα 1
|x|}

, |x| > 1/m ,

mx · exp {− logαm} , |x| < 1/m ,
m = 1, 2, . . .

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 2.3. Äîâåñòè, ùî öÿ ñiì'ÿ ¹ îäíîñòàéíî íåïå-
ðåðâíîþ (íîðìàëüíîþ) â Bn.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äî ðîçãëÿäó ïðèêëàäó 14, ìîæíà
äîâåñòè, ùî fm ∈ W 1,n

loc ïðè êîæíîìó m ∈ N. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî

f̃(x) :=
x

|x| exp
{
logα 1

|x|

} = (ψ ◦ f)(x) ,
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äå ψ(x) = x
|x|2 , à f âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (2.7.4). Ìîæíà ïîêàçàòè,

ùî ψ � êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ â Bn \ {0} (äîâåäiòü öå !). Òîäi ç îãëÿäó
íà òâåðäæåííÿ 1.3 i ôîðìóëó (2.7.5) KI(x, f) = KI(x, f̃) = α · logα−1 1

|x| .

Îòæå,

KI(x, fm) 6 KI(x, f̃) =

α · logα−1 1
|x| , |x| 6 e−(

1
α)

1/(α−1)

,

1
αn−1 · 1

log (α−1)(n−1) 1
|x|
, |x| > e−(

1
α)

1/(α−1) ,

i çà ïóíêòîì 3) íà ñòîð. 43 fm ¹ êiëüöåâèì Q-âiäîáðàæåííÿì â êîæíié
òî÷öi x0 ∈ Bn ïðè

Q(x) =

α · logα−1 1
|x| , |x| 6 e−(

1
α)

1/(α−1)

,

1
αn−1 · 1

log (α−1)(n−1) 1
|x|
, |x| > e−(

1
α)

1/(α−1) .

Çàóâàæèìî, ùî |fm(x)| < 1 ïðè âñiõ m ∈ N i âñiõ x ∈ N (ïåðåêîíàé-
òåñü â öüîìó !). Îòæå, ìîæíà ïîêëàñòè afm = (1, 0, . . . , 0) i bfm = ∞ äëÿ

êîæíîãî m ∈ N. Êðiì òîãî, ïîêëàäåìî r = h(afm , bfm) =
1√
1+1

=
√
2/2.

Çàëèøèëîñÿ ïåðåâiðèòè óìîâó (2.7.3). Ïðè ðîçâ'ÿçàííi ïðèêëàäó 14
ìè âæå ïîÿñíþâàëè , ÷îìó âèêîíàííÿ öi¹¨ óìîâè ïðàâèëüíå äëÿ x0 ̸= 0.

Íåõàé òåïåð x0 = 0 i íåõàé 0 < δ(0) < e−(
1
α)

1/(α−1)

. Áóäåìî ìàòè:

q0(r) =
1

ωn−1rn−1

∫
S(0,r)

α · logα−1 1

|x|
dHn−1 =

=
1

ωn−1rn−1
· α · logα−1 1

r

∫
S(0,r)

dHn−1 = α · logα−1 1

r
.

Òîäi ïðè α ̸= n

δ(0)∫
0

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

=
1

αn−1

δ(0)∫
0

dt

t log
α−1
n−1 1

r

=

= − 1

αn−1
· n− α

n− 1
· lim
ε→0

(
log

n−α
n−1

1

δ(0)
− log

n−1
n−α

1

ε

)
= ∞ .

Âèïàäîê n = α ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî. Îòæå, âñi óìîâè òåîðåìè 2.3
âèêîíàíî, çîêðåìà, {fm}∞m=1 ⊂ FQ√

2
2

. Çîêðåìà, öå îçíà÷à¹, ùî ñiì'ÿ âiä-

îáðàæåíü {fm}∞m=1 îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà â Bn. 2
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2.8 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Äîâåäiòü, ùî ëîêàëüíî ðiâíîìiðíîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi âi-

äîáðàæåíü fm, m = 1, 2 . . . , îáëàñòi D ⊂ Rn äåÿêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæå-
ííÿ.

2. ×è ¹ íîðìàëüíîþ ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü fm(x) = mx, m = 1, 2, . . . , â
Rn? ×è ¹ öÿ ñiì'ÿ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ?

3. ×è ¹ ñiì'ÿ âñiõ êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü f : D → Rn iç çà-
ãàëüíîþ ñòàëîþ êâàçiêîíôîðìíîñòi K > 1 ó (1.4.5) íîðìàëüíîþ/îäíî-
ñòàéíî íåïåðåðâíîþ?

4. ×è ¹ ñiì'ÿ âñiõ êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü f : D → B(0, R0),
R0 > 0, iç çàãàëüíîþ ñòàëîþ êâàçiêîíôîðìíîñòi K > 1 ó (1.4.5) íîðìàëü-
íîþ/îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ?

5. Âiäïîâiñòè íà ïèòàííÿ 3 òà 4 ó âèïàäêó, êîëè çàìiñòü êâàçiêîí-
ôîðìíèõ âiäîáðàæåíü ðîçãëÿäàþòüñÿ êiëüöåâi Q-ãîìåîìîðôiçìè iç ôi-
êñîâàíèì Q = Q(x) i óìîâîþ (2.7.3).

6. Íàâåäiòü ïðèêëàä ñiìåé âiäîáðàæåíü fm i gm, ÿêi íå ¹ íîðìàëüíè-
ìè, àëå ¨õ ñóììà Fm = fm + gm ¹ íîðìàëüíîþ ñiì'¹þ, m = 1, 2, . . . .

7. Íàâåäiòü ïðèêëàä íîðìàëüíî¨, àëå íå ðiâíîìiðíî îáìåæåíî¨ ñiì'¨
âiäîáðàæåíü. ×è íå ñóïåðå÷èòü ïîäiáíèé ïðèêëàä êëàñè÷íié âåðñi¨ òåî-
ðåìè Àðöåëà-Àñêîëi?

2.9 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 7

Çàäà÷à 7. Äîâåñòè, àáî ñïðîñòóâàòè, ùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü

fm(x) =

{
x
|x|ρ(|x|) , |x| > 1/m ,

mxρ
(

1
m

)
, |x| < 1/m ,

m = 1, 2, . . .

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 2.3. Äîâåñòè, àáî ñïðîñòóâàòè, ùî öÿ ñiì'ÿ
¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ (íîðìàëüíîþ) â Bn. Òóò ρ(|x|) � ôóíêöiÿ,
âèçíà÷åíà â çàäà÷i 3 íà ñòîðiíöi 33 äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ.
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