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Передмова
Все більш масовим у світі стає Міжнародний конкурс з інфор-

мантики та комп’ютерного мислення «Бебрас» (у перекладі з литов-
ської – «Бобер»).

 Всього у конкурсі «Бебрас -2019» взяли участь понад 2 мільйо-
ни 970 тисяч учнів з 54-х країн світу. В Україні конкурс пройшов 
дванадцятий раз. Детальніше - у статті «Конкурс «Бебрас-2019» у 
світі та Україні». 

Конкурс є одним з перших етапів участі учнів у цікавих зма-
ганнях з інформатики та спортивного програмування. Метою біль-
шості завдань конкурсу є ілюстрація ефективного застосування 
класичних та сучасних алгоритмів до розв’язування прикладних та 
олімпіадних задач. Приклади таких задач, які використовувались у 
минулорічному конкурсі – у статті «Вибрані задачі конкурсу».

 Вже шість років у м. Львові проводиться Осіння школа програ-
мування для переможців конкурсу «Бебрас». Остання школа від-
булась 13 - 19 жовтня 2019 року.

Цього разу у ній взяли участь 28 учнів з 9 областей України 
(Дніпропетровської, Запорізької, м. Києва, Кіровоградської, Львів-
ської, Одеської, Полтавської, Рівненської, Сумської).

Протягом 7 днів школи, учасники навчалися та удосконалювали 
свої знання з програмування. Заняття проводили досвідчені викла-
дачі, автори відомих книг з програмування та задач Всеукраїнських 
олімпіад та турнірів:

Сергій Жуковський, доцент Житомирського державного уні-
верситету;

Ілля Порубльов, старший викладач Черкаського національного 
університету;

Ірина Скляр, викладач Київського природничо-наукового ліцею.
Дуже цікаве заняття провів бронзовий призер Міжнародної сту-

дентської олімпіади 2016 року Роман Білий.
Заняття проводились паралельно у двох групах:

1 група – переможці обласних та Всеукраїнських олімпіад.
Теми занять:

1 день – Ілля Порубльов. Рекурсія.
2 день – Роман Білий. Дерева відрізків.
3 день – Ілля Порубльов. Теорія чисел.
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2 група – учні, які роблять перші кроки в олімпіадному про-
грамуванні.

Теми занять:
1 день – Ірина Скляр. Задачі на ідеї.
2 день – Сергій Жуковський. Моделювання.
3 день – Ірина Скляр. Рядки.

У останній день була проведена олімпіада.
ЇЇ переможцями стали:

11 клас
1. Віктор Рудь (Запорізький ліцей № 105)
2. Тарас Козодой (Володимирецька ЗОШ № 1 Рівненської обл.)

10 клас
1. Іван Боровий ПНЛ № 145, м. Київ)
2. Денис Харьков (Сумська ЗОШ № 15)
3. Максим Дейнега (Полтавський міський багатопрофільний 

ліцей №1)
4. Михайло Шевченко (Знам’янська ЗШ I–III ст. № 1 Кірово-

градської обл.)
9 клас

1. Іван Іщенко (ПНЛ № 145, м. Київ)
2. Тимофій Рейзін (ПНЛ № 145, м. Київ)
3. Дмитро Різник (Запорізька гімназія № 31)

Денис Харьков та Михайло Шевченко відібрались на 4-й го тур 
Всеукраїнської олімпіади з інформатики 2020 року.

У статтях авторів цієї книжки подано теоретичний матеріал та 
задачі, які опрацьовувались слухачами школи. Ці матеріали будуть 
корисними вчителям інформатики та учням при вивченні основ 
програмування та підготовці до олімпіад.
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Ростислав Шпакович. Вибрані задачі конкурсу 
«Бебрас-2019» та вказівки до їх розв’язування

Демоверсія всіх завдань конкурсу та вказівки до їх розв’язування 
розміщені на сайті конкурсу у архіві завдань: http://bober.net.ua/
page.php?name=archive

У даній статті розглянуті лише деякі типи завдань для вибра-
них вікових груп.

1. Задача «Злиття», автор – Володимир Ксьондзик, 
м. Львів

Бобренята грають у таку гру в текстовому редакторі:
Літери слова вписані у клітинки таблиці у довільному порядку.
Можна об’єднувати клітинки довільного прямокутного діапазону.
Всі літери у виділеному діапазоні зливаються у один текст зліва 

направо, зверху вниз.
Наприклад. На малюнку зліва задано початкове розташування 

літер. Слово “ДИСК” можна утворити за три злиття:
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А) Задача для 2–3 класів 
Е
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Б

Р

Отримайте слово “БОБЕР” за найменшу кількість 
злиттів:

Розв’язування:
Задача розв’язується за три операції злиття:
1) Літеру Б підтягуємо у верхню стрічку;
2) Виділяємо і впорядковуємо три перші літери слова;
3) Виділяємо всю таблицю і отримуємо бажаний результат.

Б Е

О

Б

Р

Б
О
Б

Е

Р

Б
О
Б
Е
Р

За три злиття задачу розв’язали 14% учнів, за чотири злиття – 69%.
Зауважимо, що саме таким чином виконується злиття тексту у 

таблицях текстового редактора Open Office.
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Б) Задача для 10-11 класів Т

И

О
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Отримайте слово “КРИПТОГРА-
ФІЯ” за найменшу кількість злиттів.

Розв’язування:
Задача розв’язується за сім К

Р
И
П
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Г Ф

А

Я

І

Р

 
операції злиття:

1–3 злиття:

 К
Р
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Т
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Г
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А

Ф І

Я

4–6 злиття:

За сім злиттів задачу розв’я зали  4% учнів, за вісім злиттів – 
55%.
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Наступні задачі попробуйте розв’язати самостійно:
В) Задача для 4–5 класів О

М

Е

Д

Ь

Л

Отримайте слово “МОДЕЛЬ” за найменшу 
кількість злиттів.

За чотири злиття задачу розв’язали 11% учнів, 
за п’ять злиттів – 77%.

Г) Задача для 6–7 класів И

О

Т

М

Л

Г

Р

А

Отримайте слово “АЛГОРИТМ” за най-
меншу кількість злиттів.

За чотири злиття задачу розв’язали 15% 
учнів, за п’ять злиттів – 74%.

Д) Задача для 8–9 класів У

Т

М

Л

Ь

И

М

І

А

Е Д

Отримайте слово “МУЛЬТИМЕДІА” 
за найменшу кількість злиттів:

За чотири злиття задачу розв’язали 
5% учнів, за п’ять злиттів – 66%.

2. Задача «Сірники», автор – Марина Чала, 
м. Кропивницький

А) Задача для 2–3 класів 
Утворіть якнайбільше чис ло. До-

зволяється переставити лише два сір-
ники.

Розв’язування:
Найбільше число можна отримати, якщо утворити цифру «9» 

у старшому розряді. Для цього потрібно переставити два сірники з 
останньої цифри.
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Відповідь: 941.   Задачу розв’язали 61% учнів.
Б) Задача для 6–7 класів

Для цього ж розташування сірників утворіть якнайменше трьох-
цифрове число. Дозволяється переставити лише три сірники. Число 
з нуля починатись не може. Розв’яжіть цю задачу самостійно.
В) Задача для 8–9 класів 

Утворіть якнайбільше чис ло. До-
зволяється переставити лише чотири 
сірники.

Розв’язування:
Найбільше число можна отримати, якщо утворити цифри «9» 

у двох старших розрядах. Тоді з трьох сірників, що залишились, 
можна утворити лише цифру «7». Такий спосіб швидкого отриман-
ня розв’язку, уникаючи перебору багатьох можливих варіантів, на-
зивається жадібним алгоритмом. 

Відповідь: 997.   Задачу розв’язали 62% учнів.
Наступні дві задачі розв’яжіть самостійно:

Г) Задача для 10–11 класів
Для цього ж розташування сірників утворіть якнайменше трьох-

цифрове число. Дозволяється переставити лише чотири сірники. 
Число з нуля починатись не може.
Д) Задача для 4–5 класів 

Утворіть якнайменше чис ло. 
Дозволяється переставити лише 
два сірники.

Число з нуля починатись не може.
3. Задача «Палац», автор – Світлана Васильченко, 

м. Запоріжжя (2–11 класи)
Три бригади бобрів-будівельників  

повинні побудувати палац з 18 блоків за 
таким кресленням:

Кожна бригада за один день може збу-
дувати лише по одному блоку. Блок почи-
нають будувати тоді, коли нижні блоки, 
на які він опирається, вже збудовані.

Допоможіть бобрам збудувати палац якнайшвидше. Для цього 
клікайте по блоках у порядку їх будівництва.
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Розв’язування: 

4 1 1 1 2
5 2 2 3

33 46

4 5
5
6

6
Оскільки щодня можна будувати 

лише по три блоки, роботу можна завер-
шити не швидше, ніж за 6 днів. Знову 
використаємо жадібний алгоритим. Існує 
лише три блоки, які можна збудувати у 
останній день. Позначимо їх цифрою 6. 
Після цього визначаємо три блоки, які можна збудувати на п’ятий 
день, і т. д. Таким чином отримаємо єдино можливий план завер-
шення будівництва за 6 днів. Такий ров’язок отримали 7% учнів 2–7 
класів, 11% учнів 8–9 класів, та 18% учнів 10–11 класів.

4. Задача «Рибаки» (4–11 класи), 
автор – Галина Гапиченко, м. Миколаїв

Бобренята Іванко, Петрик, Гануся та Оксанка повернулись з рибалки.
А) Оксанка зловила більше рибин, ніж Гануся.
Б) Іванко та Петрик разом піймали рівно половину сумарного улову.
В) Іванко та Оксанка разом зловили менше, ніж Гануся та Петрик.

Розставте бобренят зліва направо згідно їхніх уловів (від мен-
шого до більшого).

Розв’язування:
А) => Гануся повинна стояти лівіше від Оксанки.
В) => Іванко повинен стояти лівіше від Петрика
Б+В) => Іванко повинен стояти найлівіше, а Петрик – найправіше.

Відповідь: Іванко, Гануся, Оксанка, Петрик.
Задача на аналіз трьох логічних тверджень виявилась досить 

важкою. Її розв’язали 9% учнів 4–9 класів, та 15% учнів 10–11 класів.
5. Задача «Впорядкування», 

автор – Матіас Хірон, Франція
Задача для 6–9 класів 

3
2

1

4
5

6
7

8Для стовпчиків висотою 6 і 3 пови-
нно виконуватись правило:

Всі вищі стовпчики повинні стояти 
справа від нього, а всі нижчі – зліва.

Це правило не повинно виконуватись 
для жодного іншого стовпчика.

При перетягуванні сусідні стовпчики 
міняються місцями. Виконайте впоряд-
кування за найменшу кількість обмінів.

Відповідь: 24 обміни.
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Основна помилка, яку допускали уч- 

1

4
5

2

8

3

6
7

 
ні  – вони змінювали взаємне розташу-
вання стовпчиків висотою 4 і 5, або 
стовпчиків висотою 7 і 8. За 24 обміни 
задачу розв’язали 26% учнів.

Відповідь у задачі для 2–3 класів – 7 
обмінів, для 10-11 класів – 60 обмінів. Ця 
задача виявилась найважчою для стар-
шокласників. Лише 2% учнів отримали 
розв’язок за 60 обмінів. Ще 66% вклались у 70 обмінів. Зазначимо, 
що лише в українському та французькому конкурсах використову-
ються такі інтерактивні задачі з зворотнім зв’язком. 

У процесі розв’язування учень бачить кількість виконаних об-
мінів, після завершення впорядкування підсвічуються неправильно 
розташовані стовпчики. Учень може побачити свої помилки і по-
кращити розв’язок.

6. Задача «Бокс», автор – Андрій Мірошниченко, 
м. Дніпро

Задача для 6–9 класів
У чемпіонаті світу з боксу серед бобрів приймає участь 65 учас-

ників. У кожному поєдинку турніру визначається переможець, а пе-
реможений вибуває з змагань. Організатори укладають пари супер-
ників таким чином, щоб турнір завершився якнайшвидше. Жоден 
боксер не може проводити більше одного поєдинку на день. За яку 
мінімальну кількість днів можна провести турнір?

Розв’язування:
У цій задачі теж можна скористатись жадібним алгоритмом:
Щодня потрібно утворювати максимальну кількість пар. У пер-

ший день можна утворити 32 пари. Тому в кінці дня залишаться 
33 учасники. Відповідно, після кожного наступного дня поєдинків 
залишатиметься 17, 9, 5, 3, 2 і 1 боксер відповідно.

Відповідь: 7 днів. Таку відповідь отримали 32% учнів.
7. Задача «Подарунки», автор – Володимир Буняк, 

м. Рівне
А) Задача для 2–9 класів

На день Святого Миколая бобер Клаус готує подарунки для 
своїх шести бобренят. У нього є великі, середні та малі шоколадки 
ціною 4 бебро, 2 бебро та 1 бебро відповідно. Кожне бобреня отри-
має подарунок з 16 шоколадок.
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Ціна кожного подарунка 32 бебро.
Клаус вже розклав великі шоколадки по подарунках:

Бобреня Кількість отриманих шоколадок
За 4 бебро За 2 бебро За 1 бебро

Матвій 0
Ніка 1
Петрик 2
Ксеня 3
Оля 4
Боб 5

Допоможіть йому розкласти середні та малі шоколадки – запо-
вніть всі порожні клітинки таблиці.

Розв’язування:
Зрозуміло, що Матвій отримав 16 шоколадок ціною по 2 бебро. 

У кожній наступній стрічці кількість шоколадок по 4 бебро зростає 
на 1. Щоб загальна вартість та кількість шоколадок у кожній стріч-
ці не змінювалась, кількість шоколадок по 1 бебро повинна зростати 
на 2, а кількість шоколадок по 3 бебро повинна зменшуватись на 3:

Бобреня Кількість отриманих шоколадок
За 4 бебро За 2 бебро За 1 бебро

Матвій 0 16 0
Ніка 1 13 2
Петрик 2 10 4
Ксеня 3 7 6
Оля 4 4 8
Боб 5 1 10

Задачі на знаходження наборів цілочисельних значень у теорії 
алгоритмів входять у розділ «Діофантові рівняння». 

У другому класі задачу розв’язали 35% учнів, у дев’ятому кла-
сі – 40%.
Б) Задача для 10–11 класів

Є великі, середні та малі шоколадки ціною 4 бебро, 2 бебро та 1 
бебро відповідно. Кожний подарунок складається з 32 шоколадок. 
Ціна кожного подарунка 64 бебро.

Яку максимальну кількість великих шоколадок можна поклас-
ти в один подарунок, щоб виконувались вказані умови?

Знайдіть розв’язок самостійно, використовуючи цю ж ідею.
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8. Задача «Рецепти», автор – Юлія Троян, м. Кременчук
А) Задача для 8–9 класів. 

B6     fx    Ʃ    =    
A B

1 Назва запиту
Кількість 
рецептів

2 торт з шоколадом або горіхами 12000
3 торт з шоколадом і горіхами 6500
4 торт з горіхами 7700
5
6 торт з шоколадом ?

На день народження мами 
Оленка вирішила приготувати 
оригінальний торт. Для цього 
вона зробила три пошукові за-
пити у електронній базі рецеп-
тів приготування тортів. Їх 
результати Оленка записала у 
електронну таблицю. У запит 
“торт з шоколадом або горіхами” включаються всі торти, що містять 
або шоколад, або горіхи, або шоколад і горіхи одночасно.

За цими даними вона вирішила підрахувати, скільки є рецептів 
для тортів з шоколадом. Яку формулу для цього потрібно внести в 
комірку В6?

Розв’язування:
Кількість тортів без шоколаду: B4–B3=1200.
Всі інші торти містять шоколад.
Відповідь: B2+B3–B4.
Її отримали 40% учнів. 

B6     fx    Ʃ    =    
A B

1 Назва запиту
Кількість 
рецептів

2 торт (з шоколадом і горіхами) 
або (з шоколадом і фруктами) 1100

3 торт з шоколадом і фруктами 600

4 торт з горіхами, і фруктами, і 
шоколадом 50

5
6 торт з шоколадом і горіхами ?

Б) Задача для 10–11 класів.
У запит “торт (з шокола-

дом і горіхами) або (з шокола-
дом і фруктами)” включають-
ся всі торти, що містять або 
шоколад і горіхи; або шоколад 
і фрукти; або шоколад, горіхи 
і фрукти одночасно.

За цими даними вона ви-
рішила підрахувати, скільки є рецептів для тортів з шоколадом і 
горіхами. Яку формулу потрібно внести в комірку В6.

Цю і наступну задачі розв’яжіть самостійно.
9. Задача «Пилорама», автор – Ахто Труу, 

Естонія, (10–11 класи)
Андрій має невелику пилораму, на якій виробляє дерев’яні бру-

си на замовлення. Він хоче розподілити своїх замовників на дві ка-
тегорії:

гуртовики – клієнти, що замовляють не менше 50 виробів;
роздрібні замовники – клієнти, що замовляють менше 50 виробів.
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Яку формулу потрібно ввести в C2     fx    Ʃ    =    
A B C

1 Замовник
Кількість 
виробів

Тип 
замовлення

2 Тіна
3 Ганна
4 Антон
5 Ігор
6 Марія
7 Карл
8 Микола
9 Гриць
10 Марко
11 Семен
12 Оля

 
комірку С2 та скопіювати на діпа-
зон C3:C11 електронної таблиці:

=IF(B2>50;»гурт»;»роздріб»)
=IF(B2<50;»гурт»;»роздріб»)
=IF(B2>50;»роздріб»;»гурт»)
=IF(B2<50;»роздріб»;»гурт»)

Лише 22% учнів вибрали пра-
вильну формулу.

10. Задача «Кеди», автор – Джіх’є Кім, Корея, (8–11 класи)
Бобрик купує кеди у магазині спорттоварів. Кеди впорядковані 

на стелажі по розмірах, як вказано на малюнку. Бобрик не пам’ятає 
свого розміру. Вузькі  Широкі

К
ор

от
кі

 
 Д

ов
гі

?!!!

Тому вибирає і примірює 
довільну пару зі стелажу. Під 
час кожного примірювання 
він отримує два наступні види 
інформації:

а) по ширині: розмір – за-
вузький, нормальний або за-
широкий;

б) по довжині: розмір – за-
короткий, нормальний або за-
довгий. 

Допоможіть бобрику знайти його розмір за найменшу кількість 
примірювань.

Розв’язування:
Кеди можна підібрати за три примірювання, використовуючи 

бінарний пошук. Спочатку потрібно приміряти центральну пару 
(четвертий стовпчик, четвертий ряд). Після цього зона пошуку 
зменшується до квадрата розмірами 3х3. У цьому квадраті знову 
вибираємо центральну пару кедів. 

Після другого примірювання розташування потрібного розміру 
буде визначено однозначно. За три примірювання задачу розв’язали 
30% учнів.
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Сергій Жуковський. Функції та рекурсія.
Функції мовою С++

Програма мовою С/С++ складається з функцій, одна з яких 
повинна мати ім’я main. 

Структура кожної функції співпадає зі структурою головної 
функції.

Тип_результату_функції  Назва_функції(список параметрів)
{
 Оператори тіла функції;
}

Функції мови С/С++ бувають двох типів: функція, що повертає 
значення, та функція, яка не повертає значення. Функція може по-
вертати значення як стандартного типу (int, long, float, double…),  
так і користувацького типу (наприклад, структура).

int max (int a, int b)
{
 if (a>b)
  return a;
 else
  return b;
}

Тип функції

Назва функції

Параметри, що 
передаються у 

функцію

Функція 
повертає 
значення

Функція повертає значення за допомогою команди return <зна-
чення>, після чого функція закінчує своє виконання. Якщо функ-
ція, яка повертає значення, не буде містити команди return, при 
деяких налаштуваннях компілятор повідомить про помилку, але 
при більшості налаштувань лише видасть попередження (warning) і 
буде повертати випадкове значення.

Функції, які не повертають значення, мають тип void. Закінчен-
ня виконання функції відбувається за допомогою команди return, 
без параметрів або після виконання останнього рядка функції. 
Функція типу void може не містити команди return.
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void print_ (int *a, int n)
{
 for (int i=0;i<n)
  cout<<a[i]<<’ ‘;
 cout<<’\n’;
 return;
}

Тип результату
функції void

Назва функції

Параметри, що 
передаються у 

функцію

Тип результату
функції void

Функції в програмі можна записувати перед головною функці-
єю, після головної, чи в іншому файлі.

Якщо функція записана після головної функції, то перед голов-
ною функцією її необхідно описати.

Якщо функція записана в окремому файлі, то необхідно підклю-
чити цей файл за допомогою директиви #include.

Програма знаходження найбільшого спільного дільника для 
двох натуральних чисел

/* функція NSD записана перед 
головною функцією */
#include<iostream>
using namespace std;

int NSD (int x, int y)
{
 while (x != y)
  if (x>y) x -= y;
  else y -= x;
 return x;
}

int main()
{
 int a, b, rez;
 cout << "Введіть a, b";
 cin >> a >> b;
 rez = NSD(a, b);
 cout << "NSD=" << rez;
 return 0;
}

/* функція NSD записана після 
головної функції */
#include<iostream>
using namespace std;
int NSD (int x, int y);

int main()
{
 int a, b, rez;
 cout << "Enter a, b";
 cin >> a >> b;
 rez = NSD(a, b);
 cout << "NSD=" << rez;
}

int NSD(int x, int y)
{
 while (x != y)
  if (x>y) x -= y;
  else y -= x;
 return x;
}
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Передача параметрів у функцію
Змінні, які оголошені перед функціями або перед їх оголошен-

ням, називаються глобальними.
Глобальні змінні можна використовувати в будь-якій функції.
Змінні, які оголошені у функції, називається локальними. Вони 

видимі тільки у даній функції.
Передача змінних у функцію відбувається через параметри 

функції. Щоб повернути значення функції через параметри, вико-
ристовують знак посилання &. Є різні способи це робити, один з них 
годиться для всіх C/C++, інший лише для C++. Наведений далі 
приклад відповідає способу, можливому лише для С++.

// функція NSD записана у іншому файлі

// файл NSD.cpp

#include <iostream>
#include «algoritm.cpp»
using namespace std;

int main()
{
 int a, b, rez;
 cout << "Enter a, b";
 cin >> a >> b;
 rez = NSD(a, b);
 cout << "NSD=" << rez;
 return 0;
}

// файл algoritm.cpp

int NSD(int x, int y)
{
 while (x != y)
  if (x>y) x -= y;
  else y -= x;
 return x;
}
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Під час використання масива в якості параметра передається 
вказівник на його перший елемент.

Правильно

#include <iostream>
using namespace std;

void SWAP(int &x, int &y)
{
 int z = x; x = y; y = z;
}

void main()
{
 int a, b, rez;
 cout << "Введіть a, b";
 cin >> a >> b;
 SWAP(a, b);
 cout << "a=" << a \
  << "b=" << b;
}

Неправильно

#include <iostream>
using namespace std;

void SWAP(int x, int y)
{
 int z = x; x = y; y = z;
}

void main()
{
 int a, b, rez;
 cout << "Введіть a, b";
 cin >> a >> b;
 SWAP(a, b);
 cout << "a=" << a \
  << "b=" << b;
}

// masiv.cpp

#include <iostream>
#include "algoritm.cpp"
using namespace std;

int main()
{
 int masiv[20], max, n;
 cout << "vvedit n ";
 cin >> n;
 for(int i = 0; i < n; i++)
  cin >> masiv[i];
 max = max_mas(masiv, n);
 cout << "max=" << max << endl;
 sort_mas(masiv, n);
 out_masiv(masiv, n);
 return 0;
}
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Рекурсія
Рекурсія – це процес звернення функції до самої себе.
Приклади рекурсії:
• зображення журналу в цьому самому журналі;
• відображення в двох дзеркалах, які висять одне навпроти одного;

// algoritm.cpp

#include <iostream>
using namespace std;

void swap(int &x, int &y)
{
 int c = x; x = y; y = c;
}

int max_mas(int *a, int n)
{
 int max = a[0];
 for(int i = 1; i < n; i++)
  if (a[i] > max)
   max = a[i];
 return max;
}

void sort_mas(int *a,  int n)
{
 int f = 1;
 while(f==1)
 {
  f = 0;
  for(int i = 0; i < n - 1; i++)
   if (a[i] > a[i+1])
   {
    swap(a[i], a[i+1]); f = 1;
   }
  n--;
 }
}

void out_masiv(int *a, int n)
{
 cout << "\n";
 for(int i = 0; i < n; i++)
  cout << a[i] << ' ';
 cout << "\n";
}
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• в телевізорі видно зображення цього телевізора, в якому ви-
дно зображення цього телевізора, і т. д.;

• свист мікрофона.
Рекурсія використовується для спрощення запису алгоритму.
Під час написання рекурсивних програм необхідно дотримува-

тись таких правил:
• рекурсивна функція повинна містити перевірку останнього 

входження;
• рекурсивна функція повинна звертатись до самої себе безпо-

середньо, або через іншу функцію.
Рекурсивні задачі можна розбити на 2 види:
1. Задачі з рекурсивним формулюванням;
2. Задачі, які можна звести до рекурсивних.

1. Задачі з рекурсивним формулюванням;
Приклад.
Обчислити факторіал натурального числа.
n! = 1*2*3*4*…*n 
n! = n * (n–1)!
(n–1)! = (n–1) * (n–2)!
(n–2)! = (n–2) * (n–3)!
………………….
3! = 3 * 2!
2! = 2 * 1!
1! = 1

#include <iostream>
using namespace std;
long long factorial(int n)
{
 if (n==1)
  return 1;
 else
  return n*factorial(n - 1);
}
int main()
{
 int n;   long long f;
 cout << "Vvedit n";
 cin>>n;
 f = factorial(n);
 cout << "factorial(" << n << ")=" << f;
 return 0;
}
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                     n=5
long long factorial(int n)
{
 if (n==1)
  return 1;
 else                      120
  return n*factorial(n-1);
}          5*factorial(4)

                     n=4
long long factorial(int n)
{
 if (n==1)
  return 1;
 else                      24
  return n*factorial(n-1);
}          4*factorial(3)

                     n=3
long long factorial(int n)
{
 if (n==1)
  return 1;
 else                      6
  return n*factorial(n-1);
}          3*factorial(2)

                     n=2
long long factorial(int n)
{
 if (n==1)
  return 1;
 else                      2
  return n*factorial(n-1);
}          2*factorial(1)

                     n=1
long long factorial(int n)
{
 if (n==1)                 1
  return 1;
 else
  return n*factorial(n-1);
}
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2. Задачі, які можна звести до рекурсивних;
У деяких задачах рекурсія не присутня у прямому вигляді, але 

їх можна звести до рекурсивних.
Приклад. Знайти найбільший спільний дільник двох натураль-

них чисел.

НСД(24, 42) 42–24

НСД(24, 18) 24–18

НСД(6, 18)  18 6

НСД(6, 12)  12–6

НСД(6, 6)

#include<iostream>
using namespace std;
int NSD (int a, int b)
{
 if (a==b)
  return a;
 else if (a > b) 
  return NSD (a-b, b);
 else
  return NSD(a, b-a);
}
int main()
{
    int x, y, res;
    cout << "Введіть x, y";
    cin >> x >> y;
    res = NSD(x, y);
    cout << "NSD(" << x << ',' << y << ")=" << res;
    return 0;
}
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Перевантаження функцій
Часто буває, що доводиться виконувати одні і ті ж операції для 

різних типів даних, або різної кількості даних. В мові С++ (але не 
C) можна використовувати декілька функцій з різними типами па-
раметрів, але з одним іменем. 

Наприклад:
int max(int x, int y);
long max(long x, long y);

Шаблони функцій
Деякі алгоритми на залежать від типів даних, з якими вони пра-

цюють (сортування масиву). Для таких алгоритмів в мові С++ (але 
не C) не потрібно переписувати алгоритми. Для таких алгоритмів 
можна передати в параметр тип даних. Для цього використовують 
шаблони функцій.

Формат функції шаблона:

template <classType> назва_функції ( параметри )
{
 // тіло функції;
}

#include<iostream>

using namespace std;

#include <algoritm.cpp>
#include <conio.h>

void main()
{
 int a, b, c;
 float x, y;
 cout << "\nVvedit a, b";
 cin >> a >> b;
 cout << max(a, b);
 cout << "\nVvedit x, y";
 cin >> x >> y;
 cout << max(x, y);
 cout << "\nVvedit a, b, c";
 cin >> a >> b >> c;
 cout << max(a, b, c);
 return 0;
}

// algoritm.cpp

#include<iostream>
using namespace std;

int max(int a, int b)
{
 if (a>b) return a;
 else return b;
}

float max(float a, float b)
{
 if (a>b) return a; 
 else return b;
}

int max(int a, int b, int c)
{
 if (a > b)
  if (a > c) return a;
  else return c;
 else
  if (b > c) return b;
  else return c;
}
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Задачі, які були запропоновані на школі Бобра
Всі задачі з сайту e-olymp.com

8762. Сума (функції)
Реалізуйте функцію:

integer solve(integer a, integer b)

a – перше число;
b – друге число;
функція має повертати одне ціле число – суму двох чисел.
Вхідні дані: Два цілих числа a та b (1018 ≤ a, b ≤ 1018) – числа, 

які потрібно додати.
Вихідні дані: Буде виведено одне число – суму двох чисел.

#include <iostream>
#include «algoritm.cpp»
using namespace std;
int main()
{
 int i_a[10]={4, 23, 2, 4,
  3, 2, 3, 4, 3, 4};
 sort_mas(i_a, 10);
 out_masiv(i_a, 10);

 float f_a[10]={4.5, 2.3,
  2.34, 4.3, 3.43, 2.11,
  3.99, 4.54, 3.55, 4.34};
 sort_mas(f_a, 10);
 out_masiv(f_a, 10);
 return 0;
}

#include <iostream>
using namespace std;
template <class Type>
void sort_mas(Type *a, int n)
{
 int f = 1;
 while (f==1) {
  f=0;
  for (int i = 0; i < n-1; i++){
   if (a[i] > a[i+1]) {
    Type c = a[i];
    a[i] = a[i+1];
    a[i+1] = c;
    f = 1;
   }
   n--;
  }
 }
}
template <class Type>
void out_masiv(Type *a, int n)
{
 cout << '\n';
 for(int i = 0; i < n; i++)
  cout << a[i] << ' ';
 cout << '\n';
}
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Розв’язок.
Дана задача потребує здати тільки функцію, яка отримує два 

параметри, та повертає суму цих чисел:

long long solve(long long a=0, long long b=0)
{
 long long c = a + b;
 return c;
}

Примітка 1. В цій задачі (та ще деяких) потрібно здати 
розв’язок, що містить лише функцію, а не всю програму. При здачі, 
сайт e-olymp сам пропонує заголовок цієї функції.

Примітка 2. Записи «=0» після параметрів означають, що 
якщо не передати ніяке значення, за промовчанням буде взято 0. 
Задачу можна розв’язати і без цього.

9394. Сума цифр числа (функція)
Написати функцію

int suma(int n)

яка повертає суму цифр числа n.
Наприклад: для числа 123 сума цифр числа дорівнює 6.
Розв’язок:
Дана функція отримує одне ціле число, і повертає суму цифр 

числа.

int suma(int a)
{
 int s = 0,  c;
 a = abs(a); 
               // знаходимо модуль числа на випадок від’ємного числа
 while (a>0)  // поки число більше 0
 {
  c = a%10;  // знаходимо останню цифру числа
  s += c;    // до суми додаємо цифру
  a /= 10;   // відкидаємо останню цифру
 }
 return s;    // функція повертає суму цифр
}
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Цю саму функцію можна реалізувати рекурсивно:

int suma(int n)
{
 if (n==0) return 0;
 return abs(n % 10) + suma(n / 10);
}

20 Скільки можна?
Дано натуральне число n. Від даного числа віднімемо суму 

цифр цього числа, від утвореного числа знову віднімемо суму цифр 
утвореного числа, і т. д. Дану операцію над числом будемо викону-
вати, поки утворене число додатне. Скільки разів будемо виконува-
ти дану операцію?

Вхідні дані: Одне натуральне число n, що не перевищує 2*109.
Вихідні дані: Кількість виконаних операцій.

Приклад введення Приклад виведення 
21 3

Розв’язок:
Застосуємо функцію суму цифр числа. Змоделюємо процес, вка-

заний в умові задачі. Поки число більше нуля, від числа віднімемо 
суму цифр числа. Кожного разу кількість операцій збільшимо на 1.

#include <iostream>
using namespace std;

int suma(int n)
{
 if (n==0) return 0;
 return abs(n % 10) + suma(n / 10);
}

int main()
{
 int n, k = 0;
 cin >> n;
 while (n > 0)        // поки число більше 0
 {
  n -= suma(n);      // від числа віднімемо суму цифр
  k++;               // збільшимо кількість на 1
 }
 cout << k << endl;
 return 0;
}
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2999 Функція-10
Задано функцію, аргументи якої – невід’ємні цілі числа m та n 

(m ≤ n):

f m n
if m
if m n
f m n f m n if m n

( , )
,
,
( , ) ( , ),

=
=
=

− − + − < <









1 0
1

1 1 1 0
Обчисліть значення функції.
Вхідні дані: Два цілих невід’ємних числа n та m (0 ≤ n, m ≤ 20).
Вихідні дані: Виведіть шукане значення заданої функції f(m, n).
Розв’язок:
Реалізуємо рекурсивну функцію, записану в умові задачі.

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

long long f(long long m, long long n)
{
 if (m==0) return 1;
 if (m==n) return 1;
 return f(m–1, n–1) + f(m, n–1);
}

int main()
{
 long long n, m;
 cin >> n >> m;
 cout << f(m, n) << endl;
 return 0;
}

8304 Весела функція
Обчисліть значення функції

f x y
x or y

f x y f x y x y
f x y x

( , )
,
( , ) ( , ) ,
( , ) ,

=
≤ ≤
− − + − − + ≤
− − +

0 0 0
1 2 2 1 2
2 2 1 >>







 y

Вхідні дані: Два цілих числа x, y (0 ≤ x, y ≤ 50).
Вихідні дані: Вивести значення функції f(x, y).
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Приклад введення Приклад виведення 
2 3 4
34 12 6

Розв’язок:
Задача подібна до попередньої, проте, якщо реалізувати те, що 

вказано в умові задачі, перевірка повідомить про перевищення лімі-
ту часу на декількох тестах:

#include <iostream>
using namespace std;

long long f(long long a, long long b)
{
 long long d;
 if(a<=0 || b<=0)  d = 0; 
 else
  if(a<=b) 
   d = f(a - 1, b - 2) + f(a - 2, b - 1) + 2;
  else
   d = f(a - 2, b - 2) + 1;
 return d;
}

int main()
{
 long long x, y, k;
 cin >> x >> y;
 k = f(x, y);
 cout << k << endl;
}

На даному прикладі можна показати недоліки рекурсії. В ре-
алізації рекурсії функція звертається багато разів до рекурсивної 
функції з одними і тими ж значеннями. Щоб цього запобігти, ство-
римо двовимірний масив, розміром a[51][51], в якому будемо збе-
рігати всі значення функції, з відповідними індексами. Якщо у від-
повідній комірці значення знайдено (в даній комірці не 0), функція 
буде повертати значення з масиву. Якщо значення 0, тоді будемо 
рекурсивно викликати функцію.
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#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

long long a[51][51] = { 0 };
long long f(long long x, long long y)
{
 if (x <= 0 || y <= 0) return 0;
 if (a[x][y] > 0) return a[x][y];
 if (x <= y) {
  a[x][y] = f(x - 1, y - 2) + f(x - 2, y - 1) + 2; 
  return a[x][y];
 }
 else // x > y
 {
  a[x][y] = f(x - 2, y - 2) + 1;
  return a[x][y];
 }
}

int main()
{
 long long x, y;
 cin >> x >> y;
 cout << f(x, y) << endl;
 return 0;
}

9026 Проста задача (функції)
Вам потрібно реалізувати одну підпрограму:

void solve( integer n) 

Підпрограма отримує двоцифрове число і виводить через про-
пуск кожну цифру окремо.

Наприклад, якщо дано число 23, то процедура повинна вивести 
2 3.

Приклад введення Приклад виведення 
23 2 3

void solve(int a) 
{
    cout << a / 10 << « « << a % 10;
}
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3936 Ханойські вежі
Задано три стержня. На першому стержні знаходиться декілька 

дисків зверху донизу за зростанням розміру диска. Два інші по-
рожні. Потрібно перенести усі диски з першого стержня на другий. 
Переносити диски дозволяється лише по одному. Не дозволяється 
класти більший диск на менший. У програмі заборонено користува-
тись циклами.

Вхідні дані: Кількість дисків n (1 ≤ n ≤ 19) на першому стержні.
Вихідні дані: Виведіть по два числа у рядку – номери стержнів, 

звідки і куди переноситься диск. Розв’язок повинен бути найкорот-
шим.

Приклад введення Приклад виведення 
3 1 2

1 3
2 3
1 2
3 1
3 2
1 2

Розв’язок:
Рекурсивна функція описує процес переміщення одного диску. 

Для того, щоб перемістити n дисків зі стержня 1 на стержень 2 за до-
помогою стержня 3, потрібно спочатку n–1 диск перемістити з стерж-
ня 1 на стержень 3, потім перемістити один диск зі стержня 1 на 
стержень 2, потім перемістити n–1 диск зі стержня 3 на стержень 2.

#include <iostream>
#include <cmath>

using namespace std;
int k = 0;
void hanoi(int n, int a, int b, int c)
// перенесення n дисків з a на b, використовуючи c як допоміжний
{
 if(n==0) 
  return;  // якщо диски закінчилися, нічого не робимо
 hanoi(n - 1, a, c, b);
 // переміщаємо n-1 диск зі стержня a на стержень c
 cout << a << " " << b << endl;
 // переміщаємо один диск зі стержня a на стержень b
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 hanoi(n - 1, c, b, a);
 // переміщаємо n-1 диск зі стержня c на стержень b
}

int main()
{
 int n;
 cin >> n;
 hanoi(n, 1, 2, 3);
 return 0;
}

9395 Кількість дільників (Функція)
Задано ціле число n. Потрібно знайти кількість його дільників, 

не рахуючи 1 та самого числа n.
Написати функцію:

int CountDivisors(int n) // C++

яка повертає кількість дільників числа n.
Вхідні дані: число n (2 ≤ n < 231).
Вихідні дані: Вивести кількість дільників числа n.

Приклад введення Приклад виведення 
2 0

Розв’язок.
Для того, щоб знайти кількість дільників потрібно перебрати 

всі числа і від 2 до n–1, і перевірити, якщо число n ділиться на i, то 
збільшуємо кількість дільників на 1. Проте число n < 231 (≈2*109), і 
даний алгоритм буде працювати більше 1 сек. Щоб скоротити кіль-
кість операцій, будемо перевіряти на подільність від 2 до кореня 
квадратного з n, і кожного разу додавати 2 дільники (з міркувань, 
що є дільник і та дільник n / і). В кінці перевірити, чи число n є 
квадратом (якщо квадрат, то потрібно відняти 1, бо цілий корінь 
додали двічі, а треба один раз.)

int CountDivisors(int n)
{
    int t = sqrt(n), i, k = 0;
    for (i = 2; i<=t; i++)
        if (n%i==0) k += 2;
    if(t*t == n)  k--;
    return k;
}
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2712 Задача про ферзів
Вам, напевне, добре відома класична задача про розстановку 

ферзів: на шаховій дошці n˟n потрібно розставити n ферзів таким 
чином, щоб ніякі два ферзі не били один одного. Така розстановка 
ферзів називається мирною. Проте у даній задачі нас буде цікавити 
не якась одна мирна розстановка ферзів, а усі різні мирні розстанов-
ки. Точніше, їх загальна кількість. Наприклад, для дошки 8˟8 існує 
92 різних мирних розстановок ферзів.

Вхідні дані: У вхідному файлі записано єдине натуральне число 
n (n ≤ 12).

Вихідні дані: У вихідний файл виведіть шукану кількість мир-
них розстановок ферзів.

Приклад введення Приклад виведення 
8 92

Розв’язок:
Класична перебірна задача пошуку кількості розстановок фер-

зів на шаховій дошці n˟n.
Створимо масив mas[], в якому будемо зберігати розміщення 

ферзів на дошці. В k-й комірці записане число mas[k], що озна-
чає, що на дошці в клітинці з координатами (k, mas[k]) розміщений 
ферзь.

Рекурсивна функція описує розміщення одного ферзя в рядку k.
Якщо n ферзів розставлено (ввійшли в рекурсію з номером n+1) 

кількість розстановок збільшуємо на 1.
Проходимо по рядку, якщо на i-й позиції ферзь не б’є всі попере-

дні розставлені ферзі, його ставлять (в комірку mas[k] присвоюють 
значення i), і викликається функція із значенням k+1 (заходимо в 
наступний рядок).

Функція boy перевіряє, чи б’є ферзь з координатами (x, y) хоч 
одного ферзя, що розміщені на y–1 попередніх рядках, і повертає 
true, коли не б’є жодного ферзя, і false, коли б’є хоча б одного ферзя.

Один ферзь б’є іншого, коли вони знаходяться в одному стовпці 
(координата x==mas[i]), знаходяться в одному рядку (це виклю-
чено в алгоритмі, бо для кожного рядка вибираємо лиш одного 
ферзя) або знаходиться на діагоналі (mas[i] + i == x + y або 
mas[i] – i == x – y).
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#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
int mas[15] = {0}, n, res = 0;

bool boy(int x, int y)
{
 for(int i = y - 1; i > 0; i--)
 {
  if(mas[i] + i == x + y || mas[i] - i == x - y || x == mas[i])
   return false;
 }
 return true;
}

void rec(int k)
{
 if (k == n + 1) 
 {
  res++;
  return;
 }
 for (int i = 1; i <= n; i++)
 {
  if (boy(i, k)) {  mas[k] = i;  rec(k+1);  }
 }
}

int main()
{
 cin >> n;
 rec(1);
 cout << res << endl;
 return 0;
}

7339 Послідовність
Знайти n-й член послідовності 1 10 11 100 101 110 111 1000 …
Вхідні дані: Одне натуральне число n (n ≤ 10000).
Вихідні дані: n-й член послідовності.

Приклад введення Приклад виведення 
24 1100

Послідовність, що задана в задачі – натуральні числа, записа-
ні у двійковій системі числення. Нам потрібно перевести число n 
у двійкову систему числення. Для переведення числа у двійкову 
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систему числення нам потрібно знаходити остачу від ділення на 2, 
потім ділити число на 2. Всі остачі, записані у зворотному порядку, 
утворять число у двійковій системі числення.

2410 = 11002
Є два способи реалізації цієї програми.
Перший – за допомогою циклу, поки число більше 0, будемо 

додавати до результату на початок рядка остачу від ділення на 
2. Далі ділити число на 2. Запис n & 1 (важливо, що амперсанд 
один!) повертає 1, якщо число непарне, і 0, коли парне. Коли число 
використовується як умова, 1 трактується як істина, 0 – як хиба. 
n >>= 1 – побітовий зсув числа n на 1 праворуч, що означає ділення 
числа на 2.

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main()
{
 int n; string s = «»;
 cin >> n; 
 while (n > 0)
 {
  if (n & 1) s = «1» + s;
  else       s = «0» + s;
  n >>= 1;
 }
 cout << s << endl;
 return 0;
}

Другий спосіб реалізований за допомогою рекурсивної функції. 
Виведення остач від ділення 2 відбувається під час виходу з рекур-
сивної функції.

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int bin(int n)
{
    if (n > 1)  bin(n>>1);
    cout << (n & 1);
}
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int main()
{
    int n;
    cin >> n;
    bin(n);
    cout << endl;
    return 0;
}

7371 ЗНО (Testing)
В цьому році Андрію доведеться складати випробування із ЗНО, 

у тому числі з математики. Він наполегливо готується – вже розв’язує 
складні тригонометричні рівняння, легко вправляється із стереоме-
трією, а ось з раціональними числами (дробами) справи кепські, осо-
бливо з їх додаванням. Він навіть боїться припуститися помилки у 
написанні перевірочної програми. Зробіть це замість нього. Нагадає-
мо, що раціональне число визначається, як нескоротний дріб, у якого 
чисельник – ціле число, а знаменник – натуральне число.

Вхідні дані: Чотири цілих числа, які відповідають умові задачі – 
чисельник та знаменник першого числа і чисельник та знаменник 
другого числа. Вхідні дані за модулем не перевищують 105.

Вихідні дані: Вивести чисельник та знаменник суми дробів.
Приклад введення Приклад виведення 

4 9 5 9 73 63
2 3 -1 6 1 2

Змоделюємо процес додавання звичайних дробів за формулою
a
b

c
d

ad bc
bd+ = + , а потім скоротимо результат.

Для скорочення дробів використаємо функцію nsd. Так як в чи-
сельнику можуть бути від’ємні числа, у функції nsd візьмемо модуль.

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

long long nsd(long long a, long long b)
{
 a = abs(a); b = abs(b);
 while (a != 0 && b != 0)
  if(a > b)
   a %= b;
  else
   b %= a;
 return a + b;
}
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int main()
{
 long long a, b, c, d, zn, ch, nSd;
 cin >> a >> b >> c >> d;
 ch = a*d + b*c;
 zn = b*d;
 nSd = nsd(ch, zn);
 ch = ch / nSd;
 zn = zn / nSd;
 cout << ch << ' ' << zn << endl;
 return 0;
}
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Ірина Скляр. Обробка текстових даних
Дуже велика кількість задач, що розв’язуються, вимагають 

обробки не тільки числових, а й текстових даних. Частина з них 
використовують тексти тільки для організації інтерфейсу з корис-
тувачем, але є й такі, що повинні обробляти тексти за деякими алго-
ритмами, редагувати їх та зберігати. Отже, наша задача розібрати, 
що являють собою тексти (рядки) у мові програмування С++.

Традиційно рядком називають послідовність символів. Найпро-
стішим прикладом рядка є текстова константа, укладена у подвійні 
лапки, наприклад, "Привіт!". Лапки використовуються для визна-
чення початку та кінця рядка, але до його складу не відносяться. 
Символьні константи досить часто використовуються при виведенні 
відповіді розв’язаної задачі. Однак вони не дозволяють роботу зі 
змінними рядками.

У мові С++ доступні два способи роботи з рядками-змінними. 
Перший, успадкований від мови С, найчастіше називається рядка-
ми у стилі С і фактично є послідовністю символів, збереженою у 
масиві типу char. Другий – оснований на використанні вбудованого 
класу string. Розглянемо спочатку перший з них.

Рядки у стилі С
Рядки у стилі С мають спеціальну характеристику:останнім 

символом кожного рядка є так званий «нуль-термінатор» (позна-
чається «\0») – символ ASCII-таблиці з кодом 0. Розглянемо такі 
два оголошення:

charfirst[6] = {'H','e','l','l','o','!'};
charsecond[6] = {'H','e','l','l','o','\0'};

Перший з наведених прикладів рядком не являється, а є звичай-
ним масивом символів і тому оброблятися буде тільки поелементно. 
Другий є рядком, оскільки містить наприкінці нуль-термінатор. Цей 
символ не тільки є ознакою рядка, а й відіграє значну роль у його 
обробці. Мова С++ має велику кількість стандартних функцій для 
роботи з рядками, які використовують нульовий символ як ознаку 
завершення рядка. У випадку, якщо ці функції не знаходять у ма-
сиві нуль-символу, може трапитися ситуація виходу за межі оголо-
шеного символьного масиву з усіма негативними наслідками.



37

Ірина Скляр. Обробка текстових даних

При оголошенні рядкового масиву потрібно завжди враховува-
ти наявність термінатора у кінці рядка і відводити для цього до-
датковий байт. Наприклад, при описі charstr[10]; у рядку може 
міститися тільки 9 символів.Не обов’язково при оголошенні ініціа-
лізовуватирядок значеннями поелементно. Набагато зручніше вико-
ристовувати для цього рядкові константи або рядкові літерали – по-
слідовності символів, укладені у подвійні лапки, наприклад:

charstr[14]="Hello, world!";

Тоді у кожному елементісимвольного масиву буде по одному 
символу (в цьому прикладі їх усього 13) і на останній позиції буде 
нуль-термінатор, який компілятор добавить у кінець рядка само-
стійно.

При оголошенні рядка не обов’язково вказувати його розмір, 
але при цьому обов’язково потрібно ініціалізуватирядок початковим 
значенням. Тоді розмір рядка визначиться автоматично і в його кі-
нець буде додано нуль-термінатор. Наприклад:

charstr[]='Hello, world!';

Рядок може містити будь-які символи ASCII таблиці, укладе-
нів подвійні лапки. Ім’я рядка є константним вказівником на його 
перший символ. Можна при оголошенні вказати розмір рядка, не 
ініціалізуючи його початковим значенням. Але у такому випадку 
потрібно резервувати розмір масиву з запасом: елементи після нуль-
термінатора все одно не враховуються. Обмеження на розмір рядка 
у мові С++ співпадають з обмеженнями на розмір масиву.

Розглянемо тепер основні принципи обробки рядків у стилі С. 
Оскільки єдиний спосіб отримати різні рядки на початку програми 
це увести їх зі вхідного потоку, почнемо саме з уведення. Для цього 
можна використовувати звичний для нас спосіб:

cin>>str;

Однак при цьому потрібно враховувати, що якщо вхідний потік 
буде містити пробіли, зчитування відбудеться до першого пробілу. 
Справа в тому, що оскільки нуль-символ увести з вхідного потоку 
неможливо, розділювачами між елементами даних будуть вважати-
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ся стандартні: пробіл, символ табуляції або символ завершення ряд-
ка. Таким чином, cin автоматично зчитує тільки одне слово і додає 
до нього в кінці обмежувальний нуль-символ. Після цього отримана 
послідовність символів записується у масив.

Читання рядка по одному слову часто є небажаним. Так, на-
віть фразу Hello, world! не можна прочитати одномоментно. Щоб 
читати речення цілком, потрібен інший метод. Для цього в класі 
istream, екземпляром якого є cin, існують функції-члени, призна-
чені для рядково-орієнтованого введення: getline() та get(). Оби-
дві читають повний рядок уведення аж до символу нового рядка. 
Однак getline() потім відкидає символ нового рядка, а get() за-
лишає його у вхідній черзі. Розглянемо це детально.

Нехай ми маємо такий опис рядка:

char Name[20];

Як було зазначено вище, функція getline() читає весь рядок, 
використовуючи символ нового рядка, який передається клавішею 
<Enter>, для визначення завершення уведення. Цей метод ініці-
юється викликом функції cin.getline() з двома аргументами: 
перший аргумент – ім’я масиву символів, куди відбувається зчиту-
вання, і другий – максимальна кількість символів, що може бути 
прочитана. Наприклад, cin.getline(Name,20);

За такого виклику з вхідного потоку буде прочитаний рядок, 
що містить не більше 19 символів (плюс один останній символ авто-
матично буде встановлений у нуль-термінатор). Якщо вхідний потік 
буде містити менше символів, завершення зчитування виконається 
раніше, Якщо ж вхідний потік містить більше 19 символів, уведення 
не буде завершене. Фактично функція-член getline() завершує чи-
тання, коли досягає вказаної межі кількості символів або коли читає 
символ нового рядка – дивлячись, що трапиться раніше.

Функція-член get() може бути викликана в такий самий спо-
сіб, що й попередня, тобто cin.get(Name,20); У такому випадку її 
аргументи інтерпретуються таким самим чином, як і при виклику 
функції getline(). Однак символ нового рядку прочитано не буде 
і він залишиться у вхідному потоці. Повторний виклик цього само-
го методу не дозволить зрушитися у вхідному потоці, і програма 
фактично «зависне» наприкінці прочитаного рядка. Вирішенням 
проблеми у такому випадку є використання функції get() без аргу-
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ментів. Такий виклик читає один будь-який символ, навіть якщо це 
символ нового рядка.

Виникає питання, навіщо взагалі користуватися функцією get(), 
якщо більш зручною є функція getline()? Справа в тому, що 
get() дозволяє бути більш обережним при зчитуванні. Наприклад, 
при зчитуванні функцією getline() неможливо перевірити, зчитано 
весь рядок чи просто читання перервалось у зв’язку із завершенням 
масиву. Для цього потрібно перевірити наступний символ потоку. 
Якщо це символ нового рядку, прочитано все, у протилежному ви-
падку ще не все. Таким чином, при зчитуванні з вхідного потоку 
рядку, що перевищує розмір виділеного рядку, треба бути обереж-
ним, аби не отримати неочікувані результати.

Виникає також питання, що відбудеться при зчитуванні пустого 
рядка? Зверніть увагу, що дія вказаних функцій суттєво відрізня-
ється. Після того, як функція get() прочитає пустий рядок, вона 
встановлює прапорець, який називається failbit. Вплив цього пра-
порця полягає в тому, що наступне уведення блокується і для його 
відновлення потрібно скористатися командою cin.clear().

При використанні функції getline() для зчитування пустого 
рядка такого не відбувається і тому уведення продовжується без 
змін. Однак прапорець failbit встановлюється, якщо цією функці-
єю намагаються зчитати рядок, що має довжину, більшу ніж масив, 
у який відбувається зчитування. Функція get() у цьому випадку 
продовжує зчитування.

Проблеми виникають також, якщо змішувати уведення чисел та 
рядків. Справа у тому, що при зчитуванні числа, що розташовано 
у окремому рядку вхідного потоку, символ нового рядка, який було 
згенеровано натисканням клавіші <Enter>, залишається у вхідній 
черзі. Щоб потім прочитати рядок, потрібно спочатку прочитати та 
відкинути символ нового рядку як пустий рядок. Це можна зробити 
викликом cin.get(), наприклад, так:

int N;
cin>>N;
cin.get();

У мові С++ також можна використати так зване зчеплення, 
скориставшись тим фактом, що вираз cin>>N повертає об’єкт cin:

(cin >> N).get();
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Якщо потрібно обробити багаторядковий текст із вхідного по-
току, також можна скористатися фактом, що зчитування з cin по-
вертає об’єкт cin. Це приводить до того, що коли вхідний потік 
завершиться, cin стане пустим об’єктом і цикл while отримає хибну 
умову (відсутність об’єкту рівносильна хибній умові):

// Визначення максимально можливої довжини рядку
const int len=1001;
char str[len]; // Оголошення рядку
while(cin>>str) // Зчитування одного слова рядку
{
 // Обробка рядка
}

Якщо зчитування відбувається з файлу, кінець файлу сприйма-
ється як закінчення вхідного потоку. Якщо ж зчитується рядок з 
консолі, ознакою завершення вхідного потоку є одночасне натискан-
ня клавіш <Ctrl+z>.

Аналогічно можна читати і цілими рядками:

// Зчитування цілими рядками
while (cin.getline(str,len))
{
 // Обробка рядка
}
Мова С++ має досить велику кількість стандартних функцій 

для обробки рядків. Нижче наведений описдеяких з них.
Назва функції Пояснення

strlen(ім’я_рядку)
Визначає довжину вказаного рядка без 
урахування нуль-символу.

strcpy(рядок_1, рядок_2)
Виконується побайтове копіювання 
символів з рядка_2 у рядок_1.

strncpy(рядок_1, рядок_2, 
кількість_символів)

Побайтово копіює кількість_символів 
зі змінної рядок_2 у змінну рядок_1.

strcmp(рядок_1, рядок_2)

Порівнює вказані рядки з урахуванням 
регістру. Повертає ціле число:
0, якщо рядки еквівалентні;
>0, якщо рядок_1>рядок_2;
<0, якщо рядок_1>рядок_2.
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strncmp(рядок_1, 
рядок_2, 
кількість_символів)

Аналогічно попередньому випадку 
порівнює задану кількість_символів 
двох рядків. Значення, що 
повертаються, аналогічні.

strcat(рядок_1, рядок_2)

Конкатенація (об’єднання) першого та 
другого рядків. Результат вміщується в 
рядок_1. В кінці модифікованого 
першого рядка встановлюється нуль-
символ, а нуль-символ, що раніше 
завершував перший рядок, заміщується 
першим символом рядка_2, вміст якого 
не змінюється. Зверніть увагу, що 
програміст повинен самостійно 
відслідковувати, щоб перший рядок 
мав достатню довжину для вмісту 
результату конкатенації.

strncat(рядок_1, рядок_2, 
кількість_символів)

Функція працює аналогічно функції 
strcat, але з другого рядку береться не 
більше символів, ніж задано аргументом 
кількість_символів.

strupr(рядок)

Функція перетворює усі символи рядка у 
символи верхнього регістру. Символи, що 
не можна перетворити у символи верх-
нього регістру, залишаються без змін.

strchr(рядок, символ)

Пошук першого входження заданого 
символу в рядок. У випадку вдалого 
пошуку функція повертає вказівник на 
місце першого входження. Якщо символ 
не знайдено, функція повертає нуль.

strcspn(рядок_1, рядок_2)
Визначає довжину початкового сегменту 
рядку_1, що містить символи, яких 
немає у рядку_2.

strspn(рядок_1, рядок_2)
Визначає довжину початкового сегменту 
рядку_1, що містить тільки ті символи, 
які вказані у рядку_2.
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strprbk(рядок_1, рядок_2)
Повертає вказівник першого входження 
будь-якого символу з рядка_2 у рядок_1.

atof(рядок)

Перетворює рядок-аргумент у дійсне 
число типу double, яке повертається як 
значення функції. Якщо перетворення 
неможливе, повертається значення 0.

atoi(рядок)

Перетворює рядок-аргумент у ціле число 
типу int, яке повертається як значення 
функції. Якщо перетворення неможливе, 
повертається значення 0.

atoll(рядок)

Перетворює рядок-аргумент у ціле число 
типу long long, яке повертається як 
значення функції. Якщо перетворення 
неможливе, повертається значення 0.

gets(рядок)
Зчитує потік символів зі стандартного 
пристрою уведення у рядок, доки не буде 
натиснута клавіша <Enter>.

У процесі обробки рядків можуть знадобитися функції для ро-
боти з окремими символами.

Назва функції Пояснення

isalnum(символ)
Повертає значення true, якщо аргумент 
є буквою або цифрою, та false у 
протилежному випадку.

isalpha(символ)
Повертає значення true, якщо аргумент 
є буквою, та false у протилежному 
випадку.

isdigit(символ)
Повертає значення true, якщо аргумент 
є цифрою, та false у протилежному 
випадку.

isxdigit(символ)
Повертає значення true, якщо аргумент 
є шістнадцятковою цифрою та false у 
протилежному випадку.

islower(символ)
Повертає значення true, якщо аргумент 
є буквою нижнього регістру та false у 
протилежному випадку.
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isupper(символ)
Повертає значення true, якщо аргумент 
є буквою верхнього регістру, та false у 
протилежному випадку.

isspace(символ)

Повертає значення true, якщо аргумент 
є пропуском (пробілом, табуляцією чи 
переведенням рядка) та false у проти-
лежному випадку.

ispunct(символ)
Повертає значення true, якщо 
аргумент є символом пунктуації, та 
false у протилежному випадку.

toupper(символ)

Якщо аргумент є маленькою буквою, 
функція повертає його, як велику букву, 
і залишає без змін у протилежному 
випадку.

tolower(символ)

Якщо аргумент є великою буквою, 
функція повертає його, як маленьку 
букву,і залишає без змін у протилежному 
випадку.

Стандартно, функції isalnum, isalpha, islower, isupper, 
toupper та tolower вважають буквами лише англійські букви. В 
деяких версіях C++ є бібліотеки, що надають можливість робити 
аналогічні дії з буквами інших алфавітів, але ми зараз це не роз-
глядатимемо.

Розглянемо тепер кілька задач по обробці рядків у стилі С. 
Спочатку розглянемо приклад задачі, яка використовує особли-
вості зчитування рядків за допомогою вхідного потоку cin. Нага-
дуємо, що без використання метода getline зчитування рядків з 
потоку виконується до розділювача, тобто текст буде зчитуватися 
стандартними словами (словом вважається послідовність будь-яких 
символів між пробілами, табуляціями або символами завершення 
рядка). Звідси випливає розв’язок такої задачі.

Приклад 1. Дано рядок. Вивести у вихідний потік новий рядок, 
утворений вилученням з початкового рядкаслів, що мають довжину 
менше трьох символів.

Ідея розв’язання. Якщо зчитувати текст по одному слову, 
розв’язання зведеться до виведення тільки тих слів, що мають до-
вжину більше двох символів. Тобто програма буде мати вигляд:
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int main()
{
 const int Len=1000;
 char str[Len];
 while (cin>>str)
 {
  if (strlen(str)>2) cout<<str<<' ';
 }
 return 0;
}

Аналогічно можна знайти довжину найдовшого слова. У цьо-
му випадку потрібно запам’ятовувати довжину того слова, яке має 
більше символів, ніж усі попередні. Для цього уводиться поняття 
еталону – змінної, що зберігає довжину слова, довшого, ніж попе-
редній еталон.

int main()
{
 const int Len=1000;
 char str[Len];
 int etalon=0; // Слів довжини менше 0 не буває
 while (cin>>str)
 {
  // Якщо знайдено слово більшої довжини,
  // etalon переприсвоюється
  if (strlen(str)>etalon)
   etalon=strlen(str);
 }
 cout<<etalon<<endl;
 return 0;
}

Дещо схоже виконується пошук самого найдовшого слова: про-
сто у цьому випадку еталоном є саме слово, а не його довжина.

int main()
{
 const int Len=1000;
 char str[Len];
 char etalon[Len]; // Тепер еталоном є саме слово
 cin>>etalon;
 // Перше слово зчитується в рядок etalon.
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 while (cin>>str)
  if (strlen(str)>strlen(etalon))
   strcpy(etalon,str);
 cout<<etalon<<endl;
 return 0;
}

Тепер розглянемо більш складні задачі, які для свого розв’язання 
вимагають використання функцій, як стандартних, так і користу-
вацьких.

Оскільки методи обробки багаторядкового тексту не відрізня-
ються від обробки одного рядка, будемо пропонувати розв’язки для 
одного рядка. Основна програма, яка забезпечує безпосереднє уве-
дення багаторядкового тексту буде мати приблизно такий вигляд:

int main()
{
 const int len=1000;
 char str[len];
 while (cin.getline(str,len))
 {
  // Обробка уведеного рядка
 }
 // Виведення результату
 return 0;
}

Приклад 2. Знайти в рядку кількість заданих символів. Сим-
вол уводиться у першому рядку вхідного потоку.

Ідея розв’язання. Щоб прочитати один символ з вхідного пото-
ку, використаємо метод get() у такий спосіб:

char ch;
cin.get(ch).get();
Оформимо розв’язок задачі функцією, аргументами якої буде 

заданий символ та даний рядок:

int count_char(char ch, char str[])
{
 int cnt=0;
 for (int i=0; i<strlen(str); i++)
  if (toupper(str[i])==toupper(ch))
   cnt++;
 return cnt;
}
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Зверніть увагу, що в умові не вказано, які – великі чи малень-
кі – букви потрібно шукати. Як правило, в нашій свідомості великі 
та маленькі букви є однаковими, а тому функція, передбачаючи це, 
перетворює і шуканий символ, і символи рядка у великі, а тільки 
потім порівнює.

Тепер ускладнимо задачу і спробуємо знайти не один символ, 
а підрядок. Підхід до розв’язання цієї задачі схожий: потрібно по-
рівнювати символи рядків з урахування регістру. Але тепер одного 
порівняння недостатньо – доведеться посимвольно порівнювати два 
рядки. Для цього потрібно запустити вкладений цикл, що завер-
шить свою роботу у випадку закінчення еталонного рядку або зна-
ходження відмінного символу.

int count_fragment(char etalon[], char S[])
{
 intcnt=0;
 int LenS=strlen(S), LenEtalon=strlen(etalon);
 for (int i=0; i<=LenS-LenEtalon; i++)
 {
  int j=0;
  while (j<LenEtalon && toupper(S[i+j])==toupper(etalon[j]))
   j++;
  if (j==LenEtalon) cnt++;
 }
 return cnt;
}

Зверніть увагу на умову роботи першого циклу: вона передбачає 
аналіз виходу за межі рядку, що перевіряється, а крім того ще й 
уникає багатократних вимірювань довжин рядків.

Взагалі кажучи, функція strlen працює дещо повільно, справді 
шукаючи кінець рядка шляхом його перегляду. Коли треба працю-
вати зі справді довгими рядками (як-то сотні тисяч чи мільйони 
символів), вимірювання довжини через strlen(str) надто повіль-
не, щоб робити його на кожній ітерації. Якщо зберегти довжину 
рядка в окрему змінну, цих затримок можна уникнути.

Ще один спосіб – переписати цикл проходження по рядку так:

for (int i = 0; str[i]; i++) …

(тобто, замість «i < strlen(str)» вжито «str[i]»). Це працює 
завдяки нуль-термінатору наприкінці рядка у стилі C та ставленню 
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до 0 як до false, а до ненулів як до true. Так і виходить: поки є 
символи (ASCII-код ненульовий), цикл продовжується; коли настає 
кінець (нуль-термінатор), цикл припиняється.

Приклад 3. Дано текст. Потрібно «стиснути» його, вилучивши 
усі подвоєні символи. Наприклад, з тексту "Classaasskk" потрібно-
отримати текст "Clasask".

Ідея розв’язання. Вилучення елементів з символьного маси-
ву (як, між іншим, і з будь-якого іншого)неможливо робити без-
посередньо (можна лише зі «зсувами хвоста»). Тому пропонуємо 
зарезервувати допоміжний рядок, у який переписувати тільки ті 
символи, які не мають подвоєння (тобто два сусідніх символи не 
однакові). Функція, що виконує описаний алгоритм, буде мати ви-
гляд:

void rewrite(char S[],char answer[])
{
 // Перший символ завжди потрапляє 
 // у результуючий рядок
 answer[0]=S[0];
 // Початок індексації результуючого рядка
 int j=1;
 // Переписування у результуючий рядок без подвоєння
 for (int i=1; i<strlen(S);i++)
  if (S[i]!=S[i-1]){
   answer[j]=S[i];
   j++;
  }
    //Внесення завершального символу рядка
    answer[j]=’\0’;
}

Приклад 4. Виконати заміну заданого символу на інший, при-
чому якщо знайдений символ – велика буква, замінити його потріб-
но на велику (незалежно від регістру введених символів), якщо ж 
маленька – на маленьку (знову ж таки незалежно від регістру уве-
дених символів). Наприклад, якщо заданий символ «A», а шуканий 
«e», то у тексті Amma перший символ «A» потрібно замінити на вели-
ку букву «E», а другий – на маленьку букву «e». Тобто, результатом 
заміни буде слово Emme.

Ідея розв’язання. При розв’язанні цієї задачі має сенс викорис-
тати не тільки функції визначення регістру, а й переведення у зада-
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ний регістр окремих символів. Функція, що виконує задані заміни, 
має такий вигляд:

void change(char a, char b, char str[])
{
 for (int i=0;i<strlen(str); i++)
  // Перевірка на збіг символів незалежно від регістру
  if (toupper(str[i])==toupper(a)) {
   if (isupper(str[i]))
    str[i]=toupper(b);
    // Заміна на велику букву
   else
    str[i]=tolower(b); // на малу
  }
}

Аналогічно виконується заміна одного підрядка іншим. Домови-
мося тільки у цьому випадку при пошуку потрібного слова відслід-
ковувати регістр усіх букв, а вставляти вже у тому регістрі, який 
задано. Наступна функція реалізує описаний підхід:

void change_fragment(char first[],char second[],char S[])
{
 int index=0, i=0, LenS=strlen(S);
 int LenFirst=strlen(first);
 char answer[LenS];
 // Перший рядок переводимо у верхній регістр
 // для підвищенняшвидкодії
 strupr(first);
 // Обробка заданого рядка в межах, що може
 // містити рядок first
 while (i <=LenS-LenFirst)
 {
  // Пошук першого рядку у другому
  int j=0;
  while(j<LenFirst && toupper(S[i+j])==first[j])
   j++;
  if (j==LenFirst)
  {
   // Якщо перший рядок first знайдено,
   // переписуємодругий рядок
   // у результуючий масив
   for (int j=0; second[j]; j++,index++)
    answer[index]=second[j];
   // Пропускаємо символи першого рядка
   i+=LenFirst;
  }



49

Ірина Скляр. Обробка текстових даних

  else
  {
   // Символи, що не утворюють перший рядок,
   // просто переписуємо у результуючий рядок
   answer[index]=S[i];
   index++;i++;
  }
 }
 // Переписування необробленого «хвоста»
 // у результуючий рядок
 while (i<LenS)
 {
  answer[index]=S[i];
  index++; i++;
 }
 // Копіювання результуючого рядку в початковий
 strcpy(S,answer);
}

Як бачите, розв’язок вийшов досить громіздкий. Знову-таки це 
пов’язано з тим, що у символьному масиві заборонені не тільки опе-
рації видалення його частини, а й вставлення іншого символьного 
масиву у даний. Тому у запропонованому розв’язку знову уведено 
поняття результуючого рядка, який заповнюється таким чином:

• Якщо шуканий рядок first знайдено (в будь-якому регістрі), 
у результуючий рядок переписується посимвольно другий рядок 
second, після чого у заданому рядку пропускається відповідна кіль-
кість символів.

• Інакше (символ заданого рядка відрізняється від першого 
символу пошукового рядка first, чи наступний символ заданого 
рядка відрізняється від другого символу пошукового рядка first, 
і т. д.), один поточний символ заданого рядка переписується у ре-
зультуючий символьний масив answer без змін.

Після завершення перегляду даного рядка в межах, де може 
бути присутнім шуканий рядок, здійснюється посимвольне перепи-
сування необробленого «хвоста» з першого у результуючий рядок. 
Крім того, у даній функції реалізується ідеологія зміни початково-
го рядка, а не створення нового. Тому наприкінці функції утворе-
ний результуючий рядок answer копіюється стандартною функцією 
strcpy у початковий рядок S.

Приклад 5. Перевірити, чи є заданий рядок ідентифікатором, 
тобто містить тільки англійські букви будь-якого регістру, символ 



50

Ірина Скляр. Обробка текстових даних

підкреслення або цифри, та починається не з цифри. Наприклад, 
слова class, x1, X_2 та _9clas є ідентифікаторами, а слова 11_A, 
13_septembers та 15– ні.

Ідея розв’язання. Цю задачу можна розв’язати двома мето-
дами: 

• посимвольно перевірити усі символи на «правильність» 
(тільки дозволені для використання символи);

• скористатися стандартними функціями для роботи з ряд-
ками.

Перший символ в обох методах перевіряється одним виразом за 
допомогою стандартної функції isdigit(S[0]), яка повертає зна-
чення true, якщо символ є цифрою.

Напишемо функцію, яка у випадку входження символу, що не 
є дозволеним (англійською буквою, цифрою або знаком підкреслен-
ня), буде повертати значення false. Крім того, false повертати-
меться у випадку, коли перший символ – цифра або довжина рядка 
дорівнює 0 (рядок пустий). Функція має такий вигляд:

bool isIdentifier(char S[])
{
 // Перевірка довжини рядка
 if (strlen(S)==0) return false;
 // Перевірка першого символу
 if (isdigit(S[0])) return false;
 int i=0;
 while (i<strlen(S) && (S[i]==’_’ || isalnum(S[i]))) 
  i++;
 // Якщо не знайдено жодного небажаного символу
 // до завершення рядка, повертається значення true
 return (i==strlen(S));
}

Приклад 6. Задано текст, що може містити натуральні десяткові 
числа. Знайти суму всіх чисел, що є у тексті. Наприклад, якщо текст 
містить послідовність символів "13jhffgefje 5 23 hjdhfs 123", ре-
зультат повинен бути рівним 164.

Ідея розв’язання. Пропонуємо такий алгоритм: рухаючись по 
рядку, вибираємо з нього в інший рядок всі цифри, розташовані під-
ряд. Перетворюємо отриманий рядок (фактично це багатоцифрове 
число) у ціле число стандартною функцією atoll. На наш погляд, 
зручно оформити функцію, яка спочатку буде пропускати усі сим-
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воли, що не є цифрами, а вже потім вибирати всі знайдені цифри у 
інший рядок. Враховуючи, що тип long long не може мати більше 
19 цифр, допоміжний рядок зарезервуємо на 20 символів. Функція, 
що реалізовує знаходження чергового числа, має такий вигляд:

long long str_to_int(char S[], int &pos)
{
 // Пропускаємо нецифрові символи рядку
 while (pos<strlen(S) && !isdigit(S[pos])) pos++;
 char temp[20]; int i=0;
 // Вибираємо цифрові символи у допоміжний рядок
 while (pos<strlen(S) && isdigit(S[pos]))
 {
  temp[i]=S[pos];
  pos++; i++;
 }
 // Вносимов рядок завершальний символ
 temp[i]='\0';
 // Конвертуємо рядок у ціле число (longlong)
 return atoll(temp);
}

Зверніть увагу, що аргументами цієї функції є заданий рядок 
та поточний індекс (позиція розглядуваного символу в рядку). Ця 
функція приймає другий аргумент за посиланням, щоб після зна-
ходження чергового числа його значення було рівним індексу на-
ступного після знайденого числа символу рядка (й це було доступно 
в тому місці коду, звідки викликали цю функцію).

Наведемо також основну програму для даного прикладу.

int main()
{
 const int len=1000;
 char str[len];
 long long res=0;
 while(cin.getline(str,len))
 {
  int i=0;
  while(i<strlen(str))
  {
   // Знаходження чергового числа та
   // додавання його до результату
   res+=str_to_int(str,i);
  }
 }
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 cout<<res<<endl;
 return 0;
}

Взагалі для інших прикладів основна програма буде мати схо-
жий вигляд. Але пропонуємо вам самостійно її модифікувати під 
кожну задачу.

Приклад 7. Дано рядок. Перевернути його. Наприклад, з ряд-
ку abcdef потрібно отримати fedcba.

Ідея розв’язання. Очевидно, що для отримання бажаного ре-
зультату потрібно поміняти місцями перший символ рядку з остан-
нім, другий – з передостаннім, третій – з передпередостаннім і так 
далі. Всього буде зроблено Len

2
 замін, де Len – довжина рядка. Цикл, 

що виконує описаний алгоритм, має такий вигляд:

int Len=strlen(S);
for (int i=0; i<Len/2; i++)
 swap(S[i],S[Len-i-1]);

Однак, оскільки дана задача може бути підзадачею інших за-
дач, узагальнимо її розв’язок і напишемо функцію, що перевертає 
не весь рядок, а його частину від елементу з індексом Left до еле-
менту з індексом Right:

void reverse(char S[], int Left, int Right)
{
 //Кількість потрібних перемін
 int Len=(Right–Left)/2;
 for (int i= 0; i<=Len; i++)
  swap(S[Left+i],S[Right-i]);
}

Тепер за допомогою цієї функції можна перевернути весь рядок, 
виконавши виклик reverse(str,0,strlen(str)-1), або його части-
ну. Перевернутий рядок можна використовувати для перевірки, чи 
є заданий рядок паліндромом (читається в обох напрямках однако-
во, наприклад, qwerewq). Порівняння початкового та перевернутого 
рядків можна виконати за допомогою ще однієї стандартної функції 
strcmp.

Ще одне дуже цікаве застосування цієї функції можна запро-
понувати для розв’язання такої задачі. Дано рядок. Потрібно у 
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ньому поміняти місцями два задані фрагменти (можливо, різної 
довжини). Фрагменти задаються своїми лівими та правими індек-
сами. Наприклад, якщо для рядку absdefghijklmnop потрібно 
поміняти місцями фрагменти з 2-го символу по 4-й та з 7-го по 
11-й (нумерація скрізь з 0), отримаємо такий результат. Початко-
вий рядок має вигляд:

a b c d e f g h i j k l m n o p
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Нижній рядок таблиці являє собою номери символів рядку.
Після вказаної переміни місцями ми повинні отримати такий 

рядок:

a b h i j k l f g c d e m n o p
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Зверніть увагу, що з лівої та правої сторін рядку символи свого 
місцеположення не змінили.

Перша ідея, яка спадає на думку, це використання допоміжного 
рядка. Але це потребує додаткових витрат пам’яті, що при великих 
розмірах рядків нераціонально. Пропонуємо інший варіант: кілька 
разів перевернути частини масиву:

1. Перевернути кожен із заданих фрагментів та фрагмент між 
ними (кожен окремо). В результаті для наведеного прикладу отри-
маємо такий рядок abedcgflkjihmnop (перший та другий перевер-
нуті фрагменти підкреслені).

2. Тепер перевернути всючастину рядка цілком від початку 
першого фрагмента до кінця другого. Отримаємо abhijklfgcdemnop, 
тобто задача розв’язана.

Фрагмент програми, що розв’язує вказану задачу цим спосо-
бом:

reverse(S,left1,right1);
reverse(S,right1+1,left2-1);
reverse(S,left2,right2);
reverse(S,left1,right2);

Тут left1, right1 – індекси першого фрагмента, а left2, right2 – 
індекси другого фрагмента рядка (left1<right1<left2<right2).
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Клас string
Другим методом роботи з рядками є використання так званих 

рядків basic_string<...>. Фактично, basic_string<...> – це схо-
вище для фізичного подання символів, що можуть зберігатися у 
різних кодуваннях. Інваріантом basic_string<...> є клас string, 
який дозволяє зберігати символи ASCII-кодування (розміром в 
1 байт), тобто послідовність символів типу char.

Реалізацію класу у стандартній бібліотеці можна подати так:

Розмір буфера

Розмір рядка

Вказівник

Буфер

Купа

Як видно, сам рядок розміщений у вільній оперативній пам’яті 
комп’ютера (купі), а клас зберігає, по-перше, вказівник на область 
пам’яті у купі, та два поля, що відповідають за розмір. Виникає пи-
тання: навіщо два поля розміру? Справа в тому, що розмір буфера, 
який виділений для збереження рядка, та безпосередньо довжина 
рядка можуть відрізнятися. Розмір рядка (кількість символів, яку 
він фактично містить) зберігати потрібно для того, щоб під час об-
робки не витрачати час на виконання достатньо розповсюдженого 
запиту на довжину рядка. А ось буфер, більший самого рядка, по-
трібен для оптимізації роботи програми. Пояснимо, навіщо робити 
буфер більшим рядка, що оброблюється.

Справа в тому, що однією з часто використовуваних операцій 
при обробці рядків є операції додавання до нього нових символів 
або «зчеплення» одного рядказ іншим. Замість того, аби кожен раз 
виділяти пам’ять під нові символи та переміщувати символи при 
кожній зміні розміру рядка, реалізація класу string має «розум-
ну» систему виділення пам’яті більшого розміру, ніж рядок, який 
потрібно зберігати. У випадку, коли залишки пам’яті підходять до 
кінця і потрібне нове виділення, новий буфер робиться знову біль-
ше, ніж потрібно для приєднання іншого рядка. При такому підході, 
хоч і збільшується загальний розмір рядка, зате значно зменшу-
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ються кількості запитів на виділення пам’яті та переносів символів. 
Врешті-решт це досить суттєво підвищує швидкість обробки рядків.

Аналіз програм з рядками показує, що більшість оброблених 
рядків мають доволі малий розмір. А тому розробники бібліотеки 
використали такий прийом: якщо рядок повністю вміщується у ма-
сив, додатковий буфер у купі не виділяється і рядок зберігається у 
самому об’єкті string. Якщо ж довжина рядка перевищує деяке за-
дане число, то у купі виділяється буфер і вказівник стає зв’язуючою 
ланкою між об’єктом string та буфером. Відповідно, сучасна реа-
лізація класу string ще більш оптимізована за часом обробки. Він 
містить, крім вже вказаних частин, ще й статичний масив символів, 
тобто його реалізація така:

Розмір буфера

Розмір рядка
Буфер

Купа

Масив

Вказівник

Об’єкт класу string можна створити, використовуючи різні 
види перевантаженого конструктора:

• string one("Hello, world!"); – створюється об’єкт, ініці-
алізований значенням "Hello, world!";

• string two(20, '$'); – створюється об’єкт, ініціалізований 
значенням, що містить 20 однакових символів '$';

• char alls[] = "All’s well that ends well";  
stringt hree(alls, 20); – створюється об’єкт, ініціалізований пер-
шими двадцятьма символами символьного рядку типу С;

• string four(three); – створюється об’єкт, ініціалізований 
об’єктом three такого самого класу string;

• string five(three, 7, 16); – створюється об’єкт, ініціа-
лізований шістнадцятьма символами об’єкту three класу string, 
починаючи з сьомого.

А можна описати об’єкт класу string, використовуючи звичний 
метод:

string first = "All’s well that ends well";
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Можна також при описі рядку не ініціалізувати його початко-
вим значенням взагалі:

string first; // Опис без ініціалізації

При описі об’єкта класу string без ініціалізації гарантовано, що 
він набуде значення порожнього рядка, тобто жодної літери. (Всупе-
реч тому, що для примітивних типів, а також для рядків у стилі С, 
опис без ініціалізації нічого не гарантує. Зокрема, не ініціалізоване 
число не зобов’язане дорівнювати 0, його значення може залежати 
від багатьох несподіваних причин. А для класу string гарантія є.)

В усіх випадках при описі розмір об’єкту string не вказується, 
оскільки цей рядок є динамічним (його розмір змінюється під час 
роботи), а об’єкт містить посилання на область пам’яті у купі.

Для об’єктів класу string перевантажено багато звичних для 
нас операцій. Так, рядки можна присвоювати один одному звичай-
ною командою присвоєння:

string first, second;
second = first;

Можна також об’єкту класу string присвоїти рядок у стилі С:

first = "Hello, world!";

Над рядками типу string набагато простіше виконувати більш 
складні операції. Так, рядки можна «зчеплювати» за допомогою 
звичайної операції «+», наприклад:

first = first + second;

У результаті рядок first буде містити символи обох рядків, 
причому, не потрібно слідкувати за довжиною результуючого ряд-
ка: оскільки об’єкти string є динамічними, система автоматично 
збільшує їх розмір до потрібного.

Для об’єктів класу string перевантажена також операція «+=». 
Так, попередня команда присвоєння може бути записана в такий 
спосіб:

first += second;
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Результатом її роботи також буде рядок, що містить символи 
обох вказаних рядків.

Для введення та виведення рядків можна використовувати 
об’єкти cin та cout, але, як і раніше, зчитуватися буде послідов-
ність символів до стандартного розділювача – пробілу, табуляції або 
кінця рядка, наприклад:

string first;
cin >> first;
cout << first;

Якщо потрібно прочитати весь рядок з пропусками, то, як і для 
рядків у стилі С, використовується функція getline():

getline(cin, first);

Цю функцію можна також використовувати з третім 
необов’язковим аргументом – символом, який буде використовува-
тись для завершення уведення. Наприклад, при виклику

getline(cin, first, '!');

зчитування буде тривати до першого входження символу ! (знак 
оклику). У разі відсутності цього символу уведення завершиться 
тільки в кінці файлу або при введенні з клавіатури <Ctrl+z> (кі-
нець даних).

У всіх випадках виконується автоматична зміна розміру об’єкта 
класу string у відповідності до кількості уведених символів. Саме 
тому, кількість уведених символів не може бути аргументом функ-
ції getline() на відміну від зчитування рядків у масив символів 
(рядки в стилі С).

Функція getline(), застосована до об’єкту класу string, буде 
зчитувати дані з вхідного потоку, доки не відбудеться одна з на-
ступних подій:

• Досягнуто кінець файлу.
• Досягнуто роздільний символ (за замовчанням \n). Цей 

символ вилучається з вхідного потоку, але не зберігається.
• Прочитано максимальну можливу кількість символів.
На максимально можливу кількість символів рядку існує кілька 

обмежень. Перше з них – максимально дозволена довжина рядка, 
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що задається системою. Як правило, вона є максимально можливим 
значенням типу int. Другий обмежуючий фактор – розмір пам’яті, 
що доступна програмі.

Враховуючи, що тип string є класом, у нього є методи, які ви-
кликаються стандартним шляхом:

ім’я_об’єкту.ім’я_методу(...);

Існує метод getline для об’єкту cin, який теж дозволяє увести 
рядок разом з пробілами. У цьому випадку функція-член потребує 
два аргументи: перший – об’єкт типу string, а другий – кількість 
символів, які потрібно прочитати. Наприклад, cin.getline(S, 20). 
Очевидно, що цей метод менш зручний, ніж попередній, оскільки 
розмір рядка, що уводиться, як правило невідомий. Правда, якщо 
розмір вказано більше реального, зчитування буде відбуватися до 
символу кінця рядку, але все одно це не завжди зручно, особливо 
для зовсім невідомого тексту.

Для розв’язання багатьох задач з обробки рядків, потрібно зна-
ти, скільки символів зберігає в поточний момент об’єкт string. Існу-
ють дві функції-члени класу string для визначення довжини рядка: 
size() і length(), які повертають кількість символів у рядку: 

string S;
int LenS = S.size();

або

int LenS = S.length();

Вони абсолютно ідентичні і їх вибір забезпечується тільки уподо-
баннями самого програміста. Як вже відзначено, ця кількість симво-
лів зберігається в об’єкті класу string готова, тож використання в 
циклі, наприклад, умови продовження i < S.size() не призводить 
до затримок, аналогічних strlen.Тому, згадана там перевірка «S[i] не 
є нуль-термінатором» для рядків класу string абсолютно не потріб-
на (і при цьому ризикована, бо за деяких налаштувань компілятора 
працює, а за деяких інших вважається виходом за межі діапазону).

Якщо з певних причин потрібно знати максимально можливу 
довжину рядка, що забезпечується системою (дивись вище), можна 
використати метод max_size().



59

Ірина Скляр. Обробка текстових даних

Крім того, як і раніше, об’єкт класу string є послідовністю сим-
волів, а тому дістатися до них можна за допомогою індексів, при-
чому перший символ має індекс 0, а останній – S.size()-1. Врешті-
решт, при суттєвій зміні методу збереження рядка, все одно клас 
string подає рядок як деяку послідовність символів, а тому осно-
вні принципи його обробки не відрізняються від принципів обробки 
рядків типу С.

Порівняння об’єктів класу string здійснюється з використан-
ням перевантажених операцій:

• ==, != – посимвольне порівняння (результатом операції буде 
значення true при повному збігу рядків, або false при розбіжності 
хоча б в одному символі відповідно);

• <, >, <=, >= – лексикографічне порівняння рядків, тобто по-
рівняння до першого відмінного символу. Більшим буде вважатися 
рядок, у якого перший відмінний символ буде більшим (мати біль-
ший код в ASCII-таблиці), а якщо одне зі слів є початком іншого, то 
більшим буде довше слово.

Мова С++ має досить велику кількість методів для обробки 
об’єктів класу string. Нижче наведений опис деяких з них:

Назва функції Пояснення
clear() Вилучає всі символи рядка.

empty()
Повертає значення true, якщо рядок 
пустий, та false у протилежному 
випадку.

erase(<позиція>)
erase(<позиція>, 
<кількість символів, 
що вилучаються>)

Вилучає символи з рядка, починаючи 
із заданої позиції до кінця рядка, або 
задану кількість символів, починаючи 
із заданої позиції.

insert(<позиція>, 
<кількість символів>, 
<символ>)
insert(<позиція>, 
<підрядок, що 
вставляється>)

Починаючиіз заданої позиції, вставляється 
задана кількість заданих символів або, 
починаючи із заданої позиції, вставляється 
заданий підрядок повністю. Довжина 
рядка збільшується на кількість символів, 
що вставляються.



60

Ірина Скляр. Обробка текстових даних

substr(<позиція>)
substr(<позиція>, 
<кількість символів>)

Повертає підрядок даного рядка, почина-
ючи із символу, що міститься у заданій 
позиції, і до кінця рядка, або підрядок, 
що починається із заданої позиції та 
містить задану кількість символів (якщо 
символів замало, то всі до кінця рядка).

find(<підрядок>, 
<позиція>)

Шукає перше входження заданого 
підрядка у рядку, починаючи із заданої 
позиції. Якщо позиція не задана, пошук 
здійснюється з початку рядка. Якщо 
підрядок знайдено, повертається індекс 
першого символу, з якого починається 
підрядок (при заданій позиції це 
значення буде не менше цієї позиції). 
Якщо підрядок не знайдено, повертається 
значення «–1», однак це значення є 
беззнаковим, тобто насправді є макси-
мальним числом, що вміщується в тип 
unsigned int.

find_first_of(<підрядок>, 
<позиція>)

Шукає у заданому рядку перше входження 
будь-якого символу із заданого підрядка, 
починаючи із заданої позиції. Якщо 
позиція не задана, пошук здійснюється 
з початку рядка. Значення, що поверта-
ється функцією, визначається аналогічно 
попередньому методу.

find_first_not_of 
(<підрядок>, 
<позиція>)

Шукає в заданому рядку перше входження 
символу, що відрізняється від символів 
підрядка. Виклик та результат значення, 
що повертається, аналогічні попередній 
функції.

c_str()
Повертає вказівник на масив символів, 
який зберігається у рядку.

Це далеко не всі методи, що має клас string, але наша мета 
показати загальні принципи обробки рядків. В подальшому ми про-
понуємо Вам шукати інші стандартні методи або створювати власні 
залежно від поставлених задач.
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Розглянемо тепер кілька задач, що вимагають обробки текстів.
Задача 1. Дано довільний англійський текст. Провести частот-

ний аналіз тексту, тобто знайти, скільки разів зустрічається в ньому 
кожна англійська буква (маленькі та великі букви вважаються од-
наковими).

Ідея розв’язання. По-перше, оскільки за умовою дано довіль-
ний текст, потрібно передбачити, що у вхідному потоці він може 
бути багаторядковим. Саме тому зчитування потрібно організувати 
циклом while, який працюватиме, доки вхідний потік буде мати 
хоч якісь символи. При відсутності у вхідному потоці даних (або 
досягненні символу «^Z», він же <Ctrl+z>, що свідчить про за-
вершення введення) умова роботи циклу стає хибною і зчитування 
завершується.

По-друге, пропонуємо для розв’язання задачі використати ідею 
індексного сортування, яка полягає в тому, що кожна латинська 
буква тексту буде індексом масиву лічильників. Однак, оскільки 
індексація в масиві у мові програмування С++ починається з нуля, 
кожен символ «коригується» відніманням коду великої латинської 
букви «А». Це приводить до того, що нульовий елемент масиву буде 
містити кількість латинських букв «А», перший елемент – кількість 
латинських букв «В», другий елемент – кількість латиських букв 
«С» і так далі.

Програма мовою С++ буде мати такий вигляд:

// Функція виведення результатів 
// проведеного частотного аналізу
// Оскільки у латинському алфавіті тільки 26 букв,
// масив містить саме стільки елементів
void print(int cnt[])
{
 for (int i=0; i<26; i++)
  cout << char(i+'A') << ' ' << cnt[i] << endl;
}

int main()
{
 string S;
 // Масив лічильників, ініціалізований нулями
 int answer[26]= {0};
 while(getline(cin,S))
 {
  for (int i=0; i<S.size(); i++)
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   if (toupper(S[i])>='A' && toupper(S[i])<='Z')
    answer[toupper(S[i])-'A']++;
 }
 print(answer);
 return 0;
}

Зверніть увагу, що програма обробляє будь-який текст, який 
може містити не тільки латинські букви, а тому кожен символ ряд-
ка перевіряється на приналежність англійському алфавіту. Чи є 
символ рядка буквою латинського алфавіту можна перевірити й 
використанням стандартної функції isalpha. Тоді команда розгалу-
ження в тілі циклу буде мати такий вигляд:

if (isalpha(S[i]))
 answer[toupper(S[i])-'A']++;

Задача 2. Дано римське число, записане великими латинськи-
ми літерами. Гарантується, що це число не перевищує значення 2000 
десяткової системи числення. Знайдіть десятковий еквівалент цього 
числа.

Ідея розв’язання: Як відомо, римська система числення має 
всього сім цифр:

I – 1 (одиниця); C – 100
V – 5 D – 500
X – 10 M – 1000
L – 50
Далі з цих цифр утворюються числа, причому для отримання су-

часного десяткового еквівалента числа потрібно між цифрами викону-
вати арифметичні дії додавання або віднімання. Якщо менша цифра 
стоїть лівіше більшої, її значення віднімається від результату, інакше 
додається. Додаються також рівні цифри. Простіше всього дивитися на 
число справа наліво, і тоді перша праворуч цифра завжди додається, 
а всі наступні або додаються (якщо вони більші або рівні попередньої), 
або віднімаються (якщо вони менші попередньої). З урахуванням опи-
саного алгоритму, розв’язок мовою С++ має такий вигляд.

// Функція, що повертає десятковий еквівалент
// однієї римської цифри
int roman_to_dec(char c)
{
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 if (c=='I') return 1;
 if (c=='V') return 5;
 if (c=='X') return 10;
 if (c=='L') return 50;
 if (c=='C') return 100;
 if (c=='D') return 500;
 if (c=='M') return 1000;
}

int main()
{
 string s;
 cin >> s;
 int answer = roman_to_dec(s[s.size()-1]);
 for (int i=s.size()-2; i>=0; i--)
  if (roman_to_dec(s[i])>=roman_to_dec(s[i+1]))
   answer+=roman_to_dec(s[i]);
  else
   answer -= roman_to_dec(s[i]);
 cout << answer << '\n';
 return 0;
}

Задача 3. Дано десяткове число, що не перевищує за значенням 
3000. Знайти еквівалент цього числа у римській системі числення.

Ідея розв’язання. Римська система числення є непозиційною і 
має 7 цифр (дивись задачу 2). Причому, якщо уважно подивитися 
на цифри, то виявиться, що три цифри (I, V та X) беруть участь 
в утворенні цифри одиниць десяткового числа, три римські цифри 
(X, L та C) утворюють цифру десятків десяткового числа,та три циф-
ри (C, D та M)утворюють цифру сотень. Тисячі в десятковому числі 
можна отримати тільки за допомогою цифри М. Між цифрами вико-
нуються арифметичні дії додавання або віднімання в залежності від 
їх взаємного розташування вчислі. Відповідно, якщо потрібно отри-
мати римський записчисла 3, використовується єдина римська циф-
ра І, але тричі – ІІІ, а якщо числа 6, то дві римських цифри V та I – 
VI. Все було б нескладно, якби не існувало обмеження: більше трьох 
однакових цифр стояти поруч не може!!! Відповідно, вісім можна 
отримати, як VIII, а дев’ять, як VIIII– ні! Для цифр, що пограничні 
з п’ятіркою, десяткою, п’ятидесяткою, соткою, п’ятисоткою та тися-
чею, існує інше подання: четвірка – це IV, дев’ять – IX, cорок – XL, 
дев’яносто – XC, чотириста – CD та дев’ятсот – CM.
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Оскільки для цифр різних розрядів десяткового числа викорис-
товуються різні трійки чисел, пропонуємо такий підхід: для кожно-
го розряду десяткового числа використаємо свою трійку римських 
цифр (дивись вище), яку будемо передавати як аргумент у функцію 
конвертації однієї десяткової цифри у римський еквівалент. Оста-
точне римське число будемо отримувати склеюванням окремих час-
тин римського числа, що конвертуються в залежності від розряду 
десяткового представлення числа. Розв’язок задачі мовою С++:

//Функція, що повертає римський еквівалент
//однієї десяткової цифри
string dec_to_roman(int numeral,string dig_roman)
{
 string s; //Гарантовано порожній рядок
 if(numeral==1) s+=dig_roman[0];
 if(numeral==2) s+=dig_roman[0]+dig_roman[0];
 if(numeral==3) s+=dig_roman[0]+dig_roman[0]+dig_roman[0];
 if(numeral==4) s+=dig_roman[0]+dig_roman[1];
 if(numeral==5) s+=dig_roman[1];
 if(numeral==6) s+=dig_roman[1]+dig_roman[0];
 if(numeral==7) s+=dig_roman[1]+dig_roman[0]+dig_roman[0];
 if(numeral==8) s+=dig_roman[1]+dig_roman[0]
                  +dig_roman[0]+dig_roman[0];
 if(numeral==9) s+=dig_roman[0]+dig_roman[2];
 return s;
}

int main()
{
 int N;
 cin>>N;
 // Отримання цифри тисяч: N/1000 букв 'M'
 string answer(N/1000, 'M'); // 'M' типу char
 // Отримання цифри сотень
 answer += dec_to_roman(N/100%10,"CDM");
 // Отримання цифри десятків
 answer += dec_to_roman(N/10%10,"XLC");
 // Отримання цифри одиниць
 answer += dec_to_roman(N%10,"IVX");
 cout << answer << '\n';
 return 0;
}

Задача 4. Дано рядок, що містить тільки круглі (відкриваючі 
та закриваючі) дужки. Напишіть програму, яка перевіряє правиль-
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ність даної дужкової послідовності, тобто кожній закриваючій дуж-
ці обов’язково передує відкриваюча і кількість дужок обох типів 
однакова. Наприклад, послідовність (()())(()) є правильною, а 
послідовності (()))( або ((()) – ні.

Ідея розв’язання. Уведемо поняття так званого балансу дужок, 
який буде збільшуватися на 1, якщо в рядку зустрічається відкрива-
юча дужка, та зменшується на 1 при зустрічанні закриваючої. Тоді 
для правильної послідовності (()())(()) стан балансу буде таким:

0 1 2 1 2 1 0 1 2 1 0
Перший 0 – початковий стан балансу. Далі кожне число відпо-

відає за баланс на кожному кроці перевірки символів рядку.
Для помилкового рядку, наприклад, (()))( стан буде таким:
0 1 2 1 0 -1 0
Поява числа «–1» серед результатів свідчить про помилку: зу-

стрілася закриваюча дужка раніше відкриваючої. Крім того, оче-
видно, що наприкінці роботи значення балансу повинно бути 0 – 
кількість дужок обох типів однакова. Функція, яка перевіряє баланс 
однієї дужкової послідовності буде мати вигляд:

bool balance(string S)
{
 int cnt=0;
 for (int i=0; i<S.size(); i++)
 {
  if (S[i]==’(‘) cnt++;
  else cnt--;
  if (cnt<0) return false;
 }
 return (cnt==0);
}

Сподіваємося, що основну програму Ви оформите самостійно.
Задача 5. Нещодавно експедиція у сусідню галактику знайшла 

на одній з тамтешніх планет цивілізацію маленьких жвавих гума-
ноїдів, яких дослідники умовно стали називати «атугалапами». Їх 
самобутню мову науковці зрозуміли далеко не одразу. Але тепер 
вони знають, за якими правилами граматики атугалапи утворюють 
слова. Вони дуже прості: 

1. Алфавіт атугалапської мови містить всього шість літер: ~ @ 
# $ % &
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2. Якщо закодувати пари літер:
• ~ – ( • @ – )
• # – [ • $ – ]
• % – { • & – }

і записати закодоване слово атугалапської мови, то одержимо пра-
вильну дужкову послідовність з трьох типів дужок.

Напишіть програму, яка визначає, чи є запропоноване слово 
правильним з точки зору атугалапів.

Ідея розв’язання. Як відомо, задача про дужкові послідовності 
розв’язується шляхом підрахунку так званого балансу дужок. Од-
нак, запропонована задача відрізняється від стандартної тим, що ря-
док містить три пари різновидів дужок. Підрахунок балансу кожної 
з пар може не виявити помилки, оскільки баланс кожного різновиду 
може бути правильним, а розташування дужок – помилковим. На-
приклад, послідовність ({}[)] з точки зору балансу кожного з різно-
видів дужок є правильною, але дві останні дужки стоять неправиль-
но – квадратна закриваюча дужка, очевидно, повинна передувати 
круглій, оскільки відкриваюча кругла стояла раніше відкриваючої 
квадратної. Тобто, правильною буде така послідовність ({}[]).

Виходячи з цього, нам потрібно слідкувати за правильним роз-
ташуванням відповідних пар дужок: якщо остання відкрита дужка 
була круглою, перша закрита повинна бути також круглою, а якщо 
квадратною – то квадратною. Допомогти у розв’язанні цієї задачі 
може такий підхід. Домовимося при перегляді символів заданого 
рядку всі відкриваючі дужки зберігати у допоміжному рядку, а при 
попаданні на закриваючу дужку перевіряти відповідність її остан-
ній збереженій дужці. Якщо вони не відповідають одна одній (на-
приклад, закриваюча є круглою, а відкриваюча ні), рядок є помил-
ковим, якщо все правильно, з допоміжного рядку можна вилучити 
останній символ, оскільки знайдена пара дужок є правильною і далі 
потрібно перевіряти відповідність іншої пари. Наприкінці роботи 
допоміжний рядок повинен стати пустим, оскільки кількість від-
критих дужок повинна дорівнювати кількості закритих.

Оскільки нові дужки потрапляють завжди тільки в кінець до-
поміжного рядка і вилучаються у випадку правильної пари теж з 
кінця, описана структура працює за законом стеку: останній прий-
шов – перший пішов. Саме тому у запропонованому розв’язку цей 
рядок має назву Stack.
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Розв’язок мовою С++ буде мати вигляд:

bool check(string S)
{
 string Stack;
 for (int i=0; i<S.size(); i++)
  if (S[i]=='~' || S[i]=='#' || S[i]=='%')
   Stack+=S[i];
  else
  {
   if (Stack.empty())
    return false; // закриваюча дужка
    // взагалі без відкриваючої
   if (S[i]=='@' && Stack.back() !='~')
    return false;
   if (S[i]=='$' && Stack.back() !='#')
    return false;
   if (S[i]=='&' && Stack.back() !='%')
    return false;
   Stack.erase(Stack.size()-1,1);
  }
 return Stack.empty();
}

int main()
{
 string S;
 while(cin>>S)
 {
  if (check(S)) cout<<"OK\n";
  else cout<<"WRONG\n";
 }
 return 0;
}

Використаний метод back() повертає останній символ рядка. 
Того ж ефекту можна добитися, написавши Stack[Stack.size()-1]. 
Клас string взагалі часто надає різні способи зробити одне й те 
саме. Зокрема, вилучення останнього символу, замість наведеного 
у програмі поєднання erase та size, можна зробити через Stack.
pop_back().

Задача 6. Дано рядок, що складається зі слів та чисел. Слова 
складаються з латинських букв та цифр, числа – тільки з цифр та 
гарантовано не починаються з 0. Розділювачами між словами та 
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числами є пробіли та переходи на новий рядок (не обов’язково по 
одному). Знайти у цьому рядку всі числа-паліндроми.

Ідея розв’язання: Нагадуємо, що паліндромами називають-
ся будь-які слова, які читаються в обох напрямках однаково, на-
приклад, Alla, потоп, aasdDfddsaa тощо. Очевидно, що перевірку 
таких слів потрібно здійснювати шляхом порівняння першого та 
останнього, другого та передостаннього і т. д. символів рядка. За-
гальна кількість порівнянь буде дорівнювати половині довжини 
рядка.

У запропонованій задачі це ще повинні бути числа: 1221, 1256521 
тощо. А тому у функцію перевірки потрібно ще вставити перевірку 
кожного символу рядка на те, чи є він цифрою. У випадку відмін-
ності символів або наявності в слові символів, відмінних від цифр, 
функція повинна повертати значення false. Якщо ж всі перевірки 
будуть хибними до завершення циклу, функція повинна повернути 
значення true.

Оскільки за умовою всі слова в тексті розділені пробілами, їх 
можна читати, використовуючи особливості роботи стандартного 
уведення за допомогою об’єкта cin, тобто cin>>S.

Програма, що розв’язує дану задачу, мовою С++ має такий ви-
гляд:

bool is_palindrome(string s)
{
 for(int i=0;i<=s.size()/2;i++)
  if(s[i]!=s[s.size()-i-1]) return false;
 return true;
}

bool str_is_number(string s)
{
 for (int i=0; i<s.size(); i++)
  if (!isdigit(s[i])) return false;
 return true;
}

int main()
{
 string s; 
 bool flag=false;
 while (cin>>s)
 {
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  if (str_is_number(s) && is_palindrome(s))
  {
   flag=true;
   cout<<s<<'\n';
  }
 }
 if (!flag) cout<<"No numericalpalindromes.\n";
 return 0;
}

Зверніть увагу, що в даному розв’язку передбачена можливість 
відсутності шуканих чисел. Для цього застосовується логічна змін-
на flag, яка на початку роботи має значення false (числа не знай-
дені) і змінює своє значення на true, якщо число з шуканими влас-
тивостями знайдено. Такий підхід можна застосовувати і в інших 
задачах, де потрібні елементи можуть бути не знайдені.

Розв’язок задачі можна скоротити, якщо дві функції об’єднати 
в одну в такий спосіб:

bool is_num_palindrome(string s)
{
 for(int i=0; i<=s.size()/2; i++)
  if(s[i]!=s[s.size()-i-1] || !isdigit(s[i]))
   return false;
 return true;
}

Однак, ми використали функцію для того, щоб показати, як 
перевіряти будь-які паліндроми (не тільки числові). Правда, у даній 
функції не враховується, що великі та маленькі букви вважаються 
однаковими. Врахуємо це у наступній версії функції, яку, крім того, 
ускладнимо тим, що будемо перевіряти не тільки слово-паліндром, а 
й цілу фразу-паліндром. Із найвідоміших фраз-паліндромів є речен-
ня «А роза упала на лапу Азора». Якщо його читати, не звертаючи 
увагу на пробіли, то воно є паліндромом.

Поміркувавши над різницею цих двох завдань, нескладно при-
йти до висновку, що при порівнянні потрібно ігнорувати пробіли, а 
порівнювати тільки непробільні символи. Крім того, кількість пере-
вірок заздалегідь визначити не можна, а тому пропонуємо органі-
зувати прохід по рядку двома індексами назустріч один одному до 
точки перетину індексів. Функція, яка виконує описаний алгоритм 
перевірки, має такий вигляд:
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bool is_palindrome(string s)
{
 int i=0, j=s.size()-1;
 while(i<j)
 {
  if(s[i]==' ') i++; // Пропуск пробілів зліва
  else if(s[j]==' ') j--; // Пропускпробілівсправа
  else if(toupper(s[i])!=toupper(s[j]))
   return false; // Символи відрізняються
  else { // Букви співпали, йдемо далі,
   i++; j--; // пропускаючи ці однакові букви
  }
 }
 return true;
}

Задача 7. Дано багаторядковий текст, кожен з рядків якого 
містить синтаксично правильний арифметичний вираз. Вираз скла-
дається з двох десяткових чисел (цілих або дійсних), між якими 
знаходиться одна з арифметичних операцій – додавання, відніман-
ня, множення або ділення. Обчислити значення кожного з виразів.

Ідея розв’язання. Виходячи з умови, кожен рядок тексту має 
такий загальний вигляд:

число⊕число
Наприклад, 12+4.5 або 3.298/7.1.
Відповідно розв’язок задачі полягає в тому, щоб розбити кожен 

рядок на дві частини: до знаку арифметичної дії та після. Далі ви-
конати конвертацію кожного з виділених чисел у дійсне число, і, 
нарешті, виконати арифметичну дію з урахуванням того, що на 0 
ділити не можна.

int main()
{
 string expression,first,second;
 double answer;
 while (getline(cin,expression))
 {
// Визначення позиції знака арифметичної операції
  intpos_operation=
    expression.find_first_of(«+-*/»);
// Виділення першого числа з виразу
  first=expression.substr(0,pos_operation);
// Конвертація першого числа
  double Num1=atof(first.c_str());
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// Виділення другого числа з виразу
  second=expression.substr(pos_operation+1,
    expression.size()-1);
// Конвертація другого числа
  double Num2=atof(second.c_str());
  char operation=expression[pos_operation];
// Перевірка ділення на 0
  if (operation=='/' && Num2==0)
   cout<<»Error\n»;
  else
  {
   if (operation=='+') answer=Num1+Num2;
   if (operation=='-') answer=Num1-Num2;
   if (operation=='*') answer=Num1*Num2;
   if (operation=='/') answer=Num1/Num2;
// Виведення результату з точністю до тисячних
   cout<<fixed<<setprecision(3)<<answer<<'\n';
  }
 }
 return 0;
}

У наведеній програмі використані такі стандартні методи класу 
string:

• expression.find_first_of("+-*/") – пошук позиції пер-
шого входження заданого символу (у нашому випадку це пошук 
позиції арифметичної операції);

• expression.substr(0,pos_operation) – виділення частини 
рядка між двома заданими позиціями (у наведеному прикладі від 
початку рядка до позиції арифметичної операції);

• first.c_str() – вказівник на масив символів, в якому міс-
титься рядок first.

Останній метод потрібен для того, щоб можна було скориста-
тися стандартною функцією конвертації рядка в дійсне число atof, 
яка може виконати конвертацію тільки масиву символів.

Описаний прийом можна застосувати для обчислення довшого 
виразу, що містить кілька арифметичних дій з однаковим пріорите-
том виконання операцій, наприклад, 2+34-15 або 13*45/23/2*12.5.

Припустимо, що заданий вираз може містити тільки цілі чис-
ла та операції додавання або віднімання. Перше число виділяємо 
окремо і відразу записуємо в результат. Перед запуском циклу нам 
буде відомий індекс першої операції у виразі, яку ми запам’ятаємо 
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для подальшої роботи. Далі, оскільки всі інші операції будуть ви-
конуватися в порядку слідування, будемо виділяти числа по черзі і 
відповідно до запам’ятованої операції додавати або віднімати їх від 
результату. Програма мовою С++ матиме такий вигляд:

int main()
{
 string expression;
 cin>>expression;
 int i;
 char operation;
// Пошук першого символу додавання або віднімання,
// що знаходиться далі першої позиції
 int index=expression.find_first_of(«+-»,1);
// Виділення першого числа з виразу
 string addendum=expression.substr(0,index);
// Конвертація першого числа у відповідь
 long long answer=atoll(addendum.c_str());
 long long Num;
 while (index>=0)
 {
  operation=expression[index];
//Наступне число після арифметичної операції
  i=index+1;
  index=expression.find_first_of(«+-»,i);
  addendum=expression.substr(i,index-i);
  Num=atoll(addendum.c_str());
  if(operation==’+’) answer+=Num;
  elseanswer-=Num;
 }
 cout<<answer<<'\n';
 return 0;
}

Задача 8. Дано багаторядковий текст. Будемо вважати у тексті 
словом послідовність довільних символів між символами-розділюва-
чами, якими є: пробіл, «,», «.», «:», «;», «!», «?», «"», «[», «]» 
та їх послідовності. Знайдіть у тексті слово, що містить найбільшу 
кількість різних англійських букв (маленькі та великі літери вважа-
ються однаковими). Якщо слів з найбільшою кількістю різних букв 
кілька, потрібно вивести будь-яке з них.

Ідея розв’язання. Зверніть увагу на те, що дана задача відрізня-
ється від усіх попередніх тим, що обробка рядку ведеться не посим-
вольно, а словами, причому роздільниками між словами є нестан-
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дартний набір символів. Виходячи з цього, використати особливості 
уведення в мові С++ до пробілів або кінця рядка неможливо (а 
можливість задати роздільник у getline не допоможе, бо розділь-
ників багато). Доведеться зчитувати цілими рядками, а потім роз-
бивати рядки на окремі слова. Пропонуємо один з методів виділення 
поточного слова із заданого рядка, який оформимо у вигляді функ-
ції. Ця функція має три аргументи:

• рядок S, який передається у функцію за посиланням, щоб не 
витрачати зайві ресурси на створення копії;

• поточний індекс ind, правіше якого буде знаходитися най-
ближче слово, передається також за посиланням;

• рядок separator, що містить всі символи, які за умовою 
вважаються розділювачами.

Сама функція має такий вигляд:

string word(string &S, int ind, string separator)
{
 int len=S.find_first_of(separator,ind)-ind;
 return S.substr(ind,len);
}

Крім того, нам потрібна функція, яка підраховує кількість уні-
кальних латинських символів у заданому рядку. Для цього пропо-
нується такий підхід. По-перше, методом, який було запропоновано 
у Задачі №1, підрахуємо кількість кожної латинської букви без ура-
хування регістру в масиві лічильників. Потім потрібно пройти по 
цьому масиву і підрахувати кількість його ненульових елементів. 
Оскільки у мові програмування С++ значення true трактується 
як «1», кількість ненульових елементів можна порахувати без ви-
користання команди розгалуження. Функція підрахунку різних ла-
тинських букв у слові має вигляд:

int count_lat(string &S)
{
 int cnt[26]={0};
// Підрахунок кількості кожної латинської букви
 for (int i=0; i<S.size(); i++)
  if (isalpha(S[i]))
   cnt[toupper(S[i])-’A’]++;
// Підрахунок кількості ненульовихелементів масиву
 int ans=0;
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 for(int i=0; i<26; i++)
  ans+=cnt[i]>0;
 return ans;
}

Використовуючи дві наведені функції, основна програма, що 
знаходить будь-яке слово, що містить максимальну кількість латин-
ських букв (без урахування регістру) в багаторядковому довільному 
тексті, має такий вигляд.

int main()
{
 string S,temp, answer;
 while(getline(cin,S))
 {
  int i=0;
  while(i<S.size())
  {
// Виділеннячергового слова міжрозділювачами
   temp=word(S,i,».,\»:;[]!? «);
// Перехід через знайдене слово
   i +=temp.size()+1;
   if (count_lat(temp)>count_lat(answer))
    answer=temp;
  }
 }
 cout<<answer<<'\n';
 return 0;
}

Очевидно, що запропоновані розв’язки не є єдино можливими, 
однак вони є прикладом посимвольної обробки рядків, обробки під-
рядками та обробки окремими словами – послідовностями симво-
лів між розділювачами. Розвиваючи ідеологію розділювачів, можна 
текст ділити на інші структурні елементи: числа (в задачі №7 ариф-
метичні операції), речення, лексеми у виразах, тощо. Наприклад, у 
задачі «Фрази-паліндроми» можна розділювачами вважати розді-
лові знаки «.», «?», «!» або їх послідовності, і шукати у тексті всі 
фрази-паліндроми, а не одну.
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div mod

17 div 5=3 17 mod 5=2
17/5=3,4

𝑎𝑎 𝑏𝑏
∙ 𝑎𝑎 𝑏𝑏

∙ 𝑎𝑎 𝑏𝑏

∙ 𝑏𝑏 𝑎𝑎

∙ 𝑎𝑎 ··· 𝑏𝑏
∙
∙

l

17=17 720=24 × 32 × 5 2015=5× 13× 31
2017=2017 2019=3× 673

div mod
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𝑎𝑎 𝑏𝑏
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∙ 𝑎𝑎 𝑏𝑏

∙ 𝑏𝑏 𝑎𝑎

∙ 𝑎𝑎 ··· 𝑏𝑏
∙
∙

l

17=17 720=24 × 32 × 5 2015=5× 13× 31
2017=2017 2019=3× 673
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3×22 22×3

22×3=1×22×3=1100×22×3

𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑏𝑏
(𝑎𝑎𝑎 𝑏𝑏) 𝑎𝑎 𝑏𝑏

(𝑎𝑎𝑎 𝑏𝑏)

(7𝑎 9)=1 (8𝑎 10)=2 (4𝑎 8)=4
(7𝑎 9)=63 (8𝑎 10)=40 (4𝑎 8)=8

𝑁𝑁 = 𝑝𝑝𝑚𝑚1
1 × 𝑝𝑝𝑚𝑚2

2 × · · · × 𝑝𝑝𝑚𝑚𝑘𝑘

𝑘𝑘

𝑝𝑝𝑗𝑗 𝑚𝑚𝑗𝑗

𝑁𝑁
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12 = 22 · 31 20 · 30 20 · 31
21 · 30 21 · 31
22 · 30 22 · 31

𝑝𝑝𝑚𝑚1
1 × 𝑝𝑝𝑚𝑚2

2 × . . . × 𝑝𝑝𝑚𝑚𝑘𝑘

𝑘𝑘

𝑝𝑝1 𝑚𝑚1

𝑚𝑚1 +1 𝑝𝑝2 𝑚𝑚2 𝑚𝑚2 +1

(𝑚𝑚1 + 1)× (𝑚𝑚2 + 1)× · · · × (𝑚𝑚𝑘𝑘 + 1).

√
𝑛𝑛

𝑛𝑛
12

1×12 = 2×6 = 3×4 = 12

𝑖𝑖
𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖 𝑛𝑛 𝑖𝑖 𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖√

𝑛𝑛
1� 𝑖𝑖�

√
𝑛𝑛

√
𝑛𝑛

√
𝑛𝑛 √

𝑛𝑛

𝑛𝑛
√
𝑛𝑛



78

Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝑛𝑛
109

𝑛𝑛

𝑛𝑛≈ 106 106

109
≈ 0,001 𝑛𝑛≈ 1012

1012

109
≈ 103 ≈

√
𝑛𝑛

√
𝑛𝑛

𝑛𝑛div 𝑖𝑖 𝑛𝑛div 𝑖𝑖√
𝑛𝑛

109

108

𝑛𝑛≈ 1012√
1012

108
≈ 0,01

√
𝑛𝑛

𝑛𝑛
√
𝑛𝑛

√
𝑛𝑛

𝑛𝑛div
√
𝑛𝑛

√
𝑛𝑛

𝑛𝑛𝑛 1 √
𝑛𝑛

√
𝑛𝑛�

� 𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛 1𝑑𝑛𝑛 div 𝑑𝑑�
√
𝑛𝑛

1𝑑𝑝𝑝�
√
𝑛𝑛

√
𝑛𝑛
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝑛𝑛𝑛 1 𝑛𝑛=1 𝑛𝑛=0
𝑛𝑛𝑛 0

♯

√
𝑛𝑛 √

𝑛𝑛

𝑎𝑎 𝑎𝑎+1
𝑎𝑎+2 𝑏𝑏− 1 𝑏𝑏

720 = 24×32×5
𝑝𝑝 𝑛𝑛

𝑛𝑛

𝑛𝑛
√
𝑛𝑛

𝑛𝑛
𝑛𝑛
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝑛𝑛
𝑛𝑛

111125 div 5=22225 22225 div 5=4445 4445 div 5=889
⟨5; 3⟩ 53√

889≈ 30
889 div 7=127

⟨7; 1⟩ 71 𝑛𝑛=127
√
𝑛𝑛=

√
127≈ 11

12>
√
127

111125=53×71×1271

1271

2500=22 × 54 𝑝𝑝

𝑛𝑛=1
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝑐𝑐= 𝑞𝑞1×𝑞𝑞2×. . .×𝑞𝑞𝑘𝑘
𝑛𝑛 𝑞𝑞1 𝑞𝑞𝑘𝑘 𝑛𝑛

𝑐𝑐
𝑛𝑛𝑖𝑖√

max𝑛𝑛𝑖𝑖

𝑝𝑝�
√
𝑛𝑛
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

√
𝑛𝑛

√
𝑛𝑛

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑝𝑝
2� 𝑝𝑝� 𝑘𝑘

𝑘𝑘 𝑘𝑘
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝑝𝑝
2 · 𝑝𝑝 3 · 𝑝𝑝 (𝑝𝑝− 1) · 𝑝𝑝 𝑝𝑝

𝑝𝑝2 √
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝2 2 · 𝑝𝑝

𝑝𝑝

𝑝𝑝

Θ(𝑛𝑛 log log 𝑛𝑛) 𝑛𝑛=𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝑂𝑂(𝑛𝑛 log𝑛𝑛) Θ(𝑛𝑛 log𝑛𝑛)
𝑛𝑛

𝑝𝑝 𝑝𝑝
≈𝑛𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑛𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛𝑛3 + · · ·+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑛𝑛×
(︂
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

𝑛𝑛

)︂
≈

≈ 𝑛𝑛×
∫︁ 𝑛𝑛

2

1

𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑛𝑛×

(︁
ln𝑥𝑥

⃒⃒
⃒
𝑛𝑛

2

)︁
≈ 𝑛𝑛 ln𝑛𝑛𝑛

Θ(𝑛𝑛 log𝑛𝑛)
2𝑝𝑝 𝑝𝑝2

𝑝𝑝
𝑝𝑝≈𝑛𝑛 𝑝𝑝≈

√
𝑛𝑛

𝑛𝑛

𝑝𝑝

𝑞𝑞
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝐴𝐴
𝐵𝐵

𝐵𝐵 𝐴𝐴
𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝐵𝐵
𝐵𝐵−𝐴𝐴+1

𝐴𝐴− 1

𝐴𝐴=1010 𝐵𝐵=1010 +107

(𝐵𝐵−𝐴𝐴)
𝐴𝐴

𝐴𝐴+1 (𝐵𝐵−𝐴𝐴) 𝐵𝐵

𝑝𝑝
2� 𝑝𝑝�

√
𝐵𝐵 𝑝𝑝𝑝𝐴𝐴

𝑝𝑝
𝑝𝑝2 � 𝑞𝑞�𝐵𝐵 𝐴𝐴� 𝑞𝑞

𝑝𝑝
𝑝𝑝

𝑝𝑝
𝑞𝑞
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝐴𝐴
𝐴𝐴

𝑂𝑂
(︀
(𝐵𝐵−𝐴𝐴)× log𝐵𝐵+

√
𝐵𝐵
)︀

+
√
𝐵𝐵

𝐵𝐵−𝐴𝐴 𝐵𝐵 √
𝐵𝐵

Θ(
√
𝐵𝐵) 𝑂𝑂(

√
𝐵𝐵 · log log

√
𝐵𝐵)

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝑝𝑝
(𝐵𝐵−𝐴𝐴)

√
𝐵𝐵 𝐵𝐵−𝐴𝐴

𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝑝𝑝=43≈ 45≈
√
2029

2021=431 × 471

𝐵𝐵= 𝑝𝑝2 𝑝𝑝
𝑝𝑝=

√
𝐵𝐵√

𝐵𝐵 𝑝𝑝
𝐵𝐵−𝐴𝐴+1

𝑝𝑝=2
𝑝𝑝=3
𝑝𝑝=4
𝑝𝑝=5
𝑝𝑝=6
𝑝𝑝=7

8 � 𝑝𝑝 � 42
𝑝𝑝=43
𝑝𝑝=44
𝑝𝑝=45
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

(𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎)× (𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎)= 𝑎𝑎× 𝑎𝑎𝑏

(𝑎𝑎1𝑎 𝑎𝑎2𝑎 𝑏 𝑏 𝑏 𝑎 𝑎𝑎𝑘𝑘)
𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 𝑎𝑎𝑘𝑘

(𝑎𝑎1𝑎 𝑎𝑎2𝑎 𝑏 𝑏 𝑏 𝑎 𝑎𝑎𝑘𝑘) =
(︁ (︀

𝑏 𝑏 𝑏 (𝑎𝑎1𝑎 𝑎𝑎2)𝑎 𝑏 𝑏 𝑏
)︀
𝑎 𝑎𝑎𝑘𝑘

)︁
𝑎

𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 𝑎𝑎𝑘𝑘

8=23 10=21×51

8=23×50 (8𝑎 10)= 2min(3,1) ×
× 5min(0,1) =21×50 =2 (8𝑎 10)= 2max(3,1) × 5max(0,1) =23×51 =40

(8𝑎 10)→ (8𝑎 2)→ (6𝑎 2)→ (4𝑎 2)→ (2𝑎 2)

(8𝑎 10)→ (8𝑎 2)→
→ (0𝑎 2)
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝑂𝑂(log(𝑎𝑎+ 𝑏𝑏))
𝑎𝑎 𝑏𝑏

(𝑎𝑎𝑎 𝑏𝑏) = 𝑎𝑎×𝑏𝑏
(𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏)

(𝑎𝑎𝑎 𝑏𝑏)

𝑏𝑏
(𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏)

(𝑎𝑎𝑎 𝑏𝑏)

𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑎𝑎 𝑏𝑏 ̸=0

𝑎𝑎𝑎 0 𝑏𝑏𝑎 0

𝑎𝑎𝑎 𝑏𝑏𝑎 0 𝑎𝑎 mod 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑐𝑐 𝑑𝑑 𝑝𝑝 𝑞𝑞

𝑎𝑎 𝑎𝑎= 𝑏𝑏×𝑑𝑑+ 𝑐𝑐 𝑑𝑑= 𝑎𝑎 div 𝑏𝑏
𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝 𝑏𝑏1 = 𝑏𝑏𝑎𝑝𝑝 𝑐𝑐= 𝑎𝑎− 𝑏𝑏×𝑑𝑑= 𝑎𝑎1×𝑝𝑝− 𝑏𝑏1×𝑝𝑝×𝑑𝑑=
=(𝑎𝑎1 − 𝑏𝑏1×𝑑𝑑)× 𝑝𝑝 𝑐𝑐 ··· 𝑝𝑝 𝑞𝑞
𝑞𝑞= 𝑝𝑝 𝑞𝑞 ̸= 𝑝𝑝 𝑏𝑏 𝑐𝑐 𝑏𝑏2 = 𝑏𝑏𝑎𝑞𝑞 𝑐𝑐2 = 𝑐𝑐𝑎𝑞𝑞
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝑎𝑎= 𝑏𝑏×𝑑𝑑+ 𝑐𝑐= 𝑏𝑏2×𝑞𝑞×𝑑𝑑+ 𝑐𝑐2×𝑞𝑞=(𝑏𝑏2×𝑑𝑑+ 𝑐𝑐2)× 𝑞𝑞 𝑎𝑎 ··· 𝑞𝑞

𝑐𝑐 ··· 𝑝𝑝 𝑎𝑎 ··· 𝑞𝑞
0<𝑎𝑎� 𝑏𝑏 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑐𝑐=

= 𝑏𝑏 mod 𝑎𝑎

𝑎𝑎𝑎 0 𝑏𝑏𝑎 0

𝑎𝑎𝑎 𝑏𝑏𝑎 0
𝑏𝑏� 𝑎𝑎𝑎 0

𝑝𝑝

𝑝𝑝

(𝑎𝑎+ 𝑏𝑏) mod 𝑝𝑝

𝑎𝑎 div 𝑝𝑝 𝑎𝑎1 𝑎𝑎 mod 𝑝𝑝 𝑎𝑎2 𝑏𝑏 div 𝑝𝑝 𝑏𝑏1
𝑏𝑏 mod 𝑝𝑝 𝑏𝑏2 (𝑎𝑎+ 𝑏𝑏) mod 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎1 · 𝑝𝑝+ 𝑎𝑎2 +
+ 𝑏𝑏1 · 𝑝𝑝+ 𝑏𝑏2) mod 𝑝𝑝 =

(︀
(𝑎𝑎1 + 𝑏𝑏1) · 𝑝𝑝+(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)

)︀
mod 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2) mod 𝑝𝑝

𝑝𝑝
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

(𝑎𝑎+ 𝑏𝑏) mod 𝑝𝑝 (𝑎𝑎 mod 𝑝𝑝+ 𝑏𝑏 mod 𝑝𝑝) mod 𝑝𝑝

𝑎𝑎1
𝑎𝑎2 𝑏𝑏1 𝑏𝑏2 (𝑎𝑎 · 𝑏𝑏) mod 𝑝𝑝 =
=

(︀
(𝑎𝑎1 · 𝑝𝑝+ 𝑎𝑎2)×

(︀
𝑏𝑏1 · 𝑝𝑝+ 𝑏𝑏2)

)︀
mod 𝑝𝑝 =

(︀
𝑎𝑎1 · 𝑏𝑏1 · 𝑝𝑝2 + 𝑎𝑎1 · 𝑏𝑏2 · 𝑝𝑝+ 𝑎𝑎2 · 𝑏𝑏1 · 𝑝𝑝+

+ 𝑎𝑎2 · 𝑏𝑏2
)︀
mod 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎2 · 𝑏𝑏2) mod 𝑝𝑝 ((𝑎𝑎 mod 𝑝𝑝) · (𝑏𝑏 mod 𝑝𝑝)) mod 𝑝𝑝

(𝑎𝑎− 𝑏𝑏) mod 𝑝𝑝 =
=

(︀
(𝑎𝑎1 · 𝑝𝑝+ 𝑎𝑎2)− (𝑏𝑏1 · 𝑝𝑝+ 𝑏𝑏2)

)︀
mod 𝑝𝑝 =

(︀
(𝑎𝑎1 − 𝑏𝑏1) · 𝑝𝑝+(𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2)

)︀
mod 𝑝𝑝 =

= (𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2) mod 𝑝𝑝

(14545345351616553−
− 4531351504654145) mod 10 = 10013993846962408 mod 10 = 8

(︀
(14545345351616553 mod 10)− (4531351504654145 mod 10)

)︀
mod 10 =

= (3− 5) mod 10 = (−2) mod 10 = ???

𝑎𝑎 mod 𝑏𝑏
𝑏𝑏 𝑎𝑎

(−2) mod 10 = +8
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

−2

(𝑎𝑎− 𝑏𝑏) mod 𝑝𝑝 = (𝑝𝑝+ (𝑎𝑎 mod 𝑝𝑝)− (𝑏𝑏 mod 𝑝𝑝)) mod 𝑝𝑝

𝑝𝑝+

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑝𝑝 0� 𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝
0𝑎𝑏𝑏𝑎𝑝𝑝 𝑐𝑐

(𝑏𝑏 · 𝑐𝑐) mod 𝑝𝑝= 𝑎𝑎
1/5 = 3 (5 · 3) mod 7 = 15 mod 7 = 1

𝑝𝑝
𝑝𝑝=10 6/2=3 (3 · 2) mod 10=

=6 mod 10=6 6/2=8
(8 · 2) mod 10=16 mod 10=6

𝑝𝑝 𝑎𝑎/𝑏𝑏=(𝑎𝑎 · 𝑏𝑏 𝑝𝑝−2) mod 𝑝𝑝

𝑏𝑏� 1 𝑎𝑎
𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑏𝑏
mod 𝑝𝑝=

𝑎𝑎 mod (𝑝𝑝 · 𝑏𝑏)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑏𝑏 𝑘𝑘 𝑘𝑘1 = 𝑘𝑘 div 𝑝𝑝 𝑘𝑘2 =

= 𝑘𝑘 mod 𝑝𝑝 𝑎𝑎= 𝑘𝑘 · 𝑏𝑏 =
(︀
𝑘𝑘1 · 𝑝𝑝+ 𝑘𝑘2

)︀
· 𝑏𝑏 = (𝑘𝑘1 · 𝑝𝑝 · 𝑏𝑏)+ (𝑘𝑘2 · 𝑏𝑏)

(𝑘𝑘1 · 𝑝𝑝 · 𝑏𝑏) ··· (𝑝𝑝 · 𝑏𝑏)
𝑎𝑎 mod (𝑝𝑝 · 𝑏𝑏) = (𝑘𝑘2 · 𝑏𝑏) mod (𝑝𝑝 · 𝑏𝑏)

(0� 𝑘𝑘2 𝑎𝑝𝑝) 𝑏𝑏 (0� 𝑘𝑘2 · 𝑏𝑏𝑎 𝑝𝑝 · 𝑏𝑏)
(𝑘𝑘2 · 𝑏𝑏) mod (𝑝𝑝 · 𝑏𝑏) = (𝑘𝑘2 · 𝑏𝑏)

𝑎𝑎 mod (𝑝𝑝 · 𝑏𝑏) = 𝑘𝑘2 · 𝑏𝑏
𝑏𝑏 𝑘𝑘2 = 𝑘𝑘 mod 𝑝𝑝= 𝑎𝑎

𝑏𝑏 mod 𝑝𝑝
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐸𝐸

𝐵𝐵
𝐶𝐶 𝐶𝐶 𝐶𝐶 2𝐶𝐶 3𝐶𝐶

𝐵𝐵 𝐵𝐵 div 𝐶𝐶

𝐴𝐴 𝐶𝐶
𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐸𝐸

𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐵𝐵− (𝐵𝐵 div 𝐶𝐶)

𝐵𝐵
𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐸𝐸 𝐶𝐶 𝐷𝐷

𝐸𝐸

𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐸𝐸
𝑋𝑋 𝑌𝑌 𝑍𝑍

𝑆𝑆(𝑋𝑋∪𝑌𝑌 ∪𝑍𝑍)=𝑆𝑆(𝑋𝑋)+𝑆𝑆(𝑌𝑌 )+𝑆𝑆(𝑍𝑍)−𝑆𝑆(𝑋𝑋∩𝑌𝑌 )−
−𝑆𝑆(𝑋𝑋∩𝑍𝑍)−𝑆𝑆(𝑌𝑌 ∩𝑍𝑍)+𝑆𝑆(𝑋𝑋∩𝑌𝑌 ∩𝑍𝑍) ∩

∪

𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐸𝐸

𝑋𝑋∩𝑌𝑌 𝑋𝑋 𝑌𝑌
𝐶𝐶 𝐷𝐷
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝐶𝐶 𝐷𝐷 (𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷)

𝐵𝐵
𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐸𝐸

𝐵𝐵 𝐵𝐵
𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐸𝐸

𝐵𝐵 𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐵𝐵
(𝐴𝐴−1)

𝑁𝑁

𝑂𝑂(log𝐶𝐶 + log𝐷𝐷+ log𝐸𝐸)

𝑁𝑁

𝑁𝑁 1�𝑁𝑁 � 1234567891011
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

√
𝑁𝑁√
𝑁𝑁

√
𝑁𝑁

√
𝑁𝑁

𝐴𝐴 𝐵𝐵
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝐴𝐴 𝐵𝐵

∙ 1 � 𝐴𝐴 ∙ 𝐵𝐵 � 1012 ∙ 𝐴𝐴 � 𝐵𝐵 � 𝐴𝐴+100

𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝐵𝐵

∙ 1 � 𝐴𝐴 ∙ 𝐵𝐵 � 107 ∙ 𝐴𝐴 � 𝐵𝐵 � 𝐴𝐴+106

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴

𝐴𝐴
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

∙ 1 � 𝐴𝐴 ∙ 𝐵𝐵 � 1010 ∙ 𝐴𝐴 � 𝐵𝐵 � 𝐴𝐴+105

𝑁𝑁
𝑁𝑁 ! 𝑁𝑁

𝑁𝑁 1�𝑁𝑁�45

𝑁𝑁 !
𝑁𝑁 =4 𝑁𝑁 ! = 4× 3× 2× 1 = 24

𝑁𝑁 !

45!≈ 1,2·1056

𝑁𝑁 !
𝑁𝑁�45

𝑁𝑁 ! �𝑁𝑁
𝑁𝑁

𝑁𝑁 2=21 3=31

4=22 5=51
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

6=21 · 31
𝑁𝑁 =10

𝑖𝑖

𝑖𝑖=2
𝑖𝑖=3
𝑖𝑖=4
𝑖𝑖=5
𝑖𝑖=6
𝑖𝑖=7
𝑖𝑖=8
𝑖𝑖=9
𝑖𝑖=10

(𝑚𝑚1 +1) × (𝑚𝑚2 +1) × . . . × (𝑚𝑚𝑘𝑘 +1)

0+1=1

𝑁𝑁

(𝑚𝑚1 +1)× (𝑚𝑚2 +1)× . . . × (𝑚𝑚𝑘𝑘 +1) 𝑁𝑁 =10

1+2+1+3+1=8
1+1+2=4

𝑁𝑁
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝑁𝑁�20 𝑁𝑁 !

19! ≈ 1,2·1017 20! ≈ 2,4·1018
√
𝑁𝑁 !

1! = 1
2! = 2 3! = 6 4! = 24

2𝑁𝑁−1

6! = 720

𝐴𝐴 𝐵𝐵

∙
∙
∙

𝐴𝐴 𝐵𝐵
∙ 1 � 𝐴𝐴 ∙ 𝐵𝐵 � 1012 ∙ 𝐴𝐴 � 𝐵𝐵 � 𝐴𝐴+100

4+16+3+4 = 27 42 +162 +32 +42 =
= 16+256+9+16 = 297 4+ (1+6)+3+4 = 18
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝐴𝐴
𝐵𝐵

𝑂𝑂((𝐵𝐵−𝐴𝐴)×
√
𝐵𝐵) Θ((𝐵𝐵−𝐴𝐴)×

√
𝐵𝐵)√

𝑛𝑛
𝑛𝑛

√
𝐵𝐵

∙ 1 � 𝐴𝐴 ∙ 𝐵𝐵 � 107 ∙ 𝐴𝐴 � 𝐵𝐵 � 𝐴𝐴+106
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

2� 𝑝𝑝�
√
𝐵𝐵

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝= 𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝= 𝑝𝑝2 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝= 𝑝𝑝3

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝�𝐵𝐵
𝑚𝑚𝑗𝑗 +1 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝= 𝑝𝑝

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝= 𝑝𝑝2 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝= 𝑝𝑝3

𝑘𝑘× 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑘𝑘×𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑘𝑘 × 𝑘𝑘

𝑘𝑘× 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 �𝐵𝐵

2=21 4=22 8=23 16=24 32=25

2𝑎𝑎×𝑝𝑝1

𝑎𝑎 𝑝𝑝
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

11=20×111

14=21×71

4=2×2= (1+1)× (1+ 1)
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝=2=21 =2

20=22×51

6=3×2= (2+1)× (1+ 1)
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝=4=22 =3

48=24×31 10=
=5×2= (4+1)× (1+ 1)

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝=16=24 =5

2𝑎𝑎×𝑝𝑝1 𝑎𝑎� 0 𝑝𝑝

30=21×31×51

(1+ 1)× (1+ 1)× (1+ 1) = 8 35=51×71

(1+ 1)× (1+ 1) = 4 36=22×32

(2+ 1)× (2+ 1) = 9

3=31 9=32

27=33 2𝑎𝑎 × 3𝑏𝑏 × 𝑝𝑝1
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑝𝑝
30=21×31×51 8 = (1+1)×

× (1+ 1)× (1+ 1) 36=22×32 9 = (2+1)× (2+ 1)
25=52 35=51 × 71

49=72 55=51 × 111 5=51

25=52 7=71 49=72

𝑝𝑝 �
√
𝐵𝐵

2𝑎𝑎 × 𝑝𝑝1 2𝑎𝑎 × 3𝑏𝑏 × 𝑝𝑝1

Θ(𝐵𝐵 log log𝐵𝐵)
4= 22 8=23 16=24

=2
1
4 +

1
8 +

1
16 + . . . < 1

2

𝑘𝑘×𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑘𝑘 × 𝑘𝑘

𝑝𝑝 2� 𝑝𝑝�𝐵𝐵
√
𝐵𝐵 𝐵𝐵

𝑝𝑝
𝑘𝑘 · 𝑝𝑝�𝐵𝐵

𝑝𝑝 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ··· 𝑝𝑝
𝑛𝑛�𝐵𝐵 𝑛𝑛 𝑝𝑝 2 · 𝑝𝑝
𝑘𝑘 · 𝑝𝑝�𝐵𝐵

𝐵𝐵
√
𝐵𝐵
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝐵𝐵
√
𝐵𝐵

𝐴𝐴 𝐵𝐵 Θ((𝐵𝐵−𝐴𝐴)× log𝐵𝐵+𝐵𝐵)

𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐸𝐸

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐸𝐸 1�𝐴𝐴�𝐵𝐵� 1018

𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐸𝐸 106

𝐴𝐴
𝐵𝐵

𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐸𝐸

𝑂𝑂(log𝐶𝐶 + log𝐷𝐷+ log𝐸𝐸)

𝑛𝑛
𝑘𝑘×𝑘𝑘 𝑘𝑘

𝑚𝑚

𝑛𝑛 1�𝑛𝑛� 109

𝑚𝑚 1�𝑚𝑚� 106
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

12 +22 +32 +
+42 +52 +62 +72 =140

≈

𝑚𝑚

𝑛𝑛� 3 · 106 12 +22 + . . . +𝑛𝑛2

𝑖𝑖2

≈ 109

12 +22 + . . . +

+𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)(2𝑛𝑛+1)
6

Θ(1)

1

𝑛𝑛𝑛 2 · 106
𝑚𝑚� 106 𝑛𝑛� 2 · 106

𝑛𝑛
𝑚𝑚 𝑚𝑚+1 2𝑚𝑚 2𝑚𝑚+1 3𝑚𝑚

𝑚𝑚 𝑚𝑚+1 2𝑚𝑚 𝑚𝑚2 +2𝑚𝑚 𝑚𝑚2 +4𝑚𝑚
𝑚𝑚2 +6𝑚𝑚 𝑚𝑚

(𝑚𝑚+1)2 mod 𝑚𝑚=12 mod 𝑚𝑚 (𝑚𝑚+2)2 mod 𝑚𝑚=22 mod 𝑚𝑚
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

(𝑚𝑚+3)2 mod 𝑚𝑚=32 mod 𝑚𝑚
(𝑚𝑚+1)2 +(𝑚𝑚+2)2 + . . . +(𝑚𝑚+𝑚𝑚)2

𝑚𝑚 12 +22 + . . . +𝑚𝑚2

12 = (𝑚𝑚+1)2 =𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚+ 1
22 = (𝑚𝑚+2)2 =𝑚𝑚2 + 4𝑚𝑚+ 4
32 = (𝑚𝑚+3)2 =𝑚𝑚2 + 6𝑚𝑚+ 9

𝑚𝑚2 =𝑚𝑚2 (𝑚𝑚+𝑚𝑚)2 =𝑚𝑚2 +2𝑚𝑚2 +𝑚𝑚2

(2𝑚𝑚+1)2 + (2𝑚𝑚+2)2 + . . . +
+ (2𝑚𝑚+𝑚𝑚)2

𝑛𝑛 div𝑚𝑚
𝑛𝑛 𝑚𝑚

(𝑛𝑛 div𝑚𝑚) ·𝑚𝑚+1 𝑛𝑛 𝑛𝑛 mod 𝑚𝑚
𝑚𝑚+(𝑛𝑛 mod 𝑚𝑚)<

< 2𝑚𝑚� 2 · 106 Θ(1) 1
𝑚𝑚� 106 𝑚𝑚� 109

1

𝑘𝑘 2� 𝑘𝑘� 109

𝑘𝑘
6! = 720

1! = 1 2! = 2 3! = 6 4! = 24 5! = 120

𝑘𝑘
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

𝑝𝑝𝑚𝑚 𝑝𝑝 𝑚𝑚 𝑧𝑧
𝑧𝑧! ··· 𝑝𝑝𝑚𝑚 𝑝𝑝𝑚𝑚

𝑝𝑝
𝑝𝑝 𝑝𝑝! (2 · 𝑝𝑝)!

(3 · 𝑝𝑝)! 𝑝𝑝𝑚𝑚

(𝑚𝑚·𝑝𝑝)! 𝑚𝑚
𝑝𝑝 𝑚𝑚 𝑝𝑝

2 · 𝑝𝑝 3 · 𝑝𝑝 𝑚𝑚 · 𝑝𝑝 𝑝𝑝

𝑘𝑘� 109

log𝑝𝑝(10
9)� log2(10

9)< 30

𝑘𝑘
𝑂𝑂(

√
𝑘𝑘)

𝑝𝑝𝑚𝑚 max 𝑧𝑧

𝑘𝑘� 109

𝑗𝑗=2, 3, 4, . . . (𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
𝑘𝑘

𝑘𝑘
𝑘𝑘 𝑘𝑘

𝑗𝑗! 𝑗𝑗!

𝑗𝑗 𝑘𝑘

𝑘𝑘
𝑗𝑗 𝑘𝑘



107

Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

≈109

𝑘𝑘
√
𝑘𝑘 𝑘𝑘

𝑗𝑗=2 𝑗𝑗=3
√
9=3 𝑘𝑘

𝑗𝑗=3 𝑘𝑘=3
𝑘𝑘=9

54=2×33

9!
√
54≈ 7,35 8136578=2×20172

4034=2017×2

𝑘𝑘

𝑘𝑘 𝑘𝑘
max{2 ·

√
𝑘𝑘, 3 · 3

√
𝑘𝑘, 4 · 4

√
𝑘𝑘, 𝑘 𝑘 𝑘 } 𝑗𝑗=2, 3, 4, 𝑘 𝑘 𝑘

𝑘𝑘 (𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
𝑘𝑘 𝑗𝑗

𝑗𝑗 𝑘𝑘
𝑘𝑘 𝑂𝑂(

√
𝑘𝑘 · log 𝑘𝑘)

𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝐴𝐴 𝐵𝐵 1�𝐴𝐴�𝐵𝐵� 1012
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

4+16+3+4 = 27

1�𝐴𝐴�𝐵𝐵� 1012

𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐵𝐵 (𝐴𝐴−1)

𝑁𝑁 𝑁𝑁 div 𝑘𝑘
𝑘𝑘

(𝑁𝑁 div 1)+ (𝑁𝑁 div 2) + . . . +(𝑁𝑁 div𝑁𝑁)
𝑁𝑁 𝐴𝐴−1 𝐵𝐵

√
𝑁𝑁 𝑁𝑁√

𝑁𝑁√
𝑁𝑁

Θ(
√
𝑁𝑁)

Θ(
√
𝐴𝐴+

√
𝐵𝐵) = Θ(

√
𝐵𝐵)

∙
∘

𝑝𝑝 𝑁𝑁𝑁𝑝𝑝 √
𝑁𝑁 ⌊

√
𝑁𝑁⌋
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Ілля Порубльов. Основи теорії чисел

1
1

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

7

7

8

8

9

9

10

10

11

11

12

12

13

13

14

14

15

15

16

16

17

17

18

18

19

19

20

20

21

21

22

22

23

23

24

24

25

25

26

26

27

27

28

28

29

29

30

30

31

31

32

32

⌊
√
𝑁𝑁⌋

1� � ⌊
√
𝑁𝑁⌋

( −1)

(𝑁𝑁 div 1)+ (𝑁𝑁 div 2) + . . . +(𝑁𝑁 div𝑁𝑁)

𝐴𝐴 𝐵𝐵 (𝐴𝐴+𝐵𝐵)
((𝐵𝐵−𝐴𝐴)×

√
𝐵𝐵)
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Конкурс «Бебрас-2019» у світі та Україні
10–12 листопада 2019 року в Україні проведено Міжнародний 

конкурс з інформатики та комп’ютерного мислення «Бобер-2019» 
для учнів 2–11-х класів. Цього року у конкурсі взяли участь понад 
2 мільйони 970 тисяч учнів з 54-х країн світу.

За кількістю учасників конкурсу Україна посіла сьоме місце у світі:
№ 

з/п Країна К-ть 
учасників

1 Франція 702 060 21 Швейцарія 25 345

2 Німеччина 401 737 22 Північна 
Македонія 25 166

3 Великобританія 260 971 23 Хорватія 24 819

4 Індія 178 239 24 Греція 21 717

5 Білорусь 176 492 25 Польща 20 622

6 Тайвань 143 076 26 Латвія 19 550

7 Україна 110 978 27 Канада 19 546

8 Туреччина 109 563 28 Румунія 15 695

9 Чехія 90 976 29 В'єтнам 15 130

10 Словаччина 89 768 30 Китай 13 475

11 США 56 534 31 Росія 11 937

12 Сербія 53 099 32 Боснія 
і Герцеговина 9 765

13 Австралія 46 738 33 Пакистан 9 240

14 Італія 46 052 34 Ірландія 6 882

15 Південна Корея 44 332 35 Індонезія 6 773

16 Литва 43 490 36 Казахстан 6 698

17 Австрія 37 621 37 Саудівська 
Аравія 6 008

18 Словенія 28 803 38 Фінляндія 5 395

19 Угорщина 27 702 39 Португалія 5 137

20 Нідерланди 25 482 40 Бельгія 4 050
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41 Таїланд 3 964 48 Єгипет 2 410

42 Швеція 3 609 49 Нова Зеландія 2 312

43 Естонія 3 475 50 Алжир 894

44 Японія 3 420 51 Іспанія 694

45 Узбекистан 3 347 52 Кіпр 521

46 Іран 2 768 53 Болгарія 502

47 Ісландія 2 451 54 Сингапур 288

За кількістю учасників серед учнів 2–3 класів Україна впевнено 
посідає перше місце:

№ 
з/п Країна К-ть 

учасників

1 Україна 32 127 16 Нідерланди 5 254

2 Туреччина 28 117 17 Швейцарія 3 888

3 Білорусь 23 328 18 Хорватія 3 563

4 Словаччина 23 023 19 Литва 3 528

5 Чехія 21 162 20 Польща 3 443

6 Великобританія 13 980 21 Вєтнам 3 120

7 Австралія 13 267 22 Північна 
Македонія 3 098

8 Німеччина 11 838 23 Південна Корея 3 068

9 Франція 11 071 24 Пакистан 2 548

10 США 10 278 25 Росія 1 664

11 Італія 9 879 26 Китай 1 480

12 Словенія 6 943 27 Австрія 1 478

13 Індія 6 216 28 Індонезія 1 384

14 Греція 5 510 29 Португалія 1 342

15 Сербія 5 467 30 Угорщина 1 293
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31 Ірландія 1 247 37 Швеція 409

32 Саудівська 
Аравія 1 029 38 Фінляндія 263

33 Узбекистан 678 39 Ісландія 247

34 Казахстан 525 40 Єгипет 234

35 Боснія 
і Герцеговина 484 41 Алжир 203

36 Нова Зеландія 343 42 Сингапур 59

Ще за одним показником Україна значно випереджає інші кра-
їни світу:

Кількість шкіл, які взяли участь у конкурсі:
№ 

з/п Країна К-ть 
шкіл

1 Україна 4081 16 Іран 536

2 Франція 3 820 17 Нідерланди 510

3 Туреччина 3167 18 Канада 503

4 Китай 2637 19 Литва 482

5 Німеччина 2 308 20 Румунія 438

6 Польща 2163 21 США 413

7 Словаччина 1116 22 Узбекистан 402

8 Великобританія 1014 23 Швейцарія 361

9 Італія 875 24 Латвія 331

10 Південна Корея 808 25 Пакистан 320

11 Чехія 745 26 Північна 
Македонія 209

12 Тайвань 639 27 Угорщина 202

13 Сербія 600 28 Ірландія 196

14 Греція 596 29 Болгарія 96

15 Індія 580 30 Саудівська 
Аравія 77
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31 Фінляндія 64 36 Естонія 44

32 Бельгія 62 37 Таїланд 40

33 Швеція 52 38 Сінгапур 38

34 Ісландія 48 39 Японія 30

35 Португалія 45 40 Нова Зеландія 19

У банк задач, рекомендованих для конкурсу Міжнародним орг-
комітетом, були включені задачі українських авторів:

Світлана Васильченко (Запорізька єврейська гімназія «ОРТ-
Алєф»),

Ростислав Шпакович (Львівський фізико-математичний ліцей).
Крім того, для українського конкурсу були підготовлені задачі 

наступними авторами:
Володимир Буняк (Рівненський ОІППО),
Галина Гапиченко (Міська станція юних техніків, м. Миколаїв),
Володимир Ксьондзик (СЗОШ №9, м. Львів),
Андрій Мірошниченко (Дніпровська академія неперервної 

освіти),
Юлія Троян (Кременчуцька ЗОШ №23 Полтавської області),
Марина Чала (Кіровоградський ОІППО)
В Україні конкурс проходив у 4081 координаційних центрах, 

школах чи об’єднаннях шкіл. У ньому взяло участь 110 978 учнів.
Загальна кількість учасників за віковими групами:

Клас 2 3 4 5 6

Кількість 13332 18795 18503 13528 11358

7 8 9 10 11

9135 9820 7775 5110 4426
Кількість учасників по регіонах України:

Область Кількість Львівська 11787

Вінницька 2162 Миколаївська 2587

Волинська 2684 Одеська 6445

Дніпропетровська 10907 Полтавська 5273

Донецька 5176 Рівненська 3293
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Житомирська 2561 Сумська 6082

Закарпатська 2940 Тернопільська 2221

Запорізька 9723 Харківська 7964

Івано-Франківська 2234 Херсонська 4804

Київ 4289 Хмельницька 2069

Київська 3028 Черкаська 2551

Кіровоградська 4840 Чернівецька 2351

Луганська 1098 Чернігівська 2813

Честь і слава
Учні, які показали відмінний результат у конкурсі «Бебрас-2019» 

та відібралися на четвертий етап Всеукраїнської олімпіади з інфор-
матики УОІ-2020:

Прізвище, ім'я Навчальний заклад Результат
11 Клас

Нємкевич Даша м. Чернігів, ЗСШФМП № 12 108
Рясний Данило м. Запоріжжя, Гімназія № 28 105

Семенистий Андрій Сумська обл., 
Шосткинський НВК 97

Селеман Денис м. Херсон, ЗОШ № 30 95

Сачко Дмитро Донецька обл., Курахівський 
ліцей «Престиж» 86

10 Клас
Брозинський Олег м. Чернівці, ліцей № 1 110
Харьков Денис м. Суми, ЗОШ № 15 110
Казаков Дмитро м. Харків, гімназія № 83 106
Манвелян Михайло м. Київ, ліцей "Лідер" 106

Шевченко Михайло Кіровоградська обл., 
Знамянська ЗШ №1 101

Троценко Антон м. Одеса, Рішельєвський ліцей 100
Стрельбицький 
Кирило

Донецька обл., Маріупольський 
технічний ліцей 99
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Хоменко Катерина Херсонська обл., ЗОШ №30 97

Савчук Костянтин Житомирська обл., 
Коростишівський НВК 96

Бідзіля Святослав м. Київ, ліцей «Лідер» 90

Кліщ Дмитро Львівський фізико- 
математичний ліцей 88

Ігумнов Олександр м. Житомир, ліцей № 25 87
Деркач Андрій Волинська обл., с. Боратин 79

9 Клас

Ферендович Юрій Львівський фізико- 
математичний ліцей 100

Тихонюк Едуард м. Вінниця, ЗШ № 17 97

Филипюк Андрій Івано-Франківська обл., Коло-
мийський ліцей ім. Грушевського 97

Лащенков Руслан Сумська обл., 
Лебединська ЗОШ № 5 95

Кравченко Олег м. Київ, ліцей «Лідер» 93
Мокін Григорій м. Київ, ліцей «Лідер» 88
Левицький Станіслав Херсонська обл., ЗОШ № 30 87
Самченко Сергій м. Запоріжжя, Гімназія № 28 86

Тарасюк Назарій Тернопільська обл., м. Креме-
нець, ліцей ім. Самчука 76

8 Клас
Просянніков Дмитро м. Вінниця, ЗШ № 17 92

Столітній Андрій Дніпропетровська обл., 
м. Кривий Ріг, КНВК № 129 87

Висловлюємо вдячність обласним координаторам за організацію 
та забезпечення успішного проведення конкурсу у своїх регіонах:

Слушний Олег Миколайович Вінницька область

Семенюк Ірина Василівна Волинська область

Мірошниченко Андрій Анатолійович Дніпропетровська область

Пилипчук Олена Анатоліївна Донецька область
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Жуковський Сергій Станіславович Житомирська область

Шаркадій Інна Володимирівна Закарпатська область

Васильченко Світлана Володимирівна Запорізька область

Микицей Сергій Михайлович Івано-Франківська область

Мірошниченко Наталія Михайлівна м. Київ

Федорчук Валерій Анатолійович Київська область

Чала Марина Станіславівна Кіровоград область

Лобода Володимир Вікторович Луганська область

Зелез Мирон Михайлович Львівська область

Гапиченко Галина Євгенівна Миколаївська область

Мітельман Ігор Михайлович Одеська область

Шостя Світлана Петрівна Полтавська область

Буняк Володимир Олександрович Рівненська область

Павленко Ірина Миколаївна Сумська область

Кривокульський Любомир Євстахович Тернопільська область

Старченко Людмила Миколаївна Харківська область

Сисоєнко Наталя Анатоліївна Херсонська область

Дрижал Олександр Михайлович Хмельницька область

Шемшур Вадим Михайлович Черкаська область

Гуменюк Марина Володимирівна Чернівецька область

Євтушенко Наталія Василівна Чернігівська область
Наступний конкурс відбудеться 8–10 листопада 2020 року (ін-

формаційний лист Інституту Модернізації Змісту Освіти МОН 
України № 22.1/10-795 від 10.04.2020 р.).

Детальніше про конкурс на сайті http://bober.net.ua

Запрошуємо вчителів та учнів приєднуватись до цікавого масо-
вого міжнародного заходу з інформатики.
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