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Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

N ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, N = {1, 2, 3, . . .}
Z ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë, Z = {0,±1,±2,±3, . . .}
R ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë
Q ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, Q = {x ∈ R : x = p

q
, p ∈ Z, q ∈ N}

[x] öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x : íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ùî íå ïåðåâèùó¹ x
A⇒ B ç óìîâè A âèïëèâà¹ óìîâà B
A⇔ B óìîâè A i B ðiâíîñèëüíi
∀ ¾äëÿ áóäü ÿêîãî, äëÿ êîæíîãî, äëÿ âñiõ¿
∃ ¾iñíó¹, çíàéäåòüñÿ¿
! ¾¹äèíèé¿
x ∈ A ¾åëåìåíò x íàëåæèòü ìíîæèíi A¿
A ⊂ B ¾ìíîæèíà A âêëþ÷à¹òüñÿ ó ìíîæèíó B¿,

òîáòî, êîæåí åëåìåíò x ∈ A òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó x ∈ B
f : D → R ôóíêöiÿ, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ÿêî¨ ¹ ìíîæèíà D,

çi çíà÷åííÿìè â R
f(A) f(A) = {y ∈ Rn : ∃ x ∈ D : f(x) = y} � îáðàç ìíîæèíè

A ⊂ D ïðè âiäîáðàæåííi f
f −1(B) f −1(B) = {x ∈ Rn : ∃ y ∈ B : f(x) = y} � (ïîâíèé) ïðîîáðàç

ìíîæèíè B ïðè âiäîáðàæåííi f
f −1 : f(D) → D îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ f,

f −1(f(x)) = x ∀ x ∈ D, f(f −1(y)) = y ∀ y ∈ f(D)

|x| Ïîêëàäåìî |x| =

{
x , x > 0

−x , x < 0

f ′(x) f ′(x) ñëóæèòü îçíà÷åííÿì
çâè÷àéíî¨ ïîõiäíî¨ f â òî÷öi x

C1(D) êëàñ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : D → R
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1 Ïîõiäíà ôóíêöi¨: îçíà÷åííÿ i ìåòîäè îá÷èñëåííÿ

1.1 Îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨

Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà â äåÿêîìó îêîëi Bδ(x0) = {x ∈ R :
|x − x0| < δ}, δ > 0, òî÷êè x0 ∈ R. Ïðèðîñòîì àðãóìåíòà â òî÷öi x0
íàçèâà¹òüñÿ ðiçíèöÿ ∆x = x − x0, äå x ̸= x0, x ∈ D(f) i D(f) � îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f.

Ïðèðîñòîì ôóíêöi¨ f â òî÷öi x0 íàçèâà¹òüñÿ âèðàç

∆f(x0) = f(x)− f(x0) = f(x0 +∆x)− f(x0) .

Îçíà÷åííÿ 1.1. ßêùî iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
,

òî öÿ ãðàíèöÿ íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f â òî÷öi x0.

Çàóâàæåííÿ 1.1. ßêùî ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà íà äåÿêîìó âiäðiçêó
[a, b] ⊂ R, òî òàêîæ ìàþòü ïðàâî íà iñíóâàííÿ íàñòóïíi îäíîái÷íi ïîõiäíi:

f ′(a) = lim
x→a+0

f(x)− f(a)

x− a
, f ′(b) = lim

x→b−0

f(x)− f(b)

x− b
.

Öi ïîõiäíi ìîæóòü ÿê iñíóâàòè, òàê i íi, ÿê i áóäü-ÿêà ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ â
òî÷öi.

Ïîõiäíà ôóíêöi¨ y = f(x) â òî÷öi x0 ìîæå ïîçíà÷àòèñÿ ïî ðiçíîìó,
çîêðåìà, ¹ çàãàëüíîïðèéíÿòèìè íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

f ′(x0), f ′
x(x0),

df

dx
(x0), ẏ(x0)

(îñòàíí¹ ïîçíà÷åííÿ, ÿê ïðèâèëî, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ôiçèöi, â òèõ âè-
ïàäêàõ, ÿêùî àðãóìåíòîì ôóíêöi¨ ¹ ÷àñ).

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè çà îçíà÷åííÿì ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ f(x) = x2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ãðàíèöþ âiäíîøåííÿ ïðèðîñòó öi¹¨ ôóíêöi¨
äî ïðèðîñòó àðãóìåíòó, ïðè ∆x→ 0. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ìà¹ìî:

lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

(x+∆x)2 − x2

∆x
=
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= lim
∆x→0

(x+∆x+ x)(x+∆x− x)

∆x
=

= lim
∆x→0

(2x+∆x)∆x

∆x
= lim

∆x→0
(2x+∆x) = 2x . 2

Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ âèãëÿäó f(x) = xn, n ∈
N ìà¹ ïîõiäíó:

f ′(x) = nxn−1 . (1.1.1)

Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷àì äîâåñòè öåé ôàêò ñàìîñòiéíî.

Çàóâàæåííÿ 1.2. Ôîðìóëà (1.1.1) ñïðàâåäëèâà íå òiëüêè äëÿ n ∈ N,
à i äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ R, àëå öåé ôàêò äîâîäèòüñÿ äåùî ñêëàäíiøå. Òèì
íå ìåíø, ìè áóäåìî äîñèòü àêòèâíî êîðèñòóâàòèñÿ öi¹þ ôîðìóëîþ â
íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ öüîãî ïîñiáíèêà.

Ðîçãëÿíåìî ùå äåêiëüêà ïðèêëàäiâ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ âiä ôóíêöi¨
çà äîïîìîãîþ îçíà÷åííÿ:

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè çà îçíà÷åííÿì ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ f(x) =
sin x.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ãðàíèöþ âiäíîøåííÿ ïðèðîñòó öi¹¨ ôóíêöi¨
äî ïðèðîñòó àðãóìåíòó ïðè ∆x→ 0. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ìà¹ìî:

lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

sin(x+∆x)− sin(∆x)

∆x
=

= lim
∆x→0

2 sin x+∆x−x
2

cos x+∆x+x
2

∆x
= lim

∆x→0

2 sin ∆x
2
cos 2x+∆x

2

∆x

= lim
∆x→0

sin ∆x
2
cos 2x+∆x

2
∆x
2

= lim
∆x→0

cos
2x+∆x

2
= cos x . 2

Ïiä ÷àñ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨, ìè ñêîðèñòàëèñÿ âiäîìîþ ôîðìóëîþ
ðiçíèöi ñèíóñiâ, à òàêîæ ïåðøîþ ÷óäîâîþ ãðàíèöåþ: lim

x→0

sinx
x

= 1 (òå-

ìó ïðèñâÿ÷åíó ÷óäîâèì ãðàíèöÿì ìîæíà çíàéòè â ïåðøié ÷àñòèíi öüîãî
ïîñiáíèêà).

Ïðèêëàä 3. Çíàéòè çà îçíà÷åííÿì ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

f(x) = ax (a > 0, a ̸= 1) .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ãðàíèöþ âiäíîøåííÿ ïðèðîñòó öi¹¨ ôóíêöi¨ äî
ïðèðîñòó àðãóìåíòó ïðè ∆x→ 0. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ R ìà¹ìî:

lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

ax+∆x − ax

∆x
=
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= lim
∆x→0

ax · a∆x − ax

∆x
= lim

∆x→0

ax(a∆x − 1)

∆x
= ax lim

∆x→0

a∆x − 1

∆x
= ax · ln a .

Íàïðèêiíöi ìè ñêîðèñòàëèñÿ íàñëiäêîì ç äðóãî¨ âèçíà÷íî¨ ãðàíèöi. 2

Ïðèêëàä 4. Çíàéòè çà îçíà÷åííÿì ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

f(x) = loga x (a > 0, a ̸= 1) .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ãðàíèöþ âiäíîøåííÿ ïðèðîñòó öi¹¨ ôóíêöi¨
äî ïðèðîñòó àðãóìåíòó ïðè ∆x→ 0. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ R ìà¹ìî:

lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

loga(x+∆x)− loga x

∆x
=

= lim
∆x→0

log x+∆x
∆x

∆x
= lim

∆x→0

1

∆x
· loga

x+∆x

x
=

= lim
∆x→0

loga

(
x+∆x

x

) 1
∆x

= lim
∆x→0

(
loga

(
1 +

∆x

x

)) 1
∆x

·x
x

=

= lim
∆x→0

1

x
· loga

(
1 +

∆x

x

) x
∆x

=
1

x
lim

∆x→0
loga

(
1 +

∆x

x

) x
∆x

=

=
1

x
· loga e =

1

x ln a
.

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ çàãàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè ëîãàðèôìà, äðóãîþ
âèçíà÷íîþ ãðàíèöåþ lim

x→0
(1 + x)

1
x = e, à òàêîæ òèì, ùî ëîãàðèôì ¹ íåïå-

ðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. 2

Ïðèêëàä 5. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x0 = 0, ÿêùî

f(x) =

{
x2 sin 1

x
x ̸= 0,

0 x = 0 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ îçíà÷åííÿì ïîõiäíî¨ â òî÷öi:

f ′(0) = lim
∆x→0

f(0 + ∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0

(∆x)2 · sin 1
∆x

∆x
= lim

∆x→0
∆x · sin 1

∆x
.

Çàóâàæèìî, ùî ∣∣∣∣sin 1

∆x

∣∣∣∣ 6 1 .
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Çâiäñè ìà¹ìî:

lim
∆x→0

∆x · sin 1

∆x
= 0

(ÿê ãðàíèöÿ âiä äîáóòêó íåñêií÷åííî ìàëî¨ i îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨). Îòæå,
f ′(0) = 0 . 2

Îïåðàöiþ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ íàçèâàþòü äèôåðåíöiþâàííÿì ôóí-
êöi¨. Äàëåêî íå óñi ôóíêöi¨ ìàþòü ïîõiäíó â êîæíié ñâî¨é òî÷öi. Ñïðàâå-
äëèâà íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.1. ßêùî ôóíêöiÿ ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi, òî âîíà íåïåðåðâ-
íà â öié òî÷öi.

Òèì íå ìåíø, íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ ¹ ëèøå íåîáõiäíîþ óìîâîþ äè-
ôåðåíöiéîâíîñòi. Òîáòî, êîæíà ôóíêöiÿ, ÿêà ìà¹ ïîõiäíó, ¹ íåïå-

ðåðâíîþ, àëå íå óñi íåïåðåðâíi ó òî÷öi x0 ôóíêöi¨ ìàþòü ïîõiäíó
â òî÷öi x0.

Ïðèêëàä 6. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f(x) = |x| íå ìà¹ ïîõiäíî¨ â
òî÷öi x0 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî îêðåìî ïðàâîñòîðîííþ i ëiâîñòîðîííþ ãðà-
íèöþ

lim
∆x→+0

f(0 + ∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→+0

|∆x|
∆x

= 1 ,

lim
∆x→−0

f(0 + ∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→−0

|∆x|
∆x

= −1 .

Ëiâîñòîðîííÿ i ïðàâîñòîðîííÿ ãðàíèöi ¹ ðiçíèìè çíà÷åííÿìè, à îòæå,
ôóíêöiÿ f íå ìà¹ ïîõiäíî¨ â öié òî÷öi. 2

Çàóâàæåííÿ 1.3. Ôóíêöiÿ f(x) = |x| ¹ íåïåðåðâíîþ íà âñié ñâî-
¨é îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, ïðîòå ïîõiäíî¨ â òî÷öi 0 íå iñíó¹. Ùå öiêàâiøèì
ïðèêëàäîì ¹ ôóíêöiÿ Âåé¹ðøòðàññà, ÿêà íåïåðåðâíà, àëå íiäå íå ìà¹
ïîõiäíî¨ (ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷àì îçíàéîìèòèñÿ ç öi¹þ ôóíêöi¹þ ñàìîñòié-
íî).
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1.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 1

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ f(x) çà îçíà÷åííÿì

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1 f(x) = x4 16 f(x) = x7

2 f(x) = sin 4x 17 f(x) = sin 7x

3 f(x) = cos 4x 18 f(x) = cos 7x

4 f(x) = loga 4x (a > 0, a ̸= 1) 19 f(x) = loga 7x (a > 0, a ̸= 1)

5 f(x) = a4x (a > 0, a ̸= 1) 20 f(x) = a7x (a > 0, a ̸= 1)

6 f(x) = x5 21 f(x) = x8

7 f(x) = sin 5x 22 f(x) = sin 8x

8 f(x) = cos 5x 23 f(x) = cos 8x

9 f(x) = loga 5x (a > 0, a ̸= 1) 24 f(x) = loga 8x (a > 0, a ̸= 1)

10 f(x) = a5x (a > 0, a ̸= 1) 25 f(x) = a8x (a > 0, a ̸= 1)

11 f(x) = x6 26 f(x) = x9

12 f(x) = sin 6x 27 f(x) = sin 9x

13 f(x) = cos 6x 28 f(x) = cos 9x

14 f(x) = loga 6x (a > 0, a ̸= 1) 29 f(x) = loga 9x (a > 0, a ̸= 1)

15 f(x) = a6x (a > 0, a ̸= 1) 30 f(x) = a9x (a > 0, a ̸= 1)
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1.3 Îñíîâíi ïðàâèëà äèôåðåíöiþâàííÿ ôóíêöi¨

Â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi ìè ðîçãëÿíóëè ïîíÿòòÿ ïîõiäíî¨, à òàêîæ ïðè-
êëàäè â ÿêèõ ìè çíàõîäèëè ïîõiäíi çà îçíà÷åííÿì. Òèì íå ìåíø, îá÷èñëå-
ííÿ áiëüø ñêëàäíèõ ôóíêöié çà îçíà÷åííÿì ¹ íåäîöiëüíèì. Ðîçãëÿíåìî
äåÿêi ïðàâèëà, ÿêi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïðè îá÷èñëåíi ïîõiäíèõ. Âè-
ïèøåìî ïîõiäíi îñíîâíèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié (äåÿêi ç íèõ ìè çíàéøëè
çà îçíà÷åííÿì â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi). Ïîõiäíi, ÿêi ïðåäñòàâëåííi
äàëi íàçèâàþòüñÿ òàáëè÷íèìè i âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè çíàõîäæåííi ïî-
õiäíèõ âiä áiëüø ñêëàäíèõ ôóíêöié.

� Ôóíêöiÿ f(x) Ïîõiäíà f ′(x) Óìîâè âèêîíàííÿ

1 C (const) 0

2 xα nxα−1 x > 0, ÿêùî α ∈ R
x ∈ R, ÿêùî α ∈ N

3 ax ax ln a x ∈ R (a > 0, a ̸= 1)

4 ex ex x ∈ R (a > 0, a ̸= 1)

5 loga |x| 1
x ln a x ∈ R\0 (a > 0, a ̸= 1)

6 ln |x| lnx x ∈ R\0 (a > 0, a ̸= 1)

7 sinx cosx x ∈ R
8 cosx − sinx x ∈ R
9 tg x 1

cos2 x
x ̸= π

2 + πk, k ∈ Z
10 ctg x − 1

sin2 x
x ̸= πk, k ∈ Z

11 arcsinx 1√
1−x2

|x| < 1

12 arccosx − 1√
1−x2

|x| < 1

13 arctg x 1
1+x2 x ∈ R

14 arcctg x − 1
1+x2 x ∈ R

15 shx chx x ∈ R
16 chx shx x ∈ R
17 thx 1

ch2 x
x ∈ R

18 cthx − 1
sh2 x

x ∈ R\0

Çàóâàæåííÿ 1.4. Çi øêiëüíîãî êóðñó ìàòåìàòèêè âiäîìî, ùî:
1. 1

xn = x−n

2. q
√
xp = x

p
q .

Öå äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè çà äîïîìîãîþ äðóãî¨ ôîðìóëè ç òàáëèöi ïî-
õiäíi âiä äîñèòü øèðîêîãî êëàñó ôóíêöié.
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Ïðèêëàä 7. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ f(x) = 1
x4 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðåäñòàâèìî íàøó ôóíêöiþ ó âèãëÿäi ñòåïåíåâî¨. Áó-
äåìî ìàòè, ùî:

f(x) =
1

x4
= x−4 .

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ äðóãîþ ôîðìóëîþ ç òàáëèöi:

f ′(x) = −4x−3 = − 4

x3
. 2

Ïðèêëàä 8. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ f(x) =
5
√
x3 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ.Ïðåäñòàâèìî íàøó ôóíêöiþ ó âèãëÿäi ñòåïåíåâî¨. Îòðè-
ìà¹ìî, ùî f(x) = 5

√
x3 = x3/5. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ äðóãîþ ôîðìóëîþ ç òàáëè-

öi:

f ′(x) =
3

5
x−2/5 . 2

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîõiäíèõ òàêîæ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äåÿêi âëàñòèâîñòi.

Ïðàâèëà äèôåðåíöiþâàííÿ

ßêùî ôóíêöi¨ u(x), v(x) ìàþòü ïîõiäíi, à C � äîâiëüíà ñòàëà, òî

1. (Cu) ′ = Cu ′ .

2. (u± v) ′ = u ′ ± v ′ .

Çà äîïîìîãîþ iíäóêöi¨, öå ïðàâèëî ìîæíà óçàãàëüíèòè äëÿ äîâiëüíî¨
êiëüêîñòi äîäàíêiâ:

(u1 ± u2 ± u3 ± ...± un)
′ = u ′

1 ± u ′
2 ± u ′

3 ± ...± u ′
n .

3. (Ïðàâèëî Ëåéáíiöà). (uv) ′ = u ′v + uv ′ .

4.
(u
v

) ′
=
u ′v − uv ′

v2
(v ̸= 0) .

Çàóâàæåííÿ 1.5. ßê ïîêàçóþòü öi ïðàâèëà, ïîõiäíà âiä äîáóòêó
äâîõ ôóíêöié íå äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õ ïîõiäíèõ. Àíàëîãi÷íà ñèòóàöiÿ i ç
äiëåííÿì.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà çàâäàíü íà çàñòîñóâàííÿ ïðàâèë äèôåðåíöiþ-
âàííÿ, à òàêîæ òàáëè÷íèõ ïîõiäíèõ:

Ïðèêëàä 9. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

f(x) = 6 + x+ 3x2 − sin x− 2 3
√
x+

1

x2
− 11 ctg x .
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ñïî÷àòêó äðóãèì ïðàâèëîì, à ïîòiì ïåð-
øèì:

f ′(x) =

(
6 + x+ 3x2 − sin x− 2 3

√
x+

1

x2
− 11 ctg x

) ′

=

= (6) ′ + (x) ′ + (3x2) ′ − (sinx) ′ − (2x
1
3 ) ′ + (x−2) ′ − (11 ctg x) ′ =

= (6) ′ + (x) ′ + 3(x2) ′ − (sinx) ′ − 2(x
1
3 ) ′ + (x−2) ′ − 11(ctg x) ′ .

Ïîìiòèìî, ùî óñi ôóíêöi¨, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ïiä çíàêîì ïîõiäíî¨ ¹ òà-
áëè÷íèìè. Ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ ¨õ ïîõiäíèõ â öåé âèðàç:

f ′(x) = 0 + 1 + 3 · 2x− cos x− 2 · 1
3
x−

2
3 − 2x−3 − 11 ·

(
− 1

sin2 x

)
=

= 1 + 6x− cosx− 2

3
x−

2
3 − 2x−3 +

11

sin2 x
=

= 1 + 6x− cosx− 2

3
3
√
x2

− 2

x3
+

11

sin2 x
. 2

Ïðèêëàä 10. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

f(x) = 5 ln x+
2

5
√
x7

+ arctg x− lg 20 · 2x + tg 3 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåä òèì, ÿê çíàõîäèòè ïîõiäíó, çâåðíåìî óâàãó íà òå,
ùî õî÷à ìè i íå ìîæåìî ïîðàõóâàòè lg 20, à òàêîæ tg 3, âîíè ¹ äåÿêèìè
ñòàëèìè. Öå ñòîñó¹òüñÿ i iíøèõ âèðàçiâ, ÿêi ìè íå ìîæåìî çîáðàçèòè â
âèãëÿäi äåñÿòêîâîãî, àáî çâè÷àéíîãî äðîáó, íàïðèêëàä:

5
√
2, log3 5, sin 1, arcsin

1

5
.

Çíàéäåìî ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëà äèôåðåíöiþâà-
ííÿ, à òàêîæ òàáëè÷íi ïîõiäíi:

f ′(x) = (5 ln x+
2

5
√
x7

+ arctg x− lg 20 · 2x + tg 3) ′ =

= (5 ln x) ′ +

(
2

5
√
x7

) ′

+ (arctg x) ′ − (lg 20 · 2x) ′ + (tg 3) ′ =

= 5(ln x) ′ + 2(x−
7
5 ) ′ + (arctg x) ′ − lg 20 · (2x) ′ + (tg 3) ′ =
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=
5

x
− 14

5 · 5
√
x12

+
1

1 + x2
− lg 20 · 2x ln 2 . 2

Ïðèêëàä 11. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

f(x) = x3 arcsinx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Â öüîìó ïðèêëàäi ôóíêöiÿ f(x) ïðåäñòàâëåíà â âèãëÿ-
äi äîáóòêó äâîõ ôóíêöié u(x) = x3 òà v(x) = arcsin x. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ
ïðàâèëîì ïîõiäíî¨ âiä äîáóòêó:

f ′(x) = (x3) ′ arcsin x+ x3(arcsin x) ′ = 3x2 arcsin x+ x3 · 1√
1− x2

=

= 3x2 arcsin x+
x3√
1− x2

. 2

Ïðèêëàä 12. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

f(x) =
3x + 5

cos x
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ôóíêöiÿ f(x) ïðåäñòàâëåíà â âèãëÿäi ÷àñòêè äâîõ ôóí-
êöié u(x) = 3x + 5 òà v(x) = cos x. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïðàâèëîì ïîõiäíî¨ âiä
÷àñòêè:

f ′(x) =
(3x + 5) ′ cosx+ (3x + 5)(cos x) ′

(cosx)2
=

3x ln 3 · cosx− (3x + 5) sin x

cos2 x
. 2

Íå äèâëÿ÷èñü íà òå, ùî iñíóþòü ïðàâèëà, ÿêi äîçâîëÿþòü áðàòè ïîõiäíó
âiä äîáóòêó i ÷àñòêè, â áàãàòüîõ ïðèêëàäàõ äîöiëüíî íå âèêîðèñòîâóâàòè
¨õ çðàçó, à ñïî÷àòêó ïîïðàöþâàòè ç ñàìîþ ôóíêöi¹þ, ïîõiäíó ç ÿêî¨ òðåáà
çíàéòè.

Ïðèêëàä 13. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

f(x) =
x2 +

√
x− 3

x
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ùîá çíàéòè ïîõiäíó âiä öi¹¨ ôóíêöi¨ ìîæíà çàñòîñóâàòè
ïðàâèëî ïîõiäíî¨ âiä ÷àñòêè. Àëå, çàìiñòü öüîãî ìè ïiäåìî òðîõè iíøèì
øëÿõîì. Ïîïðàöþ¹ìî ñïî÷àòêó ç ñàìîþ ôóíêöi¹þ i âèêîíà¹ìî ïî÷ëåííå
äiëåííÿ:

f(x) =
x2 +

√
x− 3

x
=
x2

x
+

√
x

x
− 3

x
= x+ x−

1
2 − 3x−1 .
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Çíàéäåìî ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ ïiñëÿ âèêîíàíèõ íàìè ïåðåòâîðåíü:

f ′(x) = 1− 1

2
x−

3
2 + 3x−2 = 1− 1

2
√
x3

+
3

x2
. 2

Ïðèêëàä 14. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

f(x) =
cos x

ctg x
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåä òèì ÿê çíàõîäèòè ïîõiäíó, âèêîíà¹ìî äåÿêi ïåðå-
òâîðåííÿ:

f(x) =
cos x

ctg x
= cos x : ctg x = cos x · tg x = cos x · sin x

cos x
= sin x .

Ïîõiäíó âiä çàäàíî¨ ôóíêöi¨ ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ òàáëè÷êè:

f ′(x) = cosx . 2

Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷ó çíàéòè ïîõiäíi ôóíêöié, ðîçãëÿíóòèõ â ïîïåðåäíiõ
äâîõ ïðèêëàäàõ, íå âèêîíóþ÷è ïåðåòâîðåíü ïåðåä äèôåðåíöiþâàííÿì,
äëÿ òîãî, ùîá ïîðiâíÿòè ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ.

1.4 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Âêàæiòü ïðèêëàä ôóíêöi¨, ÿêà ìà¹ â äåÿêié òî÷öi ïîõiäíó, àëå íå ìà¹
ïîõiäíî¨ â æîäíîìó ¨¨ îêîëi.

2. ×è ìîæå òàê ñòàòèñÿ, ùî:

à) äâi ôóíêöi¨ f i g îäíî÷àñíî íå ìàþòü ïîõiäíó â äåÿêié òî÷öi, àëå
¨õ ñóììà ìà¹ ïîõiäíó ó íié;

á) äâi ôóíêöi¨ f i g ¹ òàêèìè, ùî ðiâíî îäíà ç íèõ ìà¹ ïîõiäíó â
äåÿêié òî÷öi, àëå ¨õ ñóììà ìà¹ ïîõiäíó ó íié?

3. ×è ìîæå ïîõiäíà f ′(x) ôóíêöi¨ f áóòè ðîçðèâíîþ â äåÿêié òî÷öi?
ßêùî òàê, òî ÷è íå ñóïåðå÷èòü öå íåîáõiäíié óìîâi äèôåðåíöiéîâíîñòi?
(Íàãàäà¹ìî, ùî óñi äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ ¹ íåïåðåðâíèìè, àëå íå íàâ-
ïàêè).

4. ×è ìîæóòü äâi ðiçíèõ ôóíêöi¨ f i g ìàòè îäíàêîâó ïîõiäíó íà
äåÿêîìó iíòåðâàëi (a, b) ⊂ R?

5. ×è ¹ ôóíêöiÿ, ÿêà ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi x0, îáìåæåíîþ â äåÿêîìó
îêîëi òî÷êè x0?
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6. ×è ¹ ôóíêöiÿ, ÿêà ìà¹ ïîõiäíó â êîæíié òî÷öi x0 ∈ (a, b), îáìåæå-
íîþ íà iíòåðâàëi (a, b)?

7. Íåõàé ôóíêöi¨ f i g âèçíà÷åíi íà äåÿêîìó iíòåðâàëi (a, b) ÷èñëîâî¨
ïðÿìî¨ i ìàþòü ïîõiäíó íà íüîìó. Ïðèïóñòèìî, ùî f(x) 6 g(x) ïðè âñiõ
x ∈ (a, b). ×è âiðíî, ùî f ′(x) 6 g ′(x) ïðè âñiõ x ∈ (a, b)?

8. ßê çìiíèòüñÿ âiäïîâiäü íà ïîïåðåäí¹ ïèòàííÿ 7, ÿêùî â íüîìó
âiäêðèòèé iíòåðâàë (a, b) çàìiíèòè âiäðiçêîì [a, b] (ó êðàéíiõ òî÷êàõ a i b
ïîõiäíi f ′(a) òà f ′(b) âèçíà÷åíi ÿê âiäïîâiäíi îäíîái÷íi ãðàíèöi)?

9. Íåõàé ôóíêöi¨ f i g âèçíà÷åíi íà äåÿêîìó iíòåðâàëi (a, b) ÷èñëîâî¨
ïðÿìî¨ i ìàþòü ïîõiäíó íà íüîìó. Ïðèïóñòèìî, ùî f ′(x) 6 g ′(x) ïðè âñiõ
x ∈ (a, b). ×è âiðíî, ùî f(x) 6 g(x) ïðè âñiõ x ∈ (a, b)?

10. ßê çìiíèòüñÿ âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ 6, ÿêùî â íüîìó âiäêðèòèé
iíòåðâàë (a, b) çàìiíèòè âiäðiçêîì [a, b] (ó êðàéíiõ òî÷êàõ a i b ïîõiäíi
f ′(a) òà f ′(b) âèçíà÷àþòüñÿ ÿê âiäïîâiäíi îäíîái÷íi ãðàíèöi)?

11. Íåõàé ôóíêöiÿ f ìà¹ ïîõiäíó â óñiõ òî÷êàõ äåÿêîãî iíòåðâàëó
(a, b) ⊂ R.Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî iñíóâàííÿ îäíîái÷íèõ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨
f ó êðàéíiõ òî÷êàõ öüîãî iíòåðâàëó (çàâæäè iñíóþòü, àáî íi)?

12. Âêàæiòü ïðèêëàä ôóíêöi¨, ÿêà ìà¹ íåñêií÷åííó ïîõiäíó â äåÿêié
òî÷öi.
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1.5 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 2

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ f(x) äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x),

1 f(x) = 3x2 + 3
√
x− 1

x2 + 3 16 f(x) = x10 − 3 3
√
x
7
+ 1

x2

2 f(x) = sinx · arctg x 17 f(x) = ex arcsinx

3 f(x) = cosx
x− 3√x

18 f(x) = ex

cosx

4 f(x) = 4x5 − 4
√
x3 + 1

x3 − 3
√
3 19 f(x) = 10x5 − 1

x4

5 f(x) =
√
x · sinx 20 f(x) = 1

3
√
x
sinx

6 f(x) = tg x
sinx−cosx 21 f(x) = tg x√

x

7 f(x) = x10 − 2
√
x− 1

x + 4
√
2 22 f(x) = 7x5 − 2 3

√
x+

√
2

8 f(x) = ex tg x 23 f(x) = 3
√
x cosx

9 f(x) = x2+x√
x−1

24 f(x) = sinx
cosx+1

10 f(x) = 7x4 − 7
√
x2 − 1

x4 +
√
7 25 f(x) = 3x12 + 4 3

√
x
7 − 1

x2 + 4
√
10

11 f(x) = ex ctg x 26 f(x) = (
√
x− 4) sinx

12 f(x) =
x√+7√
x− 3

√
x

27 f(x) = ex

arctg x

13 f(x) = 8x3 − 3 5
√
x
4 − 1

x2 + 3
√
x 28 f(x) = 7x3 + 1

2x2 +
√
x+ 3

√
5

14 f(x) = x arctg x 29 f(x) = (x3 + 1) sinx

15 f(x) = x
sinx 30 f(x) = cosx√

x

1.6 Ïîõiäíà ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨

Ïðàâèëà, ðîçãëÿíóòi â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, äîçâîëÿþòü çíàõîäèòè ïî-
õiäíi âiä äîñèòü øèðîêîãî êëàñó ôóíêöié. Çîêðåìà, ¨õ âèñòà÷à¹, ùîá îá-
÷èñëþâàòè ïîõiäíi âiä ïåðåòâîðåíü, ùî âèõîäÿòü çà äîïîìîãîþ îïåðà-
öié ñóìè, ðiçíèöi, ìíîæåííÿ i äiëåííÿ ôóíêöié ç òàáëè÷íèìè ïîõiäíèìè.
Ïðîòå, öèõ ïðàâèë íåäîñòàòíüî, ùîá çíàõîäèòè ïîõiäíi âiä êîìïîçèöi¨ äå-
êiëüêîõ ôóíêöié. Òàêi ôóíêöi¨ íàçèâàþòü ñêëàäåíèìè. Íàïðèêëàä, ÿêùî
f(x) = x3, à g(x) = sin x, òî ¨õ êîìïîçèöiÿ y1 = f(g(x)) = sin3 x. Ôóíêöiþ
f(x) ùå íàçèâàþòüñÿ çîâíiøíüîþ, à ôóíêöiþ g(x) � âíóòðiøíüîþ. Ïî-
ìiòèìî òàêîæ, ùî y2 = g(f(x)) = sin x3 ̸= y1. Îòæå, îïåðàöiÿ êîìïîçèöi¨
äâîõ ôóíêöié íå ¹ êîìóòàòèâíîþ.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíèõ âiä íèõ âèêîðèñòîâóþòü íàñòóïíó òåîðå-
ìó.

Òåîðåìà 1.2. (Ïîõiäíà ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨.) Íåõàé ôóíêöiÿ u = g(x)
ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi x0, à ôóíêöiÿ y = f(u) ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi u0 = g(x0),
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òî ñêëàäåíà ôóíêöiÿ y = f(g(x)) ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi x0, ïðè÷îìó

y ′(x0) = f ′(u0) · g ′(x0) = f ′(g(x0)) · g ′(x0) . (1.6.1)

Çàóâàæåííÿ 1.6. Çàïèñ f ′(u) îçíà÷à¹, ùî ïðè çíàõîäæåííi ïîõi-
äíî¨, ìè ââàæà¹ìî àðãóìåíòîì íå x, à u. Íàïðèêëàä, ÿêùî y = sin6 x =
u6, äå u = sin x, òî y ′(u) = 6u5.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè, íà çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ çà äîïîìîãîþ òåî-
ðåìè 1.2.

Ïðèêëàä 15. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

y = cos(3x− 5) .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äàíà ôóíêöiÿ ¹ êîìïîçèöi¹þ äâîõ ôóíêöié.

y = f(g(x)), f(u) = cosu, u(x) = 3x− 5 .

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ 1.2 ïðî ïîõiäíó ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨:

y ′(x) = f ′(u) · g ′(x) = − sinu · 3 = −3 sin(3x− 5) . 2

Ïðèêëàä 16. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ y = (2x+ 1)5.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äàíà ôóíêöiÿ ¹ êîìïîçèöi¹þ äâîõ ôóíêöié:

y = f(g(x)), f(u) = u5, u = 2x+ 1 .

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ 1.2 ïðî ïîõiäíó ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨:

y ′(x) = f ′(u) · g ′(x) = 5u4 · 2 = 10(2x+ 1)4 . 2

Çàóâàæåííÿ 1.7. Âðàõîâóþ÷è, ùî

f(x) = (2x+ 1)5 = (2x+ 1)(2x+ 1)(2x+ 1)(2x+ 1)(2x+ 1) ,

ïîõiäíó âiä äàíî¨ ôóíêöi¨ ìîæíà áóëî çíàéòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî
ïîõiäíî¨ âiä äîáóòêó. Ïðîòå, òàêèé ìåòîä ¹ äóæå íåðàöiîíàëüíèì, îñî-
áëèâî, äëÿ âåëèêèõ ñòåïåíiâ.

Ïðèêëàä 17. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

y = arctg
√
x .
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Ðîçâ'ÿçàííÿ.

y ′ =
1

1 + (
√
x)2

· (
√
x) ′ =

1

1 + x
· 1

2
√
x
=

1

2
√
x(1 + x)

. 2

Ïðèêëàä 18. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

y =
√
arctg x .

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

y ′ =
1

2
√
arctg x

· 1

1 + x2
=

1

2
√
arctg x(1 + x2)

. 2

Çàóâàæåííÿ 1.8. Ôóíêöi¨, ðîçãëÿíóòi â ïîïåðåäíiõ äâîõ ïðèêëà-
äàõ, ¹ êîìïîçèöiÿìè îäíàêîâèõ ôóíêöié. �õ âiäìiííiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî çîâíiøíÿ i âíóòðiøíÿ ôóíêöiÿ çìiíåíi ìiñöÿìè. ßê áà÷èìî, ïîõiäíi
òåæ âèéøëè ðiçíèìè. Îòæå, ïðè âèêîðèñòàííi òåîðåìè ïðî ïîõiäíó âiä
ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨ äóæå âàæëèâî ðîçóìiòè ÿêà ôóíêöiÿ âíóòðiøíÿ, à ÿêà
çîâíiøíÿ.

Â óñiõ ïîïåðåäíiõ ïðèêëàäàõ ìè ìàëó ñïðàâó ç êîìïîçèöi¹þ äâîõ
ôóíêöié. Ïðîòå, â äåÿêèõ âèïàäêàõ òðåáà çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨, ÿêi
¹ êîìïîçèöiþ òðüîõ, àáî áiëüøî¨ êiëüêîñòi ôóíêöié. Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà
òàêèõ ïðèêëàäiâ.

Ïðèêëàä 19. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

y = 7arcsin
2 x .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïðàâèëîì ïîõiäíî¨ âiä ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨.
Ìà¹ìî:

y ′ = 7arcsin
2 x · ln 7 · (arcsin2 x) ′ .

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî âíóòðiøíÿ ôóíêöiÿ òåæ ¹ ñêëàäåíîþ. Îòæå, ìè ïî-
âèííi ùå ðàç ñêîðèñòàòèñÿ ïðàâèëîì çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ âiä ñêëàäåíî¨
ôóíêöi¨:

y ′ = 7arcsin
2 x · ln 7 · (2 arcsin x) · 1√

1− x2
=

2 ln 7 · 7arcsin2 x · arcsinx√
1− x2

. 2

Ïðèêëàä 20. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

y = ln2(2x− 1) .

Ðîçâ'ÿçàííÿ.
y ′(x) = 2 ln(2x− 1) · (ln(2x− 1)) ′ =
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= 2 ln(2x− 1) · 1

2x− 1
· (2x− 1) ′ =

4 ln(2x− 1)

2x− 1
. 2

Çàóâàæåííÿ 1.9. Â àíãëîìîâíié ëiòåðàòóði ïðàâèëî ïîõiäíî¨ ñêëà-
äåíî¨ ôóíêöi¨ ùå íàçèâàþòü �chain rule�, ùî äîñëiâíî ìîæíà ïåðåêëàñòè,
ÿê ¾ëàíöþãîâå ïðàâèëî¿. ßê ìè áà÷èìî, öÿ íàçâà ãàðíî âiäîáðàæà¹ ñóòü
öüîãî ïðàâèëà, êîëè ôóíêöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç êîìïîçèöi¨ òðüîõ i áiëüøå
ôóíêöié. Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ïîõiäíó, ìè ïî ÷åðçi âèêîðèñòîâó¹ìî öå
ïðàâèëî, ç êîæíèì êðîêîì îòðèìóþ÷è âñå ïðîñòiøó i ïðîñòiøó ôóíêöiþ
ïiä çíàêîì ïîõiäíî¨.

Íà ïðàêòèöi òåîðåìà ïðî ïîõiäíó ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨ âèêîðèñòîâó¹-
òüñÿ â êîìáiíàöi¨ ç iíøèìè ïðàâèëàìè äèôåðåíöiþâàííÿ.

Ïðèêëàä 21. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

y = −2xe3x + (x2 − 4x+ 3) sin 7x .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïðàâèëîì ïîõiäíî¨ âiä ñóìè:

y ′ = (−2xe3x) ′ + ((x2 − 4x+ 3) sin 7x) ′ .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèâèëà çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨, à òàêîæ òåîðåìó ïðî
ïîõiäíó âiä ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨, ìà¹ìî:

y ′ = (−2x) ′e3x+(−2x)(e3x) ′+(x2−4x+3) ′ sin 7x+(x2−4x+3)(sin 7x) ′ =

= −2e3x − 6xe3x + (2x− 4) sin 7x+ 7(x2 − 4x+ 3)(cos 7x) =

= −2e3x(1 + 3x) + (2x− 4) sin 7x+ 7(x2 − 4x+ 3) cos 7x . 2

Ïðèêëàä 22. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨

y =
√
x2 + 4 · ln(sin x) .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëà 1)�4) íà ñòîð. 12, à òàêîæ òåî-
ðåìó 1.2 ïðî ïîõiäíó âiä ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨, ìà¹ìî:

y ′ = (
√
x2 + 4) ′ · ln(sinx) + (

√
x2 + 4) · (ln sinx) ′ =

=
x ln(sin x)√
x2 + 4

+
√
x2 + 4 ctg x . 2
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1.7 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Âêàæiòü ïðèêëàäè ôóíêöié f(x) i g(x), âèçíà÷åíèõ íà R, äëÿ ÿêèõ
ôóíêöi¨ F (x) = f(g(x)) i G(x) = f(g(x)) äèôåðåíöiéîâíi òà ìàþòü îäíà-
êîâi ïîõiäíi íà R.

2. Âêàæiòü ïðèêëàäè ôóíêöié f(x) i g(x), âèçíà÷åíèõ íà R, äëÿ êî-
òðèõ ôóíêöiÿ F (x) = f(g(x)) ìà¹ ïîõiäíó â êîæíié òî÷öi x ∈ R, àëå
ôîðìóëà F (x) = f ′(g(x)) · g ′(x) íå ìîæå áóòè çàñòîñîâíà.

3. Çíàéäiòü âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ 1 çà äîäàòêîâî¨ âèìîãè: f(x) ̸= x ̸=
g(x) íà R.

4. ×è ¹ âiðíîþ ôîðìóëà (f(g(x0)))
′ = f ′(g(x0)) · g ′(x0) äëÿ äåÿêîãî

x0 ∈ R ó âèïàäêó, êîëè ïðèíàéìíi îäíà ç ïîõiäíèõ f ′(g(x0)) ÷è g ′(x0) ¹
íåñêií÷åííîþ (çà óìîâè, ùî æîäíà ç íèõ íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü)?

5. Äëÿ ôiêñîâàíî¨ ñòàëî¨ C > 0 âêàæiòü ïðèêëàäè ôóíêöié f(x) ̸= x
i g(x) ̸= x, âèçíà÷åíèõ íà R, äëÿ ÿêèõ (f(g(x))) ′ = C ïðè âñiõ x ∈ R.

6. Äàéòå âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ 5 çà äîäàòêîâî¨ âèìîãè: (f(g(x))) ′ =
f ′(g(x)) · g ′(x) ïðè âñiõ x ∈ R.

7. Ïiäáåðiòü ôóíêöiþ f, âèçíà÷åíó íà âiäêðèòîìó iíòåðâàëi (−1, 1)

òàê, ùîá ôóíêöiÿ F (x) = |x|+f(x)
|x|+1

íå äîðiâíþâàëà òîòîæíî íóëþ i ìàëà
ïîõiäíó â íóëi.

8. Ïiäáåðiòü ôóíêöiþ f, âèçíà÷åíó íà âiäêðèòîìó iíòåðâàëi (−1, 1)
òàê, ùîá ôóíêöiÿ F (x) = f(|x|) íå äîðiâíþâàëà òîòîæíî íóëþ i ìàëà
ïîõiäíó â íóëi.
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1.8 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 3

Çàäà÷à 3. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ f(x).

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1 f(x) = esinx + ex−e−x

2 + ctg ex 16 f(x) = 2sinx + ex+e−x

2 + arctg ex

2 f(x) = tg2 6x−2x+x ·10
√
x+esinx 17 f(x) = ln sin (2x+ 5) + x · 7

√
x

3 f(x) = e−x2
+10x tg x+sin 3x cos 5x 18 f(x) = tg e2x+1 + arctg(e2x) · ln 4x

4 f(x) = (e−
√
x+1)(1+e2x)+ 1

arctg ex 19 f(x) = arcsin4(cosx) + 1
arctg ex

5 f(x) = ctg lnx+1
2−lnx + cos3

√
ex 20 f(x) = esinx+x2

+ sin7 (e2x)

6 f(x) = sin2 2x cos x
2 + 3arctg 3x 21 f(x) = sin8 3x cos x

7 + 7arccos 7x

7 f(x) = sin2 2x cos x
2 + 3arctg 3x 22 f(x) = ctg 4lnx+arctg x3+ln cosx

8 f(x) = ln(x2 − 4x) + ctg(ln 2x) 23 f(x) = ln(x3 − 5x2) + ctg ln 7x

9 f(x) = sin2 x2 + 3ln(x+1) 24 f(x) = sin3(x5) + ln arcsinx
arccos(lnx)

10 f(x) = x4e
√
x2+4 + sin2 x2 25 f(x) = ln(tg3 4x) + cos7 ·x5

11 f(x) = 2sinx + ex+2e−x

4 + tg(cosx) 26 f(x) = 5arcsin 3x + ln 2x−3x
6

12 f(x) = x ·5etg x+x6 ·2
√
x+ctg2 7x 27 f(x) = ctg 5lnx + arctg(2x3)

13 f(x) = arcsinx·lg x+2x ctg x+3−x2
28 f(x) = arcsin(x3 − 6x) + ln(tg 3x)

14 f(x) = x arccos 2x+1
9 + 1

arctg 2x 29 f(x) = cos7 ·3x5 + arcsin(ln 9x)√
x+sinx

15 f(x) = 3−x arccosx+ sin4
√
ex 30 f(x) = ln6(x6) + e

√
x+arcsinx

1.9 Ïîõiäíi âèùèõ ïîðÿäêiâ

Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) äèôåðåíöiéîâíà íà ïðîìiæêó I = (a, b), −∞ <
a < b <∞, à f ′(x) � ¨¨ ïîõiäíà, ÿêà òàêîæ ¹ ôóíêöi¹þ âiäíîñíî x. ßêùî
ôóíêöiÿ f ′(x) äèôåðåíöiéîâíà, òî âiä íå¨ òåæ ìîæíà çíàéòè ïîõiäíó.
Ïîõiäíó ôóíêöi¨ ùå íàçèâàþòü ïîõiäíîþ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ïîõiäíà âiä
ïîõiäíî¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ äðóãîãî ïîðÿäêó. Äëÿ
ïîõiäíî¨ äðóãîãî ïîðÿäêó âèêîðèñòîâóþòü íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

f ′′(x), y ′′(x),
d2y

dx2
.

Îòæå, äëÿ òîãî ùîá çíàéòè ïîõiäíó äðóãîãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨,
äëÿ ïî÷àòêó òðåáà çíàéòè ïîõiäíó ïåðøîãî ïîðÿäêó, ïiñëÿ ÷îãî

çíàéòè ïîõiäíó âiä ïîõiäíî¨.

Ðîçãëÿíåìî öå íà ïðèêëàäi.
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Ïðèêëàä 23. Çíàéòè ïîõiäíó äðóãîãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨

y = x3 + 3x2 + 7x+ 5 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ y = f(x) :

f ′(x) = 3x2 + 6x+ 7 .

Òåïåð çíàéäåìî ïîõiäíó äðóãîãî ïîðÿäêó (òîáòî, çíàéäåìî ïîõiäíó âiä
ïîõiäíî¨):

f ′′(x) = 6x+ 6 . 2

Àíàëîãi÷íî, ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ ïîõiäíèõ òðåòüîãî, ÷åòâåðòîãî i ò.ä.
ïîðÿäêiâ (ïîõiäíà n-ãî ïîðÿäêó, öå ïîõiäíà âiä ïîõiäíî¨ (n− 1)-ãî
ïîðÿäêó).

Ïîõiäíi n-ãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨ y = f(x) ïîçíà÷àþòü íàñòóïíèì
÷èíîì:

y(n),
dny

dxn
, f (n)(x) àáî

dnf

dxn
.

Òàêîæ, äëÿ ïîçíà÷åííÿ ïîõiäíèõ âèñîêèõ ïîðÿäêiâ çàñòîñîâóþòü ðèì-
ñüêó íóìåðàöiþ. Çîêðåìà, ïîõiäíà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó, ìîæå áóòè çàïèñàíà,
ÿê yV . Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä, äå çíàéäåìî ïîõiäíó ïîðÿäêó âèùîãî çà äðó-
ãèé.

Ïðèêëàä 24. Çíàéòè ïîõiäíó ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨ y =
x5 + 4x4 + 3x3 + 2x+ 6 + sin x.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çãiäíî îçíà÷åííÿ ïîõiäíèõ ïåðøîãî, äðóãîãî, òðåòüîãî
i ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêiâ, ìè áóäåìî ìàòè, ùî

f ′(x) = 5x4 + 12x3 + 9x2 + cos x ,

f ′′(x) = 20x3 + 36x2 + 18x− sinx ,

f ′′′(x) = 60x2 + 72x+ 18− cos x ,

f (4)(x) = 120x+ 72 + sin x . 2

Â ïîïåðåäíiõ ïðèêëàäàõ äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ ÿêîãîñü ïîðÿä-
êó ìè ïî ÷åðçi çíàõîäèëè ïîõiäíi óñiõ íèæ÷èõ ïîðÿäêiâ. Ïðîòå, iíîäi
äîöiëüíî çàìiñòü öüîãî ïîìiòèòè äåÿêó çàêîíîìiðíiñòü, ÿêà äîçâîëèòü
çðàçó çíàéòè ïîõiäíó ïåâíîãî ïîðÿäêó.

Ïðèêëàä 25. Çíàéòè ïîõiäíó 20-ãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨ f(x) = e5x.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî ïîõiäíi ïåðøèõ òðüîõ ïîðÿäêiâ:

f ′(x) = 5e5x ,

f ′′(x) = 25e5x ,

f ′′′(x) = 125e5x .

Ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî
f (n)(x) = 5ne5x . (1.9.1)

Äîâåäåìî ðiâíiñòü (1.9.1) ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Ñïðàâäi, äëÿ
n = 1 ïðèïóùåííÿ âiðíå. Ïðèïóñòèìî, ùî (1.9.1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äåÿêî-
ãî n = k ∈ N, òîáòî,

f (k)(x) = 5ke5x . (1.9.2)

Äîâåäåìî, ùî (1.9.1) âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ n = k+1. Ñïðàâäi, áåðó÷è ïîõiäíó
ó ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1.9.2), ìè îòðèìà¹ìî, ùî

f (k+1)(x) = (f (k)(x)) ′ = (5ke5x) ′ = 5k+1e5x .

Îòæå, çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ðîáèìî âèñíîâîê, ùî íàøå
ïðèïóùåííÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N; çîêðåìà, (1.9.1) âèêîíó-
¹òüñÿ i äëÿ n = 20. Çâiäñè ìà¹ìî:

f (20)(x) = 520e5x . 2

Ôîðìóëà Ëåéáíiöà

Â ïîïåðåäíiõ ïàðàãðàôàõ ìè íàâ÷èëèñÿ çíàõîäèòè ïîõiäíi âiä äîáó-
òêó äâîõ ôóíêöié. Ïðîòå, ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíèõ âèñîêèõ ïîðÿä-
êiâ âiä äîáóòêó ìîæå áóòè äîñèòü íåïðîñòèì.

Ïðèêëàä 26. Çíàéòè ïîõiäíó 3-ãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨

f(x) = e−x cos x .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî ïî ÷åðçi ïîõiäíi ïåðøîãî, äðóãîãî òà òðåòüîãî
ïîðÿäêiâ

f ′(x) = −e−x cos x− e−x sinx = −e−x(cosx+ sin x) ,

f ′′(x) = e−x(cosx+ sinx)− e−x(cosx− sinx) =

= e−x(cosx+ sinx− cosx+ sin x) = 2e−x · sin x ,
f ′′′(x) = −2e−x · sin x+ 2e−x · cos x = 2e−x(cosx− sinx) . 2
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Â öüîìó âèïàäêó ìè çìîãëè îáiéòèñÿ òèìè ïðàâèëàìè, ÿêi âæå ðîçãëÿ-
äàëè ðàíiøå. Ïðîòå â âèïàäêàõ, êîëè âèìàãà¹òüñÿ çíàéòè ïîõiäíó ùå
âèùîãî ïîðÿäêó, ðîçâ'ÿçîê ìîæå âèõîäèòè çíà÷íî âàæ÷èì. Êðiì òîãî,
íàøà ôóíêöiÿ ¹ äîáóòêîì äâîõ äîñèòü ¾ãàðíèõ¿ ôóíêöié. Íàïðèêëàä,
çíàõîäæåííÿ çà äîïîìîãîþ öüîãî ìåòîäó òðåòüî¨ ïîõiäíî¨ âiä ôóíêöi¨
y = (2x2 − 7) ln(x− 1) ¹ äîñèòü ñêëàäíèì ç òåõíi÷íî¨ òî÷êè çîðó çàâäàí-
íÿì. Â òàêèõ âèïàäêàõ êîðèñòóþòüñÿ ôîðìóëîþ Ëåéáíiöà, ÿêà óçàãàëü-
íþ¹ ïðàâèëî çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ âiä äîáóòêó.

Òåîðåìà 1.3. Íåõàé, ôóíêöi¨ v(x) i u(x) ìàþòü ïîõiäíi äî n-ãî
ïîðÿäêó âêëþ÷íî. Òîäi ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ëåéáíiöà:

(u · v)(n) = C0
nu

(n)v + C1
nu

(n−1)v ′ + C2
nu

(n−2)v ′′ + ...+ Cn
nuv

(n) ,

äå

Ck
n =

n!

(n− k)!k!

� áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹íòè, n! = 1 · 2 · · ·n, k! = 1 · 2 · · · k, (n − k)! =
1 · 2 · · · (n− k).

Çàïàì'ÿòàòè öþ ôîðìóëó íå âàæêî, îñêiëüêè âîíà äîñèòü ñõîæà íà
áiíîì Íüþòîíà. Çíàéäåìî çà äîïîìîãîþ öi¹¨ òåîðåìè äåêiëüêà ïîõiäíèõ.

Ïðèêëàä 27. Çíàéòè ïîõiäíó 5-ãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨

f(x) = (2x2 − 7) ln(x− 1) .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ Ëåéáíiöà. Ìà¹ìî:

f (5)(x) = C0
5(2x

2 − 7)(5) ln(x− 1) + C1
5(2x

2 − 7)(4)v ′ + C2
5(2x

2 − 7)(3)v ′′+

+C3
5(2x

2 − 7) ′′v ′′′ + C4
5(2x

2 − 7) ′(ln(x− 1))(4)+

+C5
5(2x

2 − 7) ln(x− 1)(5) .

Çíàéäåìî óñi ïîõiäíi âiä ôóíêöié u(x) = (2x2− 7) òà v(x) = ln(x− 1)
äî 5-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. Ìà¹ìî:

u ′(x) = 4x , u ′′(x) = 4 , u ′′′(x) = 0 ,

u(4)(x) = 0 , u(5)(x) = 0 ,

v ′(x) =
1

x− 1
, v ′′(x) = − 1

(x− 1)2
, v ′′′(x) =

2

(x− 1)3
,

v(4)(x) = − 6

(x− 1)4
, v(5)(x) =

24

(x− 1)5
.
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Ïiäñòàâèìî öi ïîõiäíi ó ôîðìóëó Ëåéáíiöà. Êðiì òîãî, îá÷èñëèìî áiíî-
ìiàëüíi êîåôiöi¹íòè. Ìà¹ìî:

f (5)(x) = 0+0+0+10 · 4 · 2

(x− 1)3
+5 · 4x ·

(
− 6

(x− 1)4

)
+

24(2x2 − 7)

(x− 1)5
=

=
80

(x− 1)3
− 120x

(x− 1)4
+
24(2x2 − 7)

(x− 1)5
= 8

(
10

(x− 1)3
− 15x

(x− 1)4
+
3(2x2 − 7)

(x− 1)5

)
=

= 8 · 10(x− 1)2 − 15x(x− 1) + 3(2x2 − 7)

(x− 1)5
=

= 8 · 10x
2 − 20x+ 10− 15x2 + 15x+ 6x2 − 21

(x− 1)5
=

8(x2 − 5x− 11)

(x− 1)5
. 2

Ôîðìóëó Ëåéáíiöà ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè i äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíèõ
âèñîêèõ ïîðÿäêiâ âiä äðîáiâ.

Ïðèêëàä 28. Çíàéòè ïîõiäíó 3-ãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨

f(x) =
sin 2x

x
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî äðiá ó âèãëÿäi äîáóòêó, ïiñëÿ ÷îãî çàñòîñó¹ìî
ôîðìóëó Ëåéáíiöà:

f(x) =
sin 2x

x
= sin 2x · 1

x
,

f ′′′(x) = C0
3 · (sin 2x) ′′′

1

x
+ C1

3 · (sin 2x) ′′ ·
(
1

x

) ′

+

+C2
3 · (sin 2x) ′ ·

(
1

x

) ′′

+ C3
3 · (sin 2x) ·

(
1

x

) ′′′

.

Çíàéäåìî óñi ïîõiäíi âiä ôóíêöié u(x) = sin 2x òà v(x) = 1
x
äî 3-ãî

ïîðÿäêó âêëþ÷íî. Ìà¹ìî:

u ′(x) = 2 cos 2x , u ′′(x) = −4 sin 2x , u ′′′(x) = −8 cos 2x ,

v ′(x) = − 1

x2
, v ′′(x) =

2

x3
, v ′′′(x) = − 6

x4
.
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Òîäi ç îãëÿäó íà òåîðåìó 1.3 ìè áóäåìî ìàòè, ùî

f ′′′(x) = −8 cos 2x·1
x
+3·(−4 sin 2x)·

(
− 1

x2

)
+3·(2 cos 2x)· 2

x3
+sin 2x·

(
− 6

x4

)
,

f ′′′(x) = −8 cos 2x

x
+

12 sin 2x

x2
+

12 cos 2x

x3
− 6 sin 2x

x4
,

f ′′′(x) =
x3(−8 cos 2x) + x2(12 sin 2x) + x(12 cos 2x)− 6 sin 2x

x4
,

f ′′′(x) =
(12x− 8x3) cos 2x+ (12x2 − 6) sin 2x

x4
. 2

1.10 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Ïiäáåðiòü ôóíêöiþ f òàê, ùîá âîíà ìàëà ïîõiäíó â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ R,
àëå äðóãà ïîõiäíà f ′′ íå iñíó¹ â öié òî÷öi.

2. Ïiäáåðiòü ôóíêöiþ f òàê, ùîá âîíà ìàëà ïåðøó i äðóãó ïîõiäíó â
äåÿêié òî÷öi x0 ∈ R, àëå òðåòÿ ïîõiäíà f ′′′ íå iñíó¹ â öié òî÷öi.

3. Äëÿ ôiêñîâàíîãî k ∈ N ïiäáåðiòü ôóíêöiþ f òàê, ùîá âîíà ìà-
ëà ïîõiäíi f ′(x0), f

′′(x0), . . . , f
(k)(x0) â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ R, àëå ïîõiäíà

f (k+1) íå iñíó¹ â öié òî÷öi.

4. ×è ìîæå ñòàòèñÿ òàê, ùî ïîõiäíà f ′(x0) íå iñíó¹, à äðóãà ïîõiäíà
f ′′(x0) iñíó¹ i äîðiâíþ¹ íóëþ? Âiäïîâiäü ïîÿñíiòü.

5. ×è ìîæå ñòàòèñÿ òàê, ùî äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî k ∈ N ïîõiäíi
f ′(x0), f

′′(x0), . . . , f
(k)(x0) äîðiâíþþòü íóëþ â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ R, ïîõi-

äíà f (k+1) íå äîðiâíþ¹ íóëþ, à âñi iíøi ïîõiäíi f (l)(x0) äîðiâíþþòü íóëþ
ïðè l > k + 1 ó öié òî÷öi?

6. Äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N ïîáóäóéòå ôóíêöiþ f òàêîþ, ùî ïîõiäíi
f ′(x0), f

′′(x0), . . . , f
(k)(x0) äîðiâíþþòü íóëþ â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ R, à âñi

iíøi ïîõiäíi f (l)(x0) íå äîðiâíþþòü íóëþ ïðè l > k ó öié òî÷öi.

7∗. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f ìà¹ ïîõiäíó áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó â
äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0, ÿêà äîðiâíþ¹ íóëþ â öié òî÷öi. ×è âiðíî, ùî
f(x) ≡ const â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0?

8. Ïiäáåðiòü äâi÷i äèôåðåíöiéîâíó íà äåÿêîìó iíòåðâàëi I = (a, b)
ôóíêöiþ f(x) ̸= const òàê, ùîá f ′(x) + f ′′(x) = 0 ïðè x ∈ I.

Âêàçiâêà. Ïiäáåðiòü íàòóðàëüíå ÷èñëî k òàê, ùîá ôóíêöiÿ f(x) =
ekx çàäîâîëüíÿëà ïîòðiáíå ñïiââiäíîøåííÿ.
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9. Ïiäáåðiòü òðè÷i äèôåðåíöiéîâíó íà äåÿêîìó iíòåðâàëi I = (a, b)
ôóíêöiþ f(x) ̸= const òàê, ùîá f ′(x) + f ′′(x) + f ′′′(x) = 0 ïðè x ∈ I.

Âêàçiâêà. Ïiäáåðiòü íàòóðàëüíå ÷èñëî k òàê, ùîá ôóíêöiÿ f(x) =
ekx çàäîâîëüíÿëà ïîòðiáíå ñïiââiäíîøåííÿ.

10. Ïiäáåðiòü ÷îòèðèæäè äèôåðåíöiéîâíó íà äåÿêîìó iíòåðâàëi I =
(a, b) ôóíêöiþ f(x) ̸= const òàê, ùîá f ′(x)− f ′′(x) + f ′′′(x)− f (4)(x) = 0
ïðè x ∈ I.

Âêàçiâêà. Ïiäáåðiòü íàòóðàëüíå ÷èñëî k òàê, ùîá ôóíêöiÿ f(x) =
ekx çàäîâîëüíÿëà ïîòðiáíå ñïiââiäíîøåííÿ.
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1.11 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 4

Çàäà÷à 4. Çíàéòè çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ 3-ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi
x0 âiäïîâiäíî äî âàðiàíòó.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), òî÷êà x0 Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), òî÷êà x0

1 f(x) = sin2 x, x0 =
π
2 16 f(x) = x cos 2x, x0 =

π
12

2 f(x) = arctg x, x0 = 1 17 f(x) = x4 lnx, x0 = 1

3 f(x) = ln(2 + x), x0 = 0 18 f(x) = x+ arctg x, x0 = 1

4 f(x) = ex cosx, x0 = 0 19 f(x) = cos2 x, x0 =
π
4

5 f(x) = ex sin 2x, x0 = π 20 f(x) = ln(x2 − 4), x0 = 3

6 f(x) = e−x cosx, x0 = 0 21 f(x) = x2 cosx, x0 =
π
2

7 f(x) = sin 2x, x0 = π 22 f(x) = x arccosx, x0 =
π
2

8 f(x) = (2x+ 1)5, x0 = 1 23 f(x) = (x+ 1) ln(x+ 1), x0 = −1
2

9 f(x) = ln(1 + x), x0 = 2 24 f(x) = ln3 x, x0 = 1

10 f(x) = 1
2x

2ex, x0 = 0 25 f(x) = 2x
2
, x0 = 1

11 f(x) = arcsinx, x0 = 0 26 f(x) = (4x− 3)5, x0 = 1

12 f(x) = (5x− 4)5, x0 = 2 27 f(x) = x arctg x, x0 = 2

13 f(x) = x sinx, x0 =
π
2 28 f(x) = (7x− 4)6, x0 = 1

14 f(x) = x2 lnx, x0 = x2 lnx, x0 =
1
3

29 f(x) = x sin 2x, x0 =
π
2

15 f(x) = x sin 2x, x0 = −π
4 30 f(x) = sin(x3 + π), x0 = 3

√
π

1.12 Ïîõiäíà âiä ôóíêöi¨, çàäàíî¨ ïàðàìåòðè÷íî

Â ïîïåðåäíiõ ïàðàãðàôàõ ìè ðîçãëÿäàëè ïîõiäíi âiä ôóíêöié, çàäàíèõ
àíàëiòè÷íî, òîáòî òàêèõ, ÿêi áóëè çàïèñàíi â âèãëÿäi y = f(x). Ïðîòå,
öå äàëåêî íå ¹äèíèé ìåòîä âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨. Çàëåæíiñòü ôóíêöi¨ âiä
àðãóìåíòó ìîæå áóòè çàäàíà çà äîïîìîãîþ òðåòüî¨ çìiííî¨ t, ÿêó ùå
íàçèâàþòü ïàðàìåòðîì: {

x = φ(t) ,

y = ψ(t) .

Â òàêèõ âèïàäêàõ êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷íî. Íàïðè-
êëàä: {

x = 2t− 1 ,

y = t3 .
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Â öüîìó ïàðàãðàôi ìè ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ âiä
ôóíêöi¨, ÿêà çàäàíà ïàðàìåòðè÷íî. Â íàéïðîñòiøèõ âèïàäêàõ ìîæíà ç
ïåðøîãî ðiâíÿííÿ âèðàçèòè ïàðàìåòð t ÷åðåç x, i ïiäñòàâèòè â äðóãå
ðiâíÿííÿ. Çà äîïîìîãîþ öüîãî ïðèéîìó ìè çìîæåìî âèðàçèòè çìiííó y
÷åðåç x, ïiñëÿ ÷îãî çíàéòè ïîõiäíó çà äîïîìîãîþ ïðàâèë, ðîçãëÿíóòèõ
ðàíiøå.

Ïðèêëàä 29. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ çàäàíî¨ ïàðàìåòðè÷íî{
x = 2t− 1 ,

y = t3 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèðàæà¹ìî ïàðàìåòð t ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ:

t =
x+ 1

2
.

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíèé âèðàç â äðóãå ðiâíÿííÿ:

y =

(
x+ 1

2

)3

.

Çíàéäåìî ïîõiäíó âiä öi¹¨ ôóíêöi¨ ïî x :

y ′ = 3 ·
(
x+ 1

2

)2

· 1
2
=

3(x+ 1)2

8
. 2

Íà æàëü, äàëåêî íå çàâæäè ôóíêöiþ çàäàíó ïàðàìåòðè÷íî ìîæíà çâå-
ñòè äî âèãëÿäó y = f(x). Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ â òàêîìó âèïàäêó
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íàñòóïíà ôîðìóëà:

y ′
x =

y ′
t

x ′
t

. (1.12.1)

Çàóâàæåííÿ 1.10. Iíäåêñè â öié ôîðìóëi âêàçóþòü íà òå, ïî ÿêié
çìiííié çíàõîäèòüñÿ ïîõiäíà.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ íà çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè (1.12.1).

Ïðèêëàä 30. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨, çàäàíî¨ ïàðàìåòðè÷íî,
ÿêùî {

x = 3 sin(2t)− sin(3t) ,

y = 3 cos(2t) + cos(3t) .
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ (1.12.1), íåîáõiäíî
çíàéòè xt òà yt. Áóäåìî ìàòè, ùî

xt = 6 cos(2t)− 3 cos(2t) , yt = −6 sin(2t)− 3 sin(2t) .

Ïiäñòàâèìî âåëè÷èíè xt òà yt ó ñïiââiäíîøåííÿ (1.12.1). Ìè îòðèìà¹ìî,
ùî

yx =
y ′
t

x ′
t

=
−6 sin(2t)− 3 sin(2t)

6 cos(2t)− 3 cos(2t)
=

6 sin(2t) + 3 sin(2t)

3 cos(2t)− 6 cos(2t)
. 2

Ïîõiäíi âèùèõ ïîðÿäêiâ âiä ôóíêöié çàäàíèõ ïàðàìåòðè÷íî

Íåõàé òðåáà çíàéòè ïîõiäíó äðóãîãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨ çàäàíî¨ ïà-
ðàìåòðè÷íî. Îñêiëüêè, ïîõiäíà äðóãîãî ïîðÿäêó � öå ïîõiäíà âiä ïîõiäíî¨,
ìà¹ìî:

y ′′
xx = (y ′

x)
′
x =

(y ′
x)

′
t

x ′
t

.

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ ôîðìóëîþ (1.12.1) äëÿ (y ′
x)

′
x. Àíàëîãi÷íî ìîæíà

âèâåñòè ôîðìóëè äëÿ ïîõiäíî¨ 3-ãî ïîðÿäêó i âèùå. Íàïðèêëàä:

y ′′′
xxx =

(y ′′
xx)

′
t

x ′
t

.

Ïðèêëàä 31. Çíàéòè ïîõiäíó 3-ãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨ çàäàíî¨ ïà-
ðàìåòðè÷íî, ÿêùî {

x = 2t− t2 ,

y = 3t− t3 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî ñïî÷àòêó yt òà xt :

xt = 2− 2t , y ′
t = 3− 3t2 .

Òåïåð çíàéäåìî ïîñëiäîâíî óñi ïîõiäíi ïî x äî 3-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî:

yx =
yt
xt

=
3− 3t2

2− 2t
=

3(1− t2)

2(1− t)
=

3(1− t)(1 + t)

2(1− t)
=

3(1 + t)

2
=

3

2
(1 + t) ,

yxx =
(y ′

x)
′
t

x ′
t

=
3

2
: (2− 2t) =

3

2(2− 2t)
=

3

4(1− t)
,

yxxx =
(y ′

xx)
′
t

x ′
t

=

(
3

4(1− t)

) ′

· 1

2− 2t
=

3

4(1− t)2
· 1

2(1− t)
=

3

8(1− t)3
. 2
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1.13 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Ïåðåâiðòå ôîðìóëó (1.12.1) äëÿ âèïàäêó, êîëè{
x = x ,

y = f(x)
.

ßêèé âèãëÿä ìà¹ öÿ ôîðìóëà ó âêàçàíié ñèòóàöi¨?

2. Îòðèìàéòå ôîðìóëó (1.12.1), êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (1.6.1).

3. Íåõàé x = x(t), y = y(t) � äåÿêà íåïåðåðâíà ïàðàìåòðèçàöiÿ, êðiì
òîãî, íåõàé ïðè t = t0 ìà¹ìî: x(t0) = x0 i y(t0) = y0. Ïðèïóñòèìî, ùî x òà
y îäíî÷àñíî íå ìàþòü ïîõiäíî¨ ïî t ó òî÷öi t = t0.Ùî, ó òàêîìó âèïàäêó,
ìîæíà ñêàçàòè ïðî iñíóâàííÿ y ′(x) ó òî÷öi x = x0?

4. Íåõàé x = x(t), y = y(t) � äåÿêà íåïåðåðâíà ïàðàìåòðèçàöiÿ, êðiì
òîãî, íåõàé ïðè t = t0 ìà¹ìî: x(t0) = x0 i y(t0) = y0. Ïðèïóñòèìî, ùî
x ìà¹ ïîõiäíó ïî t ó òî÷öi t = t0, ïðîòå y íå ìà¹ ïîõiäíî¨ ïî t ó òî÷öi
t = t0.Ùî, ó òàêîìó âèïàäêó, ìîæíà ñêàçàòè ïðî iñíóâàííÿ y ′(x) ó òî÷öi
x = x0?

5. Íåõàé x = x(t), y = y(t) � äåÿêà íåïåðåðâíà ïàðàìåòðèçàöiÿ, ïðè-
÷îìó y = y(x). Íåõàé ïðè t = t0 ìà¹ìî: x(t0) = x0 i y(t0) = y0, êðiì òîãî,
ïðè t = t1 ìà¹ìî: x(t1) = x0 i y(t1) = y0 (äå t0 ̸= t1). Òîäi çà ôîðìó-
ëîþ (1.12.1)

y ′
x(x0) =

y ′
t (t0)

x ′
t(t0)

=
y ′
t (t1)

x ′
t(t1)

.

×è íåìà¹ òóò ñóïåðå÷íîñòi ç îãëÿäó íà äåÿêó ¾íåîäíîçíà÷íiñòü¿ îá÷è-
ñëåííÿ y ′

x(x0)?
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1.14 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 5

Çàäà÷à 5. Çíàéòè ïîõiäíó f ′
x âiä ôóíêöi¨ çàäàíî¨ ïàðàìåòðè÷íî.

Âàðiàíò Ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . . Âàðiàíò Ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . .

1 {
x = 3t− t2

y = 3t− t3

16 {
x = sin t+ cos t

y = at

2 {
x = cos3 t

y = sin3 t

17 {
x = t2 cos t

y = t2 sin t

3 {
x = 2t3 + t

y = ln t

18 {
x = cos t+ t sin t

y = sin t− t cos t

4 {
x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t)

19 {
x = sin t cos2 t

y = − cos3 t

5 {
x = 2t− t3

y = t2

20 {
x = sin3 t

y = cos3 t

6 {
x = ln t2−1

4

y = sin t

21 {
x = t+1

t4

y = 4
t2
+ 1

3t

7 {
x = arctg t

y =
√
t2 + 1

22 {
x = et cos t

y = e−t sin t

8 {
x = ln sin t−1

2

y = arcsin t

23 {
x = sin t+ t

y =
√
t3 + 1
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Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f

9 {
x = ln t

y = 1
t2−5

24 {
x = 3

√
t

y = arctg t

10 {
x = e2t

y = ln sin t

25 {
x = ln3 t

y = sin(t+ 1)

11 {
x = ln(1 + t2)

y = t− arctg t

26 {
x = ln(cos t+ 1)

y = sin t+ t

12 {
x = e−t sin t

y = et cos t

27 {
x = arccos t

y =
√
1− t2

13 {
x = ln t

y = t2 − sin t

28 {
x = arcctg t

y = ln(1 + t2)

14 {
x = ln t+ sin t

y = t2 cos t

29 {
x = tg t+ 1

y = sin2(t− 4)

15 {
x = ln(1 + t2)

y = t arcctg t

30 {
x = ctg t

y = t cos t+ sin t
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1.15 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 6

Çàäà÷à 6. Çíàéòè ïîõiäíó äðóãîãî ïîðÿäêó f ′
xx âiä ôóíêöi¨ çàäàíî¨ ïà-

ðàìåòðè÷íî.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f

1 {
x = t+ ln cos t

y = t− ln sin t

16 {
x = 2t2 + t

y = ln t

2 {
x = 2t− sin 2t

y = sin3 t

17 {
x = 3t− t3

y = 3t2

3 {
x = t+ 1

2 sin t

y = cos3 t

18 {
x = 2t− t3

y = 2t2

4 {
x = t5 + 2t

y = t3 − 8t− 1

19 {
x = ctg t

y = 1
cos2 t

5 {
x = t3

3 + t2

2 + t

y = t2

2 + 1
t

20 {
x = ln t

y =
t+ 1

t
2

6 {
x = arcsin(t2 − 1)

y = arccos 2t

21 {
x = t2

y = t3

3

7 {
x = t2 + t+ 1

y = t3 + t

22 {
x = t− sin t

y = 1− cos t

8 {
x = ctg t

y = 1
cos2 t

23 {
x = sin( t2)

y = cos t
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Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f

9 {
x = 2−t

2+t2

y = t2

2+t2

24 {
x = cos at

y = sin at

10 {
x = 2 cos3 2t

y = sin3 2t

25 {
x = e2t

y = cos t

11 {
x = 2t− t2

y = 3t− t3

26 {
x = cos t

2

y = t− sin t

12 {
x = 3 cos t

y = 4 sin2 t

27 {
x = tg t+ ctg t

y = 2 ln ctg t

13 {
x = 2 cos3 t

y = 4 sin3 t

28 {
x = t2 + 1

y = et
2

14 {
x = cos t+ t sin t

y = sin t− t cos t

29 {
x = 3 cos2 t

y = 2 sin3 t

15 {
x = 2 cos t− cos 2t

y = 2 sin t− sin 2t

30 {
x = t cos t

y = at sin t
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1.16 Ïîõiäíà âiä ôóíêöi¨, çàäàíî¨ íåÿâíî

ßêùî ôóíêöiÿ çàäàíà ðiâíÿííÿì y = f(x), òî êàæóòü ùî ôóíêöiÿ çàäàíà
â ÿâíîìó âèãëÿäi. Ïiä íåÿâíèì âèçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ ðîçóìiþòü âèçíà-
÷åííÿ ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi ðiâíÿííÿ F (x, y) = 0, íå ðîçâ'ÿçàíîãî âiäíîñíî
çàëåæíî¨ çìiííî¨ y. Íàïðèêëàä:

y + x ln y = 5 .

Áóäü-ÿêó ÿâíî çàäàíó ôóíêöiþ y = f(x) ìîæíà çàïèñàòè ÿê íåÿâíî çàäà-
íó ðiâíÿííÿì y − f(x) = 0. Â äåÿêèõ âèïàäêàõ, ôóíêöiþ çàäàíó íåÿâíî
ìîæíà ïåðåïèñàòè â ÿâíîìó âèãëÿäi. Öå äîçâîëÿ¹ çíàéòè ïîõiäíó íàé-
ïðîñòiøèõ âèïàäêàõ.

Ïðèêëàä 32. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ çàäàíî¨ íåÿâíî, ÿêùî

yx+ y − sin x = 0 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ ïî÷àòêó òðåáà ïðåäñòàâèòè öþ ôóíêöiþ ó ÿâíîìó
âèãëÿäi, òîáòî, âèðàçèòè y ÷åðåç x :

y(x+ 1) = sin x ,

y =
sinx

x+ 1
.

Çàëèøèëîñÿ çíàéòè ïîõiäíó âiä y ïî x çà äîïîìîãîþ âæå âiäîìèõ íàì
ïðèâèë (äèâ. ñòîð. 12):

y ′ =
cosx(x+ 1)− sin x

(x+ 1)2
. 2

Íà æàëü, äàëåêî íå çàâæäè ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òàêèì ïiäõîäîì.
Ïðîáëåìà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íå çàâæäè y ìîæíà ëåãêî âèðàçèòè ÷åðåç
x, à iíîäi i íåìîæëèâî. ßêùî íåÿâíà ôóíêöiÿ çàäàíà ðiâíÿííÿì

F (x, y) = 0 ,

òî äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ â òàêèõ âèïàäêàõ ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ íà-
ñòóïíèì àëãîðèòìîì:

1) Çíàéòè ïîõiäíó âiä ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèíè ïî x, ðîçãëÿäàþ÷è ïðè
öüîìó y, ÿê ôóíêöiþ çàëåæíó âiä x.

2) Âèðàçèòè çâiäñè y ′.
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Ïðèêëàä 33. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ y çàäàíî¨ íåÿâíî, ÿêùî:

x3 + y3 − 3xy = 0 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ ïî÷àòêó, çíàéäåìî ïîõiäíó ïî x âiä ëiâî¨ òà ïðàâî¨
÷àñòèíè. Âiäçíà÷èìî, ùî y3 ¹ ñêëàäåíîþ ôóíêöi¹þ. Ñïðàâäi, õî÷à íà
ïåðøèé ïîãëÿä öÿ ôóíêöiÿ íå âèãëÿäà¹ ÿê ñêëàäåíà, àëå îñêiëüêè y ¹ íå
àðãóìåíòîì, à ôóíêöi¹þ çàëåæíîþ âiä x, òî y3 ¹ êîìïîçèöi¹þ äâîõ ôóí-
êöié. Òîìó ïðè çíàõîäæåííi ïîõiäíî¨ âiä öüîãî äîäàíêó, ñêîðèñòà¹ìîñÿ
ïðàâèëîì ïîõiäíî¨ âiä ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨:

3x2 + 3y2y ′ − 3y − 3xy ′ = 0 .

Âèðàçèìî çâiäñè y ′:

3y2y ′ − 3xy ′ = 3y − 3x2 ,

y ′(3y2 − 3x) = 3y − 3x2 ,

y ′ =
3y − 3x2

3y2 − 3x
=
y − x2

y2 − x
. 2

Çàóâàæåííÿ 1.11. Ïîõiäíà âiä ôóíêöi¨ y â òàêèõ çàâäàííÿõ, ÿê
ïðàâèëî, âèðàæà¹òüñÿ íå òiëüêè ÷åðåç x, à i ÷åðåç ñàìó ôóíêöiþ y.

Ïðèêëàä 34. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨, çàäàíî¨ íåÿâíî:

exy = ln(x2 + y2) . (1.16.1)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ùîá êîðèñòóâàòèñÿ îïèñàíèì âèùå àëãîðèòìîì, íå îáî-
â'ÿçêîâî çâîäèòè ôóíêöiþ äî âèãëÿäó F (x, y) = 0. Çàìiñòü öüîãî ìîæíà
çðàçó çíàéòè ïîõiäíó âiä ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèíè. Ðîáëÿ÷è öå ó (1.16.1),
áóäåìî ìàòè:

(exy) ′ = (ln(x2 + y2)) ′ ,

exy · (y + xy ′) =
1

x2 + y2
· (2x+ 2yy ′) ,

exyy + exyxy ′ =
2x

x2 + y2
+

2yy ′

x2 + y2
,

exyxy ′ − 2yy ′

x2 + y2
=

2x

x2 + y2
− exyy ,

y ′
(
exyx− 2y

x2 + y2

)
=

2x

x2 + y2
− exyy ,
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y ′

(
exyx(x2 + y2)− 2y

x2 + y2

)
=

2x− exyy(x2 + y2)

x2 + y2
,

y ′ =
2x− exyy(x2 + y2)

x2 + y2
:
exyx(x2 + y2)− 2y

x2 + y2
=

=
2x+ exyy(x2 + y2)

x2 + y2
· x2 + y2

exyx(x2 + y2)− 2y
,

y ′ =
2x− exyy(x2 + y2)

exyx(x2 + y2)− 2y
. 2

Â äåÿêèõ çàäà÷àõ âèìàãàþòü çíàõîäæåííÿ íå òiëüêè çàãàëüíî¨ ôîðìóëè
ïîõiäíî¨, à i êîíêðåòíîãî çíà÷åííÿ â ÿêiéñü òî÷öi.

Ïðèêëàä 35. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ çàäàíî¨ íåÿâíî:

x3y + 3y3 − x+ 1 = 0

â òî÷öi M0(1; 2).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî äëÿ ïî÷àòêó çàãàëüíèé âèãëÿä ïîõiäíî¨. Äëÿ
öüîãî çíàéäåìî ïîõiäíó ïî x âiä ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèíè. Áóäåìî ìàòè,
ùî

3x2y + x3y ′ + 9y2y ′ − 1 = 0 ,

x3y ′ + 9y2y ′ = 1− 3x2y ,

y ′(x3 + 9y2) = 1− 3x2y, ,

y ′ = y ′(x) =
1− 3x2y

9y2 + x3
. (1.16.2)

Òåïåð çíàéäåìî çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ â êîíêðåòíié òî÷öi. Äëÿ öüîãî ïiäñòà-
âèìî x = 1 i y = 2 ó ñïiââiäíîøåííÿ (1.16.2). Ìè îòðèìà¹ìî, ùî

y ′(1) =
1− 3 · 12 · 2
9 · 22 + 13

= − 5

37
. 2

Ïîõiäíi âèùèõ ïîðÿäêiâ âiä ôóíêöié, çàäàíèõ íåÿâíî

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíèõ âèùèõ ïîðÿäêiâ âiä ôóíêöié çàäàíèõ íå-
ÿâíî êîðèñòóþòüñÿ òèì ñàìèì àëãîðèòìîì. Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ïîõi-
äíó äðóãîãî ïîðÿäêó, òðåáà çíàéòè ïîõiäíó ïî x âiä ïîõiäíî¨ ïåðøîãî
ïîðÿäêó.

Çàóâàæåííÿ 1.12. Â äåÿêèõ ïðèêëàäàõ ðàöiîíàëüíiøå çíàõîäèòè
ïîõiäíó íå âiä ïîõiäíî¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó, à äèôåðåíöiþâàòè ëiâó i ïðàâó
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÷àñòèíó âèðàçó, ç ÿêîãî ìè ¨¨ âèðàæàëè. Äàëi áóäå âiäïîâiäíèé ïðèêëàä,
äå öå áóäå âèêîðèñòàíî.

Ïðèêëàä 36. Çíàéòè ïîõiäíi ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó âiä ôóí-
êöi¨ çàäàíî¨ íåÿâíî:

arctg y = x+ y .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ ïî÷àòêó çíàéäåìî ïîõiäíó ïåðøîãî ïîðÿäêó:

y ′

1 + y2
= 1 + y ′ ,

y ′

1 + y2
− y ′ = 1 ,

y ′
(

1

1 + y2
− 1

)
= 1 ,

y ′(
1− 1− y2

1 + y2
) = 1 ,

y ′ −y2

1 + y2
= 1 ,

y ′ = −1 + y2

y2
.

Ïåðøà ïîõiäíà âiä ôóíêöi¨ çíàéäåíà. Äëÿ çíàõîäæåííÿ äðóãî¨ ïîõiäíî¨
äîñòàòíüî çíàéòè ïîõiäíó âiä ïåðøî¨. Ïåðåä òèì, ÿê ¨¨ çíàõîäèòè, âèêî-
íà¹ìî ïî÷ëåííå äiëåííÿ, ùîá ïîëåãøèòè ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨.
Ìà¹ìî:

y ′ = − 1

y2
− 1 .

Çíàéäåìî òåïåð äðóãó ïîõiäíó:

y ′′ =
2

y3
y ′ .

Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî õî÷à ïîõiäíi i ìîæóòü áóòè âèðàæåíi ÷åðåç
ñàìó ôóíêöiþ, àëå íå ïîâèííi ìiñòèòè â ñâî¹ìó çàïèñi ïîõiäíèõ iíøèõ
ïîðÿäêiâ. Äëÿ òîãî, ùîá âèðàçèòè äðóãó ïîõiäíó ÷åðåç x i y, ïiäñòàâèìî
ñþäè çíàéäåíó ðàíiøå ïîõiäíó ïåðøîãî ïîðÿäêó:

y ′′ =
2

y3
·
(
− 1 + y2

y2

)
,
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y ′′ = −2(1 + y2)

y5
. 2

Ïðèêëàä 37. Çíàéòè ïîõiäíi ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó âiä ôóí-
êöi¨ çàäàíî¨ íåÿâíî:

y = e3y + 5x2 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëþþ÷è ïîõiäíi, áóäåìî ìàòè:

y ′ = 3e3yy ′ + 10x , (1.16.3)

y ′ − 3e3yy ′ = 10x ,

y ′(1− 3e3y) = 10x ,

y ′ =
10x

1− 3e3y
.

Äðóãó ïîõiäíó ìîæíà çíàéòè òàêèì ñàìî ìåòîäîì, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó
ïðèêëàäi. Ïðîòå, ìè ïiäåìî äåùî iíøèì øëÿõîì. Ìè çíàéäåìî ïîõiäíó
âiä ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèíè âèðàçó, ç ÿêîãî ìè âèðàæàëè ïåðøó ïîõi-
äíó. Òàêèé ïiäõiä îñîáëèâî êîðèñíèé â âèïàäêàõ, êîëè ïåðøà ïîõiäíà ¹
äîñèòü ñêëàäíèì äðîáîì. Âèêîðèñòàííÿ ôîðìóëè ïîõiäíî¨ âiä ÷àñòêè ìî-
æå ïðèçâåñòè äî áiëüøî¨ êiëüêîñòi òåõíi÷íî¨ ðîáîòè, íiæ çàïðîïîíîâàíèé
ìåòîä. Îòæå, áåðó÷è ïîõiäíó ïî x ó ëiâié òàê ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíî-
øåííÿ (1.16.3), ìè îòðèìà¹ìî, ùî

(y ′(1− 3e3y)) ′ = (10x) ′ ,

y ′′(1− 3e3y) + y ′(1− 3e3y) ′ = 10 ,

y ′′(1− 3e3y) + y ′ · (−9e3yy ′) = 10 .

ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, ïîõiäíi ïîâèííi áóòè âèðàæåíi ëèøå ÷åðåç x òà y.
Ïiäñòàâèìî ñþäè çíà÷åííÿ ïåðøî¨ ïîõiäíî¨. Áóäåìî ìàòè:

y ′′(1− 3e3y) +
10x

1− 3e3y
· (−9e3y)

10x

1− 3e3y
= 10 ,

y ′′(1− 3e3y)− 900x2 · e3y

(1− 3e3y)2
= 10 ,

y ′′(1− 3e3y) = 10 +
900x2 · e3y

(1− 3e3y)2
,

y ′′(1− 3e3y) =
10(1− 3e3y)2 + 900x2 · e3y

(1− 3e3y)2
,
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y ′′ =
10(1− 3e3y)2 + 900x2 · e3y

(1− 3e3y)3
,

y ′′ =
10− 60e3y + 90e6y + 900x2 · e3y

(1− 3e3y)3
. 2
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1.17 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 7

Çàäà÷à 7. Çíàéòè ïîõiäíi ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨ çà-
äàíî¨ â íåÿâíîìó âèãëÿäi äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ Âàðiàíò Ôóíêöiÿ

1 y2 = 8x 16 sin y = 7x+ 3y

2 x2

5 + y2

7 = 1 17 tg y = 4y − 5x

3 y = x+ arctg y 18 y = 7x− ctg y

4 x2

5 + y2

3 = 1 19 xy − 6 = cos y

5 y2 = 25x− 4 20 3y = 7 + xy3

6 arctg y = 4x+ 5y 21 y2 = x+ ln(xy )

7 y2 − x = cos y 22 xy2 − y3 = 4x− 5

8 3x+ sin y = 5y 23 x2y2 + x = 5y

9 tg y = 3x+ 5y 24 x4 + x2y2 + y = 4

10 xy = ctg y 25 sin y = xy2 + 5

11 y = ey + 4x 26 x3 + y3 = 5x

12 ln y − y
x = 7 27

√
x+

√
y =

√
7

13 x2 + y2 = sin y 28 y2 = x−y
x+y

14 ey = 4x− 7y 29 sin2(3x+ y2) = 5

15 4 sin2(x+ y) = x 30 ctg2(x+ y) = 5x
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1.18 Ëîãàðèôìi÷íå äèôåðåíöiþâàííÿ

Â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ öüîãî ïîñiáíèêà ìè ðîçiáðàëè çíàõîäæåííÿ ïîõi-
äíèõ ÿê âiä ñòåïåíåâèõ ôóíêöié, òàê i âiä ïîêàçíèêîâèõ. Ïðîòå, ôóíêöiÿ
ìîæå ìiñòèòè çìiííó ÿê â îñíîâi, òàê i â ñòåïåíi. Òàêi ôóíêöi¨ íàçèâàþ-
òüñÿ ñòåïåíåâî-ïîêàçíèêîâèìè. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ âiä òàêî¨ ôóí-
êöi¨ çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè ëîãàðèôìi÷íå äèôåðåíöiþâàííÿ. Öåé ìåòîä
ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó:

1) Ñïî÷àòêó ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíó òðåáà ïðîëîãàðèôìóâàòè (ÿê ïðà-
âèëî, âèêîðèñòîâóþòü íàòóðàëüíèé ëîãàðèôì);

2) Ïiñëÿ öüîãî çíàõîäÿòü ïîõiäíó, ÿê ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ çàäàíî¨
íåÿâíî

Ïðèêëàä 38. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨:

y = xsinx . (1.18.1)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðîëîãàðèôìó¹ìî ëiâó òà ïðàâó ÷àñòèíó ñïiââiäíîøåí-
íÿ (1.18.1), à òàêîæ ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâîñòÿìè ëîãàðèôìà:

ln y = ln xsinx = sin x · lnx .

Çíàéäåìî ïîõiäíó âiä ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèíè ïî x:

(ln y) ′ =

(
sin x · lnx

) ′

,

y ′

y
= cos x · lnx+ sin x

x
,

y ′ = y

(
cosx · lnx+ sin x

x

)
.

Îñêiëüêè, y = xsinx, îñòàòî÷íî ìà¹ìî:

y ′ = xsinx

(
cos x · lnx+ sinx

x

)
. 2

Çàóâàæåííÿ 1.13. Ñòåïåíåâî-ïîêàçíèêîâi ôóíêöi¨ iíîäi ïëóòàþòü,
ÿê çi ñòåïåíåâèìè, òàê i ç ïîêàçíèêîâèìè. �õ ñóòò¹âà îñîáëèâiñòü ïîëÿãà¹
â òîìó, ùî âîíè ìiñòÿòü çìiííó ÿê â ñòåïåíi, òàê i â îñíîâi. Ïîêàçíèêî-
âi ìiñòÿòü çìiííó ëèøå â ñòåïåíi, ñòåïåíåâi ëèøå â îñíîâi. Âèêîðèñòàí-
íÿ òàáëè÷íèõ ïîõiäíèõ ðîçðàõîâàíèõ äëÿ ñòåïåíåâèõ, àáî ïîêàçíèêîâèõ
ôóíêöié ïðèçâåäå äî ïîìèëêè.
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Çàóâàæåííÿ 1.14. Íà âiäìiíó âiä çàäà÷ ç ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó, ïî-
õiäíà ïîâèííà áóòè âèðàæåíà ëèøå ÷åðåç x. Çðîáèòè öå äîñèòü íå âàæêî,
îñêiëüêè â óìîâi ó íàñ ôóíêöiÿ çàïèñàíà â ÿâíîìó âèãëÿäi.

Çàóâàæåííÿ 1.15. Çàäà÷ó ìîæíà áóëî ðîçâ'ÿçàòè i áåç âèêîðèñòà-
ííÿ ëîãàðèôìi÷íîãî äèôåðåíöiþâàííÿ. Äëÿ öüîãî äîñèòü ñêîðèñòàòèñÿ
âëàñòèâîñòÿìè ëîãàðèôìà i çàïèñàòè ôóíêöiþ â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

y = xsinx = eln (x
sin x) = esinx·lnx .

Ïîõiäíó âiä öi¹¨ ôóíêöi¨ ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ âæå âiäîìèõ âëà-
ñòèâîñòåé (ðàäèìî ÷èòà÷àì çðîáèòè öå ñàìîñòiéíî).

Çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ âiä ñòåïåíåâî ïîêàçíèêîâî¨ ôóíêöi¨ íå ¹ ¹äè-
íèì çàñòîñóâàííÿì ëîãàðèôìi÷íîãî äèôåðåíöiþâàííÿ. Â äåÿêèõ âèïàä-
êàõ öåé ìåòîä äîçâîëÿ¹ çíà÷íî çìåíøèòè êiëüêiñòü òåõíi÷íî¨ ðîáîòè.

Ïðèêëàä 39. Çíàéòè ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨:

y =
(x+ 2)2(x− 6)

√
x2 + 1

(x− 2)3(x− 4)2
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðàâèë ðîçãëÿíóòèõ ðàíiøå äîñòàòíüî, ùîá çíàéòè ïîõi-
äíó âiä öi¹¨ ôóíêöi¨. Ïðîòå, íå âàæêî çðîçóìiòè ùî òàêèé ïðîöåñ áóäå
äîñèòü íåïðîñòèì. Ñïðàâäi, ìè ìà¹ìî ñïðàâó ñ ôóíêöi¹þ, ÿêà ïîäàíà ó
âèãëÿäi ÷àñòêè äåêiëüêîõ ôóíêöié, êîæíà ç ÿêèõ ¹ äîáóòêîì äâîõ, àáî
òðüîõ ôóíêöié. Êðiì òîãî, ìàéæå âñi öi ôóíêöi¨ ÿâëÿþòüñÿ ñêëàäåíèìè.
Â òàêèõ âèïàäêàõ ëîãàðèôìi÷íå äèôåðåíöiþâàííÿ çíà÷íî ïîëåãøó¹ ïðî-
öåññ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨. Ïðîëîãàðèôìó¹ìî ëiâó òà ïðàâó ÷àñòèíó, à
òàêîæ ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâîñòÿìè ëîãàðèôìiâ:

ln y = ln
(x+ 2)2(x− 6)

√
x2 + 1

(x− 2)3(x− 4)2
,

ln y = ln (x+ 2)2(x− 6)
√
x2 + 1− ln (x− 2)3(x− 4)2 ,

ln y =
(
ln(x+ 2)2 + ln(x− 6) + ln (x2 + 1)

1
2

)
−
(
ln(x− 2)3 + ln(x− 4)2

)
,

ln y = 2 ln(x+ 2) + ln(x− 6) +
1

2
ln(x2 + 1)− 3 ln(x− 2)− 2 ln(x− 4) .

Çíàéäåìî ïîõiäíó ïî x âiä ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèíè:

y ′

y
=

2

x+ 2
+

1

x− 6
+

1

2
· 2x

x2 + 1
− 3 · 1

x− 2
− 2

x− 4
,
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y ′ = y

(
2

x+ 2
+

1

x− 6
+

1

2
· 2x

x2 + 1
− 3 · 1

x− 2
− 2

x− 4

)
,

y ′ =
(x+ 2)2(x− 6)

√
x2 + 1

(x− 2)3(x− 4)2
·
(

2

x+ 2
+

1

x− 6
+

x

x2 + 1
− 3

x− 2
− 2

x− 4

)
. 2

1.19 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 8

Çàäà÷à 8. Çíàéòè f ′(x) âiäïîâiäíî äî âàðiàíòó.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1 f(x) = (cth 3x)arcsinx 16 f(x) = (ctg(7x+ 4))
√
x+3

2 f(x) = (cos(x+ 2))lnx 17 f(x) = (th
√
x+ 1)arctg 2x

3 f(x) = (sin 3x)arccosx 18 f(x) = (cth 1
x)

arcsin 7x

4 f(x) = (th 5x)arcsin (x+1) 19 f(x) = (cos (x+ 5))arcsin 3x

5 f(x) = (sh(x+ 2))arcsin 2x 20 f(x) = (
√
x+ 5)arccos 3x

6 f(x) = (cos 5x)arctg
√
x 21 f(x) = (sin 4x)arctg

1
x

7 f(x) = (
√
3x+ 2)arctg 3x 22 f(x) = (tg 3x4)

√
x+3

8 f(x) = (ln (x+ 3))sin
√
x 23 f(x) = (ctg 2x3)sin

√
x

9 f(x) = (log2(x+ 4))ctg 7x 24 f(x) = (tg 7x5)
√
x+2

10 f(x) = (sh 3x)arctg(x+2) 25 f(x) = (arccosx)
√
cosx

11 f(x) = (ch 3x)ctg
1
x 26 f(x) = (ctg 7x)sh(x+3)

12 f(x) = (arcsin 5x)tg
√
x 27 f(x) = (sh 5x)arctg (x+2)

13 f(x) = (arccos 5x)lnx 28 f(x) = (arctg x)th(3x+1)

14 f(x) = (arctg 2x)sinx 29 f(x) = (cth
√
x)sin(x+3)

15 f(x) = (ln(x+ 7))ctg 2x 30 f(x) = (sh 3x)arctg 2x
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1.20 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 9

Çàäà÷à 9. Çíàéòè f ′(x) âiäïîâiäíî äî âàðiàíòó.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1 f(x) =

√
(x+7)(x−3)4

(x+2)5
16 f(x) =

5√x+1(x−3)7

(x+8)3

2 f(x) = (x−3)5(x+2)3√
(x−1)3

17 f(x) =
7
√

(x−2)4

(x+1)2(x−6)5

3 f(x) =
(x−2)3

√
(x+1)5

(x−4)2
18 f(x) =

5
√

(x+1)2

(x−3)4(x−4)3

4 f(x) =
(x+3) 5

√
(x−2)2

(x+1)7
19 f(x) =

√
x2+2x−3

(x+3)7(x−4)2

5 f(x) = (x+2)7(x−3)3√
(x+1)5

20 f(x) =
3
√

(x−2)4

(x−5)(x+1)7

6 f(x) = (x−1)4(x+2)5

3
√

(x−4)2
21 f(x) = (x+4)3(x−2)4

3
√

(x−3)5

7 f(x) = (x−3)2
√
x+4

(x+2)7
22 f(x) = (x−1)6(x+2)3

5
√

(x+3)2

8 f(x) = (x−7)10
√
3x−1

(x+3)5
23 f(x) = (x−1)4(x−7)2

3
√

(x+2)5

9 f(x) = (x+1)8(x−3)2√
(x+2)5

24 f(x) = (x+7)2(x−3)5√
x2+3x−1

10 f(x) = (x+2)(x−7)4

3
√

(x−1)4
25 f(x) =

3√x−3(x+7)5

(x−4)2

11 f(x) =
5
√

(x+4)3

(x−1)2(x+3)5
26 f(x) =

√
x+10(x−8)3

(x−1)5

12 f(x) =
3
√

(x−1)7

(x+1)5(x−5)3
27 f(x) =

5
√

(x−2)3(x−1)

(x+3)4

13 f(x) =

√
(x+2)3(x−1)4

(x+2)7
28 f(x) =

4
√

(x+1)3(x−2)5

(x−3)2

14 f(x) =
3
√

(x−2)5(x+3)2

(x−7)3
29 f(x) =

6
√

(x−1)5

(x+2)4(x−5)7

15 f(x) =
4√x−8(x+2)6

(x−1)5
30 f(x) =

5
√

(x+2)3

(x−1)4(x−3)5
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2 Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ i íîðìàëi. Âèêîðèñòàííÿ ïîõi-

äíî¨ ïðè îá÷èñëåííi ãðàíèöü

2.1 Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi äî ãðàôiêà ôóíêöi¨

Â öié ñåêöi¨ ìè îçíàéîìèìîñÿ ç äåÿêèìè çàñòîñóâàííÿìè ïîõiäíî¨. Çîêðå-
ìà, âîíà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äî ïîáóäîâè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi äî
ãðàôiêà ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Äîòè÷íîþ äî ãðàôiêà ôóíêöi¨ f(x) ó òî÷öi ç àáñöè-
ñîþ x0 íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íå ïîëîæåííÿ ñi÷íî¨ äî ãðàôiêà äàíî¨ ôóíêöi¨,
ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êè ãðàôiêà, îäíà ç ÿêèõ ìà¹ àáñöèñó x0, ÿêùî
ðiçíèöÿ àáñöèñ öèõ òî÷îê ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Äîòè÷íîþ äî êîëà íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìà, ÿêà ìà¹
ç íèì îäíó ñïiëüíó òî÷êó. Àíàëîãi÷íî âèçíà÷èòè äîòè÷íó äëÿ ãðàôiêà
ôóíêöi¨ íå ìîæíà. Äîòè÷íà äî ãðàôiêà ôóíêöi¨ ìîæå ìàòè áiëüøå îäíi¹¨
ñïiëüíî¨ òî÷êè ç ãðàôiêîì ôóíêöi¨ i íàâïàêè. Ïðÿìà ìîæå ìàòè ðiâíî
îäíó ñïiëüíó òî÷êó ç ãðàôiêîì ôóíêöi¨, àëå íå áóòè äëÿ íüîãî äîòè÷íîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Íîðìàëëþ äî êðèâî¨ â òî÷öi x0 íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìà,
ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó ïåðïåíäèêóëÿðíî äî äîòè÷íî¨ â öié òî÷öi.

ßêùî ôóíêöiÿ çàäàíà â ÿâíîìó âèãëÿäi y = f(x), òî ðiâíÿííÿ äîòè-
÷íî¨ äî íå¨ â òî÷öi M0(x0; y0) ìà¹ âèãëÿä:

y − y0 = y ′(x0)(x− x0) . (2.1.1)

Çàóâàæåííÿ 2.2. ßê âèäíî ç ðiâíÿííÿ 2.1.1, äîòè÷íà äî ãðàôiêà
ôóíêöi¨ â òî÷öi x0 ìà¹ êóòîâèé êîåôiöi¹íò k = y ′(x0).

Ïðèêëàä 40. Çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî ãðàôiêà ôóíêöi¨ y =
x3 − 4x+ 6 â òî÷öi M0(1; 3).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî ïîõiäíó äàíî¨ ôóíêöi¨:

y ′ = 3x2 − 4 .

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ çà äîïîìîãîþ (2.1.1), íàì íåîá-
õiäíî îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ â òî÷öi x0 = 1 :

y ′(1) = 3− 4 = −1 .

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨:

y − 3 = −(x− 1) .
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Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ìîæíà çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ
ïðÿìî¨:

y + x− 4 = 0 ,

à òàêîæ, ó ÿâíîìó âèãëÿäi:

y = −x+ 4 . 2

Ïðèêëàä 41. Ó ÿêié òî÷öi äîòè÷íà äî ïàðàáîëè y = x2 :

a) ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¨ y = 2x− 4;

á) ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìî¨ x+ y = 1 ?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Çi øêiëüíîãî êóðñó ìàòåìàòèêè âiäîìî, ùî äâi ïðÿìi
ïàðàëåëüíi ìiæ ñîáîþ òîäi, êîëè ¨õ êóòîâi êîåôiöi¹íòè ðiâíi. Ïðÿìà y =
2x − 4 ìà¹ êóòîâèé êîåôiöi¹íò k1 = 2. Çíàéäåìî êóòîâèé êîåôiöi¹íò
äîòè÷íî¨ äî ïàðàáîëè:

y ′ = 2x .

Êóòîâèé êîåôiöi¹íò ïàðàáîëè â òî÷öi x0 äîðiâíþ¹ k2 = 2x0. Çâiäñè, ìà¹ìî
ðiâíÿííÿ:

2x0 = 2 ,

x0 = 1 .

Çíàéäåìî äðóãó êîîðäèíàòó öi¹¨ òî÷êè:

y(1) = 1 .

Îòæå, M1(1; 1) ¹ áàæàíîþ òî÷êîþ.

á) Ïðÿìi ïåðïåíäèêóëÿðíi òîäi, êîëè äîáóòîê ¨õ êóòîâèõ êîåôiöi¹íòiâ
äîðiâíþ¹ −1. Çíàéäåìî êóòîâèé êîåôiöi¹íò k1 ïðÿìî¨ x+ y = 1. Áóäåìî
ìàòè, ùî

y = −x+ 1 ,

k1 = −1 .

Îòæå, äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷êè x0 ìîæåìî ñêëàñòè íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:

2x0 · (−1) = −1 ,

−2x0 = −1 ,

x0 =
1

2
,

y

(
1

2

)
=

1

4
,
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M2 =

(
1

2
;
1

4

)
. 2

Äëÿ ïîøóêó ðiâíÿííÿ íîðìàëi ôóíêöi¨ â òî÷öi x0 âèêîðèñòîâóþòü íàñòó-
ïíó ôîðìóëó:

y − y0 = − 1

y0
(x− x0) . (2.1.2)

Ïðèêëàä 42. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi äî ãðàôiêà
ôóíêöi¨ y = x3 â òî÷öi M0(2; 8).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ïðè x0 = 2:

y ′ = 3x2 ,

y ′(2) = 12 .

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëàìè (2.1.1) òà (2.1.2). Çâiäñè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨
ìà¹ âèãëÿä:

y − 8 = 12(x− 2) ,

àáî
y − 12x+ 16 = 0 .

Ðiâíÿííÿ íîðìàëi:

y − 8 = − 1

12
(x− 2) ,

àáî
12y + x− 98 = 0 . 2

Çàóâàæåííÿ 2.3. Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëà (2.1.1) âèêîíó¹òüñÿ ëèøå
â òîìó âèïàäêó, êîëè ïîõiäíà â òî÷öi iñíó¹ i ¹ ñêií÷åííîþ. ßêùî ïîõiäíà
f ′(x0) = ±∞, òî äîòè÷íà äî ãðàôiêó ôóíêöi¨ âñå îäíî iñíó¹. Â öüîìó
âèïàäêó, ÷åðåç òî÷êó x0 ïðîõîäèòü âåðòèêàëüíà äîòè÷íà x = x0.

Çàóâàæåííÿ 2.4. Ôîðìóëàìè (2.1.1) òà (2.1.2) ìîæíà êîðèñòóâàòè-
ñÿ i äëÿ ôóíêöié, ÿêi çàäàíi íåÿâíî, àáî ïàðàìåòðè÷íî.

Ïðèêëàä 43. Çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi äî êðèâî¨ x2+
4xy2 + y2 − y − 12 = 0 â òî÷öi M0(2, 1).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî ïîõiäíó âiä äàíî¨ ôóíêöi¨, ÿê ïîõiäíó âiä
ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨:

2x+ 4y2 + 8xyy ′ + 2yy ′ − y ′ = 0 ,

8xyy ′ + 2yy ′ − y ′ = −2x− 4y2 ,
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y ′(8xy + 2y − 1) = −(2x+ 4y2) ,

y ′ = − 2x+ 4y2

8xy + 2y − 1
.

Çíàéäåìî çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ â òî÷öi M0(2, 1):

y ′(2, 1) = − 8

17
.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåïåð ôîðìóëîþ (2.1.1) äëÿ çíàõîäæåííÿ äîòè÷íî¨:

(y − 1) = − 8

17
(x− 2) ,

à òàêîæ ôîðìóëîþ (2.1.2) äëÿ çíàõîäæåííÿ ðiâíÿííÿ íîðìàëi:

(y − 1) =
17

8
(x− 2) .

Âèêîíàâøè åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìàíi ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïè-
ñàòè çà äîïîìîãîþ çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨. Òîäi ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨
òà íîðìàëi âiäïîâiäíî, áóäóòü ìàòè íàñòóïíèé âèãëÿä:

8x+ 17y − 33 = 0 ,

17x− 8y − 26 = 0 . 2

Ïðèêëàä 44. Çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi äî êðèâî¨ çà-
äàíî¨ ïàðàìåòðè÷íî, ÿêi ïðîâåäåíi â òî÷öi, äëÿ ÿêî¨ t0 =

π
2
, ÿêùî{

x = t− sin t ,

y = 1− cos t .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ ïî÷àòêó çíàéäåìî, ÷îìó äîðiâíþ¹ x òà y, ÿêùî t0 = π
2
:

x0 =
π

2
− 1 ,

y0 = 1 .

Çíàéäåìî ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ y = f(x) ïî x :

f ′
x =

y ′
t

x ′
t

=
sin t

1− cos t
.
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Çíàéäåìî çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ f ′(x) ôóíêöi¨ y = f(x) = f(x(t)) â òî÷öi
t0 =

π
2
:

f ′
x

(π
2

)
=

sin π
2

1− cos π
2

= 1 .

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi, ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîð-
ìóëàìè (2.1.1) òà (2.1.2), âiäïîâiäíî.

Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨:

y − 1 = 1 ·
(
x−

(π
2
− 1
))

, y − 1 = x− π

2
+ 1 ,

y − x+
π

2
− 2 = 0 .

Ðiâíÿííÿ íîðìàëi:

y − 1 = −1 ·
(
x−

(π
2
− 1
))

, y − 1 =
π

2
− 1− x ,

y − 1− π

2
+ 1 + x = 0 , y + x− π

2
= 0 . 2

2.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) =

{
x2 , x ∈ Q ,

0 , x ∈ R \Q
. ×è iñíó¹ äî ãðàôiêó

öi¹¨ ôóíêöi¨ äîòè÷íà ó òî÷öi x0 = 0? Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî iñíóâàííÿ
äîòè÷íî¨ â iíøèõ òî÷êàõ?

2. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) =

{
x2 sin 1

x
, x ̸= 0 ,

0 , x = 0
.×è iñíó¹ äî ãðàôi-

êó öi¹¨ ôóíêöi¨ äîòè÷íà ó òî÷öi x0 = 0?Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî iñíóâàííÿ
äîòè÷íî¨ â iíøèõ òî÷êàõ?

3. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) =

{
x sin 1

x
, x ̸= 0 ,

0 , x = 0
. ×è iñíó¹ äî ãðàôi-

êó öi¹¨ ôóíêöi¨ äîòè÷íà ó òî÷öi x0 = 0?Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî iñíóâàííÿ
äîòè÷íî¨ â iíøèõ òî÷êàõ?

4. Ïðè ÿêèõ α, β ∈ R ôóíêöiÿ f(x) =

{
xα sin 1

xβ , x ̸= 0 ,

0 , x = 0
ìà¹ äîòè-

÷íó ó òî÷öi x0 = 0?
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2.3 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 10

Çàäà÷à 10. Âèêîíàòè çàâäàííÿ, âiäïîâiäíî äî âàðiàíòó.

Çàâäàííÿ

1 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî êðèâî¨ y = x2−7x+3 â òî÷öi ç àáñöèñîþ x = 1

2 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ íîðìàëi äî êðèâî¨ y = x2−16x+7 â òî÷öi ç àáñöèñîþ x = 1

3 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî ëiíi¨ y =
√
x− 4 â òî÷öi ç àáñöèñîþ x = 8

4 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ íîðìàëi äî ëiíi¨ y =
√
x+ 4 â òî÷öi ñ àáñöèñîþ x = −3

5 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî êðèâî¨ y = x3 − 2x2 + 4x− 7 â òî÷öi (2, 1)

6 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ íîðìàëi äî êðèâî¨ y = x3 − 5x2 + 7x− 2 â òî÷öi (1, 1)

7 Âèçíà÷èòè êóòîâèé êîåôiöi¹íò äîòè÷íî¨ äî êðèâî¨ x2−y2+xy−11 = 0 â òî÷öi

(3,2)

8 Â ÿêié òî÷öi êðèâî¨ y2 = 4x3 äîòè÷íà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìî¨ x+3y−1 = 0

9 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî êðèâî¨ y = x2−6x+2 â òî÷öi ç àáñöèñîþ x = 2

10 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî êðèâî¨ y = x2

4 − x+5 â òî÷öi ç àáñöèñîþ x = 4

11 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ íîðìàëi äî êðèâî¨ y = x4

4 − 27x + 60 â òî÷öi ç àáñöèñîþ

x = 2

12 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî êðèâî¨ y = −x2

2 + 7x − 15
2 â òî÷öi ç àáñöèñîþ

x = 3

13 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ íîðìàëi äî êðèâî¨ y = 3 tg 2x+ 1 â òî÷öi ç àáñöèñîþ x = π
2

14 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî êðèâî¨ y = 4 tg 3x â òî÷öi ç àáñöèñîþ x = π
9

15 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ íîðìàëi äî êðèâî¨ y = 6 tg 5x â òî÷öi ç àáñöèñîþ x = π
20

16 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî êðèâî¨ y = 4 sin 6x â òî÷öi ç àáñöèñîþ x = π
18

17 Ç'ÿñóâàòè, â ÿêèõ òî÷êàõ êðèâî¨ y = sin 2x äîòè÷íà óòâîðþ¹ ç âiññþ OX êóò π
4

18 Ç'ÿñóâàòè, â ÿêié òî÷öi êðèâî¨ y = 2x3 − 1 äîòè÷íà óòâîðþ¹ ç âiññþ OX êóò

x = π
3

19 Ç'ÿñóâàòè, â ÿêié òî÷öi êðèâî¨ y = x3

3 − x2

2 − 7x + 9 äîòè÷íà óòâîðþ¹ ç âiññþ

OX êóò −π
4

20 Ç'ÿñóâàòè, â ÿêèõ òî÷êàõ êðèâî¨ y = x3

3 − 5x2

2 +7x+4 äîòè÷íà óòâîðþ¹ ç âiññþ

OX êóò π
4

21 Çíàéòè òî÷êè íà êðèâié y = x3

3 − 9x2

2 + 20x− 7, â ÿêèõ äîòè÷íi ïàðàëåëüíi äî

îñi OX

22 Çíàéòè òî÷êó íà êðèâié y = x4

4 −7, äîòè÷íà â ÿêié ïàðàëåëüíà ïðÿìié y = 8x−4
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Âàðiàíò Çàâäàííÿ

23 Çíàéòè òî÷êó íà êðèâié y = −3x2 + 4x + 7, äîòè÷íà â ÿêié ïåðïåíäèêóëÿðíà

äî ïðÿìî¨ x− 20y + 5 = 0

24 Çíàéòè òî÷êó íà êðèâié y = 3x2 − 4x + 6, äîòè÷íà â ÿêié ïàðàëåëüíà ïðÿìié

8x− y − 5 = 0

25 Çíàéòè òî÷êó íà êðèâié y = 5x2 − 4x+1 äîòè÷íà â ÿêié ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¨

x+ 6y + 15 = 0

26 Çíàéòè òî÷êó íà êðèâié y = 3x2 − 5x− 11, äîòè÷íà â ÿêié ïàðàëåëüíà ïðÿìié

x− y + 10 = 0

27 Çíàéòè òî÷êó íà êðèâié y = −x2 + 7x+ 16, äîòè÷íà â ÿêié ïàðàëåëüíà ïðÿìié

y = 3x+ 4

28 Ç'ÿñóâàòè, â ÿêié òî÷öi êðèâî¨ y = 4x2 − 10x+ 13 äîòè÷íà ïàðàëåëüíà ïðÿìié

y = 6x− 7.

29 Ç'ÿñóâàòè, â ÿêié òî÷öi êðèâî¨ y = 7x2 − 5x + 4 äîòè÷íà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî

ïðÿìî¨ 23y + x− 1 = 0

30 Ç'ÿñóâàòè, â ÿêié òî÷öi êðèâî¨ y = x2

4 − 7x + 5 äîòè÷íà ïàðàëåëüíà ïðÿìié

y = 2x+ 5

2.4 Ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ

ßê âiäîìî, ó òåîði¨ ãðàíèöü öåíòðàëüíîþ ïðîáëåìîþ ¹ ðîçêðèòòÿ íåâè-
çíà÷åíîñòåé. Íå âñÿêà íåâèçíà÷åíiñòü ïåðåäáà÷à¹ ÷iòêèé, ïîñëiäîâíèé i
çðîçóìiëèé ìåõàíiçì ¨¨ ðîçêðèòòÿ. Íàïðèêëàä, ãðàíèöÿ

lim
x→+∞

x3 + 5x2 + 6

x7 − 9x2 + 18
=
[∞
∞

]
(2.4.1)

âiäíîñíî ëåãêî îá÷èñëþ¹òüñÿ, îñêiëüêè ìà¹ìî äðiá, â ÷èñåëüíèêó i çíà-
ìåííèêó êîòðîãî çíàõîäÿòüñÿ ïîëiíîìiàëüíi âèðàçè. Â öüîìó âèïàäêó,
äiëèìî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê íà ñòàðøó ñòåïiíü x (ó äàíîìó âèïàäêó
öå x7. Â ðåçóëüòàòi ç'ÿñîâó¹ìî, ùî âêàçàíà ãðàíèöÿ äîðiâíþ¹ íóëþ � ïå-
ðåâiðòå!). Ðîçãëÿíåìî òåïåð ãðàíèöþ

lim
x→+∞

5x

x7 − 9x2 + 18
=
[∞
∞

]
. (2.4.2)

Ïðÿìi îá÷èñëåííÿ òóò íåäîöiëüíi, çîêðåìà, äiëåííÿ íà x7 íi÷îãî íå äà¹.
Ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ôàêòîì, ùî lim

x→+∞
ax

xk = ∞, a > 1, k > 0. Çâiäñè âè-

ïëèâà¹, ùî ãðàíèöÿ ó (2.4.2) äîðiâíþ¹ íåñêií÷åííîñòi. Iíøèìè ñëîâàìè,
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äàíà çàäà÷à ïåðåäáà÷à¹ çíàííÿ äåÿêèõ ¾ñïåöiàëüíèõ ôàêòiâ¿, àëå é öi ôà-
êòè òàêîæ ïîòðåáóþòü äîâåäåííÿ. Áåç âèêîðèñòàííÿ ïðàâèëà Ëîïiòàëÿ,
êîòðîìó ïðèñâÿ÷åíèé ïàðàãðàô, ñïiââiäíîøåííÿ lim

x→+∞
ax

xk = ∞ äîâîäè-

òüñÿ äîâîëi ñêëàäíî (îäíà ç ìåòîäîëîãié ¾ïðÿìîãî¿ äîâåäåííÿ ñïèðà¹-
òüñÿ íà áiíîìi Íüþòîíà òà âèïëèâàþ÷ié ç íüîãî íåðiâíîñòi Áåðíóëëi).

Çàðàç ìè îçíàéîìèìîñÿ ç ìåòîäîëîãi¹þ, ÿêà äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè öå
ñïiââiäíîøåííÿ áiëüø åëåìåíòàðíî; çîêðåìà, ìè ïðÿìî îá÷èñëèìî ãðàíè-
öþ â (2.4.2). Âèêëàäåíèé íèæ÷å ïiäõiä â ÿêiéñü ìiði ¹ óíiâåðñàëüíèì, áî
âií äîçâîëÿ¹ ðîçêðèâàòè áóäü-ÿêi íåâèçíà÷åíîñòi òèïó

[∞
∞

]
òà
[
0
0

]
. Áiëüø

òîãî, âèðàçè [∞−∞] , [0 · ∞] òà äåÿêi iíøi ìîæóòü áóòè çâåäåíi äî íèõ.
Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà

Òåîðåìà 2.1. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨ f i g âèçíà÷åíi ó íàïiâií-
òåðâàëi (a, b], lim

x→a
f(x) = 0, lim

x→a
g(x) = 0, êðiì òîãî, f i g ìàþòü ñêií÷åííi

ïîõiäíi íà (a, b] i g ′(x) ̸= 0 íà (a, b]. ßêùî iñíó¹ (ñêií÷åííà àáî íåñêií÷åí-
íà) ãðàíèöÿ

lim
x→a

f ′(x)

g ′(x)
= K ,

òî

lim
x→a

f(x)

g(x)
= K .

Òåîðåìà 2.1 äîïóñêà¹ óçàãàëüíåííÿ íà âèïàäîê, êîëè x→ ±∞. Çîêðåìà,
âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.2. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨ f i g âèçíà÷åíi íà ïiâïðî-
ìiæêó [c,+∞), lim

x→+∞
f(x) = 0, lim

x→+∞
g(x) = 0, êðiì òîãî, f i g ìàþòü

ñêií÷åííi ïîõiäíi íà [c,+∞) i g ′(x) ̸= 0 íà [c,+∞). ßêùî iñíó¹ (ñêií÷åí-
íà àáî íåñêií÷åííà) ãðàíèöÿ

lim
x→+∞

f ′(x)

g ′(x)
= K ,

òî

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= K .

Íàñòóïíi òåîðåìè ìiñòÿòü iíôîðìàöiþ ïðî íåâèçíà÷åíiñòü
[∞
∞

]
.

Òåîðåìà 2.3. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨ f i g âèçíà÷åíi ó íàïiâiíòåð-
âàëi (a, b], lim

x→a
f(x) = ∞, lim

x→a
g(x) = ∞, êðiì òîãî, f i g ìàþòü ñêií÷åííi
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ïîõiäíi íà (a, b] i g ′(x) ̸= 0 íà (a, b]. ßêùî iñíó¹ (ñêií÷åííà àáî íåñêií÷åí-
íà) ãðàíèöÿ

lim
x→a

f ′(x)

g ′(x)
= K ,

òî

lim
x→a

f(x)

g(x)
= K .

Òåîðåìà 2.4. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨ f i g âèçíà÷åíi íà ïiâïðî-
ìiæêó [c,+∞), lim

x→+∞
f(x) = ∞, lim

x→+∞
g(x) = ∞, êðiì òîãî, f i g ìàþòü

ñêií÷åííi ïîõiäíi íà [c,+∞) i g ′(x) ̸= 0 íà [c,+∞). ßêùî iñíó¹ (ñêií÷åííà
àáî íåñêií÷åííà) ãðàíèöÿ

lim
x→+∞

f ′(x)

g ′(x)
= K ,

òî

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= K .

Òåîðåìè 2.1�2.4 ó ñóêóïíîñòi íàçèâàþòüñÿ ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ: ãðà-
íèöÿ âiäíîøåííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ, àáî íåñêií÷åííî âåëèêèõ

ôóíêöié, äîðiâíþ¹ ãðàíèöi âiäíîøåííÿ ¨õ ïîõiäíèõ. Â áiëüøîñòi
âèïàäêiâ öå äîçâîëÿ¹ ïðÿìî îá÷èñëþâàòè ãðàíèöi, àáî ñóòò¹âî ïîëåãøó¹
¨õ çíàõîäæåííÿ. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ ó öüîìó íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

Ïðèêëàä 45. Çíàéòè ãðàíèöþ

lim
x→+∞

ax

xk
. (2.4.3)

Ðîçâ'ÿçàííÿ.Ìà¹ìî ñïðàâó ç íåâèçíà÷åíiñòþ
[∞
∞

]
. Çà ïðàâèëîì Ëîïiòà-

ëÿ (òåîðåìà 2.4), ÿêå ìè ïîñëiäîâíî âèêîðèñòîâó¹ìî ó âèðàçi ïiä çíàêîì
ãðàíèöi ó (2.4.3) k ðàçiâ, áóäåìî ìàòè:

lim
x→+∞

ax

xk
= lim

x→+∞

ln a · ax

kxk−1
=
[∞
∞

]
=

= lim
x→+∞

(ln a)2ax

k(k − 1)xk−2
= · · · = lim

x→+∞

(ln a)kax

k!
= ∞ ,

îñêiëüêè (ln a)k

k!
� ôiêñîâàíå ÷èñëî, à ax → +∞ ïðè x→ +∞. 2
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Ïðèêëàä 46. Çíàéòè ãðàíèöþ

lim
x→+∞

5x

x7 − 9x2 + 18
. (2.4.4)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî ñïðàâó ç íåâèçíà÷åíiñòþ
[∞
∞

]
. Çà ïðàâèëîì Ëîïi-

òàëÿ (òåîðåìà 2.4), çàñòîñîâíèì ïiä çíàêîì ãðàíèöi â (2.4.4), ìè áóäåìî
ìàòè:

lim
x→+∞

5x

x7 − 9x2 + 18
= lim

x→+∞

ln 5 · 5x

7x6 − 18x
=
[∞
∞

]
. (2.4.5)

Íåâèçíà÷åíiñòü
[∞
∞

]
ïiä çíàêîì ãðàíèöi íå çíèêëà, òîìó çàñòîñîâó¹ìî

ó (2.4.5) ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ ùå ðàç:

lim
x→+∞

ln 5 · 5x

7x6 − 18x
= lim

x→+∞

(ln 5)2 · 5x

42x5 − 18
=
[∞
∞

]
. (2.4.6)

Íåâèçíà÷åíiñòü
[∞
∞

]
ïiä çíàêîì ãðàíèöi íå çíèêëà, òîìó çàñòîñîâó¹ìî

ó (2.4.6) ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ ùå äåêiëüêà ðàçiâ:

lim
x→+∞

(ln 5)2 · 5x

42x5 − 18
=
[∞
∞

]
= lim

x→+∞

(ln 5)3 · 5x

210x4
=
[∞
∞

]
=

= lim
x→+∞

(ln 5)4 · 5x

840x3
=
[∞
∞

]
= lim

x→+∞

(ln 5)5 · 5x

2520x2
=
[∞
∞

]
=

= lim
x→+∞

(ln 5)6 · 5x

5040x
=
[∞
∞

]
= lim

x→+∞

(ln 5)7 · 5x

5040
=

=
(ln 5)7

5040
lim

x→+∞
5x = ∞ . (2.4.7)

Îòæå, lim
x→+∞

5x

x7−9x2+18
= (ln 5)7

5040
lim

x→+∞
5x = ∞ . 2

Ïðèêëàä 47. Çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà Ëîïiòàëÿ çíàéòè ãðàíèöþ

lim
x→1

√
2x− x4 −

√
x

1− 4
√
x3

. (2.4.8)

Ðîçâ'ÿçàííÿ.Ïiäñòàâëÿþ÷è ó ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê x = 1, ç'ÿñîâó¹ìî,
ùî öå íåâèçíà÷åíiñòü âèãëÿäó

[
0
0

]
. Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 2.1 äëÿ a = 1,

f(x) =
√
2x− x4 −

√
x i g(x) = 1− 4

√
x3. Áóäåìî ìàòè:

f ′(x) =
1

2
√
2x− x4

· (2− 4x3)− 1

2
√
x
,
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g ′(x) =
(
−x

3
4

) ′
= −3

4
x− 1

4 .

Òîäi çà ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ (òåîðåìà 2.1) ìè îòðèìà¹ìî, ùî

lim
x→1

√
2x− x4 −

√
x

1− 4
√
x3

= lim
x→1

1
2
√
2x−x4 · (2− 4x3)− 1

2
√
x

−3
4
x− 1

4

=

=
1
2
· (−2)− 1

2

−3
4

= −3

2
·
(
−4

3

)
= 2 .2

2.5 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Ðîçâ'ÿæiòü ïðèêëàä ó ôîðìóëi (2.4.1) çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà Ëîïiòàëÿ.

2. Ïîêàæiòü, ÿê íåâèçíà÷åííîñòi âèãëÿäó [0 · ∞] , [∞−∞] , [1∞] , [00]
i [∞0] ìîæíà çâåñòè äî íåâèçíà÷åíîñòåé

[
0
0

]
òà/àáî

[∞
∞

]
.

3. ×îìó äîðiâíþ¹ ãðàíèöÿ lim
x→+∞

lnx
x
? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

4. ×îìó äîðiâíþ¹ ãðàíèöÿ lim
x→+0

lnx
x
? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

5. Íåõàé ôóíêöi¨ f òà g âèçíà÷åíi íà ïðîìåíi (0,∞) i íå îáåðòàþòüñÿ
â íóëü. ×è âiðíî, ùî ÿêùî lim

x→+0

f(x)
g(x)

= 0, òî i lim
x→+∞

f(x)
g(x)

= 0? Ùî ìîæíà

ñêàçàòè ïðî ãðàíèöþ lim
x→+∞

f( 1
x)

g( 1
x)

= 0 ó ïîðiâíÿííi ç lim
x→+0

f(x)
g(x)

= 0?
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2.6 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 11

Çàäà÷à 11. Çíàéòè ãðàíèöþ ôóíêöi¨, çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà Ëîïiòàëÿ.

Âàðiàíò Ãðàíèöÿ Âàðiàíò Ãðàíèöÿ

1 lim
x→∞

ln(x+5)
4√x+3

16 lim
x→∞

lnx
3
√
x

2 lim
x→0

aln x−x
x−1 17 lim

x→0

chx−1
1−cosx

3 lim
x→0

tg x−x
x−sinx 18 lim

x→0

π
x

ctg πx
2

4 lim
x→1

1−4 sin2(πx
6
)

1−x2 19 lim
x→π

4

1
cos2 x

−2 tg x

1+cos 4x

5 lim
x→a

arcsin x−a
a · ctg(x− a) 20 lim

x→0

ln sinmx
ln sinx

6 lim
x→∞

(π − 2 arctg x) lnx 21 lim
x→π

2

tg x
tg 5x

7 lim
x→∞

(a
1
x − 1)x 22 lim

x→0
1− cosx tg x

8 lim
x→1

( 1
lnx − x

lnx) 23 lim
x→1

(1− x) tg πx
2

9 lim
x→0

1−cosx2

x2−sinx2 24 lim
x→∞

x sin 3
x

10 lim
x→0

tg x−x
2 sinx+x 25 lim

x→−1

3√1+2x+1√
2+x+x

11 lim
x→∞

e
1
x−1

2 arctg x2−π
26 lim

x→0

x cosx−sinx
x3

12 lim
x→1

x3 − 2x2 − x+ 2x3 − 7x+ 6 27 lim
x→1

1−x
1−sin πx

2

13 lim
x→0

x cosx−sinx
x3 28 lim

x→0

tg x−sinx
4x−sinx

14 lim
x→∞

ex

x5 29 lim
x→π

2

tg 3x
tg 5x

15 lim
x→1

1−x
1−sin πx

2
30 lim

x→π
4

sec2 −2 tg x
1+cos 4x
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