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Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

N ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, N = {1, 2, 3, . . .}
Z ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë, Z = {0,±1,±2,±3, . . .}
R ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë
Q ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, Q = {x ∈ R : x = p

q
, p ∈ Z, q ∈ N}

[x] öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x : íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ùî íå ïåðåâèùó¹ x
A ⇒ B ç óìîâè A âèïëèâà¹ óìîâà B
A ⇔ B óìîâè A i B ðiâíîñèëüíi
∀ ¾äëÿ áóäü ÿêîãî, äëÿ êîæíîãî, äëÿ âñiõ¿
∃ ¾iñíó¹, çíàéäåòüñÿ¿
! ¾¹äèíèé¿
x ∈ A ¾åëåìåíò x íàëåæèòü ìíîæèíi A¿
A ⊂ B ¾ìíîæèíà A âêëþ÷à¹òüñÿ ó ìíîæèíó B¿,

òîáòî, êîæåí åëåìåíò x ∈ A òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó x ∈ B
f : D → R ôóíêöiÿ, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ÿêî¨ ¹ ìíîæèíà D,

çi çíà÷åííÿìè â R
f(A) f(A) = {y ∈ Rn : ∃ x ∈ D : f(x) = y} � îáðàç ìíîæèíè

A ⊂ D ïðè âiäîáðàæåííi f
f −1(B) f −1(B) = {x ∈ Rn : ∃ y ∈ B : f(x) = y} � (ïîâíèé) ïðîîáðàç

ìíîæèíè B ïðè âiäîáðàæåííi f
f −1 : f(D) → D îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ f,

f −1(f(x)) = x ∀ x ∈ D, f(f −1(y)) = y ∀ y ∈ f(D)

|x| Ïîêëàäåìî |x| =

{
x , x > 0

−x , x < 0

f ′(x) f ′(x) ñëóæèòü îçíà÷åííÿì
çâè÷àéíî¨ ïîõiäíî¨ f â òî÷öi x

C1(D) êëàñ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : D → R
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1 Ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöié

1.1 Îçíàêè ìîíîòîííîñòi i ñòàëîñòi ôóíêöi¨

Îçíà÷åííÿ 1.1. Íåõàé f : [a, b] → R � çàäàíà ôóíêöiÿ. Òîäi öÿ ôóí-
êöiÿ ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà âiäðiçêó [a, b], ÿêùî f(x1) 6 f(x2) äëÿ âñÿêèõ
x1, x2 ∈ [a, b] òàêèõ, ùî x1 6 x2. Ôóíêöiÿ f : [a, b] → R ñòðîãî ìîíîòîí-
íî çðîñòà¹ íà âiäðiçêó [a, b], ÿêùî f(x1) < f(x2) äëÿ âñÿêèõ x1, x2 ∈ [a, b]
òàêèõ, ùî x1 < x2.

Àíàëîãi÷íî, ôóíêöiÿ f : [a, b] → R ìîíîòîííî ñïàäà¹ íà âiäðiçêó
[a, b], ÿêùî f(x1) 6 f(x2) äëÿ âñÿêèõ x1, x2 ∈ [a, b] òàêèõ, ùî x1 > x2.
Ôóíêöiÿ f : [a, b] → R ñòðîãî ìîíîòîííî ñïàäà¹ íà âiäðiçêó [a, b], ÿêùî
f(x1) < f(x2) äëÿ âñÿêèõ x1, x2 ∈ [a, b] òàêèõ, ùî x1 > x2.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ôóíêöiÿ f : [a, b] → R íàçèâà¹òüñÿ ìîíîòîííîþ
íà âiäðiçêó [a, b], ÿêùî âèêîíàíî îäíå ç äâîõ: àáî öÿ ôóíêöiÿ ìîíîòîííî
çðîñòà¹, àáî ìîíîòîííî ñïàäà¹ íà öüîìó âiäðiçêó. Ôóíêöiÿ f : [a, b] → R
íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîþ íà âiäðiçêó [a, b], ÿêùî âèêîíàíî îäíå ç
äâîõ: àáî öÿ ôóíêöiÿ ñòðîãî ìîíîòîííî çðîñòà¹, àáî ñòðîãî ìîíîòîííî
ñïàäà¹ íà öüîìó âiäðiçêó.

Ãðàôiêè ìîíîòîííèõ ôóíêöié ëåãêî óÿâèòè. Òàêîæ íåâàæêî ¾iíòó¨-
òèâíî¿ çðîçóìiòè, ÷è ¹ ìîíîòîííîþ äàíà ôóíêöiÿ. Íà ðèñóíêó 1 çîáðà-
æåíi ãðàôiêè ìîíîòîííèõ ôóíêöié: ó ñèòóàöi¨ a) çîáðàæåíà ìîíîòîííî
ñïàäíà ôóíêöiÿ, à ó ñèòóàöi¨ b) � ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à. Îáèäâi ôóíêöi¨
ñòðîãî ìîíîòîííi. Òåïåð íàì ñëiä ïîÿñíèòè, ÿê ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ ïî-

0

y=f x( )

Ox

Oy

0

y=f x( )

Ox

Oy

a b a b

a) b)

Ðèñóíîê 1: Ñòðîãî ìîíîòîííi ôóíêöi¨: a) � ìîíîòîííî ñïàäíà, b) � ìîíîòîííî

çðîñòàþ÷à

â'ÿçàíà ç ¨¨ ïîõiäíîþ. Ç îãëÿäó íà öå ìà¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.1. (Îçíàêè ñòàëîñòi i ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨). Íåõàé
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f ∈ C[a, b], ïðè÷îìó ôóíêöiÿ f äèôåðåöiéîâíà íà (a, b). Òîäi ÿêùî:

a) f ′(x) > 0 íà (a, b), òî ôóíêöiÿ f çðîñòà¹ íà (a, b);

a1) f
′(x) > 0 íà (a, b), òî ôóíêöiÿ f ñòðîãî çðîñòà¹ íà (a, b);

b) f ′(x) 6 0 íà (a, b), òî ôóíêöiÿ f ñïàäà¹ íà (a, b);

b1) f
′(x) < 0 íà (a, b), òî ôóíêöiÿ f ñòðîãî ñïàäà¹ íà (a, b);

c) f ′(x) ≡ 0 íà (a, b), òî ôóíêöiÿ f òîòîæíî äîðiâíþ¹ ñòàëié,
f(x) ≡ c = const íà [a, b].

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé

Ïðèêëàä 1. Âñòàíîâèòè ïðîìiæêè çðîñòàííÿ i ñïàäàííÿ ôóíêöi¨
f(x) = xex, x ∈ R.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äàíà ôóíêöiÿ f(x) ¹ äîáóòêîì äâîõ ôóíêöié f1(x) = x
i f2(x) = ex, ÿêi ¹ åëåìåíòàðíèìè ôóíêöiÿìè, îòæå, íåïåðåðâíèìè íà
ñâî¨é îáëàñòi âèçíà÷åííÿ (âñié äiéñíié îñi). Îòæå, i ñàìà ôóíêöiÿ f íåïå-
ðåðâíà ÿê äîáóòîê äâîõ íåïåðåðâíèõ. Ç îãëÿäó íà àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ
öÿ ôóíêöiÿ òàêîæ äèôåðåíöiéîâíà íà R.

Âiäøóêà¹ìî ¨¨ ïîõiäíó:

f ′(x) = xex + ex = ex(x+ 1) .

Ïðèðiâíþ¹ìî öþ ïîõiäíó äî íóëÿ, îòðèìà¹ìî ñóêóïíiñòü:[
ex = 0 ,

x+ 1 = 0 .

Ïåðøèé ðÿäîê ñóêóïíîñòi íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü äëÿ æîäíîãî x. Ç äðóãîãî
ðÿäêó îòðèìà¹ìî: x = −1.

Ç'ÿñó¹ìî çíàê ïîõiäíî¨ íà êîæíîìó ç iíòåðâàëiâ (−∞,−1) i (−1,∞).
Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî çíàê ïîõiäíà íå çìiíþ¹ íà êîæíîìó ç âêàçàíèõ
iíòåðâàëiâ (îá ðóíòóéòå, ÷îìó ñàìî?). Äëÿ ç'ÿñóâàííÿ çíàêó ìîæíà âçÿòè
ïî òî÷öi ç êîæíîãî iíòåðâàëó, íàïðèêëàä, x1 = −2 ∈ (−∞,−1) i x2 = 0 ∈
(−1,∞). Î÷åâèäíî, f ′(−2) = e−2(−2+1) = −e−2 < 0 i f ′(0) = e0(0+1) =
1 > 0. Çâiäñè ìà¹ìî: ôóíêöiÿ f (ñòðîãî) ñïàäà¹ íà (−∞,−1], (ñòðîãî)
çðîñòà¹ íà [−1,∞). 2

Ïðèêëàä 2. Âñòàíîâèòè ïðîìiæêè çðîñòàííÿ i ñïàäàííÿ ôóíêöi¨
f(x) = |xex|, x ∈ R.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ g(y) = |y| íå ¹ äèôåðåíöiéîâ-
íîþ â òî÷öi y0 = 0, òîìó ñëiä ðîçãëÿíóòè äâà âèïàäêè: êîëè âèðàç xex

ïiä ìîäóëåì îáåðòà¹òüñÿ â íóëü, i êîëè öåé âèðàç â íóëü íå îáåðòà¹òüñÿ.
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Â ïåðøîìó âèïàäêó xex = 0, çâiäñè x = 0.

Â äðóãîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ f(x) äèôåðåíöiéîâíà (îá ðóíòóéòå, ÷î-
ìó?), áiëüøå òîãî, ìîæíà ñêîðèñòóâàòèñÿ ôîðìóëîþ äëÿ ïîõiäíî¨ ñêëà-
äíî¨ ôóíêöi¨. Ìà¹ìî: f ′(x) = sign (xex) · (xex) ′ = sign (xex) · ex(x + 1),
äå

sign x =


1 , x > 0 ,

0 , x = 0 ,

−1 , x < 0

.

Çàóâàæèìî, ùî xex < 0 ïðè x < 0 i xex > 0 ïðè x > 0. Òîäi f ′(x) =
−ex(x+ 1) ïðè x < 0 i f ′(x) = ex(x+ 1) ïðè x > 0.

ßêùî x < 0, òî ðiâíiñòü f ′(x) = −ex(x + 1) = 0 äàñòü x = −1.
ßêùî æ x > 0, òî ðiâíiñòü f ′(x) = ex(x + 1) = 0 äàñòü x = −1, ùî
íåìîæëèâî. Îòæå, ìà¹ìî äâi òî÷êè: x1 = −1 ç äðóãîãî âèïàäêó i x2 = 0
ç ïåðøîãî âèïàäêó. Âiäïîâiäíî, ìà¹ìî òðè iíòåðâàëè: (−∞,−1), (−1, 0) i
(0,∞). Íà êîæíîìó ç öèõ iíòåðâàëiâ ïîõiäíà ôóíêöi¨ f iñíó¹ òà çáåðiãà¹
çíàê (îá ðóíòóéòå, ÷îìó ñàìî òàê).

Ñëiä îáðàòè äîâiëüíèì ÷èíîì z1 ∈ (−∞,−1), z2 ∈ (−1, 0) i z3 ∈
(0,∞) i ç'ÿñóâàòè çíàê âèðàçó f ′(zi), i = 1, 2, 3. Ïðîïîíó¹òüñÿ âçÿòè z1 =
−2, z2 = −1

2
i z3 = 1. Ìà¹ìî:

f ′(−2) = e−2 > 0, f ′
(
−1

2

)
= −1

2
e−

1
2 < 0 , f ′(1) = 2e > 0 .

Îñòàòî÷íî, ôóíêöiÿ f(x) = |xex| çðîñòà¹ íà (−∞,−1] òà [0,∞), i ñïàäà¹
íà [−1, 0]. Â óñiõ âèïàäêàõ çðîñòàííÿ/ñïàäàííÿ ¹ ñòðîãèìè. 2

Ç îãëÿäó íà ïðèêëàä 2 ìè áà÷èìî, ùî äîäàâàííÿ ìîäóëÿ ó ôóíêöiþ
f ç ïðèêëàäó 1 iñòîòíî âïëèíóëè íà õàðàêòåð ¨¨ ìîíîòîííîñòi.

1.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé f ∈ C[a, b], ïðè÷îìó ôóíêöiÿ f äèôåðåöiéîâíà íà (a, b). Íåõàé
òàêîæ f ′(x) > 0 íà (a, b), ïðè÷îìó iñíó¹ åëåìåíò x0 ∈ (a, b) òàêèé, ùî
f ′(x0) = 0. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ôóíêöiÿ f íå ¹ ñòðîãî ìîíîòîí-
íîþ íà [a, b]?

2. Íàâåäiòü ïðèêëàä ôóíêöi¨ f ∈ C[a, b], äèôåðåöiéîâíî¨ íà (a, b) i
òàêî¨, ùî f ′(x) > 0 íà (a, b), ÿêà íå ¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ íà [a, b].

3. ×è ¹ ñóìà/ðiçíèöÿ äâîõ ìîíîòîííèõ ôóíêöié ìîíîòîííîþ? ßê
çìiíèòüñÿ âiäïîâiäü, ÿêùî ðîçãëÿäàòè ñóìó/ðiçíèöþ äâîõ ìîíîòîííî çðî-
ñòàþ÷èõ (ñïàäíèõ) ôóíêöié?
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4. ×è iñíó¹ ôóíêöiÿ f : [a, b] → R, ÿêà íå ¹ ìîíîòîííîþ íà æîäíîìó
iíòåðâàëi I ⊂ [a, b]?

5 ∗. ×è iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : [a, b] → R, ÿêà íå ¹ ìîíîòîííîþ
íà æîäíîìó iíòåðâàëi I ⊂ [a, b]?

6. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = 1
x
. Ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨ iñíó¹ â êîæíié

òî÷öi x ∈ R \ {0} i äîðiâíþ¹ f ′(x) = − 1
x2 . Çíàê ïîõiäíî¨ âiä'¹ìíèé äëÿ

x > 0. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ôóíêöiÿ ñïàäíà íà [0,∞)? Íà (0,∞)?

7. Íåõàé ôóíêöiÿ f : [a, b] → R ìà¹ ïîõiäíó â óñiõ òî÷êàõ âiäðiç-
êó [a, b], âêëþ÷àþ÷è îäíîái÷íi ïîõiäíi â òî÷êàõ a i b, ïðè÷îìó f ′(x) íå
îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà [a, b]. ×è áóäå âiðíî, ùî f ìîíîòîííà íà [a, b]?

8. Íåõàé ôóíêöiÿ f : [a, b] → R ìà¹ ïîõiäíó â óñiõ òî÷êàõ âiäðiçêó
[a, b], âêëþ÷àþ÷è îäíîái÷íi ïîõiäíi â òî÷êàõ a i b, ïðè÷îìó f ′(x) íå îáåð-
òà¹òüñÿ â íóëü íà [a, b] i f ′(x) íåïåðåðâíà íà [a, b]. ×è áóäå âiðíî, ùî f
ìîíîòîííà íà [a, b]?
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1.3 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 1

Çàäà÷à 1. Âêàæiòü äiëÿíêè ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ f(x) äëÿ êîæíîãî
ç âàðiàíòiâ

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1 f(x) = x lnx, f(0) = 0 16 f(x) = x7 − x6

2 f(x) = x ln |x|, f(0) = 0 17 f(x) = x8 − x7

3 f(x) = |x ln |x||, f(0) = 0 18 f(x) = cos 7x

4 f(x) = | sinx| 19 f(x) = | cos 7x|
5 f(x) = sinx+ cosx 20 f(x) = x2 lnx, f(0) = 0

6 f(x) = x3 − x2 + x− 1 21 f(x) = x3 lnx, f(0) = 0

7 f(x) = |x3 − x2 + x− 1| 22 f(x) = x4 lnx, f(0) = 0

8 f(x) = | cos 5x| 23 f(x) = x5 lnx, f(0) = 0

9 f(x) = | sin 5x| 24 f(x) = x2ex

10 f(x) = | cos(5x+ 2)| 25 f(x) = x3ex

11 f(x) = x6 − x5 + 4 26 f(x) = |x3ex|
12 f(x) = | sin 6x| 27 f(x) = |x5ex|
13 f(x) = | cos 6x| 28 f(x) = | cos 9x|
14 f(x) = 2x+3

3x−6 29 f(x) = cos 9|x|
15 f(x) = 4x+9

x−12 30 f(x) = 5 + cosx
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1.4 Êðèòè÷íi òî÷êè i òî÷êè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó

Ïî÷íåìî ç îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Íåõàé I = (a, b), −∞ < a < b < ∞, i íåõàé
f : I → R � çàäàíà ôóíêöiÿ. Òî÷êà x0 ∈ (a, b) íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ f, ÿêùî iñíó¹ îêië Bδ(x0) = (x0−δ, x0+δ),
δ > 0, òî÷êè x0 òàêèé, ùî f(x) 6 f(x0) ïðè âñiõ x ∈ Bδ(x0). Òî÷êà
x0 ∈ (a, b) íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó ôóíêöi¨ f, ÿêùî
iñíó¹ îêië Bδ(x0) òî÷êè x0 òàêèé, ùî f(x) > f(x0) ïðè âñiõ x ∈ Bδ(x0).
Òî÷êà x0 ∈ (a, b) íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ f,
ÿêùî âèêîíàíî îäíå ç äâîõ: àáî òî÷êà x0 ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó,
àáî òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó.

Òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó i ìiíiìóìó äîáðå ïîìiòíi íà ãðàôiêó
ôóíêöi¨. Íà ðèñóíêó 2 òî÷êà x0 ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó, à òî÷êà
x1 � ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó ôóíêöi¨ f. Äîòè÷íà äî ãðàôiêó ôóíêöi¨ â òàêèõ
òî÷êàõ (ÿêùî âîíà iñíó¹) ¹ ïàðàëåëüíîþ äî îñi Ox. Âçàãàëi, ëîêàëüíèé
ìàêñèìóì ìà¹ õàðàêòåðíèé ¾ãîðá¿, ¾âåðõîâèíó¿, òîäi ÿê öåé ãîðá â òî÷öi
ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ¾íèçèíó¿. Ìîæóòü áóòè, ïðîòå,
i åêñòðåìóìè ôóíêöi¨ áåç äîòè÷íèõ ó íèõ. Ìè îêðåìî ñêàæåìî ïðî öi
âèïàäêè òðîõè ïiçíiøå. � ñïðàâåäëèâîþ íàñòóïíà

0

y=f x( )

x0

x1 Ox

Oy

Ðèñóíîê 2: Ëîêàëüíi åêñòðåìóìè ôóíêöi¨

Òåîðåìà 1.2. (Òåîðåìà Ôåðìà, àáî íåîáõiäíà óìîâà ëîêàëüíîãî åêñ-
òðåìóìó). Ó òî÷öi ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó ïîõiäíà, ÿêùî âîíà iñíó¹,
îáåðòà¹òüñÿ â íóëü.

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íåâiðíå, ÿê ïîêàçó¹ ïðèêëàä ôóíêöi¨ f(x) = x3.
ßê áåçïîñåðåäíüî âèäíî ç ãðàôiêó öi¹¨ ôóíêöi¨ (ðèñóíîê 3) ôóíêöiÿ íå
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ìà¹ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò àíi ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó, àíi ëîêàëüíîãî ìàêñè-
ìóìó. Òèì íå ìåíø, ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨, ÿêà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà âiäîìîþ
ôîðìóëîþ f ′(x) = 3x2, îáåðòà¹òüñÿ â íóëü â öié òî÷öi.

y=x
3

Ðèñóíîê 3: Âiäñóòíiñòü åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ f(x) = x3 ó òî÷öi x0 = 0

Îçíà÷åííÿ 1.4. Íåõàé I = (a, b), −∞ < a < b < ∞, i íåõàé f : I →
R � çàäàíà ôóíêöiÿ. Òî÷êà x0 ∈ (a, b) íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ
ôóíêöi¨ f, ÿêùî â öié òî÷öi iñíó¹ ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨, i âîíà îáåðòà¹òüñÿ
â íóëü. Êîðîòêî: ∃ f ′(x0) = 0.

Ç îãëÿäó íà äàíå îçíà÷åííÿ òà íà òåîðåìó Ôåðìà êðèòè÷íi òî÷êè
¹ ïiäîçðiëèìè íà åêñòðåìóì, òîáòî, êðèòè÷íi òî÷êè âàðòî ïåðåâiðÿòè íà
íàÿâíiñòü ó ôóíêöi¨ åêñòðåìóìó â íèõ. Íàì äîïîìîæå ó öüîìó íàñòóïíà
òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.3. (Äîñòàòíÿ óìîâà ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó). Íåõàé
f : (a, b) → R � äåÿêà ôóíêöiÿ, ÿêà ¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0 i äèôå-
ðåöiéîâíîþ â äåêîìó âèêîëîòîìó îêîëi öi¹¨ òî÷êè. Íåõàé òàêîæ x0 �
êðèòè÷íà òî÷êà ôóíêöi¨ f i, êðiì òîãî iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî f ′(x) íå
çìiíþ¹ çíàê ÿê ó (x0, x0 + δ), òàê i ó (x0 − δ, x0). Òîäi:

1) ßêùî ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x0 ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨ çìiíþ¹
çíàê ç ¾�¿ íà ¾+¿, òî÷êà x0 ¹ òî÷êîþ (ñòðîãîãî) ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó
öi¹¨ ôóíêöi¨;

2) ßêùî ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x0 ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨ çìiíþ¹
çíàê ç ¾+¿ íà ¾�¿, òî÷êà x0 ¹ òî÷êîþ (ñòðîãîãî) ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó
öi¹¨ ôóíêöi¨;
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3) ßêùî ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x0 ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨ íå çìiíþ¹
çíàê, òî÷êà x0 íå ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó.

Ç îãëÿäó íà òåîðåìè 1.2 i 1.3, ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ïðèêëàäè.

Ïðèêëàä 3. Çíàéòè êðèòè÷íi òî÷êè òà òî÷êè ëîêàëüíîãî åêñ-
òðåìóìó ôóíêöi¨ f(x) = 1

3
x3 − 5

2
x2 + 6x− 5.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî ïîõiäíó äàíî¨ ôóíêöi¨ i ïðèðiâíþ¹ìî ¨¨ äî
íóëÿ. Áóäåìî ìàòè:

f ′(x) = x2 − 5x+ 6 ,

x2 − 5x+ 6 = 0 , x1 = 2 , x2 = 3 .

Òî÷êè x1 = 2 i x2 = 3 ¹ êðèòè÷íèìè òî÷êàìè ôóíêöi¨ f. Îñêiëüêè äà-
íà ôóíêöiÿ äèôåðåíöiéîâíà â óñiõ òî÷êàõ äiéíî¨ ïðÿìî¨ (îá ðóíòóéòå,
÷îìó?), iíøèõ òî÷îê, ïiäîçðiëèõ íà ëîêàëüíèé åêñòðåìóì, íåìà¹.

Òåïåð òðåáà ç'ÿñóâàòè çíàê ïîõiäíî¨ íà iíòåðâàëàõ (−∞, 2), (2, 3) i
(3,∞). Öåé çíàê íå çìiíþ¹òüñÿ íà öèõ iíòåðâàëàõ (îá ðóíòóéòå, ÷îìó?).
Îòæå, ìîæíà âçÿòè ïî òî÷öi y1 ∈ (−∞, 2), y2 ∈ (2, 3) i y3 ∈ (3,∞) i
ç'ÿñóâàòè â íèõ çíàê f ′(y1), f

′(y2) i f ′(y3). Öi òî÷êè îáèðà¹ìî äîâiëüíèì
ñïîñîáîì (äi¹ìî çà ïðèíöèïîì ¾òàê, ÿê çðó÷íî¿). Íåõàé y1 = 0, y2 = 5

2

i y3 = 4. Ìà¹ìî: f ′(0) = 6 > 0, f ′ (5
2

)
= 25

4
− 25

2
+ 6 < 0, f ′(4) = 2 > 0.

Îòæå, ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x1 = 2 ïîõiäíà çìiíþ¹ çíàê ç ¾+¿ íà ¾-¿,
ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x2 = 3 ïîõiäíà çìiíþ¹ çíàê ç ¾-¿ íà ¾+¿, äèâ.
ðèñóíîê 4. Çà òåîðåìîþ 1.3 òî÷êà x1 = 2 ¹ òî÷êîþ (ñòðîãîãî) ëîêàëüíîãî

Ox2 3

+ - +

Ðèñóíîê 4: Iíòåðâàëè çíàêîñòàëîñòi ïîõiäíî¨ i çìiíà çíàêó ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç

âiäïîâiäíi òî÷êè

ìàêñèìóìó, à òî÷êà x2 = 3 � òî÷êîþ (ñòðîãîãî) ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó
ôóíêöi¨ f. Iíøèõ òî÷îê ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó ôóíêöiÿ íå ìà¹. 2

Ïðèêëàä 4. Çíàéòè êðèòè÷íi òî÷êè òà òî÷êè ëîêàëüíîãî åêñ-
òðåìóìó ôóíêöi¨ f(x) = cos x2 + sinx2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âçÿòòÿ ïîõiäíî¨ äàñòü

f ′(x) = −2x · sin x2 + 2x · cosx2 = 2x(cosx2 − sin x2) . (1.4.1)
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Ðiâíiñòü f ′(x) = 0 ïðèçâîäèòü äî ñóêóïíîñòi[
2x = 0 ,

cosx2 − sinx2 = 0 .

Ç ïåðøîãî ñïiââiäíîøåííÿ x = x0 = 0. Ðîçâ'ÿçó¹ìî äðóãå ñïiââiäíîøåííÿ.
Ìà¹ìî:

cos x2 − sin x2 = 0 ,

1− tg x2 = 0 ,

tg x2 = 1 ,

x2 =
π

4
+ kπ , k ∈ Z , (1.4.2)

x = xk = ±
√

π

4
+ kπ , k = 0, 1, 2, . . . .

Â îñòàííüîìó ñïiââiäíîøåííi k ïî÷èíà¹òüñÿ ç 0, áî ïðè k < 0 ðiâíÿí-
íÿ (1.4.2) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ íà ÷èñëîâié ïðÿìié. Îòæå, x0 = 0 i xk =
±
√

π
4
+ kπ , k = 1, 2, . . . , � ñóêóïíiñòü êðèòè÷íèõ òî÷îê ôóíêöi¨ f.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f íå ìà¹ òî÷îê, ó êîòðèõ âîíà íå ¹ äèôåðåíöi-
éîâíîþ (îá ðóíòóéòå !), òî òî÷êè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó çà òåîðåìîþ
Ôåðìà 1.2 ñëiä øóêàòè òiëüêè ñåðåä êðèòè÷íèõ òî÷îê. Äàëi ðîçãëÿíåìî
òàêi âèïàäêè:

1) x0 = 0. Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y1 ∈ (0,
√
π/4), íàïðèêëàä, ìîæíà âçÿòè

y1 =
√

π/6. Ç îãëÿäó íà (1.4.1)

f ′
(√

π/6
)
= 2 ·

√
π/6

(√
3

2
− 1

2

)
> 0 .

Âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöiÿ f ′(x) ¹ íåïàðíîþ (äîâåäiòü!), ìà¹ìî:

f ′
(
−
√
π/6
)
< 0.

Îòæå, f ′(x) çìiíþ¹ çíàê ç ¾�¿ íà ¾+¿ ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x0 = 0,
òîìó öÿ òî÷êà ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó äëÿ f.

2) xk =
√

π
4
+ kπ , k = 1, 3, 5, . . . , 2n + 1 , . . . . Ïðè òàêèõ çíà÷åííÿõ k

òî÷êà π
4
+ kπ íàëåæèòü òðåòié ÷âåðòi. Âiçüìåìî yk òàêèì, ùîá√

π

4
+ kπ < yk <

√
π

4
+ (k + 1)π .
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Íàïðèêëàä, ìîæíà îáðàòè yk =
√

π
2
+ kπ. Òîäi ç îãëÿäó íà (1.4.1)

f ′(yk) = f ′
(π
2
+ kπ

)
= 2

√
π

2
+ kπ · (0 + 1) > 0 .

Òåïåð âiçüìåìî zk òàêèì, ùîá√
π

4
+ (k − 1)π < zk <

√
π

4
+ kπ .

Íàïðèêëàä, ìîæíà îáðàòè zk =
√
kπ ïðè k ̸= 1. Òîäi ç îãëÿäó íà (1.4.1)

f ′(zk) = f ′(
√
kπ) = 2(

√
kπ)(0− 1) < 0 .

Îòæå, ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó xk ïîõiäíà f ′(x) çìiíþ¹ çíàê ç
¾�¿ íà ¾+¿, òîìó òî÷êè xk =

√
π
4
+ kπ , k = 1, 3, 5, . . . , 2n + 1 , . . . , ¹

òî÷êàìè ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó öi¹¨ ôóíêöi¨, äèâ. ðèñóíîê 5.

Ox+

-

4
+k

4
+k44

+( )k-1
44

+( )k+1

zk

yk

=1,3,5,...,2n+1,...k

Ðèñóíîê 5: Ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó xk, k = 1, 3, 5, . . . , 2n+1 , . . . ïîõiäíà f ′(x)
çìiíþ¹ çíàê ç ¾�¿ íà ¾+¿

3) Íåõàé òåïåð xk =
√

π
4
+ kπ , k = 2, 4, 6, . . . , 2n , . . . . Ïðè òàêèõ

çíà÷åííÿõ k òî÷êà π
4
+ kπ íàëåæèòü ïåðøié ÷âåðòi. Âiçüìåìî yk òàêèì,

ùîá √
π

4
+ kπ < yk <

√
π

4
+ (k + 1)π .

Íàïðèêëàä, ìîæíà îáðàòè yk =
√

π
2
+ kπ. Òîäi ç îãëÿäó íà (1.4.1)

f ′(yk) = f ′
(√

π

2
+ kπ

)
= 2

(√
π

2
+ kπ

)
· (0− 1) < 0 .

Òåïåð âiçüìåìî zk òàêèì, ùîá ïðè k ̸= 0√
π

4
+ (k − 1)π < zk <

√
π

4
+ kπ ,
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à ïðè k = 0

0 < zk <
π

4
.

Íàïðèêëàä, ìîæíà îáðàòè zk =
√

π
6
+ kπ. Òîäi ç îãëÿäó íà (1.4.1)

f ′(zk) = f ′
(√

π

6
+ kπ

)
= 2

(√
π

6
+ kπ

)
·

(√
3

2
− 1

2

)
> 0 .

Îòæå, ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó xk ïîõiäíà f ′(x) çìiíþ¹ çíàê ç
¾+¿ íà ¾�¿, òîìó òî÷êè xk =

√
π
4
+ kπ , k = 0, 2, 4, 6, . . . , 2n , . . . , ¹

òî÷êàìè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó öi¹¨ ôóíêöi¨, äèâ. ðèñóíîê 6.

Ox+ -

4
+k

4
+k44

+( )k-1
44

+( )k+1

zk

yk

=2,4,6,...,2n,...k

Ox

=0k

+

46

0

Ðèñóíîê 6: Ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó xk, k = 0, 2, 4, 6, . . . , 2n , . . . ïîõiäíà f ′(x)
çìiíþ¹ çíàê ç ¾+¿ íà ¾�¿

4) Íàì ùå çàëèøèëîñÿ ðîçãëÿíóòè òî÷êè xk = −
√

π
4
+ kπ , k =

1, 2, 3, . . . , . Ñëiä çàóâàæèòè, ùî îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ïàðíà, òî öi òî÷êè
ïðè íåïàðíèõ k áóäóòü ëîêàëüíèìè ìiíiìóìàìè ôóíêöi¨ f, à ïðè ïàðíèõ
� ¨¨ ëîêàëüíèìè ìàêñèìóìó (ç öüîãî ïðèâîäó äèâ. çàäà÷ó 13 íà ñòîð. 18).
Ðåçóëüòàò çàäà÷i 13 äîâåäiòü ñàìîñòiéíî. Äèâ. òàêîæ ãðàôiê ôóíêöi¨ f
ïðè −π 6 x 6 5 íà ðèñóíêó 7.

Îòæå, óñi êðèòè÷íi òî÷êè i ëîêàëüíi åêñòðåìóìè ôóíêöi¨ f çíàéäå-
íi. 2

Çàóâàæåííÿ 1.1. Ïðè âèêîíàííi iíäèâiäóàëüíèõ çàâäàíü 2 i 3 ãðà-
ôiêè ôóíêöié áóäóâàòè íå ïîòðiáíî. Äëÿ ïîâíîöiííî¨ ïîáóäîâè ãðàôiêiâ
ïîòðiáíi ùå âiäîìîñòi ïðî îïóêëiñòü íà âèãíóòiñòü ôóíêöi¨, à òàêîæ íà-
ÿâíiñòü àñèìïòîò.

16



Ðèñóíîê 7: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x) = cosx2 + sinx2 ïðè −π 6 x 6 5

1.5 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íàâåäiòü ïðèêëàä ôóíêöi¨ f, ÿêà ìà¹ â äåÿêié òî÷öi x0 ëîêàëüíèé
åêñòðåìóì, àëå íå ñòðîãèé.

2. Íåõàé ôóíêöi¨ f i g ìàþòü ëîêàëüíèé ìàêñèìóì â òî÷öi x0. ×è
ìàþòü ëîêàëüíèé ìàêñèìóì ôóíêöi¨: 1) F (x) = f(x) + g(x), 2) G(x) =
f(x) · g(x)?

3. Íåõàé ôóíêöiÿ f ìà¹ ëîêàëüíèé ìàêñèìóì â òî÷öi x0, ïðè÷îìó
f(x) íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0. ×è ìà¹ ôóíêöiÿ
F (x) := 1

f(x)
: à) ëîêàëüíèé ìàêñèìóì â òî÷öi x0; à) ëîêàëüíèé ìiíiìóì

â òî÷öi x0?

4. Íåõàé ôóíêöiÿ f, âèçíà÷åíà â äåÿêîìó îêîëi (x0− δ, x0+ δ), δ > 0,
òî÷êè x0, ìà¹ ëîêàëüíèé ìàêñèìóì â òî÷öi x0. ×è âèïëèâà¹ çâiäñè, ùî
ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà â òî÷öi x0? Ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi x0?

5. ×è ¹ êðèòè÷íi òî÷êè ôóíêöi¨ òî÷êàìè ¨¨ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó?
À íàâïàêè?

6. ×è ¹ íóëi ôóíêöi¨ òî÷êàìè ¨¨ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó? Êðèòè÷íèìè
òî÷êàìè?

7. ×è ìîæå ïîõiäíà ôóíêöi¨ äîðiâíþâàòè íåñêií÷åííîñòi â òî÷öi ëî-
êàëüíîãî åêñòðåìóìó?
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8. ×è ìîæíà íàâåñòè ïðèêëàäè ôóíêöié f i g, âèçíà÷åíèõ â äåÿêîìó
îêîëi òî÷êè x0, ÿêi íå îáåðòàþòüñÿ â íóëü â öüîìó îêîëi òàêèõ, ùî:

a) æîäíà ç öèõ ôóíêöié íå ìà¹ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó â òî÷öi x0,
ïîòå ¨õ ñóìà f(x) + g(x) ìà¹ ñòðîãèé ëîêàëüíèé åêñòðåìóì â öié òî÷öi;

á) æîäíà ç öèõ ôóíêöié íå ìà¹ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó â òî÷öi x0,
ïîòå ¨õ äîáóòîê f(x) · g(x) ìà¹ ñòðîãèé ëîêàëüíèé åêñòðåìóì â öié òî÷öi;

â) æîäíà ç öèõ ôóíêöié íå ìà¹ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó â òî÷öi x0,

ïîòå ¨õ ÷àñòêà f(x)
g(x)

ìà¹ ñòðîãèé ëîêàëüíèé åêñòðåìóì â öié òî÷öi.

9. Íåõàé xk ∈ [a, b], k = 1, 2, . . . , xk → x0 ∈ [a, b] ïðè k → ∞. Ïðèïó-
ñòèìî, f : [a, b] → R � ôóíêöiÿ, ÿêà ìà¹ â êîæíié ç òî÷îê xk, k = 1, 2, . . . ,
ëîêàëüíèé åêñòðåìóì. ×è áóäå òî÷êà x0 òî÷êîþ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó
ôóíêöi¨ f?

10. Íåõàé xk ∈ [a, b], k = 1, 2, . . . , xk → x0 ∈ [a, b] ïðè k → ∞.
Ïðèïóñòèìî, f : [a, b] → R � ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ êîæíà ç òî÷îê xk, k =
1, 2, . . . , ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f. ×è áóäå òî÷êà x0 êðèòè÷íîþ
òî÷êîþ äëÿ f?

11. ßê çìiíèòüñÿ âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ 9 òà 10, ÿêùî ââàæàòè ôóí-
êöiþ f íåïåðåðâíîþ íà âiäðiçêó [a, b]?

12. ßê çìiíèòüñÿ âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ 9 òà 10, ÿêùî ââàæàòè ôóí-
êöiþ f ′ íåïåðåðâíîþ íà âiäðiçêó [a, b]?

13. Íåõàé f � ïàðíà ôóíêöiÿ. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî x0 � òî÷êà ¨¨ ëîêàëü-
íîãî ìàêñèìóìó (ìiíiìóìó), òî òî÷êà −x0 òàêîæ ¹ òî÷êîþ ¨¨ ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìó (ìiíiìóìó).

14. Íåõàé f � íåïàðíà ôóíêöiÿ. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî x0 � òî÷êà ¨¨
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó (ìiíiìóìó), òî òî÷êà −x0 ¹ òî÷êîþ ¨¨ ëîêàëüíîãî
ìiíiìóìó (ìàêñèìóìó).

15. Íàâåäiòü ïðèêëàä òàêî¨ ôóíêöi¨ f i òî÷êè x0, äëÿ ÿêèõ óìîâè
òåîðåìè 1.3 íå âèêîíóþòüñÿ, õî÷à x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó äëÿ
ôóíêöi¨ f.
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1.6 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 2

Çàäà÷à 2. Çíàéäiòü êðèòè÷íi òî÷êè òà òî÷êè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó
ôóíêöi¨ f(x) äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1 f(x) = (x+ 1)(x− 2)(x+ 3) 16 f(x) = x lnx

2 f(x) = (x+ 4)(x− 5)(x+ 6) 17 f(x) = x2 + lnx

3 f(x) = x3 − x2 18 f(x) = x+ lnx

4 f(x) = x3 − x 19 f(x) = x3 + lnx

5 f(x) = x4 − x2 20 f(x) = x2 − lnx

6 f(x) = x2ex 21 f(x) = x− lnx

7 f(x) = x3ex 22 f(x) = 4x+ x2

8 f(x) = x5 − x2 23 f(x) = |4x− x2|
9 f(x) = x4 − x3 + x2 − x 24 f(x) = |4x+ x2|
10 f(x) = 1

4x
4 − 2x2 + 3 25 f(x) = 3

x + 3
1−x

11 f(x) = 1
3x

3 − x4 26 f(x) = lnx+ 1
x

12 f(x) = e−x2
27 f(x) = x6

6 − x2

2

13 f(x) = e|x| 28 f(x) = x5 − x

14 f(x) = e−|x| 29 f(x) = (x5 − x)2

15 f(x) = e−x3
30 f(x) = (x5 − x)3
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1.7 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 3

Çàäà÷à 3. Çíàéäiòü êðèòè÷íi òî÷êè òà òî÷êè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó
ôóíêöi¨ f(x) äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1 f(x) = sinx2 16 f(x) = cosx3 + sinx3

2 f(x) = x2 + sinx2 17 f(x) = x2 − sinx2

3 f(x) = x3 + sinx3 18 f(x) = x3 − sinx3

4 f(x) = cosx2 19 f(x) = x− cosx

5 f(x) = x+ cosx 20 f(x) = x2 − cosx2

6 f(x) = x2 + cosx2 21 f(x) = x3 − cosx3

7 f(x) = x3 + cosx3 22 f(x) = cosx4 + sinx4

8 f(x) = | sinx| 23 f(x) = (cosx+ sinx)2

9 f(x) = x+ sinx 24 f(x) = (cosx+ sinx)3

10 f(x) = | cosx| 25 f(x) = (cosx+ sinx)4

11 f(x) = | tg x| 26 f(x) = cos e5x

12 f(x) = | ctg x| 27 f(x) = cos(−ex)

13 f(x) = cos ex 28 f(x) = cos e−x

14 f(x) = cosx+ sinx 29 f(x) = sin(−ex)

15 f(x) = sin(|6x− 1|) 30 f(x) = sin e−x
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1.8 Ìàêñèìóì òà ìiíiìóì ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó

Íàãàäà¹ìî ôîðìóëþâàííÿ äðóãî¨ òåîðåìè Âåé¹ðøòðàññà.

Òåîðåìà 1.4. Íåõàé f ∈ C[a, b]. Òîäi iñíóþòü òî÷êè x1, x2 ∈ [a, b]
òàêi, ùî

M := max
x∈[a,b]

f(x) = f(x1) , m := min
x∈[a,b]

f(x) = f(x2) .

Ç îãëÿäó íà òåîðåìó Âåé¹ðøòðàññà, òî÷êàìè x1 i x2 (âîíè òàêîæ íà-
çèâàþòüñÿ òî÷êàìè ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà i ìiíiìóìó, àáî êîðîòøå �
òî÷êàìè ìàêñèìóìà i ìiíiìóìó ôóíêöi¨ f) ìîæóòü áóòè ÿê âíóòðiøíi
òî÷êè iíòåðâàëó (a, b), òàê i òî÷êàìè êiíöiâ öüîãî iíòåðâàëó. Â ïåðøîìó
âèïàäêó âîíè î÷åâèäíî ¹ òàêîæ i òî÷êàìè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó (ìiíi-
ìóìó) ôóíêöi¨.

Ìè âæå çíà¹ìî, ÿê òî÷êè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó ïîâ'ÿçàíi ç ïîõi-
äíîþ ôóíêöi¨ f : òåîðåìà Ôåðìà êàæå ïðî òå, ùî ïîõiäíà â öèõ òî÷êàõ
îáåðòà¹òüñÿ â íóëü, ÿêùî âîíà iñíó¹. Òàêîæ òî÷êè íåiñíóâàííÿ ïîõiäíî¨
ìîæóòü âèÿâèòèñÿ òî÷êàìè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó; íàïðèêëàä, òàêîþ ¹
òî÷êà x0 = 0 äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = |x|.

Âðàõîâóþ÷è ñêàçàíå âèùå, ìà¹ìî ïðîñòèé àëãîðèòì çíàõîäæåí-
íÿ ìàêñèìàëüíîãî (ìiíiìàëüíîãî) çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó:

1) Òðåáà çíàéòè êðèòè÷íi òî÷êè ôóíêöi¨ i òî÷êè, äå ïîõiäíà íå iñíó¹,

2) Òðåáà îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â çíàéäåíèõ òî÷êàõ, à òàêîæ
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â òî÷êàõ a i b. Ç óñiõ îá÷èñëåíèõ çíà÷åíü òðåáà îáðàòè
ìàêñèìàëüíå (ìiíiìàëüíå). Öå i áóäóòü ìàêñèìóì i ìiíiìóì ôóíêöi¨ íà
âiäðiçêó [a, b], à âiäïîâiäíi òî÷êè, íà ÿêèõ âîíè äîñÿãàþòüñÿ � òîêàìè
ìàêñèìóìó òà ìiíiìóìó ôóíêöi¨.

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî:

1) Òî÷îê, íà êîòðèõ äîñÿãà¹òüñÿ ìàêñèìóì (ìiíiìóì) ôóíêöi¨ ìîæå
áóòè äåêiëüêà. Àëå iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà ìàêñèìóìó i îäíà òî÷êà
ìiíiìóìó ôóíêöi¨.

2) Öi òî÷êè ìîæóòü çíàõîäèòèñÿ ÿê âñåðåäèíi âiäðiçêó [a, b], òàê i íà
êiíöÿõ öüîãî âiäðiçêó, ïðè÷îìó ÿê â îêðåìîñòi (òî÷êà ìàêñèìóìó âñåðå-
äèíi, ìiíiìóìó � íà êiíöi, i ò.ï.), òàê i îäíî÷àñíî (îáèäâi ñåðåäèííi, àáî
îáèäâi íà êiíöÿõ). Öi òî÷êè ìîæóòü áóòè êðèòè÷íèìè òî÷êàìè, à ìîæóòü
i íå áóòè. Îá÷èñëåííþ çíà÷åíü ôóíêöi¨ â íèõ ïiäëÿãàþòü, ÿê ìiíiìóì, óñi
êðèòè÷íi òî÷êè (çâiñíî, çà íàÿâíîñòi òàêèõ òî÷îê).
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3) Íå ïîòðiáíî ïåðåâiðÿòè çìiíó çíàêó ïîõiäíî¨ ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç
òî÷êè, ÿê öå áóëî â çàäà÷àõ íà ëîêàëüíèé åêñòðåìóì ç ïîïåðåäíüî¨ ñåêöi¨.
Â äàíîìó âèïàäêó öå áóäå ¾çàéâèì õîäîì¿.

Âêàçàíèé àëãîðèòì ïðàöþ¹ ëèøå çà óìîâè, ùî ôóíêöiÿ, ÿêó ìè äî-
ñëiäæó¹ìî, ¹ íåïåðåðâíîþ. ßêùî æ öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ õî÷à á îäíó òî÷êó
ðîçðèâó, òî ÿê íàÿâíiñòü òî÷îê ìàêñèìóìó i ìiíiìóìó, òàê i òå, ùî ñõåìà
¨õ ïîøóêó äàñòü ïîçèòèâíi ðåçóëüòàòè, ãàðàíòóâàòè íå ìîæíà.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 5. Çíàéòè ìàêñèìóì òà ìiíiìóì ôóíêöi¨

f(x) = cosx2 + sin x2

íà âiäðiçêó [0, 5].

Ðîçâ'ÿçàííÿ.Ìè âæå çíàéøëè óñi êðèòè÷íi òî÷êè äàíî¨ ôóíêöi¨, äèâ.
çàäà÷ó 4. Ñåðåä íèõ äî âiäðiçêó [0, 5] ïîòðàïëÿòü ëèøå íàñòóïíi:

x0 = 0 , x1 =

√
π

4
, x2 =

√
5π

4
,

x3 =

√
9π

4
=

√
π

4
+ 2π , x4 =

√
13π

4
=

√
5π

4
+ 2π ,

x5 =

√
17π

4
=

√
π

4
+ 4π , x6 =

√
21π

4
=

√
5π

4
+ 4π ,

x7 =

√
25π

4
=

√
π

4
+ 6π , x8 =

√
29π

4
=

√
5π

4
+ 6π .

Çàóâàæèìî, ùî f(x2n−1) = f(x1), à f(x2n) = f(x2) ïðè n = 1, 2, 3, 4 (÷î-
ìó?, � îá ðóíòóéòå!). Äàëi, f(0) = 1, f(x1) = f

(√
π
4

)
=

√
2
2

+
√
2
2

=
√
2,

f(x2) = f
(√

5π
4

)
= −

√
2
2
−

√
2
2

= −
√
2.

Ç îãëÿäó íà çàãàëüíó ñõåìó íàì ñëiä ùå îá÷èñëèòè f(5). Ïðîòå, 5 ∈(√
29π
4
,
√

33π
4

)
ôóíêöiÿ f íà âiäðiçêó

[√
29π
4
,
√

33π
4

]
ñòðîãî çðîñòà¹ (÷îìó

òàê?)1. Îòæå,

f

(√
29π

4

)
< f(5) < f

(√
33π

4

)
,

1Âêàçiâêà: äèâ. ðåçóëüòàò çàäà÷i 4
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àáî, îñêiëüêè çà îá÷èñëåíèì âèùå f
(√

29π
4

)
=

√
2 i f

(√
33π
4

)
=

√
2, òî

−
√
2 < f(5) <

√
2 .

Ç îãëÿäó íà îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ, òî÷êà z0 = 5 íå ¹ àíi òî÷êîþ ìàêñè-
ìóìó, àíi òî÷êîþ ìiíiìóìó ôóíêöi¨ f íà âiäðiçêó [0, 5].

Îñòàòî÷íî, ïîðiâíþþ÷è ìiæ ñîáîþ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f â óñiõ çíà-
éäåíèõ òî÷êàõ, ìè îòðèìà¹ìî

Âiäïîâiäü: max
x∈[0,5]

f(x) =
√
2, min

x∈[0,5]
f(x) = −

√
2. 2

Ïðèêëàä 6. Çíàéòè ìàêñèìóì òà ìiíiìóì ôóíêöi¨

f(x) = 3x4 + 2x3 − 3x2 − 3x

íà âiäðiçêó [−1, 1].

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïî÷èíà¹ìî çi çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ òà ïðèðiâíÿííÿ ¨¨
äî íóëÿ. Ìà¹ìî:

f ′(x) = 12x3 + 6x2 − 6x− 3 = 0 ,

6x2(2x+ 1)− 3(2x+ 1) = 0 ,

(2x+ 1)(6x2 − 3) = 0 ⇒

⇒

[
2x+ 1 = 0 ,

6x2 − 3 = 0
⇒

x = −1

2
,

x = ±
√
2

2
.

Áóäåìî ìàòè, ùî:

f

(
−1

2

)
=

3

16
− 1

4
− 3

4
+

3

2
=

11

16
,

f

(√
2

2

)
=

3

4
+

√
2

2
− 3

2
− 3

√
2

2
= −3

4
−

√
2 ,

f

(
−
√
2

2

)
=

3

4
−

√
2

2
− 3

2
+ 3

√
2

2
= −3

4
+
√
2 ,

f(1) = −1 , f(−1) = 1 .
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Ðèñóíîê 8: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x) = 3x4 + 2x3 − 3x2 − 3x ïðè −1 6 x 6 1

Íàéìåíøèì ç óñiõ ïåðåëi÷åíèõ ÷èñåë ¹, î÷åâèäíî, −3
4
−
√
2, à íàéáiëüøèì

� 7. Îòæå,

max
x∈[−1,1]

f(x) = 7 , min
x∈[−1,1]

f(x) = −3

4
−

√
2 .

Íèæ÷å íà ðèñóíêó 8 òàêîæ íàâåäåíî ãðàôiê öi¹¨ ôóíêöi¨. 2

Ïðèêëàä 7. Çíàéòè ìàêñèìóì òà ìiíiìóì ôóíêöi¨

f(x) = 6x4 − 3|x|

íà âiäðiçêó [−2, 2].

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äàíà ôóíêöiÿ íå ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ â íóëi (îá ðóí-
òóéòå öå), i öå òðåáà âðàõóâàòè. Íåõàé x0 = 0. Äàëi, f(x) = 6x4 − 3x ïðè
x > 0, îòæå, f ′(x) = 24x3 − 3 = 0, 8x3 − 1 = 0, x3 = 1

8
, x = 1

2
:= x1.

ßêùî x < 0, f(x) = 6x4 + 3x, f ′(x) = 24x3 + 3 = 0, 8x3 + 1 = 0, x3 = −1
8
,

x = −1
2
:= x2. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ôóíêöiÿ f ¹ ïàðíîþ: f(x) = f(−x)

äëÿ âñÿêîãî x ∈ R. Âðàõîâóþ÷è ïàðíiñòü ôóíêöi¨ f, ìà¹ìî:

f(0) = 0 , f

(
1

2

)
=

6

16
− 3

2
=

3

8
− 3

2
= −9

8
,

f

(
−1

2

)
= f

(
1

2

)
= −9

8
,
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f(2) = f(−2) = 6 · 16− 3 · 2 = 90 .

Î÷åâèäíî, íàéìåíøèì çi çíàéäåíèõ çíà÷åíü ¹ −9
8
, à íàéáiëüøèì ¹ ÷è-

ñëî 90.

Âiäïîâiäü: max
x∈[−2,2]

f(x) = 90, min
x∈[−2,2]

f(x) = −9
8
.

Ãðàôiê ôóíêöi¨ f çîáðàæåíèé íà ðèñóíêó 9. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi iíäèâi-
äóàëüíèõ çàâäàíü öi¹¨ ñåêöi¨ ìàëþâàòè ãðàôiêè ôóíêöié íå ïîòðiáíî. 2

Ðèñóíîê 9: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x) = 6x4 − 3|x| ïðè −2 6 x 6 2

1.9 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. ×è ¹ ëîêàëüíèé åêñòðåìóì ìàêñèìóìîì, àáî ìiíiìóìîì ôóíêöi¨, çàäà-
íî¨ íà âiäðiçêó? À íàâïàêè?

2. Ïîáóäóéòå ôóíêöiþ, âèçíà÷åíó íà âiäðiçêó, êîòðà íå ìà¹ àíi ëî-
êàëüíèõ åêñòðåìóìiâ, àíi ìàêñèìàëüíîãî é ìiíiìàëüíîãî çíà÷åíü íà öüî-
ìó âiäðiçêó. ×è iñíóþòü òàêi ôóíêöi¨? ßêùî òàê, òî ÷è ìîæå òàêà ôóíêöiÿ
áóòè äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷êàõ âiäðiçêó? Íåïåðåðâíîþ íà âiäðiçêó?

3. ×è ìîæå íå òîòîæíî ñòàëà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, çàäàíà íà âiäðiçêó,
ìàòè íåñêií÷åííó êiëüêiñòü òî÷îê, ó ÿêèõ âîíà ñÿãà¹ ñâîãî ìiíiìàëüíîãî
òà/àáî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíü? ßêùî âiäïîâiäü ¾òàê¿, òî ÷è çîáîâ'ÿçàíà
â òàêèõ òî÷êàõ ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨ îáåðòàòèñÿ â íóëü?

4. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f ñòðîãî ìîíîòîííà íà âiäðiçêó [a, b]. ×è
ìîæå öÿ ôóíêöiÿ ìàòè ëîêàëüíi åêñòðåìóìè â (a, b)?
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5. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f ñòðîãî ìîíîòîííà íà
âiäðiçêó [a, b], òî ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî òà ìiíiìàëüíîãî çíà÷åíü âîíà ñÿãà¹
â êiíöåâèõ òî÷êàõ öüîãî âiäðiçêó.

6. Ïðèïóñòèìî, ôóíêöiÿ f íå ¹ òîòîæíî ñòàëîþ òà íåïåðåðâíà íà
âiäðiçêó [a, b]. Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ íå ìåíøå äâîõ òî÷îê, â
ÿêèõ âîíà ñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ. ×è ¹ âiðíèì, ùî äàíà
ôóíêöiÿ ìà¹ ùîíàéìåíøå îäèí ëîêàëüíèé ìàêñèìóì? ×è ¹ âiðíèì, ùî
äàíà ôóíêöiÿ ìà¹ ùîíàéìåíøå îäèí ëîêàëüíèé ìiíiìóì?

7. Íàâåäiòü ïðèêëàä íå òîòîæíî ñòàëî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨, çàäàíî¨
íà âiäðiçêó, ÿêà íå ¹ ìîíîòîííîþ íà öüîìó âiäðiçêó, àëå ïîõiäíà ôóíêöi¨
íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü â æîäíié òî÷öi âiäðiçêó. ×è ìîæå òàêà ôóíêöiÿ
áóòè äèôåðåíöiéîâíîþ â óñiõ òî÷êàõ öüîãî âiäðiçêó?

8. Íàâåäiòü ïðèêëàä ôóíêöi¨ f íà âiäðiçêó [a, b], ÿêà ìà¹ ùîíàéìåíøå
îäèí ëîêàëüíèé ìiíiìóì i ùîíàéìåíøå îäèí ëîêàëüíèé ìàêñèìóì, àëå
íå ìà¹ àíi max f(x), àíi min f(x) íà öüîìó âiäðiçêó.

9. ×è ìîæå ôóíêöiÿ ìàòè íåñêií÷åííó ïîõiäíó â òî÷öi ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìó? À ÿêùî â öié òî÷öi ïðîñòî äîñÿãà¹òüñÿ ìàêñèìóì ôóíêöi¨
íà âiäðiçêó?

10. Íåõàé íåñòàëi ôóíêöi¨ f i g ìàþòü ëîêàëüíèé ìàêñèìóì ó òî÷öi
x0 ∈ [a, b]. ×è ìîæíà ïiäiáðàòè öi ôóíêöi¨ òàê, ùîá ôóíêöiÿ F (x) :=
f(x)− g(x) ìàëà ñòðîãèé ëîêàëüíèé ìàêñèìóì ó öié òî÷öi?

11. Äàéòå âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ 10 çà äîäàòêîâî¨ óìîâè: ôóíêöi¨ f i g,
çàäàíi íà âiäðiçêó [a, b], ìàþòü ñòðîãèé ëîêàëüíèé ìàêñèìóì ó òî÷öi x0.
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1.10 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 4

Çàäà÷à 4. Çíàéäiòü ìàêñèìàëüíå i ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x)
íà âiäðiçêó [a, b] äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1 f(x) = sinx2 + x, [a, b] = [0,
√

π
2 ] 16 f(x) = 5x8 − 5x7 + x5, [a, b] = [0, 2]

2 f(x) = sinx+ x, [a, b] = [0, π2 ] 17 f(x) = x2 − |x(x − 1)|, [a, b] =
[−2, 2]

3 f(x) = sinx+ x, [a, b] =
[
−π

2 ,
π
2

]
18 f(x) = x2 + |x(x − 1)|, [a, b] =

[−2, 2]

4 f(x) = sinx2 + x2, [a, b] =
[
0,
√

π
2

]
19 f(x) = x2+|x(x−1)(x−2)|, [a, b] =

[−3, 3]

5 f(x) = x4 − x3 − 20x, [a, b] = [0, 3] 20 f(x) = x2−|x(x−1)(x−2)|, [a, b] =
[−3, 3]

6 f(x) = x4 − 3x3 + 5x, [a, b] = [0, 3] 21 f(x) = |x2 − 5x+ 6|, [a, b] = [0, 4]

7 f(x) = x4 − 2x3 + 2x, [a, b] = [0, 3] 22 f(x) = x2 − 5|x|+ 6, [a, b] = [0, 4]

8 f(x) = x4−x3−20x, [a, b] = [−3, 3] 23 f(x) = 1
4x

4− 5
2x

2+4x, [a, b] = [0, 4]

9 f(x) = x4−3x3+5x, [a, b] = [−3, 3] 24 f(x) = x2 − 5x + 6 +
sin
(
x− 5

2

)
, [a, b] = [52 ,

5+π
2 ]

10 f(x) = x4−2x3+2x, [a, b] = [−3, 3] 25 f(x) = cos(x2 − 5x + 6), [a, b] =
[52 , 4]

11 f(x) = x5 − 2x3 + 1
2x

2, [a, b] =
[−2, 4]

26 f(x) = cos(x2 − 5x + 6), [a, b] =
[52 , 3]

12 f(x) = (x + 1)8(x − 2), [a, b] =
[−3, 2]

27 f(x) = cos(x2−5x+6), [a, b] = [1, 3]

13 f(x) = (x − 1)(x + 2)8, [a, b] =
[−3, 2]

28 f(x) = cos(|x2 − 5x + 6|), [a, b] =
[1, 3]

14 f(x) = (x − 1)8(x + 2), [a, b] =
[−2, 2]

29 f(x) = cos(|x2 − 5x + 6|), [a, b] =
[0, 4]

15 f(x) = (x − 1)(x + 2)8, [a, b] =
[−2, 2]

30 f(x) = cos( 1
10 · (x2 − 5x)), [a, b] =

[0, 4]
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1.11 Îïóêëi òà óâiãíóòi ôóíêöi¨

Iñíó¹ äåêiëüêà îçíà÷åíü îïóêëèõ òà óâiãíóòèõ ôóíêöié. Ìè äàìî àíàëiòè-
÷íå îçíà÷åííÿ, ÿêå ¹ íàéáiëüø ëàêîíi÷íèì, ùî âiäïîâiäà¹ íàøèì öiëÿì.

Îçíà÷åííÿ 1.5. Ôóíêöiÿ f : [a, b] → R íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ (â
iíøié òåðìiíîëîãi¨ � îïóêëîþ âíèç), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x1, x2 ∈ [a, b] i
âñiõ 0 6 λ 6 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

f(λx1 + (1− λ)x2) 6 λf(x1) + (1− λ)f(x2) . (1.11.1)

ßêùî ïðè 0 < λ < 1 íåðiâíiñòü â (1.11.1) ¹ ñòðîãîþ, òî ôóíêöiÿ f íàçè-
âà¹òüñÿ ñòðîãî îïóêëîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.6. Ôóíêöiÿ f : [a, b] → R íàçèâà¹òüñÿ óâiãíóòîþ (â
iíøié òåðìiíîëîãi¨ îïóêëîþ âãîðó), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x1, x2 ∈ [a, b] i
âñiõ 0 6 λ 6 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

f(λx1 + (1− λ)x2) > λf(x1) + (1− λ)f(x2) . (1.11.2)

ßêùî ïðè 0 < λ < 1 íåðiâíiñòü â (1.11.2) ¹ ñòðîãîþ, òî ôóíêöiÿ f íàçè-
âà¹òüñÿ ñòðîãî óâiãíóòîþ.

Ãðàôiêè îïóêëèõ òà óâiãíóòèõ ôóíêöi¨ ëåãêî âiäðiçíèòè îäèí âiä
îäíîãî: äëÿ îïóêëèõ ôóíêöi¨ áóäü-ÿêà ñi÷íà l = l(x) ëåæèòü âèùå ñàìîãî
ãðàôiêó ôóíêöi¨, à äëÿ óâiãíóòèõ � íàâïàêè, ëåæèòü ïiä ãðàôiêîì. Íà
ðèñóíêó 10, a), çîáðàæåíà îïóêëà ôóíêöiÿ, à ðèñóíêó 10, b) � óâiãíóòà.
Íà ðèñóíêó 11 çîáðàæåíà ôóíêöiÿ y = x3, ÿêà íå ¹ àíi îïóêëîþ, àíi
óâiãíóòîþ (ïðè x < 0 óâiãíóòà, ïðè x > 0 � îïóêëà). Òî÷êà, äå õàðà-
êòåð îïóêëîñòi çìiíþ¹òüñÿ, íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ïåðåãèíó. Äëÿ ôóíêöi¨,
çîáðàæåíî¨ íà ðèñóíêó 11 òàêîþ òî÷êîþ ¹ x0 = 0. Íàñ ïåðåäóñiì öiêàâ-

a) b)

l=l( )x

y= f x( )

y= f x( )

l=l( )x l=l( )x

Ðèñóíîê 10: Ôóíêöiÿ îïóêëà, a), i óâiãíóòà, b)
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Ðèñóíîê 11: Ôóíêöiÿ y = x3, ÿêà íå ¹ àíi îïóêëîþ, àíi óâiãíóòîþ íà ñâî¨é

îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. Îïóêëà ïðè x > 0 i óâiãíóòà ïðè x < 0

ëÿòü íå ñòiëüêè âëàñòèâîñòi îïóêëèõ òà óâiãíóòèõ ôóíêöié, ñêiëüêè ¨õ
çâ'ÿçîê ç ïîõiäíèìè. Íà ðàõóíîê öüîãî ìà¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.5. (i1) (Äîñòàòíi óìîâè îïóêëîñòi íà óâiãíóòîñòi).
Íåõàé ôóíêöiÿ f ¹ äâi÷i äèôåðåíöiéîâíîþ íà âiäðiçêó [a, b]. Òîäi âîíà ¹
îïóêëîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f ′′(x) > 0 ïðè âñiõ x ∈ [a, b], i óâi-
ãíóòîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f ′′(x) 6 0 ïðè âñiõ x ∈ [a, b]. ßêùî
âêàçàíi íåðiâíîñòi ¹ ñòðîãèìè, ôóíêöiÿ ¹ ñòðîãî îïóêëîþ (óâiãíóòîþ).
Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íåâiðíå (äðóãà ïîõiäíà ÿê ñòðîãî îïóêëî¨, òàê i
ñòðîãî óâiãíóòî¨ ôóíêöi¨ ìîæå îáåðòàòèñÿ â íóëü).

(i2) (Íåîáõiäíà óìîâà òî÷êè ïåðåãèíó). Ó òî÷öi ïåðåãèíó äðóãà ïî-
õiäíà ôóíêöi¨, ÿêùî âîíà iñíó¹, äîðiâíþ¹ íóëþ.

(i3) (Äîñòàòíÿ óìîâà òî÷êè ïåðåãèíó). Íåõàé ôóíêöiÿ f ¹ äâi÷i
äèôåðåíöiéîâíîþ â äåÿêîìó âèêîëîòîìó îêîëi òî÷êè x0 ∈ (a, b). ßêùî
ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x0 äðóãà ïîõiäíà ôóíêöi¨ f çìiíþ¹ çíàê, òî x0

� òî÷êà ïåðåãèíó ôóíêöi¨ f.

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî:

1) òî÷êè ïåðåãèíó ôóíêöi¨ � öå òî÷êè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó äëÿ ¨¨
ïîõiäíî¨; â òîé ñàìèé ÷àñ, íå âñi òî÷êè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó ïîõiäíî¨
¹ òî÷êàìè ïåðåãèíó (÷îìó?),

2) äiëÿíêè îïóêëîñòi òà óâiãíóòîñòi ôóíêöi¨ � öå âiäïîâiäíi äiëÿíêè
çðîñòàííÿ òà ñïàäàííÿ ¨¨ ïîõiäíî¨, âiäïîâiäíî.
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Äëÿ òîãî, ùîá äîñëiäèòè ôóíêöiþ

íà ïðåäìåò ¨¨ îïóêëîñòi òà óâiãíóòîñòi, òðåáà:

1) çíàéòè äðóãó ïîõiäíó ôóíêöi¨ i ïðèðiâíÿòè ¨¨ äî íóëÿ. Íóëi äðóãî¨
ïîõiäíî¨ � òî÷êè, ïiäîçðiëi íà ïåðåãèí ôóíêöi¨. Òàêîæ òðåáà çíàéòè óñi
òî÷êè, â êîòðèõ äðóãà ïîõiäíà íå iñíó¹.

2) òðåáà äîñëiäèòè çìiíó çíàêó äðóãî¨ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ ïðè ïåðåõîäi
÷åðåç âêàçàíi òî÷êè.

Ïðèêëàä 8. Äîñëiäèòè ôóíêöiþ íà îïóêëiñòü/óâiãíóòiñòü, çíà-
éòè òî÷êè ¨¨ ïåðåãèíó, ÿêùî f(x) = x5 − 2x3 + 4x2 − 4x+ 5 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áåðåìî ïåðøó i äðóãó ïîõiäíi ôóíêöi¨, îòðèìà¹ìî:

f ′(x) = 5x4 − 6x2 + 8x− 4 ,

f ′′(x) = 20x3 − 12x+ 8 .

Âèäíî, ùî ÷èñëî x = −1 ¹ êîðåíåì âèðàçó 20x3 − 12x + 8. Îòæå, çà
òåîðåìîþ Áåçó ïîëiíîì p(x) äiëèòüñÿ íàöiëî íà x + 1. Äiëÿ÷è p(x) íà
x+ 1 ó ñòîâï÷èê, ìè îòðèìà¹ìî:

20x3 −12x+8 x+ 1
20x3+20x2 20x2 − 20x+ 8

−20x2 −12x+8
−20x2 −20x

8x+8
8x+8

0

Ïðèðiâíþþ÷è òåïåð äðóãó ïîõiäíó ôóíêöi¨ äî íóëÿ, ìè îòðèìà¹ìî, ùî

f ′′(x) = 20x3−12x+8 = (20x2−20x+8)(x+1) = 4(5x2−5x+2)(x+1) = 0 .

Îñêiëüêè âèðàç 5x2 − 5x+ 2 êîðåíiâ íå ìà¹, òî çâiäñè âèïëèâà¹: x = −1.
Îòæå, òî÷êà x = −1 ïiäîçðiëà íà òî÷êó ïåðåãèíó. Äàëi ïîêëàäàþ÷è ó
âèðàçi äëÿ f ′′(x) ñïî÷àòêó x = −2, ïîòiì x = 0, îòðèìà¹ìî: f ′′(−2) < 0,
f ′′(0) > 0. Âèñíîâîê: ôóíêöiÿ f óâiãíóòà ïðè x < −1 òà îïóêëà ïðè
x > −1, à ñàìà òî÷êà x0 = −1 � òî÷êà ïåðåãèíó ôóíêöi¨ (äèâ. ãðàôiê
ôóíêöi¨ íèæ÷å íà ðèñóíêó 12). 2

1.12 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. ×è ìîæå ôóíêöiÿ áóòè îäíî÷àñíî îïóêëîþ i óâiãíóòîþ?
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Ðèñóíîê 12: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x) = x5−2x3+4x2−4x+5. �äèíà òî÷êà ïåðåãèíó
x0 = −1. Ôóíêöiÿ óâiãíóòà ïðè x < −1 i îïóêëà ïðè x > −1

2. Íåõàé f i g � îïóêëi ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi íà âiäðiçêó [a, b] (àáî iíòåð-
âàëi (a, b)). ×è âiðíî, ùî: 1) ¨õ ñóììà ¹ îïóêëîþ ôóíêöi¹þ; 2) ¨õ äîáóòîê
¹ îïóêëîþ ôóíêöi¹þ?

3. Äîâåäiòü, ùî äëÿ îïóêëèõ ôóíêöié f : [a, b] → R ìà¹ ìiñöå íå-
ðiâíiñòü I¹íñåíà, à ñàìå, äëÿ áóäü-ÿêèõ x1, x2, . . . , xn ∈ [a, b] i âñÿêèõ
q1, q2, . . . , qn > 0 òàêèõ, ùî q1 + q2 + . . . + qn = 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:
f(q1x1 + q2x2 + . . .+ qnxn) 6 q1f(x1) + q2f(x2) + . . . qnf(xn).

2

4. Ïîáóäóéòå íåïåðåðâíó ôóíêöiþ f : [0, 4] → R, ÿêà ¹ îïóêëîþ íà
[0, 1] i [2, 3] i óâiãíóòîþ íà [1, 2] i [3, 4]. Çàäà÷à ââàæà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàíîþ ëè-
øå çà ïîáóäîâè àíàëiòè÷íîãî çàïèñó y = f(x) (iíøèìè ñëîâàìè, âêàæiòü,
áóäü ëàñêà, êîíêðåòíó ôîðìóëó äëÿ f).

5. ×è ìîæå îïóêëà ôóíêöiÿ ñïàäàòè íà âñié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ? À
çðîñòàòè? Â ðàçi ïîçèòèâíî¨ âiäïîâiäi, çàïèøiòü àíàëiòè÷íî ôîðìóëè äëÿ
òàêèõ ôóíêöié.

6. ×è ìîæíà ïiäiáðàòè âiäðiçîê [a, b] i ôóíêöiþ f : [a, b] → R òàê,
ùîá ôóíêöi¨ f(x) i 1

f(x)
áóëè îïóêëèìè?

7. ×è ìîæíà ïiäiáðàòè âiäðiçîê [a, b] i ôóíêöiþ f : [a, b] → R òàê,
ùîá ôóíêöiÿ f(x) áóëà îïóêëîþ, à ôóíêöiÿ 1

f(x)
� óâiãíóòîþ?

2
Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨
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1.13 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 5

Çàäà÷à 5. Äîñëiäèòè ôóíêöiþ f, çàäàíó íà âiäðiçêó [a, b], íà îïóêëiñòü
òà óâiãíóòiñòü, çíàéòè òî÷êè ¨¨ ïåðåãèíó. 3

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1 f(x) = x5 − x4 + x3 − 7x2 16 f(x) = x5 + x4 − 17
3 x

3 + x2

2 f(x) = 2x5 − x4 + x3 − 17x2 17 f(x) = x5 − x4 − 5
3x

3 + x2

3 f(x) = 2x5 − x4 + 2x3 − 20x2 18 f(x) = x5 + 2x4 − 23
3 x

3 + x2

4 f(x) = x5 − x4 + x3 + 19x2 19 f(x) = x5 + 3x4 − 29
3 x

3 + x2

5 f(x) = 2x5 − x4 + x3 + 29x2 20 f(x) = x5 − 2x4 + 1
3x

3 + x2

6 f(x) = 2x5 − x4 + 2x3 + 32x2 21 f(x) = −x5 + x4 − x3 + 7x2

7 f(x) = x5 − x4 + x3 − 22x2 22 f(x) = −2x5 + x4 − x3 + 17x2

8 f(x) = 2x5 − x4 + x3 − 142x2 23 f(x) = 2x5−x4+x3−17x2+2x−9

9 f(x) = 2x5 − x4 + 2x3 − 148x2 24 f(x) = x5 − x4 + 4x3 − 80x2 − 2x

10 f(x) = x5 − x4 + 3x3 − 74x2 25 f(x) = x5−x4+3x3− 74x2+x+1

11 f(x) = x5 − x4 + 4x3 − 80x2 26 f(x) = −x5 + x4 − 3x3 + 74x2

12 f(x) = 3x5 − x4 + x3 + 39x2 27 f(x) = x5 + 4x4 − 35
3 x

3 + x2

13 f(x) = 3x5 − x4 + 2x3 + 42x2 28 f(x) = x5 + x4 − x3 + x2

14 f(x) = 3x5 − x4 + 3x3 + 45x2 29 f(x) = x5 + 2x4 + x3 + x2

15 f(x) = 3x5 − x4 + 4x3 + 48x2 30 f(x) = x5 + 3x4 + 3x3 + x2

3
Âêàçiâêà. Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ f ′′(x) = 0 ñêîðèñòàéòåñÿ äiëåííÿì íà

x − α, äå α � îäèí ç êîðåíiâ âèðàçó f ′′(x), ÿê öå çðîáëåíî ó ïðèêëàäi 8. Äëÿ êîæíîãî
âàðiàíòó ïiäáið (âãàäóâàííÿ) êîðåíÿ α çäiéñíþ¹òüñÿ iíäèâiäóàëüíî
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1.14 Àñèìïòîòè

Ìè íàáëèæà¹ìîñÿ äî ôiíàëüíî¨ ìåòè íàøèõ âèâ÷åíü � ïîâíîãî äîñëi-
äæåííÿ ôóíêöi¨. Ïåðåäîñòàííiì ç íèõ ¹ çíàõîäæåííÿ àñèìïòîò. ßêùî
ñêàçàòè íà ñëîâàõ, àñèìïòîòà � öå ïðÿìà, äî ÿêî¨ íåñêií÷åííî áëèçüêî
íàáëèæà¹òüñÿ ãðàôiê ôóíêöi¨. Àñèìïòîò ìîæå ó ôóíêöi¨ çîâñiì íå áóòè,
à ìîæå ¨õ áóòè é äåêiëüêà. Íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ y = x2 àñèìïòîò íå ìà¹,
à ôóíêöiÿ y = 1

x
ìà¹ ðiâíî äâi àñèìïòîòè: ïðÿìà y = 0 (ãîðèçîíòàëü-

íà àñèìïòîòà) i x = 0 (âåðòèêàëüíà àñèìïòîòà). Ç îãëÿäó íà ñêàçàíå,
ðîçãëÿíåìî òàêi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.7.Ïðÿìà x = x0 íàçèâà¹òüñÿ âåðòèêàëüíîþ àñèìïòî-
òîþ ôóíêöi¨ f, ÿêùî âèêîíàíà îäíà ç äâîõ óìîâ: àáî lim

x→x0−0
f(x) = ±∞,

àáî lim
x→x0+0

f(x) = ±∞. Íà ðèñóíêó 13 çîáðàæåíà ôóíêöiÿ y = 1
x
, äëÿ

ÿêî¨ lim
x→−0

f(x) = −∞ i lim
x→+0

f(x) = +∞. Îòæå, ïðÿìà x = 0 ¹ âåðòèêàëü-

íîþ àñèìïòîòîþ ôóíêöi¨ f. ßêùî á âèêîíóâàëàñÿ òiëüêè îäíà ç öèõ äâîõ
ðiâíîñòåé, íàïðèêëàä, òiëüêè lim

x→+0
f(x) = +∞, òî öüîãî âæå áóëî á äî-

ñòàòíüî äëÿ ñòâåðäæåííÿ, ùî ïðÿìà x = 0 ¹ âåðòèêàëüíîþ àñèìïòîòîþ
äëÿ f.

Ðèñóíîê 13: Ôóíêöiÿ y = 1
x ìà¹ äâi àñèìïòîòè: x = 0 � âåðòèêàëüíà àñèìïòîòà,

y = 0 � ãîðèçîíòàëüíà àñèìïòîòà

Îçíà÷åííÿ 1.8. Ïðÿìà y = kx + b, k, b ∈ R, íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòî-
òîþ ôóíêöi¨ f ç íàõèëîì, ÿêùî âèêîíàíà îäíà ç äâîõ óìîâ:

1) àáî f(x) = kx+ b+ ε(x), äå ε(x) → 0 ïðè x → −∞,
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1) àáî f(x) = kx+ b+ ε(x), äå ε(x) → 0 ïðè x → +∞.

×àñòêîâèì âèïàäêîì àñèìïòîòè ç íàõèëîì ¹ ãîðèçîíòàëüíà àñèì-
ïòîòà, êîëè â íàâåäåíîìó âèùå îçíà÷åííi k = 0. Î÷åâèäíî, ïðÿìà y = b
¹ ãîðèçîíòàëüíîþ àñèìïòîòîþ äëÿ ôóíêöi¨ f òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè àáî
lim

x→+∞
f(x) = b, àáî lim

x→−∞
f(x) = b. Äëÿ ôóíêöi¨ y = 1

x
ïðÿìà y = 0 ¹

òàêîþ àñèìïòîòîþ, îñêiëüêè lim
x→+∞

1
x
= lim

x→−∞
1
x
= 0 (äèâ. ðèñóíîê 13).

Ç îãëÿäó íà ñêàçàíå âèùå,
ìà¹ìî çàóâàæèòè ïðî íàñòóïíå:

1) ôóíêöiÿ f ìîæå ìàòè äåêiëüêà âåðòèêàëüíèõ àñèìïòîò. �õíÿ êiëü-
êiñòü ìîæå áóòè íàâiòü íåñêií÷åííà;

2) ôóíêöiÿ f ìîæå ìàòè íå áiëüøå äâîõ àñèìïòîò ç íàõèëîì, âêëþ-
÷àþ÷è ãîðèçîíòàëüíi àñèìïòîòè;

3) ÿêùî ôóíêöiÿ f ìà¹ ðiâíî äâi àñèìïòîòè ç íàõèëîì, òî öå ìîæóòü
áóòè ðiçíi àñèìïòîòè (y = kx + b òà y = k1x + b1, äå k i k1 òà b i b1 íå
äîðiâíþþòü îäíå îäíîìó îäíî÷àñíî). Íàâåäiòü ïðèêëàä òàêî¨ ôóíêöi¨!

Ïðàâèëî çíàõîäæåííÿ âåðòèêàëüíèõ àñèìïòîò

Âåðòèêàëüíi àñèìïòîòè çíàõîäèìî çà îçíà÷åííÿì: òî÷êè, ó êîòðèõ
ôóíêöiÿ ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi, ëåãêî âèÿâèòè çà âèäîì ôóíêöi¨ (äèâ.
ïðèêëàäè íèæ÷å). Çîêðåìà, ÿêùî f(x) = p(x)

q(x)
, äå p i q � ïîëiíîìè, x0 ¹ êî-

ðåíåì äëÿ q i íå ¹ äíî÷àñíî êîðåíåì äëÿ p, òî ïðÿìà x = x0 � âåðòèêàëüíà
àñèìïòîòà ôóíêöi¨ f.

Ïðàâèëî çíàõîäæåííÿ àñèìïòîò ç íàõèëîì

Ïðè x → +∞ îá÷èñëþ¹ìî

k := lim
x→+∞

f(x)

x
, b := lim

x→+∞
(f(x)− kx) .

ßêùî k àáî b íå iñíóþòü, àáî íåñêií÷åííi, àñèìïòîò ç íàõèëîì ïðè x →
+∞ íåìà¹. ßêùî −∞ < k, b < ∞, ïðÿìà y = kx + b � àñèìïòîòà ç
íàõèëîì äëÿ ôóíêöi¨ f ïðè x → +∞.

Àíàëîãi÷íî, ïðè x → −∞ îá÷èñëþ¹ìî

k := lim
x→−∞

f(x)

x
, b := lim

x→−∞
(f(x)− kx) .

ßêùî k àáî b íå iñíóþòü, àáî íåñêií÷åííi, àñèìïòîò ç íàõèëîì ïðè x →
−∞ íåìà¹. ßêùî −∞ < k, b < ∞, ïðÿìà y = kx + b � àñèìïòîòà ç
íàõèëîì äëÿ ôóíêöi¨ f ïðè x → −∞.
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Ïðèêëàä 9. Çíàéòè àñèìïòîòè ôóíêöi¨ y = b
√

x2

a2
− 1, äå a, b > 0 �

çàäàíi ÷èñëà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨, âåðòèêàëüíèõ àñèìïòîò
íåìà¹, áî ôóíêöiÿ îáìåæåíà â îêîëi áóäü-ÿêî¨ òî÷êè îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.
Âiäøóêà¹ìî àñèìïòîòè ç íàõèëîì. Ðîçãëÿíåìî òàêi âèïàäêè: x → +∞ i
x → −∞.

Ìà¹ìî:

k := lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

b
√

x2

a2
− 1

x
=

= lim
x→+∞

b
√

x2

a2
− 1

x
= lim

x→+∞
b

√
1

a2
− 1

x2
=

b

a
,

b := lim
x→+∞

f(x)− kx = lim
x→+∞

b

√
x2

a2
− 1− b

a
x =

= lim
x→+∞

(
b
√

x2

a2
− 1− b

a
x

)(
b
√

x2

a2
− 1 + b

a
x

)
b
√

x2

a2
− 1 + b

a
x

=

= −b2 lim
x→+∞

1

b
√

x2

a2
− 1 + b

a
x
= 0 .

Îòæå, ïðÿìà y = b
a
x ¹ àñèìïòîòîþ ç íàõèëîì ôóíêöi¨ f. Îñêiëüêè ôóí-

êöiÿ f ¹ ïàðíîþ, òî çà îòðèìàíèì âèùå

k1 := lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

f(−x)

−x
= − lim

x→+∞

f(−x)

x
=

= − lim
x→+∞

f(x)

x
= −k = − b

a
,

b1 := lim
x→−∞

f(x)− k1x = lim
x→+∞

f(−x) + k1x =

= lim
x→+∞

f(x)− kx = 0 .

Îòæå, ïðÿìà y = − b
a
x òàêîæ ¹ àñèìïòîòîþ ç íàõèëîì ôóíêöi¨ f.

Âèñíîâîê: ôóíêöiÿ f(x) âåðòèêàëüíèõ àñèìïòîò íå ìà¹. Êðiì òîãî,
ïðÿìi y = ± b

a
x ¹ àñèìïòîòàìè ç íàõèëîì äàíî¨ ôóíêöi¨. 2

Ïðèêëàä 10. Çíàéòè àñèìïòîòè ôóíêöi¨ f = 5x
x−6

.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè çíàìåííèê ôóíêöi¨ ïðÿìóþ äî íóëÿ ïðè x →
6, à ÷èñåëüíèê ïðè òèõ æå x âiäìiííèé âiä íóëÿ, ìà¹ìî: lim

x→6
f(x) = ∞.

Îòæå, ïðÿìà x = 6 ¹ âåðòèêàëüíîþ àñèìïòîòîþ äëÿ f.

Äàëi,

k := lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

5x

x(x− 6)
=

= lim
x→∞

5

x− 6
= 0 ,

b := lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

5x

x− 6
=

= lim
x→∞

5

1− 6
x

= 5 .

Îòæå, ïðÿìà y = 5 ¹ ãîðèçîíòàëüíîþ àñèìïòîòîþ äëÿ f. Iíøèõ àñèìïòîò
ôóíêöiÿ f íå ìà¹. 2

Ïðèêëàä 11. Çíàéòè àñèìïòîòè ôóíêöi¨ f =
√
x2 + 1− x.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, ôóíêöiÿ íå ìà¹ âåðòèêàëüíèõ àñèìïòîò: çíà-
ìåííèêà, ÿêèé áè îáåðòàâñÿ â íóëü, íåìà; ñàì âèðàç âñþäó ñêií÷åííèé i
äî íåñêií÷åííîñòi íiäå íå ïðÿìó¹. Ñòîñîâíî àñèìïòîò ç íàõèëîì, áóäåìî
ìàòè:

a) ïðè x → +∞ :

k := lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

√
x2 + 1− x

x
=

= lim
x→+∞

√
1 +

1

x2
− 1 = 0 ,

b = lim
x→+∞

(f(x)− 0 · x) = lim
x→+∞

(
√
x2 + 1− x) =

= lim
x→+∞

(
√
x2 + 1− x)(

√
x2 + 1 + x)√

x2 + 1 + x
= lim

x→+∞

1√
x2 + 1 + x

= 0 .

Îòæå, ïðÿìà y = kx + b = 0 · x + b = 0 ¹ àñèìïòîòîþ ôóíêöi¨ f ïðè
x → +∞.

b) ïðè x → −∞ :

k1 := lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

√
x2 + 1− x

x
=
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= − lim
x→+∞

√
x2 + 1 + x

x
= − lim

x→+∞

√
1 +

1

x2
+ 1 = −2 ,

b1 = lim
x→−∞

(f(x)−k1 ·x) = lim
x→−∞

(
√
x2 + 1−x+2x) = lim

x→−∞
(
√
x2 + 1+x) =

= lim
x→+∞

(
√
x2 + 1− x) = 0 .

Âèñíîâîê: ôóíêöiÿ f(x) âåðòèêàëüíèõ àñèìïòîò íå ìà¹. Êðiì òîãî, ïðÿ-
ìi y = 0 i y = −2x ¹, âiäïîâiäíî, ãîðèçîíòàëüíîþ àñèìïòîòîþ òà àñèì-
ïòîòîþ ç íàõèëîì äàíî¨ ôóíêöi¨. 2

1.15 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Çàäàéòå àíàëiòè÷íî (çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè) ôóíêöiþ, ÿêà ìà¹ òðè
âåðòèêàëüíèõ àñèìïòîòè x = 4, x = 3 òà x = −2.

2. ×è ìîæíà ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ, â ÿêî¨ âåðòèêàëüíèìè àñèìïòî-
òàìè x = xn ¹ êîæíà ç òî÷îê ïîñëiäîâíîñòi xn = 1

n
, n = 1, 2, . . .? Ó ðàçi

ïîçèòèâíî¨ âiäïîâiäi, çàïèøiòü òàêó ôóíêöiþ àíàëiòè÷íî.

3. ×è ìîæíà ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ, â ÿêî¨ âåðòèêàëüíîþ àñèìïòîòîþ
¹ x = 0, êðiì òîãî, âåðòèêàëüíèìè àñèìïòîòàìè x = xn ¹ êîæíà ç òî÷îê
ïîñëiäîâíîñòi xn = 1

n
, n = 1, 2, . . .? Ó ðàçi ïîçèòèâíî¨ âiäïîâiäi, çàïèøiòü

òàêó ôóíêöiþ àíàëiòè÷íî.

4. Âèãàäàéòå ôóíêöiþ, â ÿêî¨ îäíî÷àñíî àñèìïòîòàìè ç íàõèëîì ¹
ïðÿìi y = x+ 5 òà y = x+ 4. Ñêiëüêè iñíó¹ òàêèõ ôóíêöié?

5. ×è ìîæå íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó ôóíêöiÿ ìàòè âåðòèêàëüíó àñèì-
ïòîòó?

6. Íåõàé y = kx + b � àñèìïòîòà ç íàõèëîì ÿê äëÿ ôóíêöi¨ f, òàê
i äëÿ ôóíêöi¨ g. ×è ïðàâèëüíèì áóäå òâåðäæåííÿ, ùî òîäi é äëÿ ñóìè
öèõ ôóíêöié f + g ïðÿìà y = kx+ b òàêîæ ¹ àñèìïòîòîþ ç íàõèëîì äëÿ
ôóíêöi¨ f + g?

7. Íåõàé y = kx + b � àñèìïòîòà ç íàõèëîì ÿê äëÿ ôóíêöi¨ f, òàê i
äëÿ ôóíêöi¨ g, ïðè÷îìó â îáîõ âèïàäêàõ � ïðè x → +∞. ×è ïðàâèëüíèì
áóäå òâåðäæåííÿ, ùî òîäi é äëÿ ñóìè öèõ ôóíêöié f +g ïðÿìà y = kx+ b
òàêîæ ¹ àñèìïòîòîþ ç íàõèëîì äëÿ ôóíêöi¨ f + g ïðè x → +∞?

8. Ôóíêöiÿ ìà¹ áåçëi÷ âåðòèêàëüíèõ àñèìïòîò, îäíó ãîðèçîíòàëüíó
àñèìïòîòó òà îäíó àñèìïòîòó ç íàõèëîì. ×è ìîæëèâî öå? Âiäïîâiäü îá-
 ðóíòóéòå.

9. ×è ìîæëèâà ñèòóàöiÿ, êîëè ôóíêöiÿ ìà¹ ðiâíî òðè (ðiçíèõ) àñèì-
ïòîòè? Ïîÿñíiòü, ÷îìó òàê.
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1.16 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 6

Çàäà÷à 6. Çíàéäiòü óñi àñèìïòîòè ôóíêöi¨ f ó êîæíîìó ç âàðiàíòiâ

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1 f(x) = 5x
3x−1 + x 16 f(x) = 3x3

2(1+x2)

2 f(x) = 7x
2x−1 + 5x 17 f(x) = 3x3

2(1−x2)

3 f(x) = 9x
2x−1 + 5x 18 f(x) = x

(2−x)2

4 f(x) = 3x−1
5x + x 19 f(x) = x

(2−x)2
+ x

5 f(x) = 2x−1
7x + 5x 20 f(x) = x2

(2−x)2
+ x

6 f(x) = 2x−1
9x + 4x 21 f(x) = x2

(2−x)2
+ x2

7 f(x) = 5x ln
(
e+ 1

x

)
22 f(x) = 3

x2+5x+6

8 f(x) = x2 ln
(
e+ 1

x

)
23 f(x) = (x+2)(x+3)

x2−16

9 f(x) = x3 ln
(
e+ 1

x

)
24 f(x) = (x+2)2(x+3)3

x2−16

10 f(x) = 1
x ln

(
e+ 1

x

)
25 f(x) = (x+2)(x+3)

(x2−16)2

11 f(x) = 1
x−1 ln

(
e+ 1

x

)
26 f(x) =

√
x2 + 1− 2x

12 f(x) = 5xe
1
x 27 f(x) = 2

√
x2 + 1− x

13 f(x) = 5(x− 3)e
1
x 28 f(x) = 5

√
x2 + 1

14 f(x) = 5(2x− 1)e
1

x−2 29 f(x) = bx+ arctg x
b , b ∈ R \ {0}

15 f(x) = 5xe
1
2x 30 f(x) = 2x− arccos 1

x
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1.17 Ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨

Òåïåð ìè â çìîçi ïðîâåñòè òàê çâàíå ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨, ùî,
çîêðåìà, ïåðåäáà÷à¹ ïîáóäîâó ¨¨ ãðàôiêà. Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íà-
ñòóïíó ñõåìó.

Ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ âiäïîâiäà¹
íàñòóïíèì ñêëàäîâèì:

1. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨, îáëàñòü çíà÷åíü � ïî ìîæëèâîñòi.
Îáëàñòü çíà÷åíü ç'ÿñîâó¹òüñÿ â áàãàòüîõ âèïàäêàõ ëèøå â êiíöi ñõåìè.

2. Ïàðíiñòü òà íåïàðíiñòü ôóíêöi¨ (çà íàÿâíîñòi).

3. Íóëi ôóíêöi¨ òà çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â íóëi � çà íàÿâíîñòi òà ìîæëè-
âîñòi îá÷èñëåííÿ.

4. Äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ íà íåïåðåðâíiñòü. Òî÷êè ðîçðèâó òà ¨õ ðiä.

5. Êðèòè÷íi òî÷êè, ëîêàëüíi åêñòðåìóìè. Äiëÿíêè ñïàäàííÿ òà çðî-
ñòàííÿ ôóíêöi¨.

6. Îïóêëiñòü òà/àáî óâiãíóòiñòü ôóíêöi¨. Òî÷êè ïåðåãèíó.

7. Àñèìïòîòè (çà íàÿâíîñòi).

8. Çà ðåçóëüòàòàìè ïóíêòiâ 1�7 áóäó¹ìî ãðàôiê ôóíêöi¨. Ïîâíå äî-
ñëiäæåííÿ ïðîâåäåíî.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ïðèêëàäè.

Ïðèêëàä 12. Ïðîâåñòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨

f(x) =
x

(1− x2)2
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç îãëÿäó äî çàïðîïîíîâàíî¨ âèùå ñõåìè, ìà¹ìî:

1. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨. Î÷åâèäíî, ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà
âñþäè, çà âèêëþ÷åííÿì òî÷îê, äå çíàìåííèê îáåðòà¹òüñÿ â íóëü, òîáòî,
òî÷îê x = ±1. Âîíè æ áóäóòü òî÷êàìè ðîçðèâó ôóíêöi¨ äðóãîãî ðîäó, áî
ôóíêöiÿ ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi, êîëè àðãóìåíò íàáëèæà¹òüñÿ äî öèõ
òî÷îê. Çîêðåìà, lim

x→−1+0
f(x) = −∞, lim

x→−1+0
f(x) = −∞, lim

x→1+0
f(x) = +∞,

lim
x→1−0

f(x) = +∞.

2. Ïàðíiñòü òà íåïàðíiñòü ôóíêöi¨. Î÷åâèäíî, ôóíêöiÿ f ¹ íå-
ïàðíîþ (ïåðåâiðòå, ùî f(−x) = −f(x) ïðè âñiõ x ∈ R \ {−1, 1}).

3. Íóëi ôóíêöi¨ òà çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â íóëi.Î÷åâèäíî, f(0) = 0,
ïðè÷îìó iíøèõ íóëiâ ôóíêöiÿ íåìà¹.
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4. Äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ íà íåïåðåðâíiñòü. Òî÷êè ðîçðèâó òà
¨õ ðiä. Ìè âæå ç'ÿñóâàëè (äèâ. ïóíêò 1), ùî äàíà ôóíêöiÿ ìà¹ äâi òî÷êè
ðîçðèâó x1,2 = ±1. Äàíà ôóíêöiÿ ¹ ÷àñòêîþ äâîõ ïîëiíîìiâ ñòåïåíi 1 òà
ñòåïåíi 2, âiäïîâiäíî, òîìó âîíà íåïåðåðâíà íà ñâî¨é îáëàñòi âèçíà÷åííÿ
çà òåîðåìîþ ïðî íåïåðåðâíiñòü åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié. Îòæå, ôóíêöiÿ f
íåïåðåðâíà âñþäè, êðiì òî÷îê x1,2 = ±1.

5. Êðèòè÷íi òî÷êè, ëîêàëüíi åêñòðåìóìè. Äiëÿíêè ñïàäàííÿ
òà çðîñòàííÿ ôóíêöi¨. Âçÿòòÿ ïîõiäíî¨ çà ïðàâèëîì ïîõiäíî¨ äðîáó
äàñòü íàì

f ′(x) =
x ′(1− x2)2 − x((1− x2)2)′

(1− x2)4
=

=
(1− x2)(1− x2 + 4x2)

(1− x2)4
=

1 + 3x2

(1− x2)3
.

×èñåëüíèê îñòàííüîãî âèðàçó ó íóëü íå îáåðòà¹òüñÿ; îòæå, êðèòè÷íèõ
òî÷îê íåìà¹. Òî÷êè, ïiäîçðiëi íà ëîêàëüíèé åêñòðåìóì (ó êîòðèõ ïîõiäíà
íå iñíó¹) � öå òî÷êè x = ±1. Ïiäñòàíîâêîþ äîâiëüíèõ çíà÷åíü x1 := −2 <
−1, x2 := 0 òà x3 := 2 > 1 ó âèðàç äëÿ f ′(x) áà÷èìî, ùî f ′(x) < 0 ïðè
x ∈ (−∞,−1) òà ïðè x ∈ (1,∞), òà f ′(x) > 0 ïðè x ∈ (−1, 1). Îòæå,
ôóíêöiÿ f ñïàäà¹ íà ïðîìiæêàõ (−∞,−1), (1,∞), òà çðîñòà¹ íà (1,∞).

6. Îïóêëiñòü òà/àáî óâiãíóòiñòü ôóíêöi¨. Òî÷êè ïåðåãèíó.
Âiäøóêà¹ìî äðóãó ïîõiäíó:

f ′′(x) =
(1 + 3x2) ′(1− x2)3 − ((1− x2)3) ′(1 + 3x2)

(1− x2)6
=

=
6x(1− x2)3 − 3(1− x2)2 · (−2x)(1 + 3x2)

(1− x2)6
=

=
(1− x2)2(6x(1− x2) + 6x(1 + 3x2))

(1− x2)6
=

=
(1− x2)2(12x3 + 12x)

(1− x2)6
=

12x(x2 + 1)

(1− x2)4
.

Îòæå,

f ′′(x) = 0 ⇒ 12x(x2 + 1)

(1− x2)4
= 0 ⇒ x = 0 .

Ïåðåâiðêó çíàêó äðóãî¨ ïîõiäíî¨ äà¹: f ′′(x) < 0 ïðè x < 0, x ̸= −1, i
f ′′(x) > 0 ïðè x > 0, x ̸= 1. Îòæå, ôóíêöiÿ îïóêëà âíèç ïðè x > 0,
x ̸= 1, i âãîðó (óâiãíóòà) ïðè x < 0, x ̸= −1. Òî÷êà x0 = 0 � òî÷êà
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ïåðåãèíó ôóíêöi¨, îñêiëüêè ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà â äåÿêîìó îêîëi íóëÿ i
äðóãà ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨ çìiíþ¹ çíàê ç ¾�¿ íà ¾+¿ ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç
òî÷êó x0 = 0.

7. Àñèìïòîòè. Âåðòèêàëüíi àñèìïòîòè � ïðÿìi x = ±1, äèâ. âèùå.
Îñêiëüêè lim

x→∞
f(x) = 0 (îá ðóíòóéòå!), òî ïðÿìà y = 0 � ãîðèçîíòàëüíà

àñèìïòîòà ôóíêöi¨ f. Iíøèõ àñèìïòîò íåìà¹ (÷îìó òàê?).

8. Çà ðåçóëüòàòàìè ïóíêòiâ 1�7 áóäó¹ìî ãðàôiê ôóíêöi¨, äèâ.
ðèñóíîê 14. Ïîâíå äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíî. 4 2

Ðèñóíîê 14: Ãðàôiê ôóíêöi¨ y = x
(1−x2)2

Ïðèêëàä 13. Ïðîâåñòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨

f(x) = sinx+ cos2 x .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç îãëÿäó äî çàïðîïîíîâàíî¨ âèùå ñõåìè, ìà¹ìî:

1. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨: x ∈ R.
2. Ïàðíiñòü òà íåïàðíiñòü ôóíêöi¨. Ôóíêöiÿ f íå ¹ àíi ïàðíîþ,

àíi íåïàðíîþ (îá ðóíòóéòå).

4Â iíäèâiäóàëüíèõ çàäà÷àõ, âiäïîâiäíèõ öüîìó ðîçäiëó, ïîáóäîâà ãðàôiêó ôóíêöi¨ ¹ îáî-
â'ÿçêîâîþ
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3. Íóëi ôóíêöi¨ òà çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â íóëi. Ìà¹ìî f(0) = 1.
Çíàéäåìî íóëi ôóíêöi¨, ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ sin x + cos2 x = 0. Çâiäñè
sin x + 1 − sin2 x = 0. Ïîêëàâøè sin x = t, ìà¹ìî: t2 − t + 1 = 0, t1,2 =
1±

√
5

2
. Ïåðøèé êîðiíü t1 = 1+

√
5

2
áiëüøå 1, âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ sin x = t1

ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹. Äðóãèé êîðiíü ïî ìîäóëþ ìåíøå 1, ðiâíÿííÿ sin x =
1−

√
5

2
ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ xk = (−1)k arcsin 1−

√
5

2
+ kπ,

k ∈ Z.
4. Äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ íà íåïåðåðâíiñòü. Òî÷êè ðîçðèâó òà

¨õ ðiä. Ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà âñþäè íà R ÿê åëåìåíòàðíà ôóíêöiÿ.

5. Êðèòè÷íi òî÷êè, ëîêàëüíi åêñòðåìóìè. Äiëÿíêè ñïàäàííÿ
òà çðîñòàííÿ ôóíêöi¨. Âçÿòòÿ ïîõiäíî¨ çà ïðàâèëîì ïîõiäíî¨ ñóìè òà
ñóïåðïîçèöi¨ ôóíêöié äàñòü íàì

f ′(x) = cosx− 2 cos x sinx = cos x(1− 2 sin x) ,

cos x(1−2 sin x) = 0 ⇒
[
cosx = 0 ,

1− 2 sin x = 0
⇒

x = xk =
π

2
+ kπ , k ∈ Z ,

x = yk = (−1)k
π

6
+ kπ , k ∈ Z .

Ðiâíiñòü xk = π
2
+ kπ äà¹ äâi ãðóïè òî÷îê íà òðèãîíîìåòðè÷íîìó êîëi

x
(1)
k = π

2
+2kπ, k ∈ Z, òà x

(2)
k = 3π

2
+2kπ, k ∈ Z. Ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç ïåðøó

ãðóïó òî÷îê ïîõiäíà çìiíþ¹ çíàê ç ¾�¿ íà ¾+¿, ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç äðóãó
� òàêîæ, ç ¾�¿ íà ¾+¿. Îòæå, òî÷êè x = xk = π

2
+ kπ , k ∈ Z, ¹ òî÷êàìè

ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó ôóíêöi¨ f. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, ìîæíà ïîêàçàòè,
ùî â òî÷êàõ x = yk = (−1)k π

6
+ kπ , k ∈ Z ôóíêöiÿ f ìà¹ ëîêàëüíèé

ìàêñèìóì.

6. Îïóêëiñòü òà/àáî óâiãíóòiñòü ôóíêöi¨. Òî÷êè ïåðåãèíó.
Âiäøóêà¹ìî äðóãó ïîõiäíó:

f ′′(x) = (cos x− sin 2x) ′ = − sinx− 2 cos2 x+ 2 sin2 x =

= − sin x− 2 + 2 sin2 x+ 2 sin2 x = 4 sin2 x− sin x− 2 ,

f ′′(x) = 0 ⇒ 4 sin2 x− sin x− 2 = 0 , t := sin x ⇒

4t2 − t− 2 = 0 , t1,2 =
1±

√
33

8
,

φ(t) := 4t2 − t − 2 < 0 ïðè t ∈
(

1−
√
33

8
, 1+

√
33

8

)
i φ(t) > 0 ïðè t ∈ R \[

1−
√
33

8
, 1+

√
33

8

]
. Âiäïîâiäíî, ôóíêöiÿ f ¹ óâiãíóòîþ ïðè

x ∈

(
arcsin

1−
√
33

8
+ 2kπ, arcsin

1 +
√
33

8
+ 2kπ

)∪
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∪(
π − arcsin

1 +
√
33

8
+ 2kπ, π + arcsin

√
33− 1

8
+ 2kπ

)
;

íà äîïîâíåííi äî öi¹¨ ìíîæèíi ôóíêöiÿ f îïóêëà. Ñóêóïíiñòü òî÷îê xk =

(−1)k arcsin 1+
√
33

8
+kπ òà yk = (−1)k arcsin 1−

√
33

8
+kπ, k ∈ Z, ¹ ìíîæèíîþ

òî÷îê ïåðåãèíó ôóíêöi¨ f.

7. Àñèìïòîòè. Îá÷èñëþ¹ìî k := lim
x→∞

f(x)
x

= 0 (îá ðóíòóéòå!), äàëi,

çà îçíà÷åííÿì b := lim
x→+∞

(f(x)− kx) = lim
x→+∞

sinx+ cos2 x. Öÿ ãðàíèöÿ íå

iñíó¹ (÷îìó òàê?), àíàëîãi÷íî � ïðè x → −∞. Îòæå, ôóíêöiÿ f æîäíèõ
àñèìïòîò (àíi âåðòèêàëüíèõ, àíi ç íàõèëîì/ãîðèçîíòàëüíèõ) íå ìà¹.

8. Çà ðåçóëüòàòàìè ïóíêòiâ 1�7 áóäó¹ìî ãðàôiê ôóíêöi¨, äèâ.
ðèñóíîê 15. Ïîâíå äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíî. 2

Ðèñóíîê 15: Ãðàôiê ôóíêöi¨ y = sinx+ cos2 x

Ïðèêëàä 14. Ïðîâåñòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨

f(x) = (x+ 1)(x− 2)2 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç îãëÿäó äî çàïðîïîíîâàíî¨ âèùå ñõåìè, ìà¹ìî:

1. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨: x ∈ R.
2. Ïàðíiñòü òà íåïàðíiñòü ôóíêöi¨. Ôóíêöiÿ f íå ¹ àíi ïàðíîþ,

àíi íåïàðíîþ. Íàïðèêëàä, f(−1) = 0 ̸= 2 = f(1). Çâiäñè òàêîæ âèïëèâà¹,
ùî f(−1) ̸= −f(1).
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3. Íóëi ôóíêöi¨ òà çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â íóëi.Î÷åâèäíî, f(0) = 4.
Ôóíêöiÿ f îáåðòà¹òüñÿ â íóëü â òî÷êàõ x1 = −1 i x2 = 2. Iíøèõ íóëiâ
ôóíêöiÿ íå ìà¹.

4. Äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ íà íåïåðåðâíiñòü. Òî÷êè ðîçðèâó òà
¨õ ðiä. Ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà âñþäè íà R ÿê åëåìåíòàðíà ôóíêöiÿ.

5. Êðèòè÷íi òî÷êè, ëîêàëüíi åêñòðåìóìè. Äiëÿíêè ñïàäàííÿ
òà çðîñòàííÿ ôóíêöi¨. Âçÿòòÿ ïîõiäíî¨ çà ïðàâèëîì ïîõiäíî¨ äîáóòêó
ôóíêöié äàñòü íàì

f ′(x) = (x+ 1) ′(x− 2)2 + (x+ 1)((x− 2)2)′ =

= (x− 2)2 + 2(x+ 1)(x− 2) = (x− 2)(x− 2 + 2(x+ 1)) = 3x(x− 2) ,

f ′(x) = 0 ⇒ 3x(x− 2) = 0 .

Çâiäñè x1 = 0, x2 = 2 � êðèòè÷íi òî÷êè f. Ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x1 = 0
ïîõiäíà f ′ çìiíþ¹ çíàê ç ¾+¿ íà ¾�¿, êðiì òîãî, ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó
x2 = 2 ïîõiäíà f ′ çìiíþ¹ çíàê ç ¾�¿ íà ¾+¿. Îòæå, òî÷êà x1 = 0 ¹ òî÷êîþ
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó, à òî÷êà x2 = 2 � ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó ôóíêöi¨ f.

6. Îïóêëiñòü òà/àáî óâiãíóòiñòü ôóíêöi¨. Òî÷êè ïåðåãèíó.
Âiäøóêà¹ìî äðóãó ïîõiäíó:

f ′′(x) = 3(x− 2) + 3x = 6x− 6 ,

f ′′(x) = 0 ⇒ 6x− 6 = 0 ⇒ x = 1 .

Çíàê äðóãî¨ ïîõiäíî¨: ¾�¿ ïðè x < 1 (òóò ôóíêöiÿ f óâiãíóòà), ¾+¿ ïðè
x > 1 (òóò ôóíêöiÿ îïóêëà). Îòæå, òî÷êà x0 = 1 ¹ òî÷êîþ ïåðåãèíó
ôóíêöi¨ f.

7. Àñèìïòîòè. Îá÷èñëþ¹ìî k := lim
x→∞

f(x)
x

= ∞ (îá ðóíòóéòå!).

Àñèìïòîò íåìà¹.

8. Çà ðåçóëüòàòàìè ïóíêòiâ 1�7 áóäó¹ìî ãðàôiê ôóíêöi¨, äèâ.
ðèñóíîê 16. Ïîâíå äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíî. 2

1.18 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. ×è ìîæíà ïðàâèëüíî ïîáóäóâàòè ãðàôiê ôóíêöi¨, ÿêùî óíèêíóòè ôîð-
ìàëüíîãî çíàõîäæåííÿ òî÷îê ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó i òî÷îê ïåðåãèíó, à
çàìiñòü öüîãî áóäóâàòè öåé ãðàôiê ïî äîâiëüíî îáðàíèõ òî÷êàõ, âiäñòàíü
ìiæ ÿêèìè íå ïåðåâèùó¹ 0, 01?
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Ðèñóíîê 16: Ãðàôiê ôóíêöi¨ y = (x+ 1)(x− 2)2

2. Íåõàé f � îïóêëà ôóíêöiÿ íà ïðîìiæêó I (I � âiäðiçîê, àáî ií-
òåðâàë ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨). Äîâåäiòü iñíóâàííÿ ñòàëî¨ C > 0 òàêî¨, ùî
f(x) > C1x ïðè âñiõ x ∈ I.

3∗. Ôóíêöiÿ f çàäàíà íà iíòåðâàëi (a, b), f ∈ C2(a, b), f(x) → −∞
ïðè x → a+ 0 i f(x) → +∞ ïðè x → b− 0. ×è áóäå âiðíî, ùî ôóíêöiÿ f
ìà¹ ïðèíàéìíi îäíó òî÷êó ïåðåãèíó?
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1.19 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 7

Çàäà÷à 7. Ïðîâåñòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ äëÿ êîæíîãî ç âàðiàí-
òiâ

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1 f(x) = 1 + x2 − x4

2 16 f(x) = (7 + 2 cosx) sinx

2 f(x) =
(
1+x
1−x

)4
17 f(x) = sinx+ 1

3 sin 3x

3 f(x) = x3(x−1)
(1+x)2

18 f(x) = cosx− 1
2 cos 2x

4 f(x) = (x+1)3

(x−1)2
19 f(x) = cos4 x+ sin4 x

5 f(x) = 1
1+x − 10

3x2 + 1
1−x 20 f(x) = sinx · sin 3x

6 f(x) = (x− 3)
√
x 21 f(x) = cosx

cos 2x

7 f(x) =
√
8x2 − x4 22 f(x) = sinx

2+cosx

8 f(x) = x−2√
x2+1

23 f(x) = (1 + x2)e−x2

9 f(x) =
√
(x− 1)(x− 2)(x− 3) 24 f(x) = x+ e−x

10 f(x) =
3
√
x2 − 3

√
x2 + 1 25 f(x) = x2/3e−x

11 f(x) = (x+ 2)2/3 − (x− 2)2/3 26 f(x) = e−2x sin2 x

12 f(x) = (x+ 1)2/3 − (x− 1)2/3 27 f(x) = ex

1+x

13 f(x) = x
3√x2−1

28 f(x) = (x+ 2)e1/x

14 f(x) = |1+x|3/2√
x

29 f(x) = 2
√
x2+1−

√
x2−1

15 f(x) = 3

√
x2

x+1 30 f(x) = arcsin 2x
1+x2
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2 Ôîðìóëà Òåéëîðà

2.1 Ðîçêëàä äåÿêèõ ôóíêöié çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà

Ñóòíiñòü ôîðìóëè Òåéëîðà ïîëÿãà¹ â ìîæëèâîñòi íàáëèæåííÿìè ôóí-
êöié ñòåïåíåâèìè âèðàçàìè (¨õ íàçèâàþòü ìíîãî÷ëåíàìè Òåéëîðà). Çðî-
çóìiëî, ùî çíà÷åííÿ òðàíñöåíäåíòíèõ ôóíêöié (òðèãîíîìåòðè÷íi, ëîãà-
ðèôìi÷íi, åêñïîíåöiéíi ôóíêöi¨) âàæêî îòðèìàòè øëÿõîì ïðÿìèõ îá÷è-
ñëåíü. Iíøà ñïðàâà � îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêöi¨, ùî ¹ öiëîþ ñòåïåíþ x,
àáî ñóìîþ öiëèõ ñòåïåíåé x. Ç îãëÿäó íà öå, ¹ ñïðàâåäëèâèì íàñòóïíèé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé ôóíêöiÿ f äèôåðåíöiéîâíà â äåÿêîìó îêîëi U
òî÷êè x0 i ìà¹ òàì ùîíàéìåíøå n ïîõiäíèõ, n > 1. Òîäi â öüîìó îêîëi
ñïðàâåäëèâî íàñòóïíå çîáðàæåííÿ (ôîðìóëà Òåéëîðà ç îñòàòíiì ÷ëå-
íîì ó ôîðìi Ïåàíî):

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′ ′(x0)(x− x0)

2

2
+ . . .+

+
f (n)(x0)(x− x0)

n

n!
+ o((x− x0)

n) . (2.1.1)

Iñíó¹ i äåÿêèé iíøèé âèãëÿä ôîðìóëè Òåéëîðà. Íåõàé ôóíêöiÿ f,
âèçíà÷åíà íà âiäðiçêó [a, b], ìà¹ ùîíàéìåíøå n ïîõiäíèõ f ′(x), f 2(x), . . . ,
fn(x), n > 1, ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè íà [a, b], êðiì òîãî, íà (a, b) iñíó¹ f (n+1).
Çàôiêñó¹ìî x, x0 ∈ [a, b]. Òîäi iñíó¹ òî÷êà ξ, ÿêà ëåæèòü ìiæ x i x0 òàêà,
ùî

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′ ′(x0)(x− x0)

2

2
+ . . .+

+
f (n)(x0)(x− x0)

n

n!
+

f (n+1)(ξ)(x− x0)
n+1

(n+ 1)!
. (2.1.2)

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.1.2) � ôîðìóëà Òåéëîðà â ôîðìi Ëàãðàíæà.

Äëÿ áàãàòüîõ ôóíêöié ðîçêëàäè ó ôîðìóëó Òåéëîðà çàãàëüíîâiäîìi,
ïðè÷îìó ïåðåâàæíî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âèïàäîê x0 = 0 (ôîðìóëà Òåéëîðà
â öüîìó âèïàäêó íàçèâà¹òüñÿ òàêîæ ôîðìóëîþ Ìàêëîðåíà). Íàâåäåìî
ïåðåëiê íàéáiëüø âæèâàíèõ ðîçêëàäiâ:

1) ex = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+ o(xn) ,
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2) cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− . . .+

(−1)nx2n

(2n)!
+ o(x2n+1) ,

3) sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− . . .+

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
+ o(x2n+2) ,

4) ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− . . .+

(−1)n+1xn

n
+ o(xn) ,

5) (1 + x)m = 1 +mx+
m(m− 1)

1 · 2
x2 +

m(m− 1)(m− 2)

1 · 2 · 3
x3 + . . .+

+
m(m− 1) · · · (m− n+ 1)

1 · 2 · · ·n
xn + o(xn) , m ̸= 0, m ̸∈ N .

6) arctg x = x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ . . .+ (−1)n+1 x2n−1

2n− 1
+ o(x2n) .

Ïðèêëàä 15. Çàïèñàòè ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ äî ñòå-
ïåíi x13 âêëþ÷íî, ÿêùî

f(x) =
3
√
sin x3 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç îãëÿäó íà ðîçêëàäîì 3) íà ñòîð. 48, ìà¹ìî:

sin x = x− x3

3!
+

x5

5
+ o(x6) , (2.1.3)

àëå ç iíøîãî áîêó çà ðîçêëàäîì 5) íà ñòîð. 48

3
√
1 + t = 1 +

1

3
t− 1

9
t2 + o(t2) . (2.1.4)

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.1.3) òà (2.1.4), ìè îòðèìà¹ìî, ùî

3
√
sin t =

(
t− t3

3!
+

t5

5!
+ o(t6)

)1/3

=

48



= t
1
3

(
1− t2

6
+

t4

120
+ o(t5)

) 1
3

=

{
α(t) := −t2

6
+

t4

120
+ o(t5)

}
=

= t
1
3 (1 + α(t))

1
3 = t

1
3

(
1 +

1

3
α(t)− 1

9
(α(t))2 + o((α(t))2)

)
=

= t
1
3

(
1 +

1

3

(
−t2

6
+

t4

120

)
− 1

9

(
−t2

6
+

t4

120

)2

+ o

((
−t2

6
+

t4

120

)2
))

=

= t
1
3

(
1− t2

18
− t4

3240
+ o(t5)

)
= x− x7

18
− x13

3240
+ o(x16) . 2

Ïðèêëàä 16. Çàïèñàòè ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ äî ñòå-
ïåíi x3 âêëþ÷íî, ÿêùî

f(x) = sin(sin x) .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç îãëÿäó íà ðîçêëàäîì 3) íà ñòîð. 48, ìà¹ìî:

sinx = x− x3

3!
+ o(x4) . (2.1.5)

Òîäi ìà¹ìî:

sin sin x = sinx− (sinx)3

3!
+ o((sinx)4) =

= x− x3

6
+ o(x4)− 1

6
·
(
x− x3

6
+ o(x4)

)3

+ o

((
x− x3

3!
+ o(x4)

)4
)

=

= x− x3

6
− x3

6
+ o(x4) = x− x3

3
+ o(x4) . 2

2.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé f(x) = A0 +A1(x− x0) +A2(x− x0)
2 + . . . +An(x− x0)

n + o(x−
x0), ïðè÷îìó ôóíêöiÿ f ìà¹ ùîíàéìåíøå n ïîõiäíèõ â äåÿêîìó îêîëi U
òî÷êè x0. ×è áóäå âêàçàíèé ðîçêëàä ôîðìóëîþ Òåéëîðà äëÿ f ó òî÷öi
x0? (Çîêðåìà, ÷è âiðíî, ùî Ak =

f (k)(x0)
k!

?).

2. Íåõàé f(x) = A0+A1(x−x0)+A2(x−x0)
2+. . .+An(x−x0)

n+o(x−x0)
â äåÿêîìó îêîëi U òî÷êè x0. ×è âiðíî, ùî: à) ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà â
òî÷öi x0; á) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0; â) ìà¹ ùîíàéìåíøå n ïîõiäíèõ â
òî÷öi x0? â) ìà¹ ùîíàéìåíøå n+ 1 ïîõiäíó â òî÷öi x0?
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3. ∗ Ïðèïóñòèìî, ùî f ∈ C∞(a, b) i x0 ∈ (a, b). Ïîêëàäåìî fn(x) :=
n∑

k=1

f (k)(x0)
k!

(x − x0)
k. ×è âiðíî, ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó x ∈ (a, b)

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà: fn(x) → f(x) ïðè n → ∞.

4. Äëÿ çàäàíèõ [a, b] i x0 ∈ [a, b] íàâåäiòü ïðèêëàä íåïåðåðâíî¨ ôóí-
êöi¨ f : [a, b] → R, äëÿ ÿêî¨ ðîçêëàä f(x) = A0+A1(x−x0)+A2(x−x0)

2+
. . . +An(x−x0)

n+o(x−x0) íå ìà¹ ìiñöÿ äëÿ æîäíîãî n ∈ N òà çà æîäíèõ
ñòàëèõ Ai, 1 6 i 6 n.

2.3 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 8

Çàäà÷à 8. Ðîçêëàñòè ôóíêöiþ f ïî ñòåïåíÿõ x äî x6 âêëþ÷íî äëÿ êî-
æíîãî ç âàðiàíòiâ

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1 f(x) = ecosx 16 f(x) = cos3 x

2 f(x) = sin(cosx) 17 f(x) = sinx+ 1
3 sin 3x

3 f(x) = e2x−x2
18 f(x) = cosx− 1

2 cos 2x

4 f(x) = ln(cosx) 19 f(x) = cos4 x+ sin4 x

5 f(x) = ln(cos2 x) 20 f(x) = sinx · sin 3x
6 f(x) = (x− 3)

√
x 21 f(x) = ex−x2

7 f(x) = (x− 3)
√
1 + x 22 f(x) = ex−x3

8 f(x) = (x− 3) 3
√
1 + x 23 f(x) = (1 + x2)e−x2

9 f(x) = ex−x4
24 f(x) = x+ e−x

10 f(x) = ex−x5
25 f(x) = x2/3e−x

11 f(x) = ln sinx
x 26 f(x) = e−2x sin2 x

12 f(x) = ln cosx
x 27 f(x) = ex

1+x

13 f(x) = sin2 x 28 f(x) = x
ex−1

14 f(x) = cos2 x 29 f(x) = xex
2

15 f(x) = sin3 x 30 f(x) =
√
x+ 1−

√
1− x
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2.4 Íàáëèæåíi îá÷èñëåííÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Òåéëîðà

Ôîðìóëà Òåéëîðà ç çàëèøêîâèì ÷ëåíîì ó âèãëÿäi Ïåàíî (2.1.1) íå äóæå
ïiäõîäèòü äëÿ îá÷èñëåíü. Ñïðàâà ó òîìó, ùî ìè íi÷îãî íå çíà¹ìî ïðî õà-
ðàêòåð ïîâåäiíêè ÷ëåíà o((x− x0)

n) ó öié ôîðìóëi. Âií ìîæå âèÿâèòèñü
ÿê çðó÷íèì (äèâ. íèæ÷å), òàê i â ïðèíöèïi íå âæèâàíèì äëÿ áóäü-ÿêèõ
íàáëèæåíü ôóíêöi¨ f. Çàðàç ìè äîêëàäíiøå ðîçãëÿíåìî ôîðìóëó (2.1.2) i
ïîêàæåìî, ÿê íåþ ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ äëÿ îá÷èñëåíü çíà÷åíü ôóíêöi¨
f ¾ç òî÷íiñòþ äî¿ íà âiäìiíó âiä ñïiââiäíîøåííÿ (2.1.1). Íåõàé ó ïîäàëü-
øîìó x0 = 0. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî äëÿ âñÿêîãî k ∈ N ïîõiäíi k-ãî ïîðÿäêó
f (k)(x) âiä âiäïîâiäíèõ ôóíêöié f çíàõîäÿòüñÿ íàñòóïíèì øëÿõîì:

(ex)k = ex , (cosx)k = cos
(
x+ k

π

2

)
,

(sinx)k = sin
(
x+ k

π

2

)
, (ln(1 + x))k =

(−1)k(k − 1)!

(1 + x)k
,

((1 + x)m)(k) = m(m− 1) · · · (m− k + 1)(1 + x)m−k , m ̸∈ N ∪ {0} .
Ç îãëÿäó íà ôîðìóëó Òåéëîðà ç çàëèøêîâèì ÷ëåíîì ó ôîðìi Ëàãðàíæà
òà íàâåäåíi âèùå ôîðìóëè, äèâ. (2.1.2), iñíó¹ 0 < θ < 1 òàêå, ùî ñïiââiä-
íîøåííÿ 1)�6) íà ñòîð. 47�48 ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì øëÿõîì:

1) ex = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+ eθx

xn+1

(n+ 1)!
,

2) cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− . . .+

(−1)nx2n

(2n)!
+

(−1)n+1 cos(θx)x2n+2

(2n+ 2)!
,

3) sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− . . .+

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
+

(−1)n cos(θx)x2n+3

(2n+ 3)!
,

4) ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− . . .+

(−1)n+1xn

n
+

(−1)nxn+1

(1 + θx)n+1(n+ 1)
,

5) (1 + x)m = 1 +mx+
m(m− 1)

1 · 2
x2 +

m(m− 1)(m− 2)

1 · 2 · 3
x3 + . . .+
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+
m(m− 1) · · · (m− n+ 1)

1 · 2 · · ·n
xn +

m(m− 1) · · · (m− n)(1 + θx)m−n−1

1 · 2 · · ·n · (n+ 1)
xn+1 ,

6) arctg x = x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ . . .+ (−1)n+1 x2n−1

2n− 1
+

+(arctg x) ′(θx) · (−1)n+1 x2n+1

2n+ 1
.

Ïðèêëàä 17. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Òåéëîðà îá÷èñëèòè ç òî÷íi-
ñòþ äî 10−4 ÷èñëî

√
e.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ðîçêëàäîì äëÿ ex ïðè x = 1
2
, áî√

e = e1/2. Ç îãëÿäó íà âèãëÿä çàëèøêîâîãî ÷ëåíà, øëÿõîì ïiäáîðó âiä-
ïîâiäíîãî íîìåðà n ∈ N ç'ÿñîâó¹ìî, ùî rn+1(x) := eθx xn+1

(n+1)!
< 10−4 ïðè

n = 5. Îòæå, íàì ïîòðiáíî âçÿòè ïåðøi ï'ÿòü ÷ëåíiâ â ðîçêëàäi äëÿ ex

ïðè x := 1
2
. Ç îãëÿäó íà ñêàçàíå, áóäåìî ìàòè:

ex ≈ 1 +
1

2
+

(
1
2

)2
2

+

(
1
2

)3
6

+

(
1
2

)4
24

+

(
1
2

)5
120

=

= 1 +
1

2
+

1

8
+

1

48
+

1

16 · 24
+

1

32 · 120
=

6331

3840
≈ 1, 6486979 .

ßêùî âçÿòè n = 6, ìîæíà îòðèìàòè ùå áiëüø òî÷íèé ðåçóëüòàò:
√
e =

e
1
2 ≈ 75973

46080
≈ 1, 648719618. 2

Ïðèêëàä 18. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Òåéëîðà îá÷èñëèòè ç òî÷íi-
ñòþ äî 10−4 ÷èñëî 3

√
30.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðîçêëàäîì äëÿ (1 + x)m ïðè m = 1
3
,

ïðîòå ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî 3
√
30 = 3

√
30
27

· 27 = 3 3

√
10
9
. ßêùî 1+x = 10

9
,

òî x = 1
9
. Çàóâàæèìî, ùî çàëèøêîâèé ÷ëåí

Rn+1(x) :=
m(m− 1) · · · (m− n)(1 + θx)m−n−1

1 · 2 · · ·n · (n+ 1)
xn+1

ó ôîðìóëi äëÿ (1 + x)m ìîæíà îöiíèòè ñïiââiäíîøåííÿì

|Rn+1(x)| 6 xn+1 ,

îñêiëüêè x = 1
9
, òî íàì äîñòàòíüî íàéòè òàêå íàòóðàëüíå n, ùîá

(
1
9

)n+1
<

1
10000

. Øëÿõîì ïiäáîðó n ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äîñòàòíüî âçÿòè n = 4.
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Îòæå, çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà (Ìàêëîðåíà) äëÿ (1 + x)
1
3 ïðè x = 1

9
ìè

îòðèìà¹ìî, ùî

3

√
10

9
≈ 1 +

1

3
· 1
9
+

1
3

(
1
3
− 1
)

2
· 1

81
+

+
1
3

(
1
3
− 1
) (

1
3
− 2
)

6
· 1

729
+

1
3

(
1
3
− 1
) (

1
3
− 2
) (

1
3
− 3
)

24
· 1

6561
=

=
13210480

12754584
≈ 1, 0357436981088 .

Ç îãëÿäó íà îòðèìàíå íà ïî÷àòêó ñïiââiäíîøåííÿ 3
√
30 = 3

√
30
27

· 27 =

3 3

√
10
9
, ìà¹ìî:

3
√
30 ≈ 3 · 1, 0357436981088 ≈ 3, 107231094 .2

2.5 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 9

Çàäà÷à 9. Çíàéòè âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà ç òî÷íi-
ñòþ äî 10−4 äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ

Âàðiàíò ×èñëî Âàðiàíò ×èñëî

1 3
√
e 16 cos 1

2 4
√
e 17 cos 2

3 5
√
e 18 cos 3

4 6
√
e 19 cos 4

5 7
√
e 20 cos 5

6 e2 21 ln 2

7 e3 22 ln 3

8 e4 23 ln 4

9 e5 24
√
2

10 e6 25
√
3

11 sin 1 26
√
5

12 sin 2 27 3
√
2

13 sin 3 28 3
√
3

14 sin 4 29 3
√
5

15 sin 5 30 sin(sin 1)
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2.6 Îá÷èñëåííÿ ãðàíèöü çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Òåéëîðà

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ.

Ïðèêëàä 19. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Òåéëîðà îá÷èñëèòè ãðàíèöþ:

lim
x→0

cos x− e−
x2

2

x4
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çðó÷íî ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ Òåéëîðà ç çàëèøêîâèì
÷ëåíîì ó ôîðìi Ïåàíî, à ñàìî ðîçêëàäàìè ôóíêöi¨ cosx òà ex íà ñòîðií-
êàõ 47�48. Çà öèìè ðîçêëàäàìè îòðèìà¹ìî:

e−
x2

2 = 1− x2

2
+

x4

8
+ o(x4) ,

cosx = 1− x2

2
+

x4

24
+ o(x4) .

Çâiäñè

cosx− e−
x2

2

x4
=

x4

24
− x4

8
+ o(x4)

x4
= − 1

12
+

o(x4)

x4
→ − 1

12
, x → 0 .

Îòæå, lim
x→0

cosx−e−
x2

2

x4 = − 1
12
. 2

Ïðèêëàä 20. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Òåéëîðà îá÷èñëèòè ãðàíèöþ:

lim
x→0

ex sin x− x(1 + x)

x3
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çðó÷íî ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ Òåéëîðà ç çàëèøêîâèì
÷ëåíîì ó ôîðìi Ïåàíî, à ñàìî ðîçêëàäàìè ôóíêöi¨ sin x òà ex íà ñòîðií-
êàõ 47�48. Çà öèìè ðîçêëàäàìè îòðèìà¹ìî:

ex = 1 + x+
x2

2
+

x3

6
+ o(x3) ,

sinx = x− x3

6
+ o(x3) .

Çâiäñè

ex sin x− x(1 + x)

x3
=

(
1 + x+ x2

2
+ x3

6
+ o(x3)

)(
x− x3

6
+ o(x3)

)
− x− x2

x3
=

=
x+ x2 + x3

2
+ x4

6
− x3

6
− x4

6
− x5

12
− x6

36
+ o(x3)− x− x2

x3
→ 1

2
−1

6
=

1

3
, x → 0 .

Îòæå, lim
x→0

ex sinx−x(1+x)
x3 = 1

3
.2
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2.7 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 10

Çàäà÷à 10. Îá÷èñëèòè ãðàíèöi ôóíêöié çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Òåéëîðà
äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ

Âàðiàíò Ãðàíèöÿ Âàðiàíò Ãðàíèöÿ

1 lim
x→0

(
1
x − 1

sinx

)
16 lim

x→0

(
1
5x − 1

sin 5x

)
2 lim

x→0

(
1
x − 1

sin 5x

)
17 lim

x→0

(
1
6x − 1

sin 6x

)
3 lim

x→0

(
1
5x − 1

sinx

)
18 lim

x→0

(
1
7x − 1

sin 7x

)
4 lim

x→0

ex sinx−x(1+x)− 1
3
x3

x4 19 lim
x→0

sin(sinx)−x 3√1−x2

x5

5 lim
x→0

ex sinx−x(1+x)− 1
3
x3

x5 20 lim
x→0

ax+a−x−2
x2 , a > 0

6 lim
x→0

ex sinx−x(1+x)− 1
3
x3+x5

12
x6 21 lim

x→+∞

(
x− x2 ln

(
1 + 1

x

))
7 lim

x→0

1−(cosx)sin x

x3 22 lim
x→+∞

6
√
x6 + x5 − 6

√
x6 − x5

8 lim
x→0

1−(cosx)sin x

x2 23 lim
x→+∞

5
√
x5 + x4 − 5

√
x5 − x4

9 lim
x→0

1−(cosx)sin x

x4 24 lim
x→+∞

4
√
x5 + x4 − 4

√
x5 − x4

10 lim
x→0

(
1
x − 1

cosx−1

)
25 lim

x→+∞

6√x6+x5− 6√x5−x6

x

11 lim
x→0

(
1
x − 1

cos 2x−1

)
26 lim

x→+∞

5√x5+x4− 5√x4−x5

x

12 lim
x→0

(
1
2x − 1

cosx−1

)
27 lim

x→+∞
x3/2(

√
x+ 1+

√
x− 1−2

√
x)

13 lim
x→0

(
1
x2 − 1

sin2 x

)
28 lim

x→+∞
x3/2(

√
x+ 1+

√
x− 1−

√
x)

14 lim
x→0

(
1
x − 1

ex−1

)
29 lim

x→+∞
x3/2(

√
x+ 1+

√
x− 1−3

√
x)

15 lim
x→0

(
1
x − 1

e−x−1

)
30 lim

x→+∞
x3/2(

√
x+ 1 +

√
x− 1− 3x)
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