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Introduction. L’étude des systémes hypercomplexes et de leurs applications
possibles constitue un domaine important des mathématiques modernes [1-4], en
particulier pour la construction de la théorie des mesures hypercomplexes, de la théorie
des probabilités et des statistiques mathématiques [5].

L’article [6] est consacré a I’étude d’une mesure a valeurs complexes et a ses
applications. Dans [7], les auteurs ont étudié les propriétés d 'une mesure de probabilité
a valeurs dans 1’algebre des nombres hyperboliques (dual) [8-9]. Ils y ont notamment
introduit le concept de probabilit¢ conditionnelle hyperbolique. Des analogues des
concepts de base de la théorie des probabilités pour I’algebre des nombres
hyperboliques ont été ¢tudiés dans [10, 11]. L article [12] résume certains des résultats
de [7] et [10] pour le cas ou la mesure de probabilité¢ prend des valeurs dans 1’algebre
des nombres bihyperboliques, ¢également appelée quaternions hyperboliques [13, 14].
En particulier, il est démontré dans cet article que la probabilité bihyperbolique satisfait
les propriétés de base de la probabilité classique a valeurs réelles. Les concepts de
relation d’ordre partiel dans I’algeébre des nombres bihyperboliques, de module a valeur
bihyperbolique, de norme a valeur bihyperbolique, ainsi que de séquence convergente
de nombres bihyperboliques sont définis et toutes les propriétés nécessaires sont
prouvees.

Algebre des nombres bihyperboliques

Définition 1 [14]. L’algebre des nombres bihyperboliques est une algebre
commutative a quatre dimensions de la forme:

W, = W,(R) ={ao + a1e + arf + azg | ap,a1,a,, a3 € R}
avec une base {1, e, f, g} et une table de multiplication des éléments de la base:
e?=f?=g*=1  ef=fe=g eg=ge=f, fg=gf=e
L’algebre W, peut étre représentée comme
Wy = {wo + wyf | wp, wy € W}
avec une base {1, f}, ou f2 = 1, et W est une algébre commutative bidimensionnelle
de nombres hyperboliques de la forme
W = {by + bye | by, b; € R}

avec une base {1,e}, ot e? = 1. De plus, ’unité imaginaire f € W, commute avec
I’unité imaginaire e € W.

L’ algebre W, possede quatre idempotents [14]
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. l1+e+f+yg . l-e—f+g
S I U (1)
. _1te—-f-g . _l-etf-g
l3 = 4 ) ly = 4 ’

pour lesquels il est facile de vérifier la relation
i ti,+is+ia=1, 0 =iy, ixi;=0sik#1, k,1=1,23,4.
Nous désignons par
W, (ix) = i, Wy

les idéaux principaux générés par les idempotents i, k = 1,2,3,4 (1).

Lemma 1 [14]. Pour k # 1, k,l = 1,2,3,4, [’égalité

W, (i) N W, (i) = 0.

L’algebre W, peut étre représentée comme une décomposition idempotente

(décomposition de Pierce) [14]
W, = W, (i) @ W,(i;) @ W,(i3) © W,(i,), (2)

ou @ est une opération de somme directe.

Lemma 2 [14]. Tout nombre bihyperbolique

a=ay+ae+a,f+asg,
ou agy, a4, a,,as € R peut s’écrire
a =1yl +1yly + 1303 +14l4, 3)

ou iy, sont les idempotents de la forme (1), 1, € R, k = 1,2,3,4.

Lemma 3 [14]. Les idéaux de W, (i}, ) peuvent étre représentés comme

W, (i) = iy R, k=1,234.

Nous denotons le domaine de tous les diviseurs de zéro de I’algeébre W, par Gy, ¢.

I1 est facile de voir que si le c6té droit de la somme (2) est dépourvu d’au moins un
terme, alors les éléments de cette somme appartiennent au domaine des diviseurs de
z€ro Gy, o. L’inverse est €galement vrai: si le nombre bihyperbolique

a =11l + 1yl + 1303 + 1404
est un diviseur de zéro, c’est-d-dire @ € Gy, o, alors il existe un indice k € {1,2,3,4}
tel que
n =0k =1234.

Une mesure de probabilité bihyperbolique

Définition 2 [12]. Une relation d’ordre partiel dans [’algebre W, est une
relation <y, (ci-apres <), pour laquelle la condition

aspSpL—-—aeW], Va,p €W,
ott W3 est [’ensemble des nombres bihyperboliques non négatifs de la forme
Wi = {x10y + x20p + X305 + X404 | X, =0,k = 1,2,3,4}.

Sias<fBBZ=a)maisa+ L, onécrita<B (B >a).Siakfetf % a, onditque
a et § sont incommensurables.

Les propriétés de base de la relation d’ordre partiel sont prouvées dans [12].

Soit A un événement aléatoire, (£2,2) un espace de dimension ({2 est I’espace des
événements ¢lémentaires w), 2 1’algebre o des €vénements (I’ensemble des sous-
ensembles de (2 appeles évenements aléatoires), et Sy, o le domaine des diviseurs nuls
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de I’algebre W,.

Définition 3 [12]. Une mesure de probabilité bihyperbolique (probabilit¢ W,) est
une fonction bihyperbolique définie sur la o-algebre d’événements X

PW4 = PW4(.) ) _>w4l
pour laquelle les conditions sont remplies:

1) Pw,(A)*0 VA€
2)  Pw,(2) =, o0u{ prend I'une des cing valeurs possibles:

(= {1» ly,15,13, i4}i

3) Pour toute séquence {A,}n=1 C X d’événements aléatoires incompatibles
entre eux, l’égalité est respectée

Py, (O An) = i Py, (Ap).

=1
Nous appelons le triplet (.(2, 2, Py 4) [’espace de probabilite W,.
En tenant compte de I’écriture du nombre bihyperbolique (3), la mesure de
probabilité bihyperbolique Py, peut étre écrite comme suit
Py, (4) = p1(A) + p2(A)e + p3(A)f + pa(A)g =
a : . . . 4)
= P1(A)iy + P,(A)i; + P3(A)is + P(A)iy,
ou
Py (A) = p1(A) + p2(A) + p3(A4) + psa(4),
P,(A) = p1(4) — p2(4) — p3(4) + ps(4),
P3(A) = p,(A) + p2(4) — p3(4) — ps(A),

P4(A) = p1(A) — p2(A) + p3(A) — ps(4)
sont des mesures probabilistes réellement significatives.

Il découle de la condition 1 de la définition 3 que si Py, (A) > 0, alors

P(A)=0 VAEZX k=1234
D’apres la condition 2) de la définition 3, nous avons

Pw4(~Q) = ¢ =P (D)iy + P,(D)i; + P3 ()i + P (2)iy,
a) si¢=1,alors

Pi(2) = P,(2) = P3(2) = P,(2) = 1;
b) si{ = iy, alors

P.(2)=1 P(2)=0 1l+*k k!l=1234.
L’¢égalité découle directement de la condition 3) de la définition 3

Py (CJ An) = i Pi(An),

ou P, k =1,2,3,4 — mesures de probabilité réellement significatives.

Les propriétes de base de la mesure de probabilité bihyperbolique Py, ont €té
prouvées dans [12].

et:
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Une mesure de probabilité conditionnelle bihyperbolique
Soit (.(2, 2, Py 4) un espace de probabilit¢ W,, 4, B deux événements aléatoires.
Définition 4. La probabilité conditionnelle bihyperbolique de [’événement A a
condition que ['événement B se soit produit, est la probabilité Py, (A|B), qui satisfait
les conditions:
Py, (ANB)

(I) PW4(A|B) = PW4(B) , SI PW4(B) >0 et Pw4(B) & 6W4,0;
(1) Pw,(A|B) = Py, (A),si Pyw,(B) = 0;

Pw,(ANB) , . . .
(1) Py, (A|B) = —* —— iy + Py, (A)i + Py, (A)i3 + Py, (A)is,

si Py, (B) = iy € Gy, 0, #1 > 0;
. Py,(nB) . .

(1V) Pw,(A|B) = Py, (A)i; + — o, bt Py, (A)i3 + Py, (A)i4,
si Py, (B) = pai; € Gy, 0, H2 > 0;
(V)  Pw,(A|B) = Py, (A)i; + Py, (A)i, +
si Py, (B) = p3i3 € Gy, 0, p3 > 0;

o - . . PW4(AnB) .
(V) Py, (A|B) = Py, (A)i; + Py, (A)i; + Py, (A)i3 +Tl4,

si Py, (B) = pyiy € Gy, 0, Ha > 0.

La condition (IT) de la définition 4 est évidente.

Nous montrerons que les conditions (I1I) a (VI) sont entierement compatibles avec
la condition (I).

En effet, étant donné la représentation idempotente W, de la mesure de probabilité
(4), la condition (I) peut €tre €crite par

P,(AnB) .  P,(AnB).  P3(AnB). P, (ANB).
P ==& " 2T TR P hm T
= P1(A|B)iy + P,(A|B)i; + P3(A|B)iz + P4(A|B)iy,

tandis que la condition (IIT) se présente sous la forme:

Py,(ANB) . . .
Py, (A|B) = #—h + Py, (A)i; + Py, (A)iz + Py, (A)iy =

1
P,(ANnB)i; + P,(ANB)i, + P;(ANB)iz + P,(AN B)i, .
] P, (B) .
+(P(A)iy + P,(A)i; + P3(A)is + P(A)iy)i; +
+(Py(A)iy + P,(A)i; + P3(A)is + P(A)is)is +
+(Py(A)iy + P(A)i; + P3(A)is + Py(A)in)is =
P,(ANB). . . .
= Wh + P,(A)i; + P3(A)iz + Py(A)iy =
= P,(A|B)i; + P,(A|B)i, + P;(A|B)is; + P,(A|B)i,.
De méme, les conditions (IV) a (VI) peuvent étre vérifiées.
Ainsi, la formule (I) et les conditions équivalentes (III) a (VI) sont satisfaites.
Montrons que pour un événement B fixé, lorsque Py, (B) # 0, la probabilité

P ANB
Pus 0B 5 + Py, (A)iy,
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conditionnelle bihyperbolique Py, (A|B) est définie par tous les axiomes de la
probabilit¢ W, de telle sorte qu’elle définit une mesure de probabilité W, sur I’espace
dimensionnel (B,XZg), ou Xz est une o-algébre d’ensembles de la forme A N B pour
A € o. Pour cela, nous allons vérifier les trois conditions de la définition 3, ainsi que
les cas particuliers ou la probabilit¢ W, est un diviseur du zéro de 1’algeébre W,.

1) Il estévident que Py, (A|B) > 0.

2) Il est facile de vérifier que Py, (B|B) = {. En effet:

(a) si Py, (B) & Sy, ¢, alors

oy B1B) = PIENE) _ Pu(B)

Py, (B) Py, (B)
(b) si Py, (B) € 8y, ¢ et Py, (B) = p4iy, alors

Pyw,(BNB) . . . Pw,(B)
Py, (B|B) = —= i1 + Py, (B)i + Py, (B)i3 + Py, (B)iy, = ———i;
51 K1
= il;
(c) si Py, (B) € 8y, ¢ et Py, (B) = uyi,, alors
. Pw,(BNB) . . Py, (B) .
Py, (B|B) = Py, (B)i; + ———1i, + Py, (B)i3 + Py, (B)is = ; I =
2 2
= iZ;
(d) si Py, (B) € 8y, ¢ et Py, (B) = u3is, alors
. . Pw,(BNB) - Pw,(B) .
Py, (B|B) = Py, (B)iy + Py, (B)i, + ————i3 + Py, (B)i, = ; I3 =
3 3
— i3;
(e) si Pw4(B) € 6w4,0 et PW4(B) = I,l4_i4_, alors
. . . Pw,(BNB)  Pyw,(B),
Py, (B|B) = Py, (B)iy + Pw,(B)i; + Py, (B)izs + ——— i, = lg =

Ha 2
= i4_.

3) Pour toute séquence d’événements aléatoires incompatibles par paire de la
forme

A= UAk, ANA =0, %],
k=1

nous obtenons des cas différents.
A.  SiPy,(B) € Gy, , alors
Pyw,(ANB) Pyw,(UiZ1AxNB) Py, (U1 AxNB)
Py, (B) Py, (B) Py, (B)

(e0)

_ZilaPw,(4cNB) _ ZPW4(Ak nB) _ i P (ALIB)
Pw,(B) L Py, (B) L TR
B.  Soit Py, (B) = pyi; € Sy, o. Etant donné que.
A,NBcB, Vk ANBCB,

Py, (A|B) =

148



PHYSICAL AND MATHEMATICAL SCIENCES
SCIENTIFIC TRENDS IN THE DEVELOPMENT OF MODERN RESEARCH

et dénoté par Py, (A N B) = viy, on obtient

Pw4(AﬂB) =Vi1 =P1(AﬂB)i1 =P1(UAkﬂB>i1 =ZP1(AkﬂB)i1 =
k=1 k=1

ou
PW4(A N B)
1

v
= ”—i1 + P (A)iy + P3(A)is + Py(A)iy =

Py, (A|B) =

il + Pw4(A)i2 + PW4(A)i3 + PW4(A)i4_ =

(0]

1 (00)
” Vil + E P,(Ay)i; + E P3(A)iz + E Py(Ap)iy =
1

k=

k=1 1

(00]

Vi ., . . .
= Z (—11 + P, (Ay)iy + P3(Ay)is + P4(Ak)l4) =
] H1

= ) (P1(AIBYis + Py (A0)i; + P3(Ais + Py(A)is) =
k=1

= i Py, (Ax|B).

C. Une preuve similaire peut étre faite pour les cas ou PW4(B) = Uyiy €
Sw,0, Pw,(B) = p3isz € Sy, 9, Pw,(B) = puiy € Sy, 0.

Par conséquent, la probabilit¢ conditionnelle bihyperbolique Py, (A|B) satisfait a
tous les axiomes de la probabilit¢ W, et I’espace dimensionnel (B, Xp, Py, (A|B)) est

un nouvel espace de probabilite W,.

Conclusions. Les résultats obtenus peuvent étre utilisés pour des études plus
approfondies des sections pertinentes de la théorie des probabilités et de la statistique
mathématique.
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