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Introduction. L’étude des systèmes hypercomplexes [1‒5] et de leurs applications 

possibles, en particulier pour la construction de la théorie des probabilités 

hypercomplexes [6], est un domaine d’actualité des mathématiques modernes. Des 

analogues des concepts de base de la théorie des probabilités pour l’algèbre des 

nombres hyperboliques ont été étudiés dans [7, 8]. L’article [9] résume certains des 

résultats des articles [7] et [8] pour l’algèbre des nombres bihyperboliques, en 

particulier, il introduit la définition de la probabilité bihyperbolique et prouve ses 

propriétés de base. 

Résultats préliminaires. 

Définition 1 [10]. L’algèbre des nombres bihyperboliques est une algèbre 

commutative à quatre dimensions de la forme: 

𝕎4 = 𝕎4(ℝ) = {𝑎0 + 𝑎1𝑒 + 𝑎2𝑓 + 𝑎3𝑔 | 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℝ} 

avec une base {1, 𝑒, 𝑓, 𝑔} et une table de multiplication des éléments de la base: 

𝑒2 = 𝑓2 = 𝑔2 = 1, 𝑒𝑓 = 𝑓𝑒 = 𝑔, 𝑒𝑔 = 𝑔𝑒 = 𝑓, 𝑓𝑔 = 𝑔𝑓 = 𝑒. 
L’algèbre 𝕎4 possède quatre idempotents [10]  

𝑖1 ≔
1 + 𝑒 + 𝑓 + 𝑔

4
,       𝑖2 ≔

1 − 𝑒 − 𝑓 + 𝑔

4
,  

𝑖3 ≔
1 + 𝑒 − 𝑓 − 𝑔

4
,      𝑖4 ≔

1 − 𝑒 + 𝑓 − 𝑔

4
, 

(1) 

pour lesquels il est facile de vérifier la relation  

𝑖1 + 𝑖2 + 𝑖3 + 𝑖4 = 1, 𝑖𝑘
2 = 𝑖𝑘 , 𝑖𝑘𝑖𝑙 = 0 si 𝑘 ≠ 𝑙, 𝑘, 𝑙 = 1,2,3,4. 

Nous désignons par  

𝕎4(𝑖𝑘) ≔ 𝑖𝑘𝕎4 

les idéaux principaux générés par les idempotents 𝑖𝑘, 𝑘 = 1,2,3,4 (1).  

Lemma 1 [10]. Pour 𝑘 ≠ 𝑙, 𝑘, 𝑙 = 1,2,3,4, l’égalité 

𝕎4(𝑖𝑘) ∩ 𝕎4(𝑖𝑙) = 0. 
L’algèbre 𝕎4  peut être représentée comme une décomposition idempotente 

(décomposition de Pierce) [10]  

𝕎4 = 𝕎4(𝑖1) ⊕ 𝕎4(𝑖2) ⊕ 𝕎4(𝑖3) ⊕ 𝕎4(𝑖4), (2) 

où ⊕ est une opération de somme directe.  

Lemma 2 [10]. Tout nombre bihyperbolique  

𝛼 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒 + 𝑎2𝑓 + 𝑎3𝑔, 
où 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℝ peut s’écrire 

𝛼 = 𝑟1𝑖1 + 𝑟2𝑖2 + 𝑟3𝑖3 + 𝑟4𝑖4, (3) 
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où 𝑖𝑘 sont les idempotents de la forme (1), 𝑟𝑘 ∈ ℝ, 𝑘 = 1,2,3,4.  
Lemma 3 [10]. Les idéaux de 𝕎4(𝑖𝑘) peuvent être représentés comme 

𝕎4(𝑖𝑘) = 𝑖𝑘ℝ, 𝑘 = 1,2,3,4. 
Nous dénotons le domaine de tous les diviseurs de zéro de l’algèbre 𝕎𝟒 par 𝕾𝕎𝟒,𝟎.  

Définition 2 [9]. Une relation d’ordre partiel dans l’algèbre 𝕎4  est une 

relation ≼𝕎4
 (ci-après ≼), pour laquelle la condition 

𝛼 ≼ 𝛽 ⟺ 𝛽 − 𝛼 ∈ 𝕎4
+, ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ 𝕎4, 

où 𝕎4
+ est l’ensemble des nombres bihyperboliques non négatifs de la forme 

𝕎4
+ ≔ {𝑥1𝑖1 + 𝑥2𝑖2 + 𝑥3𝑖3 + 𝑥4𝑖4 | 𝑥𝑘 ≥ 0, 𝑘 = 1,2,3,4}. 

Si 𝛼 ≼ 𝛽 (𝛽 ≽ 𝛼) mais 𝛼 ≠ 𝛽, on écrit 𝛼 ≺ 𝛽 (𝛽 ≻ 𝛼). Si 𝛼 ⋠ 𝛽 et 𝛽 ⋠ 𝛼, on dit que 

𝛼 et 𝛽 sont incommensurables.  

Les propriétés de base de la relation d’ordre partiel sont prouvées dans [9]. 

Soit 𝐴 un événement aléatoire, (𝛺, 𝛴) un espace de dimension (𝛺 est l’espace des 

événements élémentaires ѡ ), 𝛴  l’algèbre 𝜎  des événements (l’ensemble des sous-

ensembles de 𝛺 appelés événements aléatoires), et 𝔖𝕎4,0 le domaine des diviseurs nuls 

de l’algèbre 𝕎4.  

Définition 3 [9]. Une mesure de probabilité bihyperbolique (probabilité 𝕎4) est 

une fonction bihyperbolique définie sur la 𝜎-algèbre d’événements 𝛴  

𝑃𝕎4
= 𝑃𝕎4

(∙) ∶ 𝛴 → 𝕎4, 

pour laquelle les conditions sont remplies: 

1) 𝑃𝕎4
(𝐴) ≽ 0     ∀ 𝐴 ∈ 𝛴;  

2) 𝑃𝕎4
(𝛺) = 𝜁, où 𝜁 prend l’une des cinq valeurs possibles: 

𝜁 = {1, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖4}; 
3) Pour toute séquence {𝐴𝑛}𝑛=1

∞ ⊂ 𝛴  d’événements aléatoires incompatibles 

entre eux, l’égalité est respectée  

𝑃𝕎4
(⋃ 𝐴𝑛

∞

𝑛=1

) = ∑ 𝑃𝕎4
(𝐴𝑛)

∞

𝑛=1

. 

Nous appelons le triplet (𝛺, 𝛴, 𝑃𝕎4
) l’espace de probabilité 𝕎4.  

En tenant compte de l’écriture du nombre bihyperbolique (3), la mesure de 

probabilité bihyperbolique 𝑃𝕎4
 peut être écrite comme suit  

𝑃𝕎4
(𝐴) = 𝑝1(𝐴) + 𝑝2(𝐴)𝑒 + 𝑝3(𝐴)𝑓 + 𝑝4(𝐴)𝑔 = 

= 𝑃1(𝐴)𝑖1 + 𝑃2(𝐴)𝑖2 + 𝑃3(𝐴)𝑖3 + 𝑃4(𝐴)𝑖4, 
(4) 

où  

𝑃1(𝐴) = 𝑝1(𝐴) + 𝑝2(𝐴) + 𝑝3(𝐴) + 𝑝4(𝐴),  
𝑃2(𝐴) = 𝑝1(𝐴) − 𝑝2(𝐴) − 𝑝3(𝐴) + 𝑝4(𝐴), 
𝑃3(𝐴) = 𝑝1(𝐴) + 𝑝2(𝐴) − 𝑝3(𝐴) − 𝑝4(𝐴), 
𝑃4(𝐴) = 𝑝1(𝐴) − 𝑝2(𝐴) + 𝑝3(𝐴) − 𝑝4(𝐴) 

sont des mesures probabilistes réellement significatives.  

Les propriétés de base de la mesure de probabilité bihyperbolique 𝑃𝕎4
 ont été 

prouvées dans [9].  

Soit (𝛺, 𝛴, 𝑃𝕎4
) un espace de probabilité 𝕎4, 𝐴, 𝐵 deux événements aléatoires. 
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Définition 4 [11]. La probabilité conditionnelle bihyperbolique de l’événement 𝐴 

à condition que l'événement 𝐵 se soit produit, est la probabilité 𝑃𝕎4
(𝐴|𝐵), qui satisfait 

les conditions:  

(І) 𝑷𝕎𝟒
(𝑨|𝑩) ≔

𝑷𝕎𝟒
(𝑨∩𝑩)

𝑷𝕎𝟒
(𝑩)

, si 𝑷𝕎𝟒
(𝑩) ≻ 𝟎 et 𝑷𝕎𝟒

(𝑩) ∉ 𝕾𝕎𝟒,𝟎;  

(ІІ) 𝑷𝕎𝟒
(𝑨|𝑩) ≔  𝑷𝕎𝟒

(𝑨), si 𝑷𝕎𝟒
(𝑩) = 𝟎;  

(ІІІ) 𝑷𝕎𝟒
(𝑨|𝑩) ≔

𝑷𝕎𝟒
(𝑨∩𝑩)

𝝁𝟏
𝒊𝟏 + 𝑷𝕎𝟒

(𝑨)𝒊𝟐 + 𝑷𝕎𝟒
(𝑨)𝒊𝟑 + 𝑷𝕎𝟒

(𝑨)𝒊𝟒, 

si 𝑷𝕎𝟒
(𝑩) = 𝝁𝟏𝒊𝟏 ∈ 𝕾𝕎𝟒,𝟎,  𝝁𝟏 > 𝟎;  

(ІV) 𝑷𝕎𝟒
(𝑨|𝑩) ≔ 𝑷𝕎𝟒

(𝑨)𝒊𝟏 +
𝑷𝕎𝟒

(𝑨∩𝑩)

𝝁𝟐
𝒊𝟐 + 𝑷𝕎𝟒

(𝑨)𝒊𝟑 + 𝑷𝕎𝟒
(𝑨)𝒊𝟒,  

si 𝑷𝕎𝟒
(𝑩) = 𝝁𝟐𝒊𝟐 ∈ 𝕾𝕎𝟒,𝟎, 𝝁𝟐 > 𝟎;  

(V) 𝑷𝕎𝟒
(𝑨|𝑩) ≔ 𝑷𝕎𝟒

(𝑨)𝒊𝟏 + 𝑷𝕎𝟒
(𝑨)𝒊𝟐 +

𝑷𝕎𝟒
(𝑨∩𝑩)

𝝁𝟑
𝒊𝟑 + 𝑷𝕎𝟒

(𝑨)𝒊𝟒,  

si 𝑷𝕎𝟒
(𝑩) = 𝝁𝟑𝒊𝟑 ∈ 𝕾𝕎𝟒,𝟎, 𝝁𝟑 > 𝟎;  

(VI) 𝑷𝕎𝟒
(𝑨|𝑩) ≔ 𝑷𝕎𝟒

(𝑨)𝒊𝟏 + 𝑷𝕎𝟒
(𝑨)𝒊𝟐 + 𝑷𝕎𝟒

(𝑨)𝒊𝟑 +
𝑷𝕎𝟒

(𝑨∩𝑩)

𝝁𝟒
𝒊𝟒,  

si 𝑷𝕎𝟒
(𝑩) = 𝝁𝟒𝒊𝟒 ∈ 𝕾𝕎𝟒,𝟎,  𝝁𝟒 > 𝟎.  

Dans l’article [11], nous prouvons que pour un événement 𝐵  fixé, lorsque 

𝑃𝕎4
(𝐵) ≠ 0, la probabilité conditionnelle bihyperbolique 𝑃𝕎4

(𝐴|𝐵) est définie par 

tous les axiomes de la probabilité 𝕎4  de telle sorte qu’elle définit une mesure de 

probabilité 𝕎4  sur l’espace dimensionnel (𝐵, Σ𝐵) , où Σ𝐵  est une σ -algèbre 

d’ensembles de la forme 𝐴 ∩ 𝐵 pour 𝐴 ∈ σ. En particulier, les trois conditions de la 

définition 3, ainsi que les cas particuliers où la probabilité 𝕎4 est un diviseur du zéro 

de l’algèbre 𝕎4.  

La formule de multiplication des probabilités en algèbre 𝕎𝟒. 

Théorème 1 (théorème de multiplication des probabilités de deux événements 

dépendants). Soit (𝛺, 𝛴, 𝑃𝕎4
) un espace de probabilités 𝕎4 , 𝐴, 𝐵  deux événements 

aléatoires dépendants. Alors  

𝑷𝕎𝟒
(𝑨 ∩ 𝑩) = 𝑷𝕎𝟒

(𝑩)𝑷𝕎𝟒
(𝑨|𝑩). (3) 

La preuve. Examinons les différents cas qui se présentent.  

A. Si 𝑷𝕎𝟒
(𝑩) ≻ 𝟎 et 𝑷𝕎𝟒

(𝑩) ∉ 𝕾𝕎𝟒,𝟎, on a 

𝑷𝕎𝟒
(𝑨|𝑩) =

𝑷𝕎𝟒
(𝑨 ∩ 𝑩)

𝑷𝕎𝟒
(𝑩)

, 

comme le montre (3).  
B. Soit 𝑷𝕎𝟒

(𝑩) = 𝟎.  Puisque 𝑨 ∩ 𝑩 ⊂ 𝑩 , alors 𝑷𝕎𝟒
(𝑨 ∩ 𝑩) = 𝟎 , ce qui 

satisfait (3).  
C. Si 𝑷𝕎𝟒

(𝑩) = 𝝁𝟏𝒊𝟏 ∈ 𝕾𝕎𝟒,𝟎, où 𝝁𝟏 > 𝟎, alors  

𝑷𝕎𝟒
(𝑨|𝑩) =

𝑷𝕎𝟒
(𝑨 ∩ 𝑩)

𝝁𝟏
𝒊𝟏 + 𝑷𝕎𝟒

(𝑨)𝒊𝟐 + 𝑷𝕎𝟒
(𝑨)𝒊𝟑 + 𝑷𝕎𝟒

(𝑨)𝒊𝟒, 
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d’où  

𝑷𝕎𝟒
(𝑩)𝑷𝕎𝟒

(𝑨|𝑩) = 𝝁𝟏𝑷𝕎𝟒
(𝑨|𝑩)𝒊𝟏 = 𝑷𝕎𝟒

(𝑨 ∩ 𝑩)𝒊𝟏. (4) 

Puisque 𝑨 ∩ 𝑩 ⊂ 𝑩, alors  

𝑷𝕎𝟒
(𝑨 ∩ 𝑩) = 𝑷𝟏(𝑨 ∩ 𝑩)𝒊𝟏 + 𝟎𝒊𝟐 + 𝟎𝒊𝟑 + 𝟎𝒊𝟒 = 𝑷𝟏(𝑨 ∩ 𝑩)𝒊𝟏. 

En tenant compte de (4), on obtient  

𝑷𝕎𝟒
(𝑩)𝑷𝕎𝟒

(𝑨|𝑩) = 𝑷𝟏(𝑨 ∩ 𝑩)𝒊𝟏 = 𝑷𝕎𝟒
(𝑨 ∩ 𝑩). 

D. Для випадків, коли 𝑷𝕎𝟒
(𝑩) = 𝝁𝟐𝒊𝟐 ∈ 𝕾𝕎𝟒,𝟎,  𝝁𝟐 > 𝟎, 𝑷𝕎𝟒

(𝑩) = 𝝁𝟑𝒊𝟑 ∈

𝕾𝕎𝟒,𝟎, 𝝁𝟑 > 𝟎, 𝑷𝕎𝟒
(𝑩) = 𝝁𝟒𝒊𝟒 ∈ 𝕾𝕎𝟒,𝟎,  𝝁𝟒 > 𝟎, доведення аналогічне, як в (C).  

Conclusions. Les résultats obtenus peuvent être utilisés pour des études plus 

approfondies des sections pertinentes de la théorie des probabilités et de la statistique 

mathématique.  
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