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ДЕЯКІ ЗАСТОСУВАННЯ ПРИНЦИПУ МАКСИМУМУ СУБГАРМОНІЧНИХ 

ФУНКЦІЙ. 

Метою даної роботи є дослідження принципу максимуму субгармонічних 

функцій, приділена увага використанню принципу максимуму для контурно-

тілесних задач. 

Принцип максимуму субгармонічних функцій, лежить в основі деяких мето-

дів оцінки рішень крайових задач для еліптичних рівнянь, їх розв’язуваності та 

єдиності відповідних рішень.  

Означення 1. Функція )(zu , визначена у відкритій множині CD , називаєть-

ся субгармонічною в D , якщо виконуються такі умови:  

1)  )(zu  для довільного Dz ;  

2) )(zu  півнеперервна зверху в D ;  

3) для довільної точки Dz 0  при всіх достатньо малих 0r  виконується нері-

вність 
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Для субгармонічних функцій виконується твердження ([1], с. 64), яке назива-

ють принципом максимуму.  

Теорема 1. Нехай функція )(zu  субгармонічна в області D  і для кожної точки 

D  виконується умова 0)(lim
,




zu
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. Тоді або Dzzu  0)( , або 

Dzzu  0)( .  

Доведемо наступне твердження, яке є частинним випадком узагальненого 

принципу максимуму ([1], с. 250).  

Теорема 2. Нехай функція )(zu  субгармонічна і обмежена зверху в області 

СD  . Нехай для кожної точки ,\ ED  де },...,,{ 21 nzzzE  D , виконується 

умова  Mzu
Dzz
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.  Тоді або     DzMzu )( ,  або DzMzu )( .  
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Доведення. Побудуємо в області D недодатню субгармонічну функцію 
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Нехай 1t  – деяка точка D.  Розглянемо функцію )()()( xwzuzu   , де   - 

достатньо мале додатнє число. Тоді якщо   - довільна точка множини D , 

то Mzu
Dzz
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Дійсно, якщо kz , то нерівність очевидна. Якщо ж kz , то 




)(lim
,

zu
Dzzz

k

 , оскільки функція )(zu  обмежена зверху в D. Таким чином, із 

звичайного принципу максимуму застосованого до субгармонічної функції 

)(zu , випливає, що Mzu )( в D. Підставивши в нерівність значення 1t , отри-

маємо .)( 1 Mtu   Дану нерівність можна представити в наступному вигляді 

)()( 11 twMtu   . Оскільки значення )( 1tw  скінченне, а   - довільне достатньо 

мале додатнє число, робимо висновок, що Mtu )( 1 . Дана нерівність є правиль-

ною для будь-якої точки Dt 1 . Тому із звичайного принципу максимуму ви-

пливає, що Mzu )(  або Mzu )(  в D. 

Теорема доведена.  

Доведемо тепер твердження, яке є частинним випадком результатів, отрима-

них в роботах [2], [3].  

Теорема 3. Нехай },...,,{ 21 nzzzE   - скінченна множина фіксованих точок, 

CE , 0,....,, 21   Rn  - деякі фіксовані дійсні числа, ECG \  - обме-

жена область, CGf :  аналітична функція, яка задовольняє умову   
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Доведення. Побудуємо в області G субгармонічну функцію 
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Тому за принципом максимуму для субгармонічної функції  u  отримуємо 

для G :  .0)( u  

Тоді послідовно отримуємо   
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Теорема доведена.  
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