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УНАОЧНЕННЯ І ГЕОМЕТРИЗАЦІЯ ТЕМИ 
«МИМОБІЖНІ ПРЯМІ» У КЛАСАХ 
ІЗ ПОГЛИБЛЕНИМ ВИВЧЕННЯМ МАТЕМАТИКИ
Іван ЛЕНЧУК —  доцент кафедри математики Житомирського державного університету імені Івана Франка, кандидат 
технічних наук

Анотація. Одну із ключових тем стереометрії —  відстань між мимобіжними прямими —  пропонується розгля 
ґрунтовніше, з наголосом на конструктивно-генетичний метод дій. 
Ключові слова: унаочнення, конструктивізм, графічний і графоаналітичний методи, мимобіжні прямі, спільний пер-| 
пендикуляр двох мимобіжних прямих.

Йван ЛЕНЧУК.
ПРИВЕДЕНИЕ К НАГЛЯДНОМУ ВИДУ И ГЕОМЕТРИЗАЦИЯ ТЕМЬІ «СКРЕЩИВАЮЩИЕСЯ ПРЯМЬІЕ»
В КЛАССАХ С УГЛУБЛЕННЬІМ ИЗУЧЕНИЕМ МАТЕМАТИКИ.
Аннотация. Одну из ключевьіх тем стереометрии —  расстояние между скрещивающимися прямьіми —  предлага-1 
ется рассматривать основательнее, с ударением на конструктивно-генетический метод действий. 
Ключевьіе слова: обращение к наглядности, конструктивизм, графический и графоаналитический методьі, скр 
вающиеся прямьіе, общий перпендикуляр двух скрещивающихся прямьіх.

Іуап І.Е Ю ІЖ .
СОЕЯСКМ ТО ТНЕ ЕШ ЕНТ Ш О  Ш  СЕ0МЕТЯІ2МС ОР ТНЕМЕ ТНЕ «СН088ІМ  Ш Е8»
114 СІ-А88Е8 Ш Н  ТНЕ ОЕЕР 8ТІЮУ ОР МАТНЕМАТІС8.
8ишшагу. Опе ої кеу Ф а і зіегеотеігіез аге бізіапсе Ьеіи/ееп сгоззіпдз Ііпез —  іі із зиддезіеб Іо ехатіпе гіеерег, І 
то ге  зоипб, \л/іФ ап ассепі ол Фе зігисіигаї-депеїіс теФ об  ої асііопз. 
Кеуигогбз: аббгезз Ф  еуібепФезз, сопзігис ііу ізт, дгаріїіс апб дгаіоапаїібсіїезкіу теФ обз, сгоззіпдз Ііпез, депегаї | 
репбісиїаг ої їжо сгоззіпдз Ііпез.

Кваліфіковане переформулювання на суто 
геометричний лад пропозицій геометри, їх по­
мірковане наочно-образне подання мають 
сприяти осмисленню і структурній системати­
зації матеріалу, що вивчається. Графічні, гра­
фоаналітичні методи розв’язування задач на 
обчислення, доведення і побудову, реалізовані 
щоразу візуально, є невід'ємними складовими 
становлення і розвитку в учнів (студентів) ди­
намічних стереотипів просторових уявлень та 
логічного мислення, формування засобами гео­
метрії графічно-алгоритмічної культури.

Звісно, мова геометрії менш універсальна, ніж 
природна людська мова, проте їй притаманна 
виняткова якість — наочність. Унаочнення 
викладання й учіння є однією з необхідних умов 
успішного опанування предмета «Геометрія».

Наочність як фундаментальний принцип ди­
дактики був уперше сформульований чеським 
педагогом, мислителем-іуманістом Я. А. Комен- 
ським. Він вважав, що «... не зі словесного тлу­
мачення про речі, але з реального спостережен­
ня за ними» має розпочинатися всяке навчання. 
«Золоте правило дидактики» Я. А. Коменського 
свідчить: «... Все, що лише можна, слід подавати 
для сприйняття чуттями, а саме: видиме — для 
сприйняття зором, чуване — слухом, запахи — 
©  Ленчук І. Г„ 2013

нюхом, що підлягає смаку — смаком, підвлад# 
дотику — чуттям дотику. Якщо які-небудь 1 
мети відразу можна сприйняти кількома вії 
ми, нехай вони схвачуються кількома від 
[1. 302 — 303].

Погляди Я. А. Коменського підтримали і ] 
винули великі педагоги минулого И. Г. Пе 
ці. К. Д. Ушинський. Зокрема. К. Д. Ушинський' 
стверджував, що наочне подання фактів 
«... це таке учіння, яке будується не на абстрак­
тних уявленнях і словах, а на конкретних обра­
зах. безпосередньо сприйнятих дитиною.... Цей 
хід учіння, від конкретного до абстраюш 
го, від уявлення до думки настільки природ­
ний і ґрунтується на таких прозорих психічних 
законах, що відкинути його необхідність може | 
лише той, хто взагалі відкидає потребу рахува­
тися в навчанні з вимогами людської природи я 
цілому і дитячої особливо» [2, 265 — 266].

Психологічні дослідження стосовно вико­
ристання різних засобів наочності проводим 
Л. В. Занков, Л. М. Фрідман. Н. А. Усоваїа 
ін. За Л. В. Занковим, наочність навчання 
передбачає як широке використання зорових 
відчуттів, сприймань, образів, так і постійне 
опертя на свідчення органів чуття, дякую® 
яким досягається безпосередній контакт Із 
дійсністю. Л. М. Фрідман у сучасному трак­
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ПРОФІЛЬНЕ НАВЧАННЯ

туванні дидактичного принципу наочності 
наголошує на його ролі в підвищенні якос­
ті засвоєння знань й умінь, в удосконаленні 
управлінської діяльності вчителя. Резюмую­
чи власні наукові пошуки, професор Фрідман 
проголошує тезу: *Наочність — це розумін­
ня і активність». Н. А. Усова кваліфікує 
наочність як категорію психології і дидак­
тики, яка забезпечує зв’язок між конкретним 
(абстрактним, що сприяє розвитку мислення, 
а в багатьох випадках слугує його надійною 
опорою. В геометрії наочність — потужний 
засіб розуміння її суті.

Традиційно в підручниках для ЗОНЗ гео­
метрію визначають винятково «як науку про 
властивості геометричних фігур», не вважаючи 
за потрібне (начебто задля лаконізму подання 
дисципліни) додати «... і про закономірності їх 
взаємного розташуванняі». У реальному житті, 
на практиці не часто оперують окремо взятими 
фігурами, більше — їх комбінаціями. В ситу­
ації з мимобіжними прямими суть важливо 
розуміти, «бачити» в уявленнях, що позиційна 
складова питання однозначно забезпечуєть­
ся двома метричними параметрами. Взаємне 
розміщення прямих вичерпно характеризують 
градусна міра кута і відрізок найкоротшої від­
стані між ними.

Стосовно першого із двох зазначених 
параметрів, його конструктивізм обґрунтовуєть­
ся методично просто. Дається спочатку озна­
чення кута між прямими, які перетинаються, 
й до нього зводять означення кута між мимо­
біжними прямими (мал. 1, див. також [3], § 4, 
п. 31 або [4]. 121).

спільним перпендикуляром пари паралельних 
площин, які завжди єдиним чином можна про­
вести через задані мимобіжні прямі (мал. 2). Далі 
у книжці, методом «від супротивного», доведено 
єдиність перпендикуляра (МЛ/).

Ми ставимо за мету провести ретельний 
аналіз одного з найскладніших і найважліших 
метричних понять (об’єктів) розділу «Стерео­
метрія» —  спільного перпендикуляра двох 
мимобіжних прямих, конкретизувати його гео­
метричне тлумачення, виважено дати кон­
структивне означення.

Отже, «Спільним перпендикуляром до двох 
мимобіжних прямих називається відрізок із 
кінцями на цих прямих, перпендикулярний до 
кожної з них» ((3], § 3, п. 21). Легко помітити, 
що таке описове (дескриптивне) означення 
неявне (непобудовне), й тому виникає потреба 
в доведенні факту існування та єдиності спіль­
ного перпендикуляра мимобіжних прямих. Саме 
це далі в тексті й обґрунтовує автор підручника, 
довівши, поряд із цим, що шуканий відрізок є

Важливо, що суто геометричний зміст від­
різка МЛЇ цілком розкривається в доведенні його 
існування. Адже останнє індукує нерозривний 
ланцюжок логічно осмислених дій із метою по­
будови відрізка уявно у просторі чи. за умов до­
тримання властивостей паралельних проекцій, 
на проекційному кресленні. Отже, це доведення 
є не чим іншим, як побудовним (конструк­
тивним) означенням спільного перпендикуляра 
заданих мимобіжних прямих.

На завершення дається означення, яке не­
обхідно придатне в обчислювальній геометрії: 
*Відстанню між мимобіжними прямими нази­
вається довжина їх спільного перпендикуляра. 
Вона дорівнює відстані між паралельними 
площинами, які проходять через ці прямі».

У доповнення корисно у власних уявленнях 
відтворити ще й таку часто вживану (зокрема, 
в аналітичній геометрії) інтерпретацію остан­
нього означення. Нехай т і п — деякі ми­
мобіжні прямі. Проведемо через них (відомим 
прийомом) єдино можливу пару паралельних 
площин І  (п п т') і П (ш п п'). Прямі, які 
перетинають пряму т і перпендикулярні до 
площини П, лежать в одній площині (Л,). Ця 
площина перетинає площину 2 по прямій ш", 
паралельній т , а пряму п — у точці N. Прямі 
ж. які перетинають пряму п і перпендикулярні 
до площини 2, лежать в одній площині (Л2). 
Остання перетинає площину О по прямій п". 
паралельній п, а пряму т — у точці М. Тоді 
пряма МN перетину площин Л, і Л2 перпенди­
кулярна до площин 2 і О, оскільки 2 паралель­
на П. Відрізок МЛІ — спільний перпендикуляр 
площин 2 і £2 і прямих т та п.

Практичних зручностей у вирішенні тематич­
них пропозицій побудовними засобами, гаран­
тованої чіткості в системній реалізації схеми дій 
у проекціях можна досягти дещо скоригував- 
ши й упорядкувавши сформульоване правило- 
орієнтир уявлюваних просторових операцій, 
розписавши його за конкретними кроками ви­
конання (мал. 3).
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Мал. З
Проведемо через пряму п площину Е, пара­

лельну прямій т (на прямій п виберемо будь-яку 
точку А і через неї проведемо пряму т', пара­
лельну те площина Е визначатиметься пере­
тином прямих пі і гг).

Проведемо через пряму т  площину Л. перпен­
дикулярну до площини Е (на прямій т  виберемо 
будь-яку точку В і через неї проведемо пряму 
р перпендикулярно до Е; площина Л визнача­
тиметься перетином прямих т  і р).

Побудуємо пряму лінію перетину площин Е і 
Л (знайдемо точку С перетину перпендикуляра 
р із площиною І  і через цю точку проведемо 
пряму пі', паралельну пї).

Знайдемо точку N перетину прямих пі' і гг
Через точку N проведемо у площині Л пряму 

р', паралельну р.
Знайдемо точку М перетину прямих р' і те 

Відрізок МЛІ — шуканий спільний перпендику­
ляр мимобіжних прямих т  і гг

Саме цей алгоритм учитель зобов'язаний 
«прочитати» між рядками в будь-якому підруч­
нику. привернути до нього пильну увагу учнів і 
залучити до діяльності — неухильного, грамот­
ного використання в задачах стереометрії.

Задача 1. У правильній трикутній призмі, всі 
ребра якої рівні, побудувати спільний перпен­
дикуляр мимобіжних діагоналей двох її бічних 
граней. Обчислити відстань між цими діагона­
лями, якщо ребро призми прийняти за 1.

Розв’язання, Нехай у призмі АВСКЬМ (мал. 4) 
діагоналі АЬ і ВМ належать відповідно граням АКЬВ 
і ВІМС. Скористаємося сформульованим щойно 
класичним прийомом графічних дій, який на­
зивають конструктивним означенням спільного 
перпендикуляра двох мимобіжних прямих.

д \    ,с
А

Мал. 4
Через діагональ АЬ проведемо площину І. па­

ралельну іншій діагоналі ВМ. Для цього через 
точку А проведемо пряму, паралельну ВМ, і зна­

йдемо точку А0 — слід останньої прямої на пло­
щині основи призми КІМ (ААр | | ВМ. АД, = ВМ). 
Згідно з обраною схемою уявлюваних операцій, 
наступним кроком, наприклад із точки М діа­
гоналі ВМ. потрібно опустити перпендикуляр ш 
площину Е (АІД,). Одна з найперших (основних) 
метричних задач, яка на проекційному кресленні 
завжди розв’язується не просто, у випадку три­
кутної призми, бічні грані якої — квадрати, по- 
будовно спрощується, оскільки введена площина 
Е перпендикулярна до площини (АКМС] третьої 
бічної грані. Тут пряма ІА0, що містить медіану Ш 
рівностороннього трикутника КІМ в основі приз­
ми, перпендикулярна до двох прямих площини 
(АКМС), які перетинаються: КМ і АК (адже призма 
— пряма, а ЬО є також висотою трикутника КЩ 
Більше того, площини Е (АВД) і (АКМС} мають у 
перетині пряму АО. що визначається вершиною Л 
квадрата АКМС і точкою О — серединою сторони 
КМ (КО = ОМ). Тому пряма КН(Нє МСі МН=НЦ, 
що, очевидно, розміщена перпендикулярно до АО \ 
і якщо точка О є перетином відрізків АО і КН. 
то КО — відрізок перпендикуляра, опущеного з 
точки К на площину Е (АІД,).

Таким чином, залишається лише у площині 
квадрата (АКМС) провести на площину Е із точки 
М, паралельно КО. ще один перпендикуляр Ш, а 
потім, за напрямом М -> В, внутрішньо зсунути 
останній у розташування спільного перпендику­
ляра Р£), кінці якого лежатимуть на мимобіжних 
прямих АЬ і ВМ

Оскільки р д  = КО  (ДКО О  = ДМЛЮ і МАГ = Щ  

формальні обчислення у прямокутному трикут­
нику АКО не потребують детальних пояснень:

АК = 1. КО = ± 
2

і АО =

ОА
а

75

Далі, КО2 

2А О = А О -О 0 = Т Е '

оо

тому

КО = ТАО ОО = ~  - . До того ж АО : 00 = 4 :11 
5

і АО : ОЛГ = 5 : 1. Ці аналітичні розрахунки спро­
щують графічні дії, пришвидшують результат.

Задача 2. Дано куб АВСОАІВ[С10: із ребром, 
рівним а. На ребрі 0,0, взято точку РІ — серед­
ину цього ребра. Знайти відстань між прямими

Мал. 5
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У висновку задачі вимагається обчислити від­
стань між даними мимобіжними прямими В, В, 
і ОР,, яка вимірюється, як уже з’ясовано вище, 
відрізком відстані між паралельними площина­
ми. що вміщують ці прямі. Проведемо пряму 
£),Р, — середню лінію трикутника В,С,0, (мал. 
5). Тоді | | В,О,, а дві паралельні прямі
0,Р, і ВО визначають площину, яка проходить 
через одну із заданих прямих ОР, і паралельна 
іншій — В,О,. Таким чином, шукана величина 
вимірюється відстанню від прямої В, О, до пло­
щини І  ((?,Р,0). Щоб визначитися з останньою, 
достатньо з точки О, опустити перпендикуляр 
на площину І. На кресленні-картині основу 
перпендикуляра — точку К — вибирають будь- 
де, аби лише вона належала прямій (відрізку) 
ОЕ, перетину площини І  (<2^,0) із площиною 
А (АА,С,С). адже — перпендикуляр до пло­
щини осьового перерізу куба Л (АА,С,С) 1 
.  А,С,, 6,6, 1 ОО,).

Помічаємо, що прямокутні трикутники 00,£, і 
О,КЕ, подібні (^Е, -  спільний). Тому матимемо: 
ОіЕ. ОЕ, . л  , ,  О,Е, • ООі л л

зв,д,я ° і к =  ое^ '  де ° ° '  = а  

» 0 , Е , = ^ .

Отже, О іК = ̂ .

Цим пошук шляху розв'язання задачі на об­
числення формально завершено.

Графічний метод. У такому варіанті дій вар­
то виконати два послідовні суміщення з картин­
ною площиною (див. винесене креслення). Пер­
шим із них знайдемо істинну форму квадрата 
А, 6,0,0, в основі куба, а другим -  прямокутного 
трикутника СЮ,Е,. За вісь перетворення обира­
ємо діагональ квадрата АХС± зА (С ( , оскільки 
ій належить також один із катетів 0,Е, три­
кутника, визначального у відшуканні розв'язку. 
Інший його катет ОО, дорівнює Гза умовою) сто­
роні квадрата і якщо АіС^ = а-І2 , то, напевне, 
А,і7 = О,О' = а. Перпендикуляр ОхК  у вже сумі­
щеному трикутнику 0'0,Е, опустимо з вершини 
прямого кута (О,) на гіпотенузу (О'Е,) звичним 
пя площини прийомом, а його зображення 0,К 
побудуємо, скористазшись узагальненою теоре­
мою про пропорційні відрізки.

Графоаналітичний метод. У площині 
Л (М,С,С) симетрії куба розглянемо два пря­
мокутні (в оригіналі) трикутники 00,Е, і 0,С,Е, 
де і  = 0,К п  СС,. Вони подібні, оскільки їх від­
повідні сторони ОО, і 0,С,. ОЕ, і 0,Е попарно 
перпендикулярні.

і Матимемо: .С] Ь» 0]£|

Звідси СіЕ = 5 ^ &  = ?-.

Графічні операції в побудові точки Е а за 
нею й точки К очевидні.

Якщо відрізок (0,К) відстані від прямої В,О, до 
площини Е (£?,Р,В) на кресленні-моделі вже зо­
бражено, то зовсім просто візуально завершити 
загальногеометричну схему побудови спільного 
перпендикуляра прямих В,В, і ОР,. Адже зали­
шилося здійснити лише два заключні кроки, а 
саме: через точку К провести пряму, паралельну 
(2^,, до П перетину із прямою ОР, у точці С, 
та через точку С провести пряму, паралельну 
0,К, і зафіксувати точку Е перетину цієї остан­
ньої прямої із прямою В,О,. Відрізок РС й буде 
шуканим.

Здавалося б, інші побудовні схеми годі й шу­
кати. Однак геометрія якраз і цікава розмаїт­
тям можливостей та змістовних варіацій у ви­
рішенні питань конструктивного характеру.

Звернемося до однієї з найбільш ємних за 
геометричною суттю праць академіка Четверу- 
хіна М. Ф., в якій знаний педагог красномовно 
підкреслює: «При цьому, поряд із тим методом 
побудови спільного перпендикуляра, який опи­
сано у стабільному підручнику, ми будемо також 
ще радніше користуватися наступним прийо­
мом розв’язування задач такого типу» [5. 86].

Мал. 6
Припустимо, площина Е розташована перпен­

дикулярно до однієї з двох заданих мимобіжних 
прямих. Нехай це буде, наприклад, пряма п 
(мал. 6). За умови ортогонального проекціюван- 
ня на площину Е, за напрямом прямої п, остан­
ня спроекціюється в точку ЛІЕ, а пряма т — у 
деяку пряму т̂ . Якщо відрізок МN — спільний 
перпендикуляр заданих прямих т і п, то МN і. п, 
а отже, МN | | Е. Цей факт означає, що сторона 
МЛІ прямого кута ЛіМт паралельна площині Е, 
а відрізок перпендикуляра і, звичайно, прямий 
кут (згідно з теоремою про проекціювання пря­
мого кута) проекціюються на неї без спотворен­
ня. Отже, МХЛЕ = МN і ^ М ,Д . г = 90°. Звідси 
приходимо до принципово іншого побудовного 
правила-орієнтиру проведення спільного пер­
пендикуляра МN мимобіжних прямих на про­
екційному кресленні:

Через вдало обрану (загалом, будь-яку) точку 
прямої п проводимо площину Е, перпендику­

лярну до цієї прямої.
Будуємо ортогональну ( | | п) проекцію пря­

мої т на нововведену площину основи.
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