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Анотація 

Магістерська робота складається зі вступу, трьох розділів, висновків, 

списку літератури та додатку і розміщена на 42 сторінках. 

 У вступу обговорюється актуальність, мета та завдання роботи, також 

там йдеться про методи розрахунку та наближення які виконувались в роботі. 

 У першому розділі розглядається задача про рух заряду у полі 

центральної сили. В ньому проводиться розв’язок рівняння Шреднгера в 

центрально-симетричному полі. 

 У другому дається теорія спектра електрона та дірки для системи що 

складається з відкритої квантової точки. 

 У третьому розділі проводиться аналіз спектрів випромінювання 

квазічастинок для відкритої квантової точки.  

 В додатку поданий лістинг програми розрахунку спектра 

випромінювання  електрона, який знаходиться в квантовій ямі, з 

використанням програми символьного числення Mathematica 8.0. 
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Вступ 

Перші дослідження напівпровідникових квантових точок відбулися на 

початку 80-х років, коли при вивченні спектрів поглинання скляних 

фільтрів, легованих напівпровідниками CdSe та CdS, було помічено 

чіткий пік поглинання[1]. У наступних своїх роботах Екімов А.І., 

Онущенко А.А. [2,3,4] вже стверджували, що цей пік поглинання 

пояснюється квантово-розмірним ефектом, який пізніше теоретично був 

пояснений Эфросом Ал.Л. та Эфросом А.Л. [5] тим, що після процесу 

термічної обробки скла напівпровідник CdS чи CdSe кристалізувався у 

вигляді великої кількості вкраплень сферичної форми. Розміри цих 

вкраплень були менші за величину радіуса Бора екситона в масивному 

напівпровіднику. Таким чином, квазічастинки в напівпровідниках такого 

малого розміру знаходились у прямокутній потенціальній ямі, стінками 

якої був бар’єр на межі поділу середовищ напівпровідник – скло. 

Квантування енергії квазічастинок у такій потенціальній ямі приводить 

до зростання величини енергії забороненої зони, а, відповідно, і до 

збільшення енергії міжзонного поглинання світла, яке спостерігалось 

експериментально. 

Інтенсивне вивчення таких квантових ефектів почалося уже після 

виявлення подібних квантово-розмірних ефектів у спектрах мікрокристалів 

CuCl у склі [6, 7], CuCl у лужно-хлоридних матрицях [8], CdS у воді [9, 

10], нанокристалів Si [11] та інших. 

Щоб оцінити енергію забороненої зони у сферичних 

напівпровідникових нанокристалах, для дірок і електронів використову-

вали модель безмежно глибокої потенціальної ями в рамках наближення 

ефективної маси. При цьому, модель безмежно глибокої потенціальної 

ями задовільна лише у випадку, коли величина енергії основного стану 

електрона набагато менша за висоту бар’єру. Така умова накладає 

обмеження на мінімальні розміри квантових точок, для яких ця модель 

справедлива. Оцінки, виконані у роботі [12] для сферичних наносистем 



GaAs-Al0.4Ga0.6As, дають величину 40Å. При зменшені розмірів кристалу 

збільшуються значення енергій електрона і дірки в основному стані, і в 

результаті зростає величина забороненої зони, перенормованої 

розмірним квантуванням, а отже, зростає енергія міжзонних переходів, 

які спостерігались експериментально [1]. 

У багатьох теоретичних моделях використовується наближення 

ефективної маси, тієї ж, що вводилась для масивних напівпровідників. 

При цьому виникає запитання, до яких мінімальних розмірів квантових 

точок можна застосовувати таке наближення? Відповідь можна знайти в 

роботі [13], в якій наведено порівняння результатів розрахунків ширини 

забороненої зони нанокристалів Si у вакуумі, виконаних як методом 

ефективних мас, так і іншими методами, які не використовують 

характеристик масивних кристалів [14,15]. Виявляється, що при розмірі 

квантових точок від 60Å і більше всі теоретичні методи дають майже 

однакові результати. При менших розмірах нанокристалів метод 

ефективних мас дає більші значення ширини забороненої зони. Таким 

чином, квантові точки, що містять у своєму об’ємі порядка 1000 

елементарних комірок напівпровідникового матеріалу з задовільною 

точністю описуються макроскопічними параметрами, які 

характеризують відповідні їм об’ємні кристали. При дещо менших 

розмірах квантових точок метод ефективних мас можна було б 

застосовувати, увівши деякі поправки до величин ефективних мас 

квазічастинок. При розмірах нанокристалів менших 30Å потрібно 

застосовувати складні теорії, що базуються на мікроскопічно-

статистичному підході. 

Якісний прорив у технології отримання масивів квантових точок 

відбувся з використанням ефектів самоорганізації напівпровідникових 

наноструктур у гетероепітаксіальних напівпровідникових системах 

[12,16]. Такими методами були реалізовані практично ідеальні 

гетероструктури з квантовими точками з високою кристалічною 



досконалістю та високою однорідністю за розмірами (~10%). 

Кристалічна досконалість на межі поділу забезпечується підбором 

"ідеальних пар" напівпровідникових матеріалів, для яких виконується 

багато умов сумісності теплових, електричних, кристалохімічних 

властивостей, а також кристалічної та зонної структур. Такими парами 

напівпровідників виявились GaP-GaAs, AlAs-GaAs, InGaAs-GaAs, β-

HgS-CdS, більшість з яких вже досліджувались як плоскі гетеросистеми. 

Важливим для досконалості границь поділу таких пар напівпровідників є 

однакова симетрія кристалічної гратки та малі різниці у величинах 

постійних гратки. Наприклад, для кубічної модифікації кристалів HgS та 

CdS різниця у величинах постійних гратки менша за 0,6%. Тому ці 

кристали у β-модифікації дозволяють отримати майже ідеальні 

гетерограниці, а квантові точки на їх основі зберігають правильні форми 

навіть при малих розмірах.  

Отже в фізиці наносистем виявився цілий ряд задач в яких 

наноструктури виступають об’єктами сферичної симетрії. Фізична природа 

поведінки частинок в таких структурах ще повністю не вивчена. Особливо 

для квантових систем, які знаходяться в збудженому стані, тобто коли 

квантові числа квазічастинок більші нуля. Даний дипломний проект 

заповнює прогалину в цій області фізики наногетеросистем, що є 

актуальною тематикою в сьогоднішньому швидкоплинному процесі 

технічного розвитку людства. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами: 

Дослідження та результати які представлені в магістерській 

кваліфікаційній роботі виконані згідно наукової тематики кафедри фізики по 

дослідженню фізики напівпровідників та систем низької розмірності в 

Житомирському державному університеті імені Івана Франка. 

Метою роботи є: дослідити спектри електронів та дірок в сферичних 

квантових точках при нерівному нулю орбітальному квантовому числу. 

Для досягнення поставленої мети виконані такі завдання: 



1. Знайти розв’язок рівняння Шредінгера в центрально-

симетричному полі для сферичної квантової точки.  

2. Дослідити спектр електрона у закритих та відкритих квантових 

точках. 

3. Використовуючи теорії s-матриці та теорії спектра електронів та 

дірок для квантової точки з орбітальним числом l=0, розрахувати спектр тих 

же квазічастинок при l≠0. 

Об’єктом дослідження: квантові точки HgS/CdS/HgS.  

Предметом дослідження: енергетичні спектри електронів, дірок у 

відкритих та закритих квантових точках. 

Методи дослідження: Енергетичні спектри квазічастинок 

розраховувалися шляхом аналітичного розв’язку стаціонарного рівняння 

Шредінгера в наближенні ефективних мас та прямокутних потенціальних 

бар’єрів. Для розрахунку збуджених станів електрона та дірок 

використовувалася теорія розсіювання S-матриці. Закон дисперсії та часи 

життя досліджувалися за допомогою програми комп’ютерного символьного 

числення Mathematica 8. 

Практичне значення отриманих результатів:  

Розвинута теорія дає можливість оцінити закон дисперсії електронів та 

дірок для сферичних наносистем при яких можливе експериментальне 

спостереження спектрів випромінювання, поглинання чи люмінесценції. 

Апробація результатів магістерського проекту: 

Результати роботи були апробовані на семінарах кафедри фізики 

Житомирського державного університету імені Івана франка, кафедри 

теоретичної фізики Чернівецького національного університету імені Юрія 

Федьковича. А також деякі висновки отримані в роботі були опубліковані у 

вигляді статі [«Властивості квазістаціонарних станів електрона у відкритій 

сферичній квантовій точці», збірка «Науковий пошук молодих дослідників», 

випуск VIІ, ст.. 70], та доповідалися на конференціях: «Науковий пошук 

молодих дослідників». 



1. Розв’язок рівняння Шредінгера у випадку сферичної симетрії 

1.1. Рух у полі центральної сили. Радіальне рівняння Шредінгера 

При дослідженні руху частинок y силових полях вирізняється важливий 

клас сферично-симетричних потенціалів, тобто потенціалів )(rUU  , які 

залежать лише від модуля радіус-вектора rr  . Наслідком центральної 

симетрії поля є те, що гамільтоніан частинки 


H  комутує з операторами 

квадрата моменту кількості руху 

2L , його проекції 



z
L та оператором інверсії 



L . Це означає, що відповідні величини є інтеграла руху. Отже, 
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  ,...,3,2,1),1(22 , число mнабуває )12( l  значень від l до 

l , a парність хвильової функції lI )( , тобто збігається з парністю числа 

l . Крім того, ці оператори комутують між собою i, отже, мають спільну 

систему власних функцій. 

Важливо в цьому місці зазначити, що в класичній механіці задача про 

рух двох взаємодіючих між собою частинок зводиться до проблеми одного 

тіла. Те ж маємо й y квантовій механіці. Нехай ми маємо дві частинки з 

координатами 
1
r  та 

2
r , маси яких є 

1
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m . Далі нехай потенціальна енергія 

взаємодії  
21

rrUU   залежить лише від відстані між ними. Гамільтоніан 

такої системи  
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де оператори імпульсів 
11




ip , 
22




ip . Уведемо нові змінні, a саме 

радіус-вектори центра мас та взаємної відстані:  
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Перехід до нових змінних здійснюється стандартних чином. Наприклад,  
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де Х – компонента радіус-вектора R, a x - компонента вектора r. Аналогічно 

діємо й для інших компонент градієнта. У результаті маємо:  
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Тепер оператори імпульсів частинок  
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де 
R

iP 


  - оператор імпульсу центра мас, 


ip  - оператор імпульсу 

відносного руху частинок. Підставляючи ці вирази в гамільтоніан, знаходимо  
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     (1.9) 

де повна маса системи  

21
mmM  ,     (1.10) 

a величину m , що визначається з рівняння  

,
111

21
mmm

      (1.11) 

називають приведеною масою. Отже, гамільтоніан складається із суми двох 

незалежних частин. Перший доданок є оператором кінетичної енергії 

системи як цілого й описує вільний рух системи центра мас з хвильовою 

функцією вільної частинки  
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де Р – повний імпульс системи. Два інших доданки описують відносний рух 

частинок із хвильовою функцією )(r . Повна хвильова функція є їхнім 

добутком. 

).()(),( rRPrR       (1.13) 

Підстановка цього виразу в стаціонарне рівняння Шредінгера  

 EH 
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      (1.14) 

приводить до рівняння для однієї частинки маси mз координатою r, що 

рухається в полі 
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де MPEE 2/2 - енергія відносного руху частинок. Надалі, «сідаючи» на 

центр сам системи, ми будемо цікавитися лише відносним рухом, штрих з 

енергії Eдля спрощення запису знімаємо. Як бачимо, це рівняння збігається 

з рівнянням Шредінгера для однієї частинки масою m з координатою r y полі 

центральної сили з потенціальною енергією U(r). Тобто проблема двох тіл i y 

квантовій механіці зводиться до проблеми одного тіла. 

У рівнянні Шредінгера 
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унаслідок сферичної симетрії потенціалу, зручно перейти від декартових 

координат zyx ,,  до сферичних координат  ,,r  за відомими правилами. 

Випишемо в нових координатах вираз для Лапласіана .2  
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Легко бачити, що вираз y квадратних дужках із точністю до множника 

)( 2  є не що інше, як оператор квадрата моменту кількості руху 

2L y 

сферичних координатах. Тепер рівняння Шредінгера запишеться так: 
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Змінні y рівнянні розділяються, i, відповідно до цього, хвильові функції 

зображуються як добуток функції R(r), яка залежить лише від r, на хвильову 

функцію ),(
,


ml

Y , що залежить лише від кутових змінних i є власною 

функцією операторів 

2L  та 
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z
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Функцію R=R(r) називають радіальною функцією, для якої отримуємо 

рівняння 
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Це рівняння називають радіальним рівнянням Шредінгера. Видно, що 

воно не містить власних значень mL
z

 , отже, енергія не залежить від 

кратного числа m i ми маємо )12( l -кратне виродженя енергетичних рівнів. 

«Історичний досвід» i сам вигляд рівняння підказують нам підстановку 

).()( rrrR        (1.21) 

Для функції )(r   отримуємо одновимірне рівняння Шредінгера 
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з ефективною потенціальною енергією 
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за умови, що  r0 . Другий доданок y цьому виразі – відцентрова 

енергія, яка має відштовхувальний характер i не дозволяє частинці впасти на 

силовий центр. 

Дослідимо поведінку функції   на малих та великих відстанях. Почнемо 

з випадку 0r  i приймемо, що при цьому .02 Ur  Залишаючи в рівнянні 

для   ведучі доданки, маємо 
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Шукаємо функцію   y вигляді krconst  . Будемо вимагати, щою 

0/  rR   при 0r . Рівняння для показника k : 

0)1()1(  llkk      (1.25) 

дає два розв’язки lk   та 1 lk . Перший розв’язок нефізичний – 

радіальна функція безмежно зростає при наближенні до початку координат 

(частинка «падає» на центр). Отже, залишається лише друге значення 

1 lk : 

.0,1   rrconst k      (1.26) 

Нехай тепер r . Залишаємо в рівнянні для   головні члени: 
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Розв’язок цього рівняння шукаємо y вигляді 

 ~ re r , .     (1.28) 

У результаті 
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Якщо E>0, маємо інфінітний рух з неперервними значеннями енергії. 

Величина   є уявною, тобто 
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i хвильова функція має осциляційний характер. Знак «плюс» відповідає 

сферичній хвилі, що поширюється від центра, знак «мінус» - хвилі, що 

збігається до центра. 

Для зв’язаних станів E<0, щоб забезпечити умову 0R  при r , 

залишаємо одне значення  
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У результаті  
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Отже, для зв’язаних станів з урахуванням поведінки функції   на малих 

та великих відстанях радіальну функцію записуємо y вигляді: 
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Такий запис забезпечує необхідну поведінку функції R на границях 

області значень  rr 0, . Функція )(r  відповідає за характер радіальної 

функції в області проміжних значень r, який, зрозуміло, диктується 

конкретним виглядом потенціальної енергії U=U(r) [17]. 

1.2. Радіальне рівняння Шредінгера для сферичних квантових точок 

Існувала проблема розв’язування рівняння Шредінгера зі змінною 

масою m(r), оскільки ефективна маса квазічастинок у різних 

середовищах – різна. Форма оператора кінетичної енергії 2
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за залежності m  від r , уже не задовольняла вимогам квантової механіки. 

Для випадку плоскої границі поділу напівпровідників задача з 

координатно залежною ефективною масою квазічастинки розв’язувалась 

у роботах [18, 19], в яких вигляд ермітового оператора кінетичної енергії 

був наступний 
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За подібними міркуваннями, рівняння Шредінгера для радіальної 

частини хвильової функції квазічастинки у сферичній квантовій точці 

(0), вміщеній у середовище (1), що характеризується потенціальною 

ямою скінченної глибини 
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та ефективною масою 
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має такий вигляд  
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При цьому необхідно відмітити, що рівняння Шредінгера у вигляді 

(1.37) можна розв’язати точно, знаходячи його розв’язки окремо 

всередині квантової точки та у навколишньому середовищі 
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Умови зшивання на межі поділу середовищ матимуть вигляд 
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Перша умова забезпечує неперервність хвильової функції на межі 

гетеросистеми, а друга вимагає неперервності густини потоку 

ймовірності на границі поділу середовищ. Умова (1.40) відрізняється від 

стандартної граничної умови у випадку постійної маси і забезпечує, як 

це показано в роботах [18,19], відсутність нефізичних розривів у 

рівнянні Шредінгера. 

Рівняння (1.37) у результаті підстановки (1.38) розпадається на два 

рівняння, в яких маса є постійною величиною. Отже, якщо у системі є 

лише одна квазічастинка, то у гамільтоніані враховується лише 

потенціальна енергія розмірного квантування. Тоді, форма оператора 

кінетичної енергії відносно запису ефективної маси не впливає на 

результати розрахунків. Коректний запис оператора кінетичної енергії 

принципово важливий у випадках наближених методів розрахунку, коли 

в потенціальну енергію включені інші взаємодії або поправки на 



несферичність квантової точки. У таких випадках рівняння (1.37) не 

розщеплюється на два незалежних для кожної з областей розглядуваної 

системи і результати розрахунків будуть суттєво залежати від вигляду 

оператора кінетичної енергії. 

У роботах [20, 21], досліджуючи спектри квазічастинок у рамках 

моделі зі скінченним потенціальним бар’єром на границі середовищ, 

автори для спрощення розрахунків, без обґрунтування, нехтують 

координатною залежністю ефективної маси в операторі кінетичної 

енергії. Так, у роботі [20], розраховуючи методом теорії збурень енергії 

зв’язку домішкових станів у сферичній квантовій точці GaAs/Ga1-xAlxAs, 

розв’язано рівняння Шредінгера (1.37) при m0=m1=m та 0 . 

2. Енергетичний спектр електрона у відкритих сферичних 

квантових точках 

2.1. Розв’язок рівняння Шредінгера для відкритої сферичної квантової 

точки 

Розглядається проста відкрита однобар’єрна квантова точка, яка 

складається з ядра-ями (0), шару-бар’єра (1) та середовища-ями (2). 

Геометрична схема системи та ефективна потенціальна енергія електрона та 

дірки в ній зображені на рис.2.1.б. 

У сферичній системі координат з початком у центрі гетеросистеми 

електрон характеризується ефективною масою  rm  і потенціальною 

енергією  rU , які є функціями відстані від центру наносистеми, так як в 

різних середовищах вони мають різні значення 
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У зв’язку із залежністю ефективної маси від r, рівняння Шредінґера 

записується так  
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Рис.2.1 Геометричні та енергетичні схеми наногетеросистем. 

 

З урахуванням сферичної симетрії його розв’язок шукаємо у вигляді  

      ,mYrRr 
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,      ,...;2,1,0 ,...2,1,0 m   (2.3) 

де  rR  - радіальна хвильова функція.  
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Підстановка (2.3) в (2.2) приводить до системи трьох однотипних 

рівнянь 
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Подамо систему рівнянь (2.5) у вигляді: 
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Розв’язками (2.6) є лінійні комбінації функцій Ханкеля від різних 

аргументів 
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l , визначається з умови нормування радіальної 

хвильової функції [22]: 

     kkdrrrRrR
kk 




2

0

*
     (2.9) 

Решта невідомих коефіцієнтів 
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i

  і матриця розсіювання 

S однозначно визначаються з системи граничних умов: 
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які забезпечують неперервність густини ймовірності і її потоку на обох 

межах гетеросистеми. 

Система (2.10) розв’язується просто, звідки і визначається вираз для S -

який через громіздкість ми не приводимо, а для прикладу подамо лише 

порівняно простий вираз S , наприклад, у випадку 1 . Тоді 
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2.2. S-матриця розсіювання 

S-матриця, сукупність величин, що описує процес переходу 

квантовомеханичних систем з одних станів в інші при їх взаємодії 

(розсіянні). Поняття «матриця розсіяння» введене німецьким фізиком В. 

Гейзенбергом в 1943 році. 

При взаємодії система переходить з одного квантового стану, 

початкового, в іншого, кінцевого. Якщо позначити набір всіх квантових 

чисел, які характеризують початковий стан, через i, а кінцеве — через f, то 

амплітуда переходу, квадрат модуля якої визначає вірогідність даного 

процесу, може бути записана як Sfi. Сукупність амплітуд процесів утворює 

таблицю з двома входами (i — номер рядка, f — номер стовпця), яка і 

називається матрицею розсіяння S. Кожна амплітуда є елементом цієї 

матриці (матричним елементом). Набори квантових чисел i, f можуть містити 



як безперервні величини (енергію, кут розсіяння і ін.), так і дискретні 

(орбітальне квантове число спін, ізотопічний спін, масу і т. д.). У простому 

випадку системи дві безспінових частинки в нерелятивіській квантовій 

механіці стан визначається відносиним імпульсом частинки р; тоді 

амплитуда процесу — амплитуда розсіяння є функцією двох змінних — 

енергії і кута розсіяння. У загальному випадку матриця розсіяння містить 

елементи, що відповідають як пружному розсіянню, так і процесам 

перетворення і народження частинки. Квадрат модуля матричного елементу 

2

Sfi визначає ймовірність відповідного процесу.  

Знаходження матриці розсіяння — основне завдання квантової механіки 

і квантової теорії поля. Матриця розсіяння містить всю інформацію про 

поведінку системи, якщо відомі не тільки чисельні значення, але і аналітичні 

властивості її елементів; зокрема, її полюси визначають зв'язані стани 

системи. З основних принципів квантової теорії слідує найважливіша 

властивість матриці розсіяння — її унітарність. Воно виражається у вигляді 

співвідношення SS+=1 (де S+ — матриця ермітово зв'язана S, тобто (S+) fi= 

S*if, де знак * означає комплексне сполучення), або і відображає той факт, 

що сума ймовірності процесів по всіх можливих каналах реакції повинна 

дорівнювати одиниці. Співвідношення унітарності дозволяє встановлювати 

важливі співвідношення між різними процесами, а в деяких випадках навіть 

повністю вирішити задачу. У релятивіській квантовій механіці існує напрям, 

в якому матриця розсіяння вважається первинною динамічною величиною; 

вимоги унітарності і аналітичної матриці розсіяння повинні служити при 

цьому основою побудови повної системи рівнянь, що визначають матрицю S. 



3. Закон дисперсії електрона у сферичній квантовій точці 

HgS/CdS/HgS 

3.1. Властивості квазістаціонарних станів електрона при 0l  у 

відкритій сферичній квантовій точці (HgS/CdS/HgS) 

Використовуючи вище приведену теорію і здійснивши відповідні 

числові розрахунки, виконаємо аналіз поведінки енергетичних рівнів ( nlE ) і 

часів життя електрона та дірки ( nl ) у станах з 0  у залежності від розміру 

ядра ( 0r ) при різних фіксованих товщинах ( ) шару-бар’єра на прикладі 

сферичної наногетеросистеми HgSCdSHgS // , фізичні параметри якої відомі 

(таблиця 3.1). 

Таблиця 3.1. 

 
 0mme

 

 0mmh

 
a ,(Å) 

gE , 

(еВ) 

eV , 

(еВ) 

hV , 

(еВ) 

L , 

(меВ) 
  0  

CdS 0,2 0,7 5,818 2,5 3,65 6,3 57,2 5,5 9,1 

HgS 0,036 0,044 5,851 0,5 5,0 5,5 27,8 11,36 18,2 

 

Як видно з рис.3.1 енергетичні рівні електрона в потенціальній ямі 

(тонована область рис.3.1) зі збільшенням 0r  монотонно опускаються, 

зближаючись між собою, при цьому час життя в цих станах зростає 

експоненційно. Такі стани Брейт-Вігнерівського типу можна назвати сильно 

локалізованими квазістаціонарними станами. В області енергій вище 

потенціального бар’єру енергії ( e
nE 0 ) та часи життя ( e

n0 ) електрона як 

функції 0r  мають немонотонний характер, при цьому спектр дискретний і 

зокрема спостерігається ефект розштовхування енергетичних рівнів 

(―пляшкові горла‖). Причина цього явища зрозуміла з фізичних міркувань. 

Справді, якби всі три шари наногетеросистеми були ізольованими між собою 

безмежно високими і тонкими потенціальними бар’єрами, то електронні 

стани у них були б стаціонарними, а спектр був би неперервним у матеріалі 



(2), дискретним і майже незалежним від 0r  у матеріалі (1) (короткі штрихові 

лінії рис.3.1), та дискретним і квадратично спадним зі збільшенням 0r  у 

матеріалі (0) (довгі штрихові лінії рис.3.1). Оскільки ж складові 

наногетеросистеми не ізольовані, то перебування електрона у обох 

внутрішніх шарах залишає скінченою ймовірність його виходу у відкритий 

зовнішній простір (2), що приводить до скінченості часу його перебування у 

внутрішніх шарах системи, а отже перетворює стани у квазістаціонарні. При 

цьому за законами квантової механіки у станах з однаковою симетрією при 

таких просторових параметрах обох внутрішніх шарів (0,1) системи, при 

яких енергії у них зближаються, виникає ефект розштовхування рівнів 

(―пляшкові горла‖), що і спостерігаються на рис.3.1. 

Так як збільшення товщини ( ) шару (1) еквівалентне збільшенню 

ширини ―невзаємодіючої‖ безмежно глибокої ями, то це викликає 

―опускання‖ спектру зі зближенням енергетичних рівнів між собою та 

збільшення часу життя електрона в цих станах. При цьому зрозуміло, що при 

достатньо великій товщині шару отримується майже неперевний спектр. І 

взагалі, якщо розглядати  закриту наногетеросистему, то вище 

потенціального бар’єру утвориться неперевний спектр. Стани електрона 

вище потенціального бар’єру можна назвати слабо локалізованими 

квазістаціонарними станами, оскільки час життя електрона в цих станах на 

три порядки менший від часу життя сильно локалізованих станів типу Брейт-

Вігнера. 

Із аналізу енергетичного спектру видно, що кожній різко спадній ділянці 

відповідає характерний пік на залежності для часів життя. Це не випадково, 

оскільки при таких параметрах наносистеми електрон з більшою ймовірністю 

може перебувати в ядрі, від чого і збільшується час життя в цьому стані. 

Підтвердженням цього є побудова густини розподілу ймовірності електрона 

для стану 40 (рис.3.2). 

Із рис.3.2 видно, що при тих розмірах ядра, де спостерігається 

характерний пік в залежності часів життя, електрон з’являється із більшою 



ймовірністю в шарі-ямі наногетеросистеми. При локалізації електрона з 

найбільшою ймовірністю в шарі-бар’єрі, спостерігаються пологі ділянки в 

залежностях енергій і часів життя. Енергетичний спектр дірок (рис.3.3) 

аналогічний як і для електронів. Тільки для важчої дірки енергетичні рівні 

вище потенціального бар’єру швидше зближаються між собою і час життя в 

цих станах на порядок більший, ніж для електронів. 

Аналіз густини розподілу ймовірності електрона (рис.3.2) і дірки 

(рис.3.4) показує, що при одній і тій же товщині ядра системи можлива 

локалізація електрона і дірки в різних шарах наносистеми, тобто якщо 

електрон (рис.3.2) з більшою ймовірністю з’являється в шарі-ямі при одних 

розмірах ядра, то дірка відповідно при інших (рис.3.4). 

 



Рис.3.1 Залежності енергетичних рівнів і часів життя електрона від розміру ядра 

для різних розмірів шару-бар’єру   при 0 . 
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Рис.3.2 Розподіл густини ймовірності електрона в стані (40) при різній ширині 

шару-ядра 0  наносистеми. 
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Рис.3.3 Залежності енергетичних рівнів і часів життя дірки від розміру ядра для 

різних розмірів шару-бар’єру   при 0 . 
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Рис 3.4 Розподіл густини ймовірності дірки в стані (40) при різному розмірі шару-

ядра 
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3.2. Резонансні стани електроннів та дірок при 0L  

Розглянемо квазістаціонарні стани електрона і дірки при 0 . При 

цьому у сферичній системі координат з початком у центрі гетеросистеми 

електрон характеризується ефективною масою  rm  і ефективною 

потенціальною енергією  rU l
ef , які є функціями відстані від центру 

наносистеми, так як в різних середовищах вони мають різні значення: 
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)(0 rU l - потенціальна енергія електрона. )(rU l
i - енергія відцентрового 

руху в i -му середовищі (рис. 3.5). 

 

Рис.3.5 Схема ефективної потенціальної енергії електрона відкритої сферичної 

наногетеросистеми. 

В даному випадку в рівнянні (2.6) стає відмінним від нуля доданок 

відцентрової енергії руху квазічасток (3.2). Тому вигляд для ефективного 

потенціалу, в якому перебуває квазічастка в наносистемі набуває іншого 

вигляду (рис.3.5), ніж при 0 . На цьому рисунку зображено залежності 
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енергій )(rU i
  відцентрового руху (при фіксованому значенні  ) як функцій 

відстані від центру наносистеми для двох середовищ (яма (0,2) і бар’єр (1)), 

що характеризується ефективними масами 20 mm   та 1m  відповідно. 

Оскільки ефективна маса квазічастинок у середовищі-бар’єрі завжди більша, 

ніж у середовищі-ямі, то енергія відцентрового руху )(rU i
  в середовищі-

бар’єрі менша, ніж в середовищі-ямі, то саме така ситуація відображена на 

рис.3.5. Тут також приведена залежність )(rU
ef
  з якої видно, що в залежності 

від того, на якій відстані від центра відкритої СКТ розташований шар-бар’єр 

товщиною  , можуть виникати принципово різні квазістаціонарні стани 

електрона у наногетеросистемі. 

Характерна відстань ( r ) шару-бар’єру від центру  наносистеми, яка 

поділяє вигляд ефективного потенціалу на три типи, визначається, як видно з 

рис.2.6, умовою 
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звідки отримується величина r : 
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Отже: 

а) Якщо бар’єр розташований так, що радіус ядра наносистеми 

 rr0 , то потенціальна яма на )(0 rUef
  утворюється в шарі-ядрі (права 

сильно і слабо тонована області на рис.3.5). Це означає, що у наносистемі 

можуть утворюватися зв’язані резонансні квазістаціонарні стани, у яких 

електрон локалізований у області ядра СКТ. 

б) Якщо в системі радіус ядра наносистеми потрапляє у область 

 rrr 0 , то у такій системі потенціальна яма взагалі відсутня, а отже 

в даному випадку у системі не можуть реалізовуватися резонансні, але слабо 

зв’язані квазістаціонарні стани. Такі стани доцільно називати майже 
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вільними квазістаціонарними станами, бо у них час життя електрона дуже 

малий, хоча і скінчений. 

в) Якщо шар-бар’єр у наносистемі розташований так, що  rr0 , то 

―яма‖ на )(rU l
ef  утворюється в області цього шару (ліва слабо тонована 

область на рис.3.5), де і локалізуються зв’язані резонансні квазістаціонарні 

стани. 

При цьому область енергії тепер можна розділі на три типи: область, в 

якій квазістаціонарні стани квазічасток будуть сильно локалізованими типу 

Брейт-Вігнера (сильно тонована ділянка), область, в якій при відсутності 

потенціальної ями квазістаціонарні стани будуть майже вільними із дуже 

малим часом життя, і область, в якій при наявності ефективної потенціальної 

ями, квазістаціонарні стани електрона будуть слабо зв’язаними (слабо 

тонована ділянка), час життя яких значно більший, ніж у майже вільних 

квазістаціонарних станах.  

Зрозуміло, що така ―екзотична‖ можливість існування відкритих систем 

з локалізацією електронів у шарі-бар’єрі зумовлена суто тією обставиною, 

що 01 mm  . У протилежному випадку ( 01 mm  ) такі стани абсолютно 

неможливі. 

Аналізуючи квазістаціонарні стани квазічасток при 1  рис.3.6, можна 

провести повну аналогію до спектрів і залежностей часів життя при 0 , де 

єдиною відмінністю є те що енергетичні рівні квазічасток при 1  

знаходяться вище і час життя у відповідних станах менший, при цьому якісна 

залежність однакова рис.3.7.  

Цікавими є стани квазічасток при більших значеннях  . Проаналізуємо 

енергетичні спектри і часи життя в цих станах квазічасток при 7 рис.3.8. 

Видно, що в області, де стани електрона сильно локалізовані (сильно 

тонована ділянка), спектр монотонно спадний і час життя в цих станах 

великий та експоненційно зростає із збільшенням ширини ядра наносистеми. 

В області, де стани електрона слабо локалізовані в шарі-бар’єрі (слабо 
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тонована область), залежність енергетичних рівнів аналогічна, тобто 

монотонно спадають із збільшенням ядра наносистеми, при цьому часи 

життя в цих станах не збільшуються, а зменшуються, оскільки зменшується 

ефективна потенціальна яма. І нарешті в області, де стани електрона є майже 

вільними квазістаціонарними (не тонована область), спостерігається ефект 

розштовхування енергетичних рівнів, оскільки електрон при певних 

параметрах наносистеми локалізується в різних її шарах. Аналіз спектрів і 

часів життя для дірок аналогічний (рис.3.9). 

Загальні висновки такі. У цьому розділі методом матриці розсіювання 

S  виконано дослідження особливостей енергетичного спектру та часу життя 

електрона в станах з довільним значенням  . Головним висновком є те, що 

при скінчених розмірах зовнішнього шару-бар’єру (рис.2.1б,в) спектр 

квазічастинок в області вище потенціального бар’єру перестає бути 

неперервним і набуває дискретного характеру, а стани зі стаціонарних 

перетворюються у квазістаціонарні. В залежності від того на якій відстані від 

центру наносистеми знаходиться шар-бар’єр при 0  потенціальна яма 

може утворюватися як в шарі-ядрі, так і в шарі-бар’єрі або взагалі зникає. 

Цей ефект виникає через велику різницю ефективних мас в різних 

середовищах при достатньо великих  . При цьому квазічастинки можуть 

перебувати в станах трьох різних типів: сильно локалізовані квазістаціонарні 

стани квазічасток типу Брейт-Вігнера (потенціальна яма в шарі-ядрі), майже 

вільні квазістаціонарні стани, (потенціальна яма відсутня), слабо зв’язані 

резонансні квазістаціонарні стани (потенціальна яма в шарі-бар’єрі). 
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Рис.3.6 Залежності енергетичних рівнів і часів життя електрона від розміру ядра 

для різних розмірів шару-бар’єру   при 1 . 
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Рис.3.7 Залежність енергетичних рівнів і часів життя дірки від розміру ядра для 

різних розмірів шару-бар’єру   при 1 . 
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Рис.3.8 Залежності енергетичних рівнів і часів життя електрона від розміру ядра 

для різних розмірів шару-бар’єру   при 7 . 
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Рис. 3.9 Залежності енергетичних рівнів і часів життя дірки від розміру ядра для 

різних розмірів шару-бар’єру   при 7  
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Висновки 

Знайдено загальни й розв’язок рівняння Шредінгера в центрально-

симетричному полі для сферичної квантової точки.  

Досліджено спектр електрона у закритих та відкритих квантових точках. 

Показано залежність висоти енергетичного рівня електрона та дірки від 

ширини квантової ями. 

З допомогою теорії s-матриці та теорії спектра електронів та дірок для 

квантової точки з орбітальним числом l=0, розраховано спектр тих же 

квазічастинок при l≠0. Показано що із збільшенням товщини шару-бар’єру 

енергія електрона (дірки) практично не змінюється на відміні від часу життя. 

Який зростає при збільшенні товщини бар’єру. 

 Крім того показано, що із збільшенням ширини квантової ями 

енергетичні рівні як електрона так і дірки з вищим значенням квантового 

числа «l» втягуються і опускаються на дно квантової ями. 
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Додатки 

Код програми розрахунку спектра електрона та дірки для сферичної 

квантової точки в середовищі Wolfram Research Mathematica 8.0. 
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