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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà îäíîìó ç êëàñè÷íèõ íà-

ïðÿìêiâ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié, à ñàìå, åêñòðåìàëüíèì çàäà÷àì íà

êëàñàõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé. Â ðîçðîáöi äàíî¨ òåìàòèêè ïðèé-

ìàëè ó÷àñòü áàãàòî âiäîìèõ â÷åíèõ: Ì. À. Ëàâðåíòü¹â [52], Þ. �. Àëåíi-

öèí [2], Ã. Ì. Ãîëóçèí [24, 25], Í. À. Ëåáåäåâ [53 � 55], Äæ. Äæåíêiíñ [27,

75, 76], Ï. Ì. Òàìðàçîâ [58 � 61], Ï. Ï. Êóôàðåâ, À. Å. Ôàëåñ [51], Ã. Ï.

Áàõòiíà [19 � 22], Î. Ê. Áàõòií [4 � 12, 70], Â. Í. Äóáèíií [28 � 34], Í. I.

Êîëáiíà [40, 41], Ç. Íåõàði [77], I. À. Àëåêñàíäðîâ [1], Â. À. Àíäð¹¹â [3],

I. Ï. Ìèòþê [56, 57], Ã. Â. Êóçüìiíà [42 � 50], Ñ. I. Ôåäîðîâ [65], �. Ã.

Åìåëüÿíîâ [35 � 37], Ë. Â. Êîâàëåâ [38, 39], Ì. Øèôôåð [79 � 81], Ï. Ë.

Äþðåí [72] i iíøi.

Ïî÷àòîê ðîçâèòêó öi¹¨ òåìàòèêè ïîâ'ÿçóþòü ç ðîáîòîþ 1934 ðîêó Ì.

À. Ëàâðåíòü¹âà [52]. Âií çíàéøîâ ìàêñèìóì i âèçíà÷èâ ðîçìiùåííÿ åêñ-

òðåìàëüíèõ îáëàñòåé ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiø-

íiõ ðàäióñiâ äâîõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé âiäíîñíî ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîì-

ïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Â 1947 ðîöi Ã. Ì. Ãîëóçèí ðîçâ'ÿçàâ àíàëîãi÷íó çàäà÷ó

äëÿ òðüîõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè [24, 25]. Ïiñëÿ öüîãî

öÿ òåìàòèêà ïî÷àëà ñòðiìêî ðîçâèâàòèñÿ. Â çâ'ÿçêó ç öèì ìîæíà ïðèãà-

äàòè ðîáîòè Ï. Ï. Êóôàðåâà, À. Å. Ôàëåñà [51], Í. I. Êîëáiíîé [40, 41],

Þ. �. Àëåíiöèíà [2], Ç. Íåõàði [77], I. À. Àëåêñàíäðîâà [1], Â. À. Àíäð¹¹âà

[3] i iíøèõ. Â öåé ÷àñ Í. À. Ëåáåäåâ [53 � 55] óçàãàëüíþ¹ ìåòîä ïëîù òà

îòðèìó¹ ç äîïîìîãîþ íüîãî áàãàòî íîâèõ öiêàâèõ ðåçóëüòàòiâ.

Â îñòàííi 25 ðîêiâ â öié îáëàñòi ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié íàìiòèâñÿ
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ñåðéîçíèé ïðîðèâ. Òóò ìîæíà çãàäàòè ðåçóëüòàòè Ã. Â. Êóçüìiíî¨ [42 �

50], Ñ. I. Ôåäîðîâà [65], �. Ã. Åìåëüÿíîâà [35 � 37], I. Ï. Ìèòþêà [56, 57],

Î. Ê. Áàõòiíà [4 � 12, 70], Ë. Â. Êîâàëåâà [38, 39] i iíøèõ.

Ó ðîáîòàõ Â. Í. Äóáèíiíà [28 � 32] áóâ ðîçðîáëåíèé íîâèé ìåòîä äî-

ñëiäæåííÿ, à ñàìå, ìåòîä êóñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ. Ç äîïîìî-

ãîþ öüîãî ìåòîäó Â. Í. Äóáèíií ïî÷àâ ðîçâ'ÿçóâàòè åêñòðåìàëüíi çàäà÷i

äëÿ äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi áàãàòîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé, ÿêi âçà¹ìíî íå ïåðåòè-

íàþòüñÿ.

Â öié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî íîâi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i, ÿê ïî ñâî¨é ïîñòà-

íîâöi, òàê i ïî ìåòîäàì äîñëiäæåííÿ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ó
äàíié ðîáîòi âèáðàíèé íàïðÿì äîñëiäæåíü çâ'ÿçàíèé ç íàóêîâèìè ïðîãðà-

ìàìè, ïëàíàìè i òåìàìè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, çîêðåìà

ç òåìîþ äîñëiäæåííÿ � 0102È000917. Òàêîæ, íàïðÿì äîñëiäæåííÿ áóâ

ïiäòðèìàíèé Ìiæíàðîäíèì íàóêîâèì ôîíäîì INTAS, ãðàíò 99-00089.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ ðîçâ'ÿçóâàííÿ åêñòðå-

ìàëüíèõ çàäà÷ íà çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó ôóíêöiîíàëiâ, ÿêi çàëåæàòü

âiä âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ äîâiëüíèõ áàãàòîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî-

÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì ïåâíî¨ ñèìåòði¨.

Îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ¹ ôóíêöiîíàëè, âíóòðiøíi ðàäióñè îáëàñòåé

âiäíîñíî äåÿêèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, åêñòðåìàëüíi îáëàñòi.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìiâ âiäïîâiäíèõ ôóíê-

öiîíàëiâ òà ïîâíà õàðàêòåðèñòèêà åêñòðåìàëüíèõ êîíôiãóðàöié äëÿ öèõ

ôóíêöiîíàëiâ. Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð îñíîâíi çàäà÷i äîñëiäæåííÿ:

1. Äëÿ ôóíêöiîíàëiâ, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ
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âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ÿêi âiëüíî ðóõà-

þòüñÿ ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi, äàòè õàðàêòåðèñòèêó ðîçìi-

ùåííþ åêñòðåìàëüíèõ îáëàñòåé òà òî÷îê.

2. Ðîçâ'ÿçàòè åêñòðåìàëüíi çàäà÷i äëÿ ôóíêöiîíàëiâ, ùî ñêëàäàþòüñÿ

ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçÿòèõ

âiäíîñíî òî÷îê, ÿêi âiëüíî ðóõàþòüñÿ ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi,

à òàêîæ äåÿêî¨ ñèñòåìè ôiêñîâàíèõ òî÷îê.

3. Âèçíà÷èòè ïîâíó õàðàêòåðèñòèêó åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëÿ

ôóíêöiîíàëiâ, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ òðüîõ àáî

÷îòèðüîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëü-

íî ðóõàþòüñÿ ïî îäèíè÷íîìó êîëó.

4. Äëÿ ôóíêöiîíàëiâ, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ÿêi âiëüíî ðóõà-

þòüñÿ ïî äîâiëüíié ïðîìåíåâié ñèñòåìi, äàòè ïîâíó õàðàêòåðèñòèêó ðîç-

ìiùåííþ åêñòðåìàëüíèõ îáëàñòåé òà òî÷îê.

Îñíîâíèìè ìåòîäàìè äîñëiäæåííÿ ¹: ìåòîäè êëàñè÷íîãî àíàëiçó, ìå-

òîäè òåîði¨ ôóíêöié òà êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü, çîêðåìà: ìåòîäè ñè-

ìåòðèçàöi¨, ìåòîä êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöiàëiâ, âàðiàöiéíi ìåòîäè, ìåòîä

êóñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Âñi ðåçóëüòàòè äèñåð-

òàöi¨ ¹ íîâèìè. Ó ðîáîòi îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.

1. Ñôîðìóëüîâàíà òà ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíà äîñèòü çàãàëüíà íîâà åêñòðå-

ìàëüíà çàäà÷à äëÿ ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé iç âiëüíèìè

ïîëþñàìè íà òàê çâàíèõ "ðiâíîìiðíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ òî÷îê". (Òåî-

ðåìà 2.1).
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2. Ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíà äëÿ ðiâíîìiðíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê åêñ-

òðåìàëüíà çàäà÷à òàê çâàíîãî "ìiøàíîãî òèïó", òîáòî äëÿ ÿêî¨ äåÿêà

ñèñòåìà ïîëþñiâ ¹ âiëüíà, à äåÿêà ¹ ôiêñîâàíà. (Òåîðåìè 2.2 � 2.4).

3. Ñôîðìóëüîâàíà òà ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíà íîâà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à

äëÿ ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé iç âiëüíèìè ïîëþñàìè, ùî

ðóõàþòüñÿ ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi ó äåÿêîìó êiëüöi. (Òåîðåìà

3.1).

4. Âèðiøåíà äîñèòü çàãàëüíà àíàëîãi÷íà çàäà÷à äëÿ äîáóòêó âíóòðiø-

íiõ ðàäióñiâ îáëàñòåé, ùî íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êðóãó. (Òåîðåìè 3.2, 3.3).

5. Ðîçãëÿíóòi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ç âiëüíèìè ïîëþñàìè íà îäèíè÷-

íîìó êîëi ó âèïàäêó òðüîõ òà ÷îòèðüîõ ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé. (Òåîðåìè 3.4 � 3.6).

6. Ðîçâ'ÿçàíà äîñèòü çàãàëüíà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à äëÿ ïîïàðíî âçà-

¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé iç âiëüíèìè ïîëþñàìè íà òàê çâàíèõ "äî-

âiëüíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ òî÷îê". (Òåîðåìè 4.1, 4.2).

Òåîðåòè÷íå òà ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.
Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè

ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó òåîði¨ ôóíêöié.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó äîñëiäæåííÿ,

ïîñòàíîâêà çàäà÷ íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó � êàíäèäàòó ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Î. Ê. Áàõòiíó. Ðåçóëüòàòè ñóìiñíèõ ðîáiò [13 � 18,

71], çà âèêëþ÷åííÿì ðåçóëüòàòiâ â ÿêèõ êîíêðåòíî âêàçàíèé ¨õ àâòîð,

îòðèìàíi äèñåðòàíòîì ñóìiñíî ç Î. Ê. Áàõòiíèì, ïðè÷îìó âíåñîê îáîõ

ñïiâàâòîðiâ îäíàêîâèé (öi ðåçóëüòàòè íàâåäåíî ó ðîçäiëi 2, ïiäðîçäiëè 2.2

i 2.3, ðîçäiëi 3, ïiäðîçäiëè 3.5 i 3.6, ðîçäiëi 4, ïiäðîçäië 4.3). Óñi iíøi
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ðåçóëüòàòè ðîáîòè íàëåæàòü îñîáèñòî äèñåðòàíòó.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨

äîïîâiäàëèñÿ:

1. Íà áàãàòüîõ çàñiäàííÿõ ñåìiíàðó âiääiëó êîìïëåêñíîãî àíàëiçó òà

òåîði¨ ïîòåíöiàëó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê ñåìiíà-

ðó � äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Þ. Á. Çåëiíñüêèé);

2. Íà ñåìiíàði âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍÓêðà¨-

íè (êåðiâíèê ñåìiíàðó � ÷ëåí êîðåñïîíäåíò ÍÀÍ Óêðà¨íè Î. I. Ñòåïà-

íåöü);

3. Íà Ëüâiâñüêîìó ìiæâóçiâñüêîìó ñåìiíàði ç òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíê-

öié (Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò, êåðiâíèê ñåìiíàðó � äîêòîð

ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîð À. À. Êîíäðàòþê);

4. International Conference "Complex Analysis and Potential Theory"

(7 � 12 ñåðïíÿ 2001 ð., ì. Êè¨â);

5. Óêðà¨íñüêîìó ìàòåìàòè÷íîìó êîíãðåñi-2001 (ñåêöiÿ � 4, Êîìïëåêñ-

íèé àíàëiç i òåîðiÿ ïîòåíöiàëó, 21 � 23 ñåðïíÿ 2001ð., ì. Êè¨â);

6. International Workshop "Potential Flows and Complex Analysis"

(23 � 29 âåðåñíÿ 2002 ð., ì. Êè¨â);

7. Second International Conference "Mathematical Analysis and Economics"

(1 � 4 êâiòíÿ 2003 ð., ì. Ñóìè);

8. International Workshop "Potential Theory and Free Boundary Flows"

(19 � 27 ñåðïíÿ 2003 ð., ì. Êè¨â);

9. International Workshop "Free Boundary Flows and Related Problems

of Analysis"(25 � 30 âåðåñíÿ 2005 ð., ì. Êè¨â).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi ó ôàõîâèõ
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âèäàííÿõ [16, 18, 63], ó çáiðíèêó íàóêîâèõ ïðàöü Iíñòèòóòó ìàòåìàòè-

êè ÍÀÍ Óêðà¨íè [17], çáiðíèêó íàóêîâèõ ïðàöü ìiæíàðîäíîãî êîíãðåñó

[14], ïðåïðèíòàõ Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè [13, 15] òà ó òåçàõ

ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié [62, 64, 71, 82].

Ñòðóêòóðà òà çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òü-

ñÿ iç âñòóïó, îñíîâíî¨ ÷àñòèíè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, çà-

ãàëüíèõ âèñíîâêiâ òà ñïèñêó öèòîâàíî¨ ëiòåðàòóðè, ùî ìiñòèòü ïåðøîä-

æåðåëà. Çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ � 145 ñòîðiíîê ìàøèíîïèñíîãî òåê-

ñòó, îáñÿã îñíîâíî¨ ÷àñòèíè � 119 ñòîðiíîê ìàøèíîïèñíîãî òåêñòó.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ãëèáîêó ïîäÿêó ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó êàíäè-

äàòó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Î. Ê. Áàõòiíó çà ïîñòiéíó äîïîìîãó i

ñïðèÿííÿ ó íàïèñàííi ðîáîòè.

Íàâåäåìî òåïåð ñèñòåìó íóìåðàöi¨, ÿêà ïðèéíÿòà ó ðîáîòi.

Íîìåð çàäà÷i, òåîðåìè, ëåìè, íàñëiäêó òà ôîðìóëè ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ

÷èñåë � ïåðøå ïîêàçó¹ íîìåð ðîçäiëó, à äðóãå � ïîðÿäêîâèé íîìåð ó

öüîìó ðîçäiëi.

Ïðîâåäåìî òåïåð îãëÿä ðîçìiùåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè ïî

ðîçäiëàì òà ïiäðîçäiëàì.

Ïåðøèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî îãëÿäó ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äà-

íî¨ ðîáîòè.

Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî ðîçâ'ÿçóâàííþ åêñòðåìàëüíèõ

çàäà÷ äëÿ ôóíêöiîíàëiâ, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñÿ ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié

ñèñòåìi ó âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 íàâîäÿòüñÿ îñíîâíi ïîíÿòòÿ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó
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ðîçäiëi 2.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 íàâîäèòüñÿ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïî âèçíà÷åííþ åêñòðå-

ìàëüíèõ îáëàñòåé òà òî÷îê äëÿ ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêó

âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî òî-

÷îê 0,∞, à òàêîæ òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñÿ ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié

ñèñòåìi.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïî îïèñàííþ åêñòðåìàëüíî¨ êîíôi-

ãóðàöi¨ äëÿ ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõà-

þòüñÿ ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi, òî÷îê 0, ∞, à òàêîæ òî÷îê

eiπ
n (2k−1), k = 1, 2, ..., n.

Ó ïiäðîçäiëi 2.4 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïî âèçíà÷åííþ ïîâíî¨

õàðàêòåðèñòèêè åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëÿ ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëà-

äà¹òüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

âçÿòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñÿ ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié

ñèñòåìi, òî÷êè 0 àáî ∞, à òàêîæ òî÷îê eiπ
n (2k−1), k = 1, 2, ..., n.

Ó ïiäðîçäiëi 2.5 ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çàäà÷à ïî îïèñàííþ åêñòðåìàëüíî¨ êîí-

ôiãóðàöi¨ äëÿ ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðà-

äióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî

ðóõàþòüñÿ ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi, à òàêîæ òî÷îê eiπ
n (2k−1),

k = 1, 2, ..., n.

Òðåòié ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî ðîçâ'ÿçóâàííþ åêñòðåìàëüíèõ çà-

äà÷ äëÿ ôóíêöiîíàëiâ, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

îáëàñòåé, âiäíîñíî òî÷îê 0, ∞, à òàêîæ òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñÿ ïî

ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi àáî ¹ ôiêñîâàíèìè. Ïðè÷îìó òî÷êè àáî
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îáëàñòi ïîâ'ÿçàíi óìîâàìè ïåâíî¨ ñèìåòði¨ ç äåÿêèì êîëîì.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 íàâîäÿòüñÿ îñíîâíi ïîíÿòòÿ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó

ðîçäiëi 3.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i ïî îïèñàííþ ïîâíî¨ õàðàêòåðèñòèêè

åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëÿ ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóò-

êó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî

òî÷îê 0, ∞, à òàêîæ òî÷îê, ÿêi íàëåæàòü äåÿêîìó êiëüöþ òà âiëüíî ðó-

õàþòüñÿ ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 ïðèâîäèòüñÿ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïî âèçíà÷åííþ ðîçìi-

ùåííÿ åêñòðåìàëüíèõ îáëàñòåé òà òî÷îê äëÿ ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òü-

ñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ùî íà-

ëåæàòü îäèíè÷íîìó êðóãó, âçÿòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ÿêi âiëüíî ðóõàþòüñÿ

ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi.

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 äàíà ïîâíà õàðàêòåðèñòèêè åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðà-

öi¨ äëÿ ôóíêöiîíàëó, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ ÷î-

òèðüîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî

ðóõàþòüñÿ ïî îäèíè÷íîìó êîëó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.5 ïîâíiñòþ îïèñàíå ðîçìiùåííÿ åêñòðåìàëüíèõ îáëàñòåé

òà òî÷îê äëÿ ôóíêöiîíàëó, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðà-

äióñiâ òðüîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî

âiëüíî ðóõàþòüñÿ ïî îäèíè÷íîìó êîëó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.6 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i ïî âèçíà÷åííþ ïîâíî¨ õàðàêòåðè-

ñòèêè åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëÿ ôóíêöiîíàëó, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç

äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ òðüîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçÿ-

òèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñÿ ïî îäèíè÷íîìó êîëó, à òàêîæ
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çàëåæèòü âiä âiäñòàíåé ìiæ öèìè òî÷êàìè.

×åòâåðòèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî ðîçâ'ÿçóâàííþ åêñòðåìàëüíèõ

çàäà÷ äëÿ ôóíêöiîíàëiâ, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñÿ ïî äîâiëüíié ïðîìåíåâié

ñèñòåìi ó âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Òàêîæ ó öüîìó ðîçäiëi íàâîäÿòüñÿ

ìàêñèìàëüíi çíà÷åííÿ äåÿêèõ ôóíêöiîíàëiâ, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ ó äàíié

ðîáîòi.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 íàâîäÿòüñÿ îñíîâíi ïîíÿòòÿ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó

ðîçäiëi 4.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 ïðèâåäåíi ëåìè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ

ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçäiëó 4.3.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i ïî âèçíà÷åííþ ïîâíî¨ õàðàêòåðèñòè-

êè åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëÿ ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóò-

êó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî

òî÷îê 0,∞, à òàêîæ òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñÿ ïî äîâiëüíié ïðîìåíåâié

ñèñòåìi.

Ó ïiäðîçäiëi 4.4 çíàéäåíî ìàêñèìàëüíi çíà÷åííÿ äåÿêèõ ôóíêöiîíàëiâ,

ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ ÇÀ ÒÅÌÎÞ ÄÈÑÅÐÒÀÖI�

Â öüîìó ðîçäiëi íàâîäèòüñÿ êîðîòêèé iñòîðè÷íèé îãëÿä íàïðÿìó äî-

ñëiäæåííÿ, à òàêîæ ñôîðìóëüîâàíi îñíîâíi êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè, ÿêi ìà-

þòü çàñòîñóâàííÿ ó äèñåðòàöi¨.

1.1. Iñòîðè÷íèé îãëÿä íàïðÿìó äîñëiäæåííÿ

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà êëàñè÷íîìó ðîçäiëó ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié

êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ � åêñòðåìàëüíèì çàäà÷àì íà êëàñàõ âçà¹ìíî íåïå-

ðåòèííèõ îáëàñòåé. Öåé íàïðÿì çàïî÷àòêîâàíî ó ðîáîòi Ì. À. Ëàâðåíòü-

¹âà [52], ÿêèé ó 1934 ðîöi ñôîðìóëþâàâ òà ðîçâ'ÿçàâ ñâî¨ì âàðiàíòîì

âàðiàöiéíî-ïàðàìåòðè÷íîãî ìåòîäó çàäà÷ó ç äâîìà îäíîçâ'ÿçíèìè âçà¹ì-

íî íåïåðåòèííèìè îáëàñòÿìè, ÿêi íàëåæàòü êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Ñôîð-

ìóëþ¹ìî öåé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.1. ([52]). Íåõàé a1 i a2 � äåÿêi ôiêñîâàíi òî÷êè êîìïëåêñ-

íî¨ ïëîùèíè C, Dk, ak ∈ Dk, k = 1, 2 � äîâiëüíi âçà¹ìíî íåïåðåòèííi

îáëàñòi íà C, i ôóíêöi¨ fk (z) , k = 1, 2 ðåãóëÿðíî âiäîáðàæàþòü îäè-

íè÷íèé êðóã {z : |z| < 1} íà îáëàñòi Dk, k = 1, 2 òàê, ùî fk (0) = ak,

k = 1, 2. Òîäi ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

|f ′1 (0)| · |f ′2 (0)| ≤ |a1 − a2|2 .

Ïðè÷îìó äëÿ îáëàñòåé Dk, k = 1, 2, çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi äîñÿ-

ãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáëàñòi D1, D2 îáìåæåíi ïðÿìîþ∣∣∣z−a1

z−a2

∣∣∣ = 1.
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Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ ïîêàçàëè, ùî íåñêëàäíî îòðèìàòè íàñòóïíèé

ðåçóëüòàò, ÿêèé ìè äàëi i áóäåìî íàçèâàòè òåîðåìîþ Ëàâðåíòü¹âà. Öåé

ðåçóëüòàò âçÿòèé ç ðîáîòè [32]. (Íàäàëi ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ ïî-

íÿòòÿì âíóòðiøíüîãî ðàäióñà îáëàñòi B âiäíîñíî òî÷êè a ∈ B, ÿêå ìè

ââîäèìî ó ïiäðîçäiëi 2.1 ðîçäiëó 2).

Òåîðåìà 1.2. Íåõàé a1 i a2 � äåÿêi ôiêñîâàíi òî÷êè êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè C, Dk, ak ∈ Dk, k = 1, 2, � äîâiëüíi âçà¹ìíî íåïåðåòèííi

îáëàñòi íà C. Òîäi ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà íåðiâíiñòü

r (D1, a1) · r (D2, a2) ≤ |a1 − a2|2 . (1.1)

Ïðè÷îìó äëÿ îáëàñòåé Dk, k = 1, 2, ÿêi ìàþòü êëàñè÷íó ôóíêöiþ Ãðiíà

[25, 66], çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (1.1) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè îáëàñòi D1, D2 îáìåæåíi êîëîì
∣∣∣z−a1

z−a2

∣∣∣ = C , äå C � äîâiëüíà

äîäàòíà ñòàëà.

Íàñòóïíèé êðîê â ðîçâèòêó öi¹¨ òåìàòèêè ó 1951 ðîöi çðîáèâ Ã. Ì. Ãî-

ëóçèí. Âií ñóòò¹âî óçàãàëüíèâ çàäà÷ó Ëàâðåíòü¹âà òà çà äîïîìîãîþ ñâîãî

âàðiàöiéíîãî ìåòîäà äàâ ¨¨ ÿêiñíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi îä-

íîçâ'ÿçíèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé i ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ òðüîõ

îäíîçâ'ÿçíèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé. Òóò ìè ïðèâåäåìî òiëüêè

ðåçóëüòàò Ã. Ì. Ãîëóçèíà äëÿ òðüîõ îäíîçâ'ÿçíèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé.

Òåîðåìà 1.3. ([24, 25]). Íåõàé a1, a2, a3 � äåÿêi ôiêñîâàíi òî÷êè

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C, Dk, ak ∈ Dk, k = 1, 2, 3 � äîâiëüíi âçà¹ìíî

íåïåðåòèííi îáëàñòi íà C, i ôóíêöi¨ fk (z), k = 1, 2, 3 ðåãóëÿðíî âiäî-

áðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã {z : |z| < 1} íà îáëàñòi Dk, k = 1, 2, 3 òàê,
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ùî fk (0) = ak, k = 1, 2, 3. Òîäi ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
∣∣∣∣∣

3∏

k=1

f ′k (0)

∣∣∣∣∣ ≤
61

81
√

3
|(f1 (0)− f2 (0)) (f1 (0)− f3 (0)) (f2 (0)− f3 (0))| .

(1.2)

Ïðè÷îìó, ÿêùî òî÷êè ak = a exp
{2πi

3

}
, k = 1, 2, 3, a > 0, òî çíàê ðiâíî-

ñòi â íåðiâíîñòi (1.2) äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöié fk (z) = ak

(
1+z exp{iαk}
1−z exp{iαk}

) 2
3

,

k = 1, 2, 3 i òiëüêè äëÿ íèõ; â iíøîìó âèïàäêó, òîé æå ìàêñèìóì äî-

ñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöié fk (z), k = 1, 2, 3 îäíà ç ÿêèõ îáìåæåíà â êðóçi

|z| < 1.

Ïiñëÿ öüîãî ïî÷àâñÿ ñòðiìêèé ðîçâèòîê öi¹¨ òåìàòèêè. Â çâ'ÿçêó ç öèì

ìîæíà ïðèãàäàòè ðîáîòè òàêèõ â÷åíèõ: Í. À. Ëåáåäåâà [53 � 55], Ï. Ì.

Òàìðàçîâà [58 � 61], Ï. Ï. Êóôàðåâà, À. Å. Ôàëåñà [51], Í. I. Êîëáiíî¨ [40,

41], Äæ. Äæåíêiíñà [27, 75, 76], Þ. �. Àëåíiöèíà [2], I. À. Àëåêñàíäðîâà

[1], Â. À. Àíäð¹¹âà [3] òà iíøèõ. Í. À. Ëåáåäåâ óçàãàëüíþ¹ ìåòîä ïëîù òà

ðîçâ'ÿçó¹ ç äîïîìîãîþ íüîãî âåëèêó êiëüêiñòü íîâèõ öiêàâèõ çàäà÷. Äæ.

Äæåíêiíñ ó ñâî¨é ðîáîòi [27] äîâîäèòü çàãàëüíó òåîðåìó î êîåôiöi¹íòàõ,

ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì äîñèòü çàãàëüíî¨ çàäà÷i äëÿ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îá-

ëàñòåé íà ñêií÷åíèõ ðiìàíîâèõ ïîâåðõíÿõ. Ó 1967 ðîöi Ï. Ì. Òàìðàçîâ

ó ðîáîòi [60] äîïîâíþ¹ öþ òåîðåìó. Âçàãàëi ç çàãàëüíî¨ òåîðåìè î êîå-

ôiöi¹íòàõ ìîæíà îòðèìàòè áiëüøiñòü âiäîìèõ ó òîé ÷àñ ðåçóëüòàòiâ äëÿ

âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé. Àëå âñi öi çàäà÷i âiäíîñèëèñÿ äî êëàñó

çàäà÷ ç ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó.

Â óñiõ âèùå ïåðåðàõîâàíèõ ðîáîòàõ ðåãóëÿðíi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿëè

íîðìóþ÷ié óìîâi: òî÷êà z = 0 ïðè âiäîáðàæåííi öèìè ôóíêöiÿìè ïåðå-

õîäèëà â äåÿêi ðiçíi, àëå ôiêñîâàíi òî÷êè ak, k = 1, n êîìïëåêñíî¨ ïëî-



16

ùèíè. Â 1968 ðîöi Ï. Ì. Òàìðàçîâ ó ñâî¨é ðîáîòi [61] âèñóíóâ iäåþ, ÿêà

ïîëÿãàëà ó òîìó, ùî òî÷êàì ak, k = 1, n ìîæíà íàäàâàòè òåæ äåÿêó "ñâî-

áîäó". Â 1975 ðîöi ó âiäïîâiäíîñòi ç âèùå ñôîðìóëüîâàíîþ iäå¹þ ó ñâî¨é

äèñåðòàöi¨ [21] Ã. Ï. Áàõòiíà âïåðøå ïîñòàâèëà òà ðîçâ'ÿçàëà ðÿä åêñòðå-

ìàëüíèõ çàäà÷ íà êëàñi âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç òàê çâàíèìè

"âiëüíèìè"ïîëþñàìè. Âíàñëiäîê öèõ ðåçóëüòàòiâ òåìàòèêà îòðèìàëà íî-

âèé ïîøòîâõ äëÿ ñâîãî ðîçâèòêó. Òåïåð ñôîðìóëþ¹ìî îäèí ç ðåçóëüòàòiâ

Ã. Ï. Áàõòiíîé, âçÿòèé ç ðîáiò [19, 21].

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ðiçíèõ ñèñòåì {fi}4
i=1 ôóíêöié w = fi (z) , i = 1, 4

ìåðîìîðôíèõ i îäíîëèñòèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi |z| < 1 i, ÿêi âiäîáðàæà-

þòü éîãî íà âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îáëàñòi Di, i = 1, 4, i çàäîâîëüíÿþòü

óìîâàì |fi (0)| = 1, i = 1, 4. Ïîòðiáíî çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó

I
(
{fi}4

i=1

)
=

4∏

k=1

|f ′k (0)| ,

à òàêîæ âèçíà÷èòè åêñòðåìàëüíi ôóíêöi¨ w = f 0
i (z) , i = 1, 4. Ðiøåííÿ

öi¹¨ çàäà÷i äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4. ([19, 21]).Äëÿ ðiçíèõ ñèñòåì {fi}4
i=1 ôóíêöié w = fi (z) ,

i = 1, 4 ìåðîìîðôíèõ i îäíîëèñòèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi |z| < 1 i, ÿêi

âiäîáðàæàþòü éîãî íà âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îáëàñòi Di, i = 1, 4, i çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâàì |fi (0)| = 1, i = 1, 4 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

I
(
{fi}2

i=1

)
=

4∏

k=1

|f ′k (0)| ≤ 1. (1.3)

Ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (1.3) äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ñèñòåì ôóíê-

öié f 0
i (z) , i = 1, 4, ÿêi âiäîáðàæàþòü êðóã |z| < 1 íà ÷îòèðè êâàä-

ðàíòè i ïåðåâîäÿòü òî÷êó z = 0 âiäïîâiäíî â ÷îòèðè òî÷êè ±e±iπ
4 . Ç
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òî÷íiñòþ äî ïîâîðîòó íàâêîëî òî÷êè w = 0 åêñòðåìàëüíà ñèñòåìà

îáëàñòåé-îáðàçiâ ¹äèíà.

Ïiñëÿ öüîãî ó 1978 ðîöi â ðîáîòi [28] Â. Í. Äóáèíií óçàãàëüíèâ îäèí

ðåçóëüòàò Ã. Ï. Áàõòiíîé, ó 1987 ðîöi �. Ã. Åìåëüÿíîâ ðîçâ'ÿçàâ äîñèòü

ñêëàäíó çàäà÷ó ç äâîìà êîëàìè [36], â 1978 ðîöi Â. Í. Äóáèíií ðîçðîáèâ

ñâié ìåòîä êóñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ i ðîçâ'ÿçàâ çà äîïîìîãîþ

íüîãî âåëèêó êiëüêiñòü ðiçíèõ çàäà÷ (äèâ. íàïð. [28 � 32]), Ã. Â. Êóçüìiíà

[42 � 44] òà Ñ. I. Ôåäîðîâ [65] ðîçâ'ÿçàëè ðÿä çàäà÷, I. Ï. Ìèòþê [56, 57]

îòðèìàâ íîâi öiêàâi ðåçóëüòàòè. Ó 90-õ ðîêàõ XX ñòîëiòòÿ ç'ÿâèëàñÿ öiëà

ñåðiÿ ðîáiò (Ã. Â. Êóçüìiíà [45 � 47], Â. Í. Äóáèíií [32, 33], Ã. Ï. Áàõòiíà,

Î. Ê. Áàõòií [5, 6, 22] i iíøi). Âåëèêà êiëüêiñòü ðîáiò ïî öié òåìàòèöi

ç'ÿâèëàñÿ âæå ó XXI ñòîëiòòi (äèâ. íàïð., Ë. Â. Êîâàëåâ [38, 39], Ã. Â.

Êóçüìiíà [48 � 50], �. Ã. Åìåëüÿíîâ [37], Â. Í. Äóáèíií [34], Î. Ê. Áàõòií

[4, 7 � 12, 70] òà iíøi). Îòæå, ç óñüîãî âèùåñêàçàíîãî ìè ìîæåìî çðîáèòè

âèñíîâîê, ùî çàðàç öåé êëàñè÷íèé íàïðÿì ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié

ïåðåæèâà¹ áóðõëèâèé ðîçâèòîê.

1.2. Äåÿêi ôàêòè òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ äèôå-

ðåíöiàëiâ

Â öié îáëàñòi ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåîðiÿ êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåí-

öiàëiâ, ÿêà áóëà ðîçâèíóòà ó ðîáîòi [27]. Òîìó â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè íà-

âåäåìî îñíîâíi ïîíÿòòÿ ç òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöiàëiâ, ÿêi áóäóòü

âèêîðèñòîâóâàòèñÿ ó äèñåðòàöi¨.
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Îçíà÷åííÿ 1.1. ([27]). Íåõàé E � îði¹íòîâíà ðiìàíîâà ïîâåðõíÿ. Ìè áó-

äåìî êàçàòè, ùî íà E âèçíà÷åíî êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë, ÿêùî êîæ-

íîìó ëîêàëüíîìó ïàðàìåòðó z ïîâåðõíi E ïîñòàâëåíî ó âiäïîâiäíiñòü äå-

ÿêó ôóíêöiþ Q (z), ìåðîìîðôíó ó âiäïîâiäíîìó îêîëi i, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

íàñòóïíié óìîâi. ßêùî z∗ � iíøèé ëîêàëüíèé ïàðàìåòð äëÿ E i Q∗ (z∗) �

òàêà æ ôóíêöiÿ äëÿ z∗, ïðè÷îìó îêîëè, âiäïîâiäíi z i z∗ ïåðåòèíàþòüñÿ,

òî â ñïiëüíèõ òî÷êàõ öèõ îêîëiâ

Q∗ (z∗) = Q (z)

(
dz

dz∗

)2

.

Êâàäðàòè÷íi äèôåðåíöiàëè áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì Q (z) dz2. Òî÷êà

P ïîâåðõíi E íàçèâà¹òüñÿ íóëåì àáî ïîëþñîì ïîðÿäêà k äèôåðåíöiàëó

Q (z) dz2, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðó z âîíà çîáðàæó¹òüñÿ

òî÷êîþ, ÿêà âîëîäi¹ âiäïîâiäíîþ âëàñòèâiñòþ âiäíîñíî Q (z) . Ñóêóïíiñòü

íóëiâ òà ïðîñòèõ ïîëþñiâ áóäåìî íàäàëi ïîçíà÷àòè C, à ñóêóïíiñòü ïî-

ëþñiâ äðóãîãî ïîðÿäêó � H.

Â íàøié ðîáîòi ìè áóäåìî ïðàöþâàòè ç êâàäðàòè÷íèìè äèôåðåíöiàëà-

ìè, ÿêi ìàþòü îñîáëèâi òî÷êè, ùî ¹ àáî íóëÿìè, àáî ïðîñòèìè ïîëþñàìè,

àáî ïîëþñàìè äðóãîãî ïîðÿäêó.

Îçíà÷åííÿ 1.2. ([27]). Íåõàé E� îði¹íòîâíà ðiìàíîâà ïîâåðõíÿ. Q (z) dz2

� êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë, çàäàíèé íà E. Ìàêñèìàëüíà ðåãóëÿðíà

êðèâà, íà ÿêié Q (z) dz2 > 0, íàçèâà¹òüñÿ òðà¹êòîði¹þ äèôåðåíöiàëó

Q (z) dz2. Ìàêñèìàëüíà ðåãóëÿðíà êðèâà, íà ÿêié Q (z) dz2 < 0, íàçè-

âà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ òðà¹êòîði¹þ äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2.

Îçíà÷åííÿ 1.3. ([27]). Ìíîæèíà K íà E íàçèâà¹òüñÿ F -ìíîæèíîþ (âiä-

íîñíî Q (z) dz2), ÿêùî âñÿêà òðà¹êòîðiÿ äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2, ÿêà ïå-



19

ðåòèíà¹òüñÿ ç K, ïîâíiñòþ íàëåæèòü K.

Îçíà÷åííÿ 1.4. ([27]). Êðóãîâîþ îáëàñòþ D (âiäíîñíî Q (z) dz2) íàçè-

âà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíà çâ'ÿçíà âiäêðèòà F -ìíîæèíà íà E, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

íàñòóïíèì âëàñòèâîñòÿì:

1) D ìiñòèòü ¹äèíèé ïîäâiéíèé ïîëþñ A äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2;

2) D\A çàïîâíåíà òðà¹êòîðiÿìè äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2, êîæíà ç ÿêèõ

ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ æîðäàíîâó êðèâó, ÿêà âiäîêðåìëþ¹ A âiä ãðàíèöi D.

3) ïðè íàëåæíîìó âèáîði ÷èñòî óÿâíî¨ ñòàëî¨ c ôóíêöiÿ

w = exp

{
c

∫ √
(Q (z))dz

}
,

äîïîâíåíà çíà÷åííÿì íóëü â òî÷öi A, âiäîáðàæà¹ D êîíôîðìíî íà êðóã

|w| < R, ïðè÷îìó A ïåðåõîäèòü â òî÷êó w = 0.

Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð òåîðåìó, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié

êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2 â äåÿêîìó îêîëi íóëÿ àáî ïðîñòîãî

ïîëþñà.

Òåîðåìà 1.5. ([27]). ßêà á íå áóëà òî÷êà P ∈ C ïîðÿäêó µ (ÿêùî P �

íóëü, òî µ > 0 i äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó öüîãî íóëÿ; µ = −1, ÿêùî P � ïðî-

ñòèé ïîëþñ), iñíó¹ îêië N öi¹¨ òî÷êè íà E i ãîìåîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ

N íà êðóã |w| < 1, ïðè ÿêîìó ìàêñèìàëüíà äóãà êîæíî¨ òðà¹êòîði¨

iç N ïåðåõîäèòü ó âiäêðèòó äóãó, íà ÿêié Im w
µ+2

2 ñòàëà. Iñíó¹ µ + 2

òðà¹êòîði¨ ç êiíöÿìè â P i ç ãðàíè÷íèìè äîòè÷íèìè íàïðÿìêàìè, ÿêi

ñêëàäàþòü îäèí ç îäíèì ðiâíi êóòè âåëè÷èíîþ 2π
µ+2 .

Íàñòóïíà òåîðåìà õàðàêòåðèçó¹ ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2 â îêîëi ïîëþñà äðóãîãî ïîðÿäêó.

Òåîðåìà 1.6. ([27]). Íåõàé P ∈ H � ïîëþñ äðóãîãî ïîðÿäêó, i z �
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ëîêàëüíèé ïàðàìåòð, ïðè÷îìó òî÷öi P âiäïîâiäà¹ z = 0.

Íåõàé [Q (z)]−
1
2 ìà¹ (ïðè äåÿêîìó âèáîði âiòêè êîðåíÿ) íàñòóïíèé

ðîçêëàä â îêîëi òî÷êè z = 0:

[Q (z)]−
1
2 = (a + ib) z

{
1 + b1z + b2z

2 + ...
}

,

äå a, b � äiéñíi, à b1, b2, ... � êîìïëåêñíi ñòàëi. Áóäîâà îáðàçiâ òðà¹ê-

òîðié äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2 â ïëîùèíi z âèçíà÷à¹òüñÿ òèì, ÿêèé ç

òðüîõ íàñòóïíèõ âèïàäêiâ ìà¹ ìiñöå.

Âèïàäîê I: a 6= 0, b 6= 0. Äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî α > 0 îáðàç âñÿêî¨

òðà¹êòîði¨, ÿêà ïåðåòèíà¹ êðóã |z| < α, â îäíîìó íàïðÿìi ïðÿìó¹ äî

z = 0, à â iíøîìó � âèõîäèòü ç êðóãà |z| < α. I ìîäóëü, i àðãóìåíò

z çìiíþ¹òüñÿ ìîíîòîííî íà îáðàçi òðà¹êòîði¨ â êðóçi |z| < α. Âñÿêèé

îáðàç òðà¹êòîði¨ çàêðó÷ó¹òüñÿ áiëÿ òî÷êè z = 0 i âåäå ñåáå àñèìïòî-

òè÷íî, ÿê ëîãàðèôìi÷íà ñïèðàëü.

Âèïàäîê II: a 6= 0, b = 0. Äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî α > 0 îáðàç âñÿêî¨

òðà¹êòîði¨, ÿêà ïåðåòèíà¹ êðóã |z| < α, â îäíîìó íàïðÿìi ïðÿìó¹ äî

z = 0, à â iíøîìó � âèõîäèòü ç êðóãà |z| < α. Ìîäóëü z çìiíþ¹òüñÿ ìî-

íîòîííî íà îáðàçi òðà¹êòîði¨ â êðóçi |z| < α. Ðiçíi îáðàçè òðà¹êòîðié

ìàþòü ðiçíi ãðàíè÷íi íàïðÿìêè â òî÷öi z = 0.

Âèïàäîê III: a = 0, b = 0. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ìîæíà çíàéòè òàêå

÷èñëî α (ε) > 0, ùî ïðè 0 < α ≤ α (ε) îáðàç òðà¹êòîði¨, ÿêà ïåðåòè-

íà¹ êîëî |z| = α, ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ æîðäàíîâó êðèâó, ÿêà íàëåæèòü

êðóãîâîìó êiëüöþ

α (1 + ε)−1 < |z| < α (1 + ε) .
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1.3. Îñíîâíi êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèêîðè-

ñòîâóþòüñÿ â ðîáîòi

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè íàâåäåìî ðÿä êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ â ðîáîòi.

Ñïî÷àòêó ñôîðìóëþ¹ìî ðåçóëüòàò Â. Í. Äóáèíiíà 1985 ðîêó äëÿ ôiê-

ñîâàíèõ ïîëþñiâ, ÿêèé ïiäñèëþ¹ êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò Äæ. Äæåíêiíñà

[27].

Òåîðåìà 1.7. ([29, 30]). Íåõàé Q (z) dz2 � äîäàòíié êâàäðàòè÷íèé äè-

ôåðåíöiàë íà G, ðåãóëÿðíèé óñþäè, çà âèêëþ÷åííÿì n ïðîñòèõ ïîëþñiâ

òà m ïîëþñiâ äðóãîãî ïîðÿäêó, b1, b2, ..., bm, â îêîëàõ ÿêèõ â òåðìiíàõ

äåÿêîãî ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà, ÿêèé çîáðàæà¹ bl, l = 1, 2, ..., m ÿê òî÷êó

z = 0, ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä

Q (z) dz2 =
(
−αl

z2 + ...
)

dz2,

αl > 0, l = 1, ..., m (n ≥ 0, m ≥ 1, ìíîæèíà ïðîñòèõ ïîëþñiâ ìî-

æå áóòè ïîðîæíÿ). Äëÿ n = 0, m = 2 i G = C îäíî÷àñíî íåõàé G1 i

G2 � äîâiëüíi îáëàñòi îáìåæåíi îäíîþ i òîþ æ òðà¹êòîði¹þ êâàäðà-

òè÷íîãî äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2. Â iíøèõ âèïàäêàõ íåõàé G ¹ âíóòðiø-

íiì çàìèêàííÿì êðóãîâèõ îáëàñòåé G1, G2, ..., Gm, âiäïîâiäíèõ ïîëþñàì

b1, b2, ..., bm. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ îáëàñòåé D1, D2, ..., Dm, bl ∈ Dl ⊂ G,

l = 1, 2, ..., m, îá'¹äíàííÿ ÿêèõ ìiñòèòü íå áiëüøå, íiæ ñêií÷åíå ÷èñ-

ëî çàìèêàíü îðòîãîíàëüíèõ òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó
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Q (z) dz2, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
m∏

k=1

rαl (Dl, al) ≤
m∏

k=1

rαl (Gl, al) . (1.4)

ßêùî, äîäàòêîâî, îáëàñòi Dl, l = 1, ..., m ìàþòü êëàñè÷íi ôóíêöi¨ Ãði-

íà, òî ðiâíiñòü â (1.4) äîñÿãà¹òüñÿ òiëüêè ó òîìó âèïàäêó, êîëè ëiíi¨

ðiâíÿ öèõ ôóíêöié ñêëàäàþòüñÿ iç çàìèêàíü òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2. Çîêðåìà, äëÿ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé D1, ..., Dm

çíàê ðiâíîñòi ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Dl = Gl, l = 1, ..., m.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò Â. Í. Äóáèíiíà îòðèìàíèé ó 1978 ðîöi äëÿ âiëü-

íèõ ïîëþñiâ íà îäèíè÷íîìó êîëi, ñóòò¹âî óçàãàëüíþ¹ âiäîìèé ðåçóëüòàò

Ã. Ï. Áàõòiíî¨ [19, 21].

Íåõàé ak, k = 1, 2, ..., n (n ≥ 3) äîâiëüíi ðiçíi òî÷êè, ÿêi íàëåæàòü

îäèíè÷íîìó êîëó |z |= 1, à Dk, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 1, ..., n � äîâiëüíi

ïîïàðíî íåïåðåòèííi îáëàñòi. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë
m∏

k=1

r (Dk, ak) .

Íåîáõiäíî çíàéòè éîãî ìàêñèìóì i âèçíà÷èòè åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðà-

öiþ. Âiäïîâiäü íà öi ïèòàííÿ äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.8. ([28 � 32]). Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê ak, k = 1, 2, ..., n

(n ≥ 3) , ÿêi íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó |z |= 1, i äîâiëüíèõ ïîïàðíî

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Dk, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 1, ..., n, ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü
m∏

k=1

r (Dk, ak) ≤
(

4

n

)n

. (1.5)

ßêùî, äîäàòêîâî, îáëàñòi Dk, k = 1, ..., n, ìàþòü êëàñè÷íi ôóíêöi¨ Ãði-

íà, òî ðiâíiñòü â (1.5) äîñÿãà¹òüñÿ ó òîìó i òiëüêè ó òîìó âèïàäêó, êî-
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ëè ak = exp
(
i
(
θ + 2πk

n

))
, Dk =

{
z :

∣∣arg z − θ − 2πk
n

∣∣ < π
n

}
, k = 1, ..., n,

äå θ � äîâiëüíà äiéñíà ñòàëà.

Òåïåð ñôîðìóëþ¹ìî ðåçóëüòàòè Â. Í. Äóáèíiíà 1988 ðîêó, ÿêi âiäðiç-

íÿ¹òüñÿ âiä ïîïåðåäíüîãî òèì, ùî êðiì n âiëüíèõ òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà

äîäàòêîâî ðîçãëÿäàþòüñÿ ùå äâi ôiêñîâàíi òî÷êè z = 0, z = ∞. Òîáòî,

äëÿ ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê a0 := 0, ak, an+1 := ∞, k = 1, 2, ..., n (n ≥ 2), äå

ðiçíi òî÷êè ak, k = 1, 2, ..., n íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó |z |= 1, i ñèñòå-

ìè ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Dk, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 0, 1, ..., n, n+1,

ïîòðiáíî çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó

(r (D0, a0) · r (Dn+1, an+1))
β ·

m∏

k=1

r (Dk, ak) ,

à òàêîæ âèçíà÷èòè åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ. Öÿ çàäà÷à òàêîæ áåðå

ïî÷àòîê ó ðîáîòi Ã. Ï. Áàõòiíî¨ [21]. Â öüîìó âèïàäêó ñïðàâåäëèâèé íà-

ñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé áåçïîñåðåäíüî ó éîãî ðîáîòàõ íå ñôîðìóëüîâà-

íèé, àëå ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì äîâåäåííÿ òåîðåìè, ÿêà ðîçâ'ÿçó¹ âèùå

ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó äëÿ β = 1
2 , ïðèâåäåíó ó ðîáîòàõ [28 � 32].

Òåîðåìà 1.9. Äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî 0 ≤ β ≤ 1
2 , i äîâiëüíèõ ðiçíèõ

òî÷îê ak, k = 1, 2, ..., n (n ≥ 2) , ÿêi íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó |z |= 1

òà ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Dk, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 0, 1, ..., n + 1

(a0 = 0, an+1 = ∞) , ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(r (D0, a0) · r (Dn+1, an+1))
β ·

m∏

k=1

r (Dk, ak) ≤

≤ (
r
(
D0

0, 0
) · r (

D0
n+1,∞

))β ·
m∏

k=1

r
(
D0

k, a
0
k

)
, (1.6)

äå îáëàñòi D0
k, k = 0, 1, ..., n, n + 1 i òî÷êè a0

k k = 1, ..., n, ¹ âiäïîâiäíî
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êðóãîâèìè îáëàñòÿìè i ïîëþñàìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(z)dz2 = −
(αz)2n + (αz)n

(
n2

β − 2
)

+ 1

z2 ((αz)n − 1)
2 dz2,

äå α � äîâiëüíà ñòàëà, |α| = 1. ßêùî, äîäàòêîâî, îáëàñòi Dk, k =

= 0, 1, ..., n, n + 1, ìàþòü êëàñè÷íi ôóíêöi¨ Ãðiíà, òî ðiâíiñòü â (1.6)

äîñÿãà¹òüñÿ ó òîìó i òiëüêè ó òîìó âèïàäêó, êîëè îáëàñòi Dk = D0
k,

k = 0, 1, ..., n, n + 1, i òî÷êè ak = a0
k, k = 1, ..., n.

Âiäìiòèìî, ùî âïåðøå â öié ðîáîòi â òåîðåìi 4.1 ïiäðîçäiëó 4.3 îòðè-

ìàíå ñóòò¹âå ïiäñèëåííÿ êëàñè÷íî¨ òåîðåìè 1.9.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðåçóëüòàò, ÿêèé äà¹ ïîâíó õàðàêòåðèñòèêó åêñòðå-

ìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëÿ ôóíêöiîíàëó

Jα,β =
rα (B1, a1) · rβ (B2, a2) · rα (B3, a3) · rβ (B4, a4)

|a1 − a3|2α · |a2 − a4|2β
, (1.7)

ÿêèé ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî äîâiëüíîãî êîíôîðìíîãî àâòîìîðôiçìó êîì-

ïëåêñíîãî ïëîùèíè äëÿ ÷îòèðüîõ âiëüíèõ ïîëþñiâ ak, k = 1, 4, ùî íàëå-

æàòü îäèíè÷íîìó êîëó |w| = 1. Öåé ðåçóëüòàò îòðèìàíèé ó 2001 ðîöi

Î. Ê. Áàõòiíèì. Äëÿ öüîãî ðåçóëüòàòó ïîòðiáíî ïîíÿòòÿ ëîãàðèôìi÷íî¨

¹ìíîñòi ìíîæèíè � cap e, ÿêå ìîæíà âçÿòè iç ðîáîòè [32].

Òåîðåìà 1.10. ([4, 8, 9]). Íåõàé a1, a2, a3, a4 äîâiëüíi ðiçíi òî÷êè

îäèíè÷íîãî êîëà òàêi, ùî

0 = arg a1 < arg a2 < arg a3 < arg a4 < 2π.

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè áàãàòîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé B1, B2, B3, B4 òà-

êî¨, ùî

Bk

⋂
Bm = ø, k 6= m, k, m = 1, 4,
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ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, 4,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
rα (B1, a1) · rβ (B2, a2) · rα (B3, a3) · rβ (B4, a4)

|a1 − a3|2α · |a2 − a4|2β
≤

≤ rα
(
B0

1 , a
0
1
) · rβ

(
B0

2 , a
0
2
) · rα

(
B0

3 , a
0
3
) · rβ

(
B0

4 , a
0
4
)

|a0
1 − a0

3|2α · |a0
2 − a0

4|2β
, (1.8)

äå a0
1 = 1, a0

2 = i, a0
3 = −1, a0

4 = −i, à îáëàñòi B0
k, k = 1, 4 ¹ êðóãîâèìè

îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 =
(β − α) w4 − 2 (β + α) w2 + (β − α)

(w4 − 1)2 dw2. (1.9)

Ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (1.8), ç òî÷íiñòþ äî ïîâîðîòó

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè ak = ik+3, Bk = B0
k \ ek, äå cap ek = 0, ak∈ek, k = 1, 4.

Ñëiä âiäìiòèòè, ùî ðåçóëüòàò òåîðåìè 1.10, ç ïåðøîãî ïîãëÿäó, äîñèòü

áëèçüêèé äî ðåçóëüòàòiâ Ã. Â. Êóçüìiíî¨ [48 � 50] òà �. Ã. Åìåëüÿíîâà [37],

àëå íà ñàìîìó äiëi, âií ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä öèõ ðåçóëüòàòiâ òèì, ùî

ôóíêöiîíàë (1.7) íå ¹ êîìïàêòíèì íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi, à äî-

ñÿãà¹ êîìïàêòíîñòi íà îäèíè÷íîìó êîëi çà ðàõóíîê ââåäåíîãî ïîðÿäêó

òî÷îê ak, k = 1, 4, òîäi ÿê ó çãàäàíèõ âèùå ðîáîòàõ [38], [49 � 51] ðîçãëÿ-

äàþòüñÿ ôóíêöiîíàëè êîìïàêòíi íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi. (Òóò ìè

ïîíÿòòÿ êîìïàêòíîñòi ôóíêöiîíàëó íà ìíîæèíi M ðîçóìi¹ìî íàñòóïíèì

÷èíîì: åêñòðåìàëüíi êîíôiãóðàöi¨ ôóíêöiîíàëó iñíóþòü i ¹ íåâèðîäæåíè-

ìè, òîáòî æîäíà åêñòðåìàëüíà îáëàñòü íå ñòÿãó¹òüñÿ â òî÷êó, ïðè óìîâi,

ùî ïîëþñè íàëåæàòü ìíîæèíi M).

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò îòðèìàíèé äëÿ äâîõ âiëüíèõ ïîëþñiâ, ÿêi íàëå-

æàòü äâîì áàãàòîçâ'ÿçíèì îáëàñòÿì, ùî ìiñòÿòüñÿ â îäèíè÷íîìó êðóçi.



26

Âií áåçïîñåðåäíüî ñëiäó¹ ç òåîðåìè 1.7 òà âiäïîâiäíîãî ðåçóëüòàòó ðîáîòè

[44] äëÿ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé.

Òåîðåìà 1.11. Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê a1, a2, i äîâiëüíèõ ïîïàð-

íî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Dk, ak ∈ Dk ⊂ U := {w : |w| ≤ 1} , k = 1, 2,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

r (D1, a1) · r (D2, a2)

|a1 − a2|2
≤ r

(
D0

1, a
0
1
) · r (

D0
2, a

0
2
)

|a0
1 − a0

2|2
,

äå a0
k = (−1)k+1 · (√2− 1

)
, à B0

k, k = 1, 2 � êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷-

íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(ζ)dζ2 = −
(
ζ2 + 1

)2

(
ζ2 − (√

2− 1
)2

)2 (
1− ζ2

(√
2− 1

)2
)2dζ2.

1.4. Ìåòîä êóñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåí-

íÿ

Ìåòîä êóñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ ìåòî-

äiâ äîñëiäæåííÿ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi. Âií áóâ

ðîçðîáëåíèé Â. Í. Äóáèíiíèì ó ðîáîòàõ [28 � 32]. Ìè ó öié ðîáîòi áó-

äåìî âèêîðèñòîâóâàòè òiëüêè ÷àñòêîâi âèïàäêè öüîãî äîñèòü çàãàëüíîãî

ìåòîäó. Ïåðåéäåìî äî îïèñàííÿ öèõ âèïàäêiâ.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó n + 2 ðiçíèõ òî÷îê ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëî-

ùèíè 0, b1, b2, ..., bn,∞ òàêèõ, ùî

0 = arg b1 < arg b2 < ... < arg bn < 2π.
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Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

bn+1 := b1, b0 := bn, σk :=
1

π
(arg bk+1 − arg bk) , k = 1, n− 1,

σn := σ0 :=
1

π
(2π − arg bn) , σn+1 := σ1.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî
n∑

k=1
σk = 2. Íåõàé

Mk := {z : arg bk < arg z < arg bk+1} , k = 1, 2, ..., n,

M0 := Mn, Mn+1 := M1.

Òîäi ñiìåéñòâî ôóíêöié

ζk (z) = −i
(
e−i arg bkw

) 1
σk , k = 1, 2, ..., n, ζ0 := ζn, ζn+1 := ζ1

êîíôîðìíî i îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ îáëàñòi Mk, k = 1, 2, ..., n íà ïðàâó

ïiâïëîùèíó Re ζ > 0 òàêèì ÷èíîì, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi àñèìïòî-

òè÷íi ðiâíîñòi:

|ζk (z)− ζk (bm)| ∼ 1

σk
|bm|

1
σk
−1 |z − bm| , z ∈ Mk, z → bm,

k = 1, 2, ..., n, m = k, k + 1;

|ζk (z)| = |z| 1
σk , z ∈ Mk z → 0, z →∞.

Íåõàé {Dk}n+1
k=0 � ñiìåéñòâî òàêèõ îáëàñòåé, ùî

0 ∈ D0 ⊂ C, bk ∈ Dk ⊂ C, k = 1, n, ∞ ∈ Dn+1 ⊂ C.

Dk

⋂
Dm = ø, k 6= m, k, m = 0, 1, ..., n, n + 1

Òîäi ïîçíà÷èìî ÷åðåç G
(1)
k , k = 1, n îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè

ìíîæèíè ζk (Dk

⋂
Mk), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ζk (bk) , k = 1, n ç ¨¨ âiäî-

áðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ âiñi, à ÷åðåç G
(2)
k−1, k = 1, n, G

(2)
0 := G

(2)
n
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îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè ζk−1 (Dk

⋂
Mk−1), ÿêà ìiñòèòü

òî÷êó ζk−1 (bk) , k = 1, n ç ¨¨ âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ âiñi. Ñiìåé-

ñòâî äâîõ ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî óÿâíî¨ âiñi îáëàñòåé
{

G
(1)
k , G

(2)
k−1

}
íàçâå-

ìî ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi Dk âiäíîñíî ñiìåéñòâà

äâîõ ôóíêöié {ζk, ζk−1} , k = 1, n.

Àíàëîãi÷íî íàçâåìî ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi

D0 âiäíîñíî ñiìåéñòâà ôóíêöié {ζk}n
k=1, ñiìåéñòâî ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñ-

íî óÿâíî¨ âiñi îáëàñòåé G
(0)
k , k = 1, n, ÿêi îòðèìàíi îá'¹äíàííÿì çâ'ÿçíî¨

êîìïîíåíòè ìíîæèíè ζk (D0
⋂

Mk), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó 0, k = 1, n ç ¨¨

âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ âiñi; à ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâî-

ðåííÿ îáëàñòi Dn+1 âiäíîñíî ñiìåéñòâà ôóíêöié {ζk}n
k=1, ñiìåéñòâî ñè-

ìåòðè÷íèõ âiäíîñíî óÿâíî¨ âiñi îáëàñòåé G
(∞)
k , k = 1, n, ÿêi îòðèìàíi

îá'¹äíàííÿì çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè ζk (Dn+1
⋂

Mk), ÿêà ìiñòèòü

òî÷êó ∞, k = 1, n ç ¨¨ âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ âiñi.

Î÷åâèäíî, ùî ñèñòåìà îáëàñòåé
{

G
(0)
k , G

(1)
k , G

(2)
k , G

(∞)
k

}
¹ ñèñòåìîþ ïî-

ïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé.

Â öüîìó âèïàäêó, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.12. Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi íåðiâíîñòi

r (Dk, bk) ≤

r

(
G

(1)
k , ζk (bk)

)

1
σk
· |bk|

1
σk
−1

·
r
(
G

(2)
k−1, ζk−1 (bk)

)

1
σk−1

· |bk|
1

σk−1
−1




1
2

∀k = 1, 2, ..., n,

(1.10)

r (D0, 0) ≤
n∏

k=1

[
r
(
G

(0)
k , 0

)]σ2
k
2

, (1.11)

r (Dn+1,∞) ≤
n∏

k=1

[
r
(
G

(∞)
k ,∞

)]σ2
k
2

. (1.12)
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Ïðè÷îìó, ÿêùî äëÿ îáëàñòåé Dk, k = 0, n + 1 iñíóþòü êëàñè÷íi ôóíêöi¨

Ãðiíà, òî â íåðiâíîñòÿõ (1.10) äîñÿãà¹òüñÿ çíàê ðiâíîñòi òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè îáëàñòi Dk, k = 1, n âiäïîâiäíî ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ïðÿìèõ

z = ρ · exp
{
i · 2π

n (k − 1)
}

, ρ > 0, k = 1, n; à â íåðiâíîñòÿõ (1.11) i

(1.12) âiäïîâiäíî òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáëàñòi D0 i Dn+1 ñèìåòðè÷íi

âiäíîñíî ñiìåéñòâà ïðÿìèõ z = ρ · exp
{
i · 2π

n (k − 1)
}

, ρ > 0, k = 1, n.

Â äåÿêèõ âèïàäêàõ, çàìiñòü ïiâïëîùèíè Re ζ > 0 ìè áóäåìî ðîçãëÿ-

äàòè êðóã îäèíè÷íîãî ðàäióñà. Òîìó çàðàç ðîçãëÿíåìî ìåòîä êóñî÷íî-

ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ Â. Í. Äóáèíiíà äëÿ öüîãî âèïàäêó.

Â çâ'ÿçêó ç âèùåñêàçàíèì, ðîçãëÿíåìî ñiìåéñòâî ôóíêöié

ξk (z) , k = 1, n, ξ0 (z) := ξn (z) ,

ÿêå êîíôîðìíî i îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ îáëàñòi Mk, k = 1, 2, ..., n íà âíóò-

ðiøíþ ÷àñòèíó îäèíè÷íîãî êðóãà U := {ξ : |ξ| < 1} òàêèì ÷èíîì, ùî

âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi:

|ξk (z)− ξk (bm)| ∼ βm · |z − bm| , z ∈ Mk, z → bm,

k = 1, 2, ..., n, m = k, k + 1;

|ξk (z)− ξk (0)| ∼ β0 · |z|
1

σk , z ∈ Mk, z → 0,

|ξk (z)− ξk (∞)| ∼ β∞ · |z|−
1

σk , z ∈ Mk, z →∞,

äå βm, k = 1, n, β0, β∞ � äåÿêi äîäàòíi ÷èñëà i βn+1 := β1.

Íåõàé ñiìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Dk}n+1
k=0 òàêå æ ÿê i

ðàíiøå.
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Òîäi ïîçíà÷èìî ÷åðåç G
(2)
k , k = 1, n îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåí-

òè ìíîæèíè ξk (Dk

⋂
Mk), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ξk (bk) , k = 1, n ç ¨¨ ií-

âåðñi¹þ âiäíîñíî êîëà |ξ| = 1, à ÷åðåç G
(4)
k−1, k = 1, n, G

(4)
0 := G

(4)
n

îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè ξk−1 (Dk

⋂
Mk−1), ÿêà ìiñòèòü

òî÷êó ξk−1 (bk) , k = 1, n ç ¨¨ iíâåðñi¹þ âiäíîñíî êîëà |ξ| = 1. Ñiìåéñòâî

äâîõ ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî êîëà |ξ| = 1 îáëàñòåé
{

G
(2)
k , G

(4)
k−1

}
íàçâåìî

ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi Dk âiäíîñíî ñiìåéñòâà

äâîõ ôóíêöié {ζk, ζk−1} , k = 1, n.

Àíàëîãi÷íî, íàçâåìî ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi

D0 âiäíîñíî ñiìåéñòâà ôóíêöié {ξk}n
k=1, ñiìåéñòâî ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî

êîëà |ξ| = 1 îáëàñòåé G
(1)
k , k = 1, n, ÿêi îòðèìàíi îá'¹äíàííÿì çâ'ÿçíî¨

êîìïîíåíòè ìíîæèíè ξk (D0
⋂

Mk), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ξk (0) , k = 1, n ç ¨¨

iíâåðñi¹þ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà |ξ| = 1; à ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî

ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi Dn+1 âiäíîñíî ñiìåéñòâà ôóíêöié {ξk}n
k=1 , ñiìåé-

ñòâî ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà |ξ| = 1 îáëàñòåé G
(3)
k , k =

= 1, n, ÿêi îòðèìàíi îá'¹äíàííÿì çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè

ξk (Dn+1
⋂

Mk), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ξk (∞) , k = 1, n ç ¨¨ iíâåðñi¹þ âiäíîñíî

êîëà |ξ| = 1.

ßñíî, ùî ñèñòåìà îáëàñòåé
{

G
(1)
k , G

(2)
k , G

(3)
k , G

(4)
k

}
¹ ñèñòåìîþ ïîïàð-

íî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé. Â öüîìó âèïàäêó ¹ ñïðàâåäëèâèì íàñòóïíèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.13. Ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

r (Dk, bk) ≤

[
r
(
G

(2)
k , ξk (bk)

)
· r

(
G

(4)
k−1, ξk−1 (bk)

)] 1
2

βk
∀k = 1, 2, ..., n,

(1.13)
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r (D0, 0) ≤
n∏

k=1


r

(
G

(1)
k , ξk (0)

)

β0




σ2
k
2

, (1.14)

r (Dn+1,∞) ≤
n∏

k=1


r

(
G

(3)
k , ξk (∞)

)

β∞




σ2
k
2

. (1.15)

Ïðè÷îìó, ÿêùî äëÿ îáëàñòåé Dk, k = 1, n iñíóþòü êëàñè÷íi ôóíêöi¨

Ãðiíà, òî â íåðiâíîñòÿõ (1.13) äîñÿãà¹òüñÿ çíàê ðiâíîñòi òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè îáëàñòi Dk, k = 1, n âiäïîâiäíî ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ïðÿìèõ

z = ρ · exp
{
i · 2π

n (k − 1)
}

, ρ > 0, k = 1, n; à â íåðiâíîñòÿõ (1.14) i

(1.15) âiäïîâiäíî òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáëàñòi D0 i Dn+1 ñèìåòðè÷íi

âiäíîñíî ñiìåéñòâà ïðÿìèõ z = ρ · exp
{
i · 2π

n (k − 1)
}

, ρ > 0, k = 1, n.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

Îòæå, ó äàíîìó ðîçäiëi íàâåäåíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.

1. Äâi ôîðìè òåîðåìè Ëàâðåíòü¹âà, ÿêà âèçíà÷à¹ ïîâíó åêñòðåìàëü-

íó êîíôiãóðàöiþ ôóíêöiîíàëó, ùî äîðiâíþ¹ äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

äâîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê, ÿêi íàëåæàòü êîì-

ïëåêñíié ïëîùèíi.

2. Òåîðåìà Ãîëóçèíà, ÿêà âèçíà÷à¹ ïîâíó åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ

ôóíêöiîíàëó, ùî äîðiâíþ¹ äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ òðüîõ âçà¹ìíî

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê, ÿêi íàëåæàòü êîìïëåêñíié ïëî-

ùèíi.

3. Òåîðåìà Áàõòiíî¨, ÿêà âèçíà÷à¹ ïîâíó åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ

ôóíêöiîíàëó, ùî äîðiâíþ¹ äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ äâîõ âçà¹ìíî
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íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êðóãó, âiäíîñíî äâîõ

òî÷îê.

4. Äâi òåîðåìè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ëîêàëüíó ñòðóêòóðó òðà¹êòîðié

êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó.

5. Òåîðåìà Äóáèíiíà äëÿ ôiêñîâàíèõ ïîëþñiâ, ùî íàëåæàòü êîìïëåêñ-

íié ïëîùèíi.

6. Òåîðåìà Äóáèíiíà, ÿêà âèçíà÷à¹ ïîâíó åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ

ôóíêöiîíàëó, ùî äîðiâíþ¹ äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n âçà¹ìíî íåïå-

ðåòèííèõ îáëàñòåé, âiäíîñíî n òî÷îê, ÿêi íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó.

7. Òåîðåìà Äóáèíiíà, ÿêà âèçíà÷à¹ ïîâíó åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ

ôóíêöiîíàëó, ùî çàëåæàòü âiä äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n+2 âçà¹ìíî

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, âiäíîñíî n òî÷îê, ÿêi íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó

òà òî÷îê 0 i ∞.

8. Òåîðåìà Áàõòiíà, ÿêà âèçíà÷à¹ ïîâíó åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ ií-

âàðiàíòíîãî âiäíîñíî äîâiëüíîãî êîíôîðìíîãî àâòîìîðôiçìó êîìïëåêñ-

íî¨ ïëîùèíè ôóíêöiîíàëó äëÿ ÷îòèðüîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé,

ùî ìiñòÿòü ÷îòèðè òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà.

9. Òåîðåìó, ÿêà âèçíà÷à¹ ïîâíó åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ iíâàðiàíò-

íîãî âiäíîñíî äîâiëüíîãî êîíôîðìíîãî àâòîìîðôiçìó êîìïëåêñíî¨ ïëî-

ùèíè ôóíêöiîíàëó äëÿ äâîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ùî íàëå-

æàòü îäèíè÷íîìó êðóãó i ìiñòÿòü äâi òî÷êè.

10. Îïèñàíi ÷àñòèííi âèïàäêè ìåòîäó êóñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâî-

ðåííÿ Â. Í. Äóáèíiíà íåîáõiäíi äëÿ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.
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ÐÎÇÄIË 2

ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍI ÇÀÄÀ×I ÄËß ÐIÂÍÎÌIÐÍÈÕ
ÑÈÑÒÅÌ ÒÎ×ÎÊ

Ñêîðiøå çà âñå, âïåðøå çàäà÷i ç âiëüíèìè ïîëþñàìè íà ïðîìåíÿõ ç'ÿâèëèñÿ

â ðîáîòi [33]. Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ðÿä åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ íà

êëàñi âçà¹ìíî íåïåðåòèííî¨ ñèñòåìè îáëàñòåé ç âiëüíèìè ïîëþñàìè, ÿêi

ðîçìiùåííi íà ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi. Òàêîæ, ðîçãëÿäàþòüñÿ

òàê çâàíi êîìáiíîâàíi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i â ÿêèõ äåÿêi ïîëþñè ¹ ôiê-

ñîâàíèìè, à äåÿêi � âiëüíèìè. Âïåðøå ïîäiáíi çàäà÷i çóñòði÷àþòüñÿ ó

ðîáîòàõ [19 � 21].

2.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ ðîçäiëó 2

Öåé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ íà ðiâíî-

ìiðíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ òî÷îê. Âïåðøå åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ç âiëüíè-

ìè ïîëþñàìè íà îäèíè÷íîìó êîëi ç'ÿâèëèñÿ â ðîáîòàõ [19, 21]. Çà îñòàííi

20 ðîêiâ öÿ òåìàòèêà ïðèâåðíóëà óâàãó áàãàòüîõ ôàõiâöiâ ãåîìåòðè÷íî¨

òåîði¨ ôóíêöié: Â. Í. Äóáèíiíà [28 � 34], �. Ã. �ìåëüÿíîâà [35 � 37], Ã. Â.

Êóçüìiíî¨ [42 � 50], à òàêîæ, Ë. Â. Êîâàëüîâà [38, 39] i iíøèõ. Â ïðàöÿõ

âèùåâêàçàíèõ àâòîðiâ âiëüíi ïîëþñè åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ çíàõîäèëèñü

íà êîëàõ. Â îñòàííié ÷àñ Î. Ê. Áàõòií îòðèìàâ ðÿä ðåçóëüòàòiâ (íàïðè-

êëàä, â ðîáîòi [10]), ÿêi ïiäñèëþþòü äåÿêi âèùåçãàäàíi ðåçóëüòàòè Â. Í.

Äóáèíiíà, �. Ã. �ìåëüÿíîâà, â òîìó ðîçóìiííi, ùî âiëüíi ïîëþñè âiäïî-

âiäíèõ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ¹ ñèñòåìàìè òî÷îê áiëüø çàãàëüíîãî âèäó. Â
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ïîäàëüøîìó, òàêi ñèñòåìè òî÷îê îòðèìàëè íàçâó ïðîìåíåâèõ. Âèðiøàëü-

íó ðîëü ó öèõ äîñëiäæåííÿõ çiãðàâ ìåòîä ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ Â.

Í. Äóáèíiíà, ÿêèé âií ââiâ ó ðîáîòàõ [28 � 32]. Âèÿâèëîñÿ, ùî ìîæíà

ñôîðìóëþâàòè äîñèòü öiêàâi çàäà÷i íàâiòü ó òîìó âèïàäêè, êîëè ñèñòå-

ìà òî÷îê ìà¹ äåÿêó âëàñòèâiñòü ðiâíîìiðíîñòi. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî

ïiäðîçäiëó ñôîðìóëüîâàíi â òåîðåìàõ 2.1 òà 2.2. Äëÿ òîãî, ùîá ñôîðìó-

ëþâàòè öi ðåçóëüòàòè ââåäåìî äåÿêi îçíà÷åííÿ.

Íåõàé N, R, C � ñèñòåìè íàòóðàëüíèõ, äiéñíèõ òà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

âiäïîâiäíî. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó îáëàñòü B ⊂ C äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ôóíêöiÿ

Ãðiíà [25, 66]. Ïðèâåäåìî ïîíÿòòÿ, ÿêå áóäå îäíèì iç îñíîâíèõ ïîíÿòü ðî-

áîòè � âíóòðiøíüîãî ðàäióñà îáëàñòi B âiäíîñíî ôiêñîâàíî¨ òî÷êè a ∈ B,

ÿêå âçÿòå íàìè iç ðîáiò [28 � 32] i âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä êëàñè÷íîãî îçíà÷åí-

íÿ (äèâèñü, íàïðèêëàä [66]). Ïîçíà÷èìî ôóíêöiþ Ãðiíà äëÿ îáëàñòi B

ç ïîëþñîì â òî÷öi a ÷åðåç gB (w, a) . Òîäi äëÿ ñêií÷åíî¨ òî÷êè a ∈ B

ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà

gB (w, a) = − log |w − a|+ ι + o (1) , w → a,

äå ι � ñòàëà Ðîáåíà îáëàñòi B. ßêùî æ a = ∞, òî ñïðàâåäëèâà òàêà

ôîðìóëà

gB (w,∞) = log |w|+ ι + o (1) , w →∞.

Îçíà÷åííÿ 2.1. ([28 � 32]). Âåëè÷èíó exp ι áóäåìî íàçèâàòè âíóòðiøíiì

ðàäióñîì îáëàñòi B âiäíîñíî òî÷êè a ∈ B i áóäåìî ïîçíà÷àòè r (B, a) .

Âiäçíà÷èìî, ùî ïðèéíÿòå âèçíà÷åííÿ âåëè÷èíè r (B,∞) òðîõè âiäðiç-

íÿ¹òüñÿ âiä òðàäèöiéíîãî (ñì. [66]), àëå ¹, íà íàø ïîãëÿä, áiëüø ïðèðîä-

íèì.
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Îçíà÷åííÿ 2.2. Ïàðó (B, a) áóäåìî íàçèâàòè îáëàñòþ B ç âiäìi÷åíîþ

òî÷êîþ a ∈ B ÷è, êîðîòêî, âiäìi÷åíîþ îáëàñòþ (B, a). Áóäåìî ââàæàòè,

ùî (B1, a1) = (B2, a2) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè B1 = B2 i a1 = a2.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Âíóòðiøíiì ðàäióñîì âiäìi÷åíî¨ îáëàñòi (B, a) íàçâåìî

âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B âiäíîñíî òî÷êè a.

Ðîçãëÿíåìî âïîðÿäêîâàíèé íàáið âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p := {(Bk, ak)}n
k=1 ,

n ∈ N.

Êîæíîìó íàáîðó p = {(Bk, ak)}n
k=1 ñïiâñòàâèìî íàñòóïíi âïîðÿäêîâàíi

íàáîðè An := An (p) := {ak}n
k=1 , Fn := Fn (p) := {Bk}n

k=1 . Ñèñòåìó

An = An (p) íàçâåìî ñèñòåìîþ ïîëþñiâ p, à íàáið Fn = Fn (p) � ñèñòåìîþ

àáî íàáîðîì îáëàñòåé p.

Äëÿ äîâiëüíèõ p(1) =
{(

B
(1)
k , a

(1)
k

)}n

k=1
, p(2) =

{(
B

(2)
k , a

(2)
k

)}n

k=1
ïî-

íÿòòÿ ðiâíîñòi âèçíà÷èìî íàñòóïíèì ñïiââiäíîøåííÿì:

p(1) = p(2) ⇐⇒
(
B

(1)
k , a

(1)
k

)
=

(
B

(2)
k , a

(2)
k

)
∀k = 1, n.

Îçíà÷åííÿ 2.4. Ñèñòåìîþ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé àáî êîðîòêî ñ. í. î.

áóäåìî íàçèâàòè ñêií÷åíèé íàáið Fn = {Bk}n
k=1 , n ∈ N, n ≥ 2 äîâiëüíèõ

(âçàãàëi êàæó÷è áàãàòîçâ'ÿçíèõ) îáëàñòåé òàêèõ, ùî Bk ⊂ C, Bk

⋂
Bm =

= ø ∀k 6= m, k, m = 1, n.

Îçíà÷åííÿ 2.5. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N, n ≥ 2 ìíîæèíó âñiõ íàáîðiâ òî÷îê

An = {ak}n
k=1 ⊂ C òàêèõ, ùî arg ak = 2π

n (k − 1), k = 1, n ïîçíà÷èìî Λ0
n.

Òàêi ñèñòåìè òî÷îê áóäåìî íàçèâàòè ðiâíîìiðíèìè ïðîìåíåâèìè ñèñòå-

ìàìè òî÷îê.
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Íà íàáîði òî÷îê An = {bk}n
k=1 ∈ Λ0

n âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë

µ = µ (An) =
n∏

k=1

χ

(∣∣∣∣
bk

bk+1

∣∣∣∣
n
4

)
|bk|,

äå bn+1 := b1, χ (t) = 1
2

(
t + t−1

)
.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Ïðè n ∈ N, n ≥ 2 òà ôiêñîâàíîìó R > 0 ðîçãëÿíåìî

ìíîæèíó Λ
(1)
2n (R) ⊂ Λ0

2n âñiõ íàáîðiâ A2n, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâi

a2k = R · exp
{

i
π

n
(2k − 1)

}
, k = 1, n.

Ïðè n = 2 ðîçãëÿíåìî, òàêîæ ìíîæèíó íàáîðiâ

Λ∗2 =
{

A2 = {a1, a2} : {−iak}2
k=1 ∈ Λ0

2

}
.

Îçíà÷åííÿ 2.7. Ïîçíà÷èìî P0
n ìíîæèíó âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ

âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}n+1
k=0, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

Fn+2 (p) = {Bk}n+1
k=0 ¹ ñ. í. î. i a0 = 0, an+1 = ∞, An = {ak}n

k=1 ∈ Λ0
n.

Îçíà÷åííÿ 2.8. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç êëàñ P
(1)
2n (R) ïiäìíîæèíó ìíîæèíè

P0
2k, k ∈ N âñiõ íàáîðiâ p = {(Bk, ak)}2n+1

k=0 , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

A2n = {ak}2n
k=1 ∈ Λ

(1)
n (R) i B2k ⊂ Ek :=

{
w : 2π

n (k − 1) < arg w < 2π
n k

}
,

k = 1, n.

Îçíà÷åííÿ 2.9. Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç P
(2)
2n (R) òà P

(3)
2n (R) ìíîæèíè

âñiõ íàáîðiâ p = {(Bk, ak)}2n
k=0 i p = {(Bk, ak)}2n+1

k=1 , âiäïîâiäíî, ÿêi çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâàì: F2n+1 (p) = {Bk}2n
k=0 i F2n+1 (p) = {Bk}2n+1

k=1 ¹ ñ. í. î.,

a0 = 0, a2n+1 = ∞, A2n = {ak}2n
k=1 ∈ Λ

(1)
n (R) i B2k ⊂ Ek =

=
{
w : 2π

n (k − 1) < arg w < 2π
n k

}
, k = 1, n.

Îçíà÷åííÿ 2.10. Íåõàé P̂0
n ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ íà-

áîðiâ p = {(Bk, ak)}n
k=1 òàêèõ, ùî Fn (p) ¹ ñ. í. î. òà An (p) ∈ Λ0

n.
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Îçíà÷åííÿ 2.11. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P̂
(1)
2n (R) ìíîæèíó âñiõ íàáîðiâ p =

= {(Bk, ak)}2n
k=1 òàêèõ, ùî F2n (p) = {Bk}2n

k=1 ¹ ñ. í. î., A2n = {ak}2n
k=1 ∈

∈ Λ
(1)
n (R) i B2k ⊂ Ek =

{
w : 2π

n (k − 1) < arg w < 2π
n k

}
, k = 1, n.

Îçíà÷åííÿ 2.12. Íåõàé P∗
2 ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó óñiõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ

îáëàñòåé {(B0, a0) , (B1, a1) , (B2, a2) , (B3, a3)} òàêèõ, ùî {B0, B1, B2, B3}
� ñ. í. î. òà a0 = 0, a3 = ∞, {a1, a2} ∈ Λ∗2.

Ââåäåìî òåïåð ïîíÿòòÿ îïåðàöi¨ çàïîâíåííÿ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ êîì-

ïîíåíò, ÿêà ââåäåíà â ðîáîòàõ [8, ñ. 8].

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå p = {(Bk, ak)}n
k=1 ∈ P0

n, Fn = {Bk }n
k=1, Bk ⊂ C,

k = 1, 2, ..., n, An = {ak }n
k=1. Áóäü-ÿêié îáëàñòi Bk, k = 1, 2, ..., n íàáî-

ðó Fn íåõàé âiäïîâiäà¹ T (Bk) = {tk}k∈K � ñóêóïíiñòü óñiõ êîìïîíåíò

çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè
(
C \Bk

)
, äå K � âiäïîâiäíà ìíîæèíà iíäåêñiâ. Ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç T0 (Bk) = {t1, t2, ..., tϑ} = {tk}ϑ
k=1 , ϑ ∈ N, ϑ ≤ (n− 1)

ñêií÷åíèé íàáið òèõ i òiëüêè òèõ åëåìåíòiâ ñóêóïíîñòi T (Bk) , äëÿ ÿêèé

âèêîíàíi óìîâè: tk
⋂

An 6= ø, k = 1, 2, ..., ϑ. ßñíî, ùî ïðè êîæíîìó m 6= k,

m = 1, 2, ..., n çíàéäåòüñÿ òàêå k0, k0 = 1, 2, ..., ϑ, ùî Bm ⊂ tk0
. Åëåìåí-

òè ñóêóïíîñòi T0 (Bk) íàçâåìî ñóòò¹âèìè, ùîäî ñèñòåìè p, êîìïîíåíòàìè

çâ'ÿçíîñòi
(
C\Bk

)
. Âñi iíøi êîìïîíåíòè ç ìíîæèíè T (Bk) \T0 (Bk) áóäå-

ìî íàçèâàòè íåñóòò¹âèìè ùîäî ñèñòåìè p. Ïîêëàäåìî B̃k = C\
ϑ⋃

k=1
tk. ßñ-

íî, ùî B̃k � îáëàñòü. Ïåðåõiä âiä îáëàñòi Bk äî îáëàñòi B̃k, k = 1, 2, ..., n

áóäåìî íàçèâàòè îïåðàöi¹þ çàïîâíåííÿ íåñóòò¹âèõ, ùîäî ñèñòåìè p ∈ P0
n,

ãðàíè÷íèõ êîìïîíåíò îáëàñòi Bk. Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìà F̃n =

=
{

B̃k

}n

k=1
âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íî, B̃k

⋂
B̃j = ø, k 6= j, k, j = 1, 2, ..., n i

ak ∈ B̃k, k = 1, 2, ..., n. Ñèñòåìó p̃ =
{(

B̃k, ak

)}n

k=1
∈ P0

n áóäåìî íàçè-
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âàòè ðåçóëüòàòîì âèêîíàííÿ îïåðàöi¨ çàïîâíåííÿ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ

êîìïîíåíò ñèñòåìè p = {(Bk, ak)}n
k=1 ∈ P0

n.

2.2. Îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ íà êëàñàõ P∗
2 ,P0

n òà

P̂0
n

Äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ R, α ≥ 0 íà êëàñi P0
n âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë

Jn = Jn (p) = (r (B0, 0) · r (Bn+1,∞))α ·
n∏

k=1

r (Bk, ak) , (2.1)

äå r (Bk, ak) � âíóòðiøíié ðàäióñ âiäìi÷åíî¨ îáëàñòi (Bk, ak), k = 1, n.

Íà êëàñi P̂0
n ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë

In =
n∏

k=1

r (Bk, ak) . (2.2)

Ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíó çàäà÷ó.

Çàäà÷à 2.1. Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ µ = µ0, 0 < µ0 < ∞
çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (2.1) íà êëàñi P0

n i âèçíà÷èòè òàêi âiäìi-

÷åíi îáëàñòi p ∈ P0
n íà ÿêèõ öåé ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ.

Âïåðøå çàäà÷ó 2.1 ðîçãëÿäàâ Â. Í. Äóáèíií [30], ïðè óìîâi, ùî òî÷êè

çíàõîäÿòüñÿ íà îäèíè÷íîìó êîëi. Â ïîäàëüøîìó, âåëèêó óâàãó âèâ÷åííþ

öi¹¨ çàäà÷i ïðèäiëèëè �. Ã. �ìåëüÿíîâ i Ã. Â. Êóçüìiíà. Ïî÷èíàþ÷è ç 2000

ðîêó öi àâòîðè îòðèìàëè ðÿä óçàãàëüíåíü öi¹¨ çàäà÷i [37, 48 � 50]. Òàêîæ,

öÿ çàäà÷à ðîçãëÿäàëàñÿ â ðîáîòi Î. Ê. Áàõòiíà [10], ÿêèé çàïðîïîíóâàâ

íîâó ¨¨ ïîñòàíîâêó, ðîçìiñòèâøè òî÷êè íà ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ.

Ïåðåä òèì ÿê ïðèñòóïèòè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i 2.1 ñôîðìóëþ¹ìî i

äîâåäåìî íàñòóïíó ëåìó.
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Ëåìà 2.1. Ïðè äîâiëüíèõ τ1 ≥ 0, τ2 ≥ 0, τ1 + τ2 > 0 íà êëàñi P∗
2

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(r (B0, 0) r (B3,∞))τ1 ·
(

r (B1, a1) r (B2, a2)

| a1 − a2 |2
)τ2

≤

≤ (
r
(
B0

0 , 0
)
r
(
B0

3 ,∞
))τ1 ·

(
r
(
B0

1 , a
0
1
)
r
(
B0

2 , a
0
2
)

| a0
1 − a0

2 |2
)τ2

, (2.3)

äå p0 :=
{(

B0
0 , 0

)
,
(
B0

1 , a
0
1
)
,
(
B0

2 , a
0
2
)
,
(
B0

3 ,∞
)}

, a0
1 = ih

2 , a0
2 = −ih

2 , à B0
s ,

s = 0, 1, 2, 3 � ñèñòåìà êðóãîâèõ îáëàñòåé êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −
[τ1

2

]
·
w4 +

(
1
2 − τ2

τ1

)
h2w2 + h4

16

w2
(
w2 + h2

4

)2 dw2 ∀h > 0. (2.4)

Çíàê ðiâíîñòi â (2.3) ðåàëiçó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p̃ = p0 i

ìíîæèíà âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ êîìïîíåíò ñèñòåìè p ìà¹ ëîãà-

ðèôìi÷íó ¹ìíiñòü ðiâíó íóëþ.

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.1, à îòæå i íåðiâíiñòü 2.3, áåçïîñåðåäíüî ñëiäó¹ ç

òåîðåìè 1.10 (äèâ., òàêîæ, òåîðåìó 1 [8, 9]) òà iíâàðiàíòîñòi ôóíêöiîíà-

ëó (r (B0, 0) r (B3,∞))τ1 ·
(

r(B1,a1)r(B2,a2)
|a1−a2 |2

)τ2

âiäíîñíî äîâiëüíîãî äðîáîâî-

ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íà ñåáå. Êâàäðàòè÷íèé äè-

ôåðåíöiàë (2.4) ëåãêî îòðèìàòè ç êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (1.9) çà-

ìiíîþ çìiííî¨. Ëåìà 2.1 äîâåäåíà.

Ðiøåííÿ çàäà÷i 2.1 äà¹ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ äîâiëüíèõ α ≥ 0, n ∈ N, n ≥ 3, µ0, 0 < µ0 < ∞ i

âñiõ íàáîðiâ p ∈ P0
n ç çíà÷åííÿì µ = µ0 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Jn (p) ≤ Jn (p0) , (2.5)

äå p0 =
{(

B0
0 , 0

)
,
(
B0

1 , n
√

µ0
)
, ...,

(
B0

n, n
√

µ0e
i 2π

n (n−1)
)

,
(
B0

n+1,∞
)}

, à B0
s ,
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s = 0, 1, 2, ..., n, n + 1 � ñèñòåìà êðóãîâèõ îáëàñòåé êâàäðàòè÷íîãî äè-

ôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −αw2n + µ0
(
n2 − 2α

)
wn + αµ2

0

w2 (wn − µ0)
2 dw2. (2.6)

Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (2.5) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

p̃ = p0, i ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü ìíîæèíè âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ

êîìïîíåíò p ðiâíà íóëþ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1. Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.1 âèêîðèñòà¹ìî ìå-

òîä êóñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ, ðîçðîáëåíîãî Â. Í. Äóáèíiíèì

(äèâ. íàïð., [28 � 32]). Íåõàé Ek = {w : 2π
n (k − 1) < arg w < 2π

n k},
k = 1, 2, ..., n. Ôóíêöiÿ

πk = (−1)k · i · w n
2 (2.7)

îäíîëèñòî i êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ îáëàñòü Ek íà ïðàâó ïiâïëîùèíó

∀k = 1, 2, ..., n.

Ç ðiâíîñòåé (2.7), ëåãêî áà÷èòè, ùî

|πk (w)− πk (am)| ∼ n

2
|am|

n
2−1 |w − am| , w → am,

k = 1, 2, ..., n−1, m = k, k+1;

(2.8)

|πn (w)− πn (am)| ∼ n

2
|am|

n
2−1 |w − am| , w → am, m = 1, n;

|πk (w)| = |w|n2 , w → 0, w →∞.

Ïîçíà÷èìî:

πk (ak) =: ω
(1)
k , πk (ak+1) =: ω

(2)
k , k = 1, 2, ..., n− 1; (2.9)

πn (an) =: ω(1)
n ; πn (a1) =: ω(2)

n ; Bn+1 =: B∞. (2.10)



41

Ðåçóëüòàòè ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ [28 � 32] îáëàñòåé B0 òà B∞

âiäíîñíî ñiìåéñòâà ôóíêöié {πk}n
k=1 ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî

{
G

(0)
k

}n

k=1
òà{

G
(∞)
k

}n

k=1
. Ðåçóëüòàò ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi Bk, k = 2, 3, ..., n,

âiäíîñíî ñiìåéñòâà ôóíêöié {πk−1, πk} ïîçíà÷èìî
{

G
(2)
k−1, G

(1)
k

}
. Äëÿ îá-

ëàñòi B1 ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ âiäíîñíî ñiìåéñòâà ôóíê-

öié {π1, πn} áóäå ïàðà îáëàñòåé
{

G
(1)
1 , G

(2)
n

}
. Òàêèì ÷èíîì, ñóêóïíiñòü

îáëàñòåé {Ek}n
k=1 òà äîâiëüíà ñèñòåìà p ∈ P0

n ïîðîäæó¹ ñèñòåìó åëåìåí-

òiâ νk :=
{(

G
(0)
k , 0

)
,
(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
,
(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)
,
(
G

(∞)
k ,∞

)}
∈ P∗

2, k =

= 1, 2, ..., n.

Ñèñòåìó νk ∈ P∗
2, k = 1, 2, ..., n íàçâåìî ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî ïå-

ðåòâîðåííÿ åëåìåíòà p ∈ P0
n âiäíîñíî ñèñòåìè êóòiâ Ek. Ïîáóäîâàíèé

ñèñòåìi νk, k = 1, 2, ..., n âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà ν̃k ∈ P∗
2, äå ν̃k � ðåçóëüòàò

îïåðàöi¨ çàïîâíåííÿ åëåìåíòà νk.

Ç òåîðåìè 1.9 [32] (äèâ. òàêîæ [30], [31]) òà ñïiââiäíîøåíü (2.8) � (2.10)

îòðèìà¹ìî íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

r (B0, 0) ≤
n∏

k=1

(
r
(
G

(0)
k , 0

)) 2
n2

,

r (B∞,∞) ≤
n∏

k=1

(
r
(
G

(∞)
k ,∞

)) 2
n2

,

(2.11)

r(Bk, ak) ≤

r

(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k−1, ω

(2)
k−1

)

n2

4 | ak |n−2




1
2

, k = 2, 3, ..., n,

r(B1, a1) ≤

r

(
G

(1)
1 , ω

(1)
1

)
· r

(
G

(2)
n , ω

(2)
n

)

n2

4 | a1 |n−2




1
2

,
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âèïàäêè ðåàëiçàöi¨ ðiâíîñòi â íåðiâíîñòÿõ (2.11) ïîâíiñòþ ðîçãëÿíóòî â

òåîðåìi 1.9 [32], òà ïðàöÿõ [30], [31].

Íåðiâíîñòi (2.11) äîçâîëÿþòü îòðèìàòè îöiíêó ôóíêöiîíàëó (2.1) íà

êëàñi P0
n

Jn (p) = (r (B0, 0) · r (Bn+1,∞))α ·
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤

≤
(
r
(
G(0)

n , 0
)
· r

(
G(∞)

n ,∞
)) 2α

n2 ·

r

(
G

(1)
n , ω

(1)
n

)
· r

(
G

(2)
n , ω

(2)
n

)

n2

4 ( | an | · | a1 |)
n−2

2




1
2

×

×
n−1∏

k=1





(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

)) 2α
n2 ·


r

(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)

n2

4 (| ak | · | ak+1 |)
n−2

2




1
2





(2.12)

∀p ∈ P0
n.

Âèðàç (2.12) ìîæíà ïåðåòâîðèòè íàñòóïíèì ÷èíîì

Jn (p) ≤
(

2

n

)n

·
n∏

k=1

1

|ak|n2−1×

×
(
r
(
G(0)

n , 0
)
· r

(
G(∞)

n ,∞
)) 2α

n2 ·
(
r
(
G(1)

n , ω(1)
n

)
· r

(
G(2)

n , ω(2)
n

)) 1
2 ×

×
n−1∏

k=1

{(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

)) 2α
n2 ·

(
r
(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)) 1
2

}

(2.13)

∀p ∈ P0
n.

Ïîìíîæèìî òà ïîäiëèìî ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (2.13) íà âåëè÷èíó

(
|a1|

n
2 + |an|

n
2

)
·

n−1∏

k=1

(
|ak|

n
2 + |ak+1|

n
2

)
.
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Îòðèìà¹ìî,

Jn (p) ≤
(

2

n

)n

· |a1|
n
2 + |an|

n
2

|an|n2−1 ·
n−1∏

k=1

|ak|
n
2 + |ak+1|

n
2

|ak|n2−1 ×

×






r

(
G

(1)
n , ω

(1)
n

)
· r

(
G

(2)
n , ω

(2)
n

)

(| an |n2 + | a1 |n2
)2




1
2

·
[
r
(
G(0)

n , 0
)
· r

(
G(∞)

n ,∞
)] 2α

n2




×

×
n−1∏

k=1






r

(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)

( | ak |n2 + | ak+1 |n2
)2




1
2

·
[
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

)] 2α
n2





.

(2.14)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

|an|
n
2 + |a1|

n
2

|an|
n
2−1 ·

n−1∏

k=1

|ak|
n
2 + |ak+1|

n
2

|ak|
n
2−1 =

= 2χ

(∣∣∣∣
an

a1

∣∣∣∣
n
4

)
|an| ·

n−1∏

k=1

[
2χ

(∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣
n
4

)
|ak|

]
, (2.15)

äå χ (t) = 1
2

(
t + t−1

)
.

Íåðiâíiñòü (2.14), âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (2.15), ìîæíà ïåðåïèñàòè íà-

ñòóïíèì ÷èíîì

Jn ≤
(

4

n

)n

·
[
χ

(∣∣∣∣
an

a1

∣∣∣∣
n
4

)
|an| ·

n−1∏

k=1

χ

(∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣
n
4

)
|ak|

]
×

×






r

(
G

(1)
n , ω

(1)
n

)
· r

(
G

(2)
n , ω

(2)
n

)

(| an |n2 + | a1 |n2
)2




1
2

·
[
r
(
G(0)

n , 0
)
· r

(
G(∞)

n ,∞
)] 2α

n2




×

×
n−1∏

k=1






r

(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)

( | ak |n2 + | ak+1 |n2
)2




1
2

·
[
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

)] 2α
n2





.

(2.16)
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Ç ôîðìóë (2.9), (2.10) òà ôóíêöi¨ (2.7) îòðèìà¹ìî âèðàçè

ω
(1)
k = (−1)k ia

n
2

k = (−1)k i | ak |n2 exp

(
n

2
· 2π

n
(k − 1) i

)
=

= (−1)k i | ak |n2 exp (iπ (k − 1)) = −i | ak |n2 , k = 1, n, (2.17)

ω
(2)
k = (−1)k ia

n
2

k+1 = (−1)k i | ak+1 |n2 exp

(
n

2
· 2π

n
ki

)
=

= (−1)k i | ak+1 |n2 exp (iπk) = i | ak+1 |n2 , k = 1, n− 1, ω(2)
n = i | a1 |n2 .

(2.18)

Çãiäíî ôîðìóë (2.17), (2.18) ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

| ak |n2 + | ak+1 |n2 = | ω(1)
k − ω

(2)
k |, k = 1, n− 1, (2.19)

| an |n2 + | a1 |n2 = | ω(1)
n − ω(2)

n | .

Êîðèñòóþ÷èñü ñïiââiäíîøåííÿìè (2.17) � (2.19), ç íåðiâíîñòi (2.16), à

òàêîæ âðàõîâóþ÷è óìîâè òåîðåìè, ëåãêî îòðèìàòè, ùî

1

µ
Jn =

1

µ
Jn (p) ≤

(
4

n

)n

×

×
n∏

k=1






r

(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)

| ω(1)
k − ω

(2)
k |2




1
2

·
[
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

)] 2α
n2





.

(2.20)

ßêùî α = 0 âèðàç (2.20) ìà¹ âèãëÿä

1

µ
In ≤

(
4

n

)n

·
n∏

k=1






r

(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)

| ω(1)
k − ω

(2)
k |2




1
2





. (2.21)

Äëÿ ïîäàëüøî¨ îöiíêè âèðàçó (2.20) ñêîðèñòà¹ìîñÿ ëåìîþ 2.1.
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Âðàõîâóþ÷è (2.20) òà (2.3), îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

1

µ
Jn ≤

(
4

n

)n

×

×
n∏

k=1

(
r
(
G

(0)
k , 0

)
r
(
G

(3)
k ,∞

))τ1 ·

r

(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)

| ω(1)
k − ω

(2)
k |2




τ2

≤

≤
(

4

n

)n

·
[
(
r
(
D0

0, 0
)
r
(
D0

3,∞
))τ1 ·

(
r
(
D0

1, ω
0
1
)
r
(
D0

2, ω
0
2
)

| ω0
1 − ω0

2 |2
)τ2

]n

, (2.22)

äå νk :=
{(

G
(0)
k , 0

)
,
(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
,
(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)
,
(
G

(3)
k ,∞

)}
∈ P∗

2, k = 1, n,

ν0 :=
{(

D0
0, 0

)
,
(
D0

1, ω
0
1
)
,
(
D0

2, ω
0
2
)
,
(
D0

3,∞
)} ∈ P∗

2, τ1 = 2α
n2 , τ2 = 1

2 , D0
0,

D0
1, D0

2, D0
3 � êðóãîâi îáëàñòi, à ω0

1, ω0
2 � ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôå-

ðåíöiàëó (2.4).

Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (2.22) ìîæëèâèé òiëüêè òîäi, êîëè âèêî-

íó¹òüñÿ ñèñòåìà ðiâíîñòåé:

1.
(
r
(
G

(0)
k , 0

)
r
(
G

(3)
k ,∞

))τ1 ·

r

(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)

| ω(1)
k − ω

(2)
k |2




τ2

=

=
(
r
(
D0

0, 0
)
r
(
D0

3,∞
))τ1 ·

(
r
(
D0

1, ω
0
1
)
r
(
D0

2, ω
0
2
)

|ω0
1 − ω0

2|2
)τ2

∀k = 1, 2, ..., n.

(2.23)

2. Ðåàëiçó¹òüñÿ çíàê ðiâíîñòi â óñiõ íåðiâíîñòÿõ ñèñòåìè (2.11).

Ç ïóíêòó 1 ñèñòåìè (2.23), âðàõîâóþ÷è (2.9), (2.10) i ëåìó 2.1 áåçïîñå-

ðåäíüî îòðèìà¹ìî
∣∣∣ω(1)

k

∣∣∣ =
∣∣∣ω(2)

k

∣∣∣ ∀k = 1, 2, ..., n. (2.24)
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Âðàõîâóþ÷è âèðàçè (2.9), (2.10), (2.17), (2.18), ñèñòåìó (2.24) ïåðåòâîðè-

ìî äî âèãëÿäó

|ak|
n
2 = |ak+1|

n
2 ∀k = 1, 2, ..., n− 1. (2.25)

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.25) ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó

|a1| = |a2| = ... = |an| . (2.26)

Òàêèì ÷èíîì, ç óìîâè 1 ñèñòåìè (2.23) íåîáõiäíî ñëiäó¹ ðiâíiñòü (2.26).

Òîäi ç ôîðìóëè (2.26) i âèçíà÷åííÿ ÷èñëà µ îòðèìà¹ìî, ùî

|ak| = n
√

µ0 ∀k = 1, 2, ..., n. (2.27)

Ó âiäïîâiäíîñòi ç ôîðìóëîþ (2.27), ìà¹ìî

ν̃k = ν0 ∀k = 1, 2, ..., n. (2.28)

ßê ñëiäó¹ ç òåîðåìè 1.9 ïðàöi [32] ñïiââiäíîøåííÿ (2.28) çàáåçïå÷óþòü

âèêîíàííÿ óìîâ ïóíêòó 2 ñèñòåìè (2.23).

Çäiéñíèâøè çàìiíó ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðó ïî ôîðìóëi ζ = iw
n
2 â êâàä-

ðàòè÷íîìó äèôåðåíöiàëi (2.4) îòðèìà¹ìî êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë (2.6).

Â ðåçóëüòàòi ñïiâñòàâëåíü ñïiââiäíîøåíü (2.23) � (2.28) òà ëåìè 2.1,

ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (2.22) äîñÿãà¹òüñÿ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p̃ = p0, äå p̃ � ðåçóëüòàò çàïîâíåííÿ åëåìåíòà

p ∈ P0
n, ïðè÷îìó ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü ìíîæèíè âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðà-

íè÷íèõ êîìïîíåíò ðiâíà íóëþ.

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.21) i âèêîðèñòàâøè òåîðåìó Ëàâðåíòü-

¹âà Ì. À. [52], ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1 âèïëèâà¹ ¨¨ âiðíiñòü ïðè α = 0.

Òåîðåìà 2.1 äîâåäåíà.
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Â çàäà÷i 2.1 ìè ðîçãëÿäàëè òiëüêè íàáîðè An ∈ Λ0
n äëÿ ÿêèõ µ (An) =

= µ0, äå µ0 äåÿêå ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî, 0 < µ0 < ∞.

Òåïåð íàáið An ∈ Λ0
n ìè íå áóäåìî ôiêñóâàòè, òîáòî íåõàé öåé íàáið

ìà¹ ïåâíó "ñâîáîäó". Ðîçãëÿäà¹ìî åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó.

Çàäà÷à 2.2. Äëÿ ðiçíèõ íàáîðiâ An ∈ Λ0
n çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó

(2.1) i âèçíà÷èòè âñi åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P0
n ïðè óìîâi, ùî

µ (An) ≤ µ0, äå µ0 äåÿêå ôiêñîâàíå äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî.

Â öüîìó âèïàäêó ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé áåçïîñåðåäíüî

ñëiäó¹ ç òåîðåìè 2.1.

Íàñëiäîê 2.1. Äëÿ äîâiëüíèõ α ≥ 0, µ0, 0 < µ0 < ∞, n ∈ N, n ≥ 3 i

âñiõ íàáîðiâ p ∈ P0
n òàêèõ, ùî

µ (An) ≤ µ0

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Jn (p) ≤ Jn (p0) , (2.29)

äå p0 =
{(

B0
0 , 0

)
,
(
B0

1 , n
√

µ0
)
, ...,

(
B0

n, n
√

µ0e
2π
n (n−1)

)
,
(
B0

n+1,∞
)}

, à B0
s ,

s = 0, 1, 2, ..., n, n + 1 � ñèñòåìà êðóãîâèõ îáëàñòåé êâàäðàòè÷íîãî äè-

ôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −αw2n + µ0
(
n2 − 2α

)
wn + αµ2

0

w2 (wn − µ0)
2 dw2.

Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (2.29) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

p̃ = p0, i ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü ìíîæèíè âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ

êîìïîíåíò p ðiâíà íóëþ.

Ïðè α = 0 ç íàñëiäêó 2.1 ñëiäó¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé äà¹ îöiíêó

çâåðõó ôóíêöiîíàëó 2.2.
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Íàñëiäîê 2.2. Äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N, n ≥ 3, µ0, 0 < µ0 < ∞ i âñiõ

íàáîðiâ p ∈ P̂0
n òàêèõ, ùî

µ (An) ≤ µ0

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

In (p) ≤ In (p0) , (2.30)

äå p0 =
{(

B0
1 , n
√

µ0
)
, ...,

(
B0

n, n
√

µ0e
2π
n (n−1)

)}
, à B0

s , s = 1, 2, ..., n � ñè-

ñòåìà êðóãîâèõ îáëàñòåé êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − µ0)
2dw2.

Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (2.30) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

p̃ = p0 i ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü ìíîæèíè âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ

êîìïîíåíò p ðiâíà íóëþ.

Íàñòóïíèé íàñëiäîê ìîæíà îòðèìàòè ç íàñëiäêó 2.1 ïiäíîñÿ÷è íåðiâ-

íiñòü (2.29) äî äåÿêîãî ñòåïåíÿ β ≥ 0 i ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ γ := αβ.

Íàñëiäîê 2.3. Äëÿ äîâiëüíèõ γ ≥ 0, β ≥ 0, γ+β > 0, µ0, 0 < µ0 < ∞,

n ∈ N, n ≥ 3 i âñiõ íàáîðiâ p ∈ P0
n òàêèõ, ùî

µ (An) ≤ µ0

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(r (B0, 0) · r (Bn+1,∞))γ ·
(

n∏

k=1

r (Bk, ak)

)β

≤

≤ (
r
(
B0

0 , 0
) · r (

B0
n+1,∞

))γ ·
(

n∏

k=1

r
(
B0

k, a
0
k

)
)β

, (2.31)



49

äå p0 =
{(

B0
0 , 0

)
,
(
B0

1 , n
√

µ0
)
, ...,

(
B0

n, n
√

µ0e
2π
n (n−1)

)
,
(
B0

n+1,∞
)}

, à B0
s ,

s = 0, 1, 2, ..., n, n + 1 � ñèñòåìà êðóãîâèõ îáëàñòåé êâàäðàòè÷íîãî äè-

ôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −γw2n + µ0
(
βn2 − 2γ

)
wn + γµ2

0

w2 (wn − µ0)
2 dw2.

Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (2.31) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

p̃ = p0 i ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü ìíîæèíè âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ

êîìïîíåíò p ðiâíà íóëþ.

Ñëiä âiäìiòèòè, ùî ðåçóëüòàòè àíàëîãi÷íi íàñëiäêàì 2.2 òà 2.3, ÿêi

ñôîðìóëüîâàíi äëÿ çàäà÷i 2.2, íåñêëàäíî ñôîðìóëþâàòè i äëÿ çàäà÷i 2.1.

Çàðàç íàâåäåìî îäèí ðåçóëüòàò äëÿ îäíîëèñòèõ ôóíêöié, ÿêèé ¹ áåç-

ïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òåîðåìè 2.1.

Íåõàé w = fk (z) , k = 0, n � îäíîëèñòi ôóíêöi¨, ÿêi âiäîáðàæàþòü îäè-

íè÷íèé êðóã |z| < 1 íà ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi

Bk ⊂ C, k = 0, n, âiäïîâiäíî, à ôóíêöiÿ w = fn+1 (z) îäíîëèñòî âiäîáðà-

æà¹ çîâíiøíiñòü îäèíè÷íîãî êðóãà {z : |z| > 1} íà îáëàñòü Bn+1 ⊂ C,

Bn+1
⋂

Bk = ø, k = 0, n, òàêèì ÷èíîì, ùî f0 (0) = 0 ∈ B0, fk (0) = ak ∈
∈ Bk, k = 1, n, fn+1 (∞) = ∞ ∈ Bn+1, ïðè÷îìó arg ak = 2π

n (k − 1) ,

k = 1, n. Òîäi ñïðàâåäëèâèé íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ¹ áåçïîñåðåäíiì

íàñëiäêîì òåîðåìè 2.1.

Íàñëiäîê 2.4. Äëÿ äîâiëüíèõ α ≥ 0, n ∈ N, n ≥ 3, µ0, 0 < µ0 < ∞
i âñiõ íàáîðiâ p = {(Bk, ak)}n+1

k=0 ∈ P0
n iç çíà÷åííÿì µ = µ0 òà äîâiëü-

íî¨ ñèñòåìè îäíîëèñòèõ ôóíêöié w = fk (z) , k = 0, n + 1, äå ôóíêöi¨

w = fk (z) , k = 0, n âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã |z| < 1 íà ïîïàðíî

âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi Bk ⊂ C, k = 0, n, âiäïîâiäíî,
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à ôóíêöiÿ w = fn+1 (z) îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ çîâíiøíiñòü îäèíè÷íîãî

êðóãà {z : |z| > 1} íà îáëàñòü Bn+1 ⊂ C, Bn+1
⋂

Bk = ø, k = 0, n, òà-

êèì ÷èíîì, ùî fk (0) = ak ∈ Bk, k = 0, n, fn+1 (∞) = an+1 = ∞ ∈ Bn+1,

ôóíêöiîíàë ∣∣∣∣
f ′0 (0)

f ′n+1 (∞)

∣∣∣∣
α

·
n∏

k=1

|f ′k (0)|

äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìó íà îáëàñòÿõ B0
k òà òî÷êàõ a0

k, k = 0, 1, 2, ..., n,

n+1, ÿêi ¹, âiäïîâiäíî, ñèñòåìàìè êðóãîâèõ îáëàñòåé òà ïîëþñiâ êâàä-

ðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −αw2n + µ
(
n2 − 2α

)
wn + αµ2

w2 (wn − µ)2 dw2.

Ñëiä çâåðíóòè óâàãó íà òå, ùî ìîæíà àíàëîãi÷íî ñôîðìóëþâàòè ùå

ðÿä íîâèõ ðåçóëüòàòiâ íà êëàñi îäíîëèñòèõ ôóíêöié, ó âèãëÿäi íàñëiäêiâ

iíøèõ ðåçóëüòàòiâ öüîãî ïiäðîçäiëó.

2.3. Åêñòðåìàëüíà çàäà÷à íà êëàñi P
(1)
2n (R)

Äëÿ äîâiëüíèõ α, R ∈ R, α ≥ 0 íà êëàñi P(1)
2n (R) âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë

Ωn = Ωn(p) = (r (B0, 0) · r (B2n+1,∞))
n2

4 ·
n∏

k=1

rα (B2k, a2k) ·r (B2k−1, a2k−1) .

(2.32)

Äóáèíií Â. Í. ó ñâî¨é ðîáîòi [31] óâiâ ïîíÿòòÿ çàäà÷ çìiøàíîãî òèïó â

ÿêèõ ðÿä ïîëþñiâ ìàþòü äåÿêó "ñâîáîäó", à äåÿêi ïîëþñè ¹ ôiêñîâàíèìè.

Ðîçãëÿíåìî åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó, ÿêà ÿêðàç âiäíîñèòüñÿ äî äàíîãî òèïó

çàäà÷.
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Çàäà÷à 2.3. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (2.32) íà êëàñi P(1)
2n (R) ïðè

óìîâi
n∏

k=1

χ

(∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣
n
2

) ∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣ ≤ 1

i âèçíà÷èòè âñi åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P
(1)
2n (R).

Ðiøåííÿ äàíî¨ çàäà÷i äà¹ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ äîâiëüíèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [
0, 1

2

]
i äëÿ âñiõ

íàáîðiâ p ∈ P
(1)
2n (R) òàêèõ, ùî

n∏

k=1

χ

(∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣
n
2

) ∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣ ≤ 1,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Ωn (p) ≤ Ωn (p0) , (2.33)

äå p0 = {(Dk, dk)}2n+1
k=0 ∈ P

(1)
2n (R) , Dk è dk, k = 0, 2n + 1, âiäïîâiäíî

êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 =

= −

((
w

n
2 − iR

n
2

)4
h4 +

(
w

n
2 + iR

n
2

)4
)((

w
n
2 − iR

n
2

)4
+

(
w

n
2 + iR

n
2

)4
h4

)

w2 (w2n −R2n)2 dw2,

(2.34)

à h ∈ [0; 1) � êîðiíü ðiâíÿííÿ χ2
(
h2

)
= 4

α .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.1, òàêîæ ñïèðà¹òüñÿ

íà ìåòîä êóñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ ([28 � 32]).

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå ôóíêöiÿ πk (w) = (−1)k iw
n
2 êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹

îáëàñòü Ek =
{
w : 2π

n (k − 1) < arg w < 2π
n k

}
íà ïðàâó ïiâïëîùèíó äëÿ

âñiõ k = 1, n.
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Ôóíêöi¨

zk (w) =
πk (a2k)− πk (w)

πk (a2k) + πk (w)
, k = 1, n, z0 (w) := zn (w)

êîíôîðìíî âiäîáðàæàþòü ïðàâó ïiâïëîùèíó íà âíóòðiøíþ ÷àñòèíó îäè-

íè÷íîãî êðóãà. Ñiìåéñòâî ôóíêöié zk (w) çäiéñíþ¹ ïîäiëÿþ÷å ïåðåòâî-

ðåííÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè p ∈ P
(1)
2n (R) âiäíîñíî îáëàñòåé Ek, zk (a2k) = 0,

k = 1, n.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

|zk(w)− 1| ∼ 2 ·R−n
2 · |w|n2 , w → 0, k = 1, n,

|zk(w) + 1| ∼ 2 ·Rn
2 · |w|−n

2 , w →∞, k = 1, n,

|zk(w)− zk(am)| ∼ n · |am|n2−1R
n
2

Rn + |am|n · |w − am|, w → am, (2.35)

k = 1, n− 1, m = 2k − 1, 2k + 1,

|zn(w)− zn(am)| ∼ n · |am|n2−1R
n
2

Rn + |am|n · |w − am|, w → am, m = 1, 2n− 1.

Ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòåé B2k−1, âiäíîñíî ñi-

ìåéñòâà ôóíêöié {zk−1 (w) , zk (w)}, k = 1, n ïîçíà÷èìî îáëàñòi
{

G
(4)
k−1, G

(2)
k

}
,

k = 1, n, äå G
(4)
0 := G

(4)
n . ßñíî, ùî zk (a2k−1) =: λ

(2)
k ∈ G

(2)
k , zk (a2k+1) =

=: λ
(4)
k ∈ G

(4)
k , k = 1, n− 1, zn (a2n−1) =: λ

(2)
n ∈ G

(2)
n , zn (a1) =: λ

(4)
n ∈ G

(4)
n .

Ç òåîðåìè 1.9 [32] i ñïiââiäíîøåíü (2.35) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

r (B2k−1, a2k−1) ≤

r

(
G

(4)
k−1, λ

(4)
k−1

)
· r

(
G

(2)
k , λ

(2)
k

)

n·|a2k−1|
n
2−1

R
n
2

Rn+|a2k−1|n · n·|a2k−1|
n
2−1

R
n
2

Rn+|a2k−1|n




1
2

, k = 1, n, (2.36)

äå λ
(4)
0 := λ

(4)
n .
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Äëÿ îáëàñòi B0 â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ

âiäíîñíî ñiìåéñòâà {zk (w)}n
k=1 îòðèìà¹ìî íàáið îáëàñòåé G

(1)
k òàêèõ, ùî

z = 1 ∈ G
(1)
k , k = 1, n äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

r (B0, 0) ≤
[(

R
n
2

2

)n

·
n∏

k=1

r
(
G

(1)
k , 1

)] 2
n2

. (2.37)

Äëÿ îáëàñòi B2n+1 =: B∞ â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ ïîäiëÿþ÷îãî ïåðå-

òâîðåííÿ âiäíîñíî ñiìåéñòâà {zk (w)}n
k=1 îòðèìà¹ìî íàáið îáëàñòåé G

(3)
k

òàêèõ, ùî z = −1 ∈ G
(3)
k , k = 1, n äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

r (B∞,∞) ≤
[(

1

2R
n
2

)n

·
n∏

k=1

r
(
G

(3)
k ,−1

)] 2
n2

. (2.38)

Äëÿ îáëàñòåé B2k, k = 1, 2, ..., n â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ ïîäiëÿþ÷îãî

ïåðåòâîðåííÿ âiäíîñíî ñiìåéñòâà {zk (w)}n
k=1 îòðèìà¹ìî íàáið îáëàñòåé

G
(0)
k , G

(∞)
k òàêèõ, ùî z = 0 ∈ G

(0)
k , z = ∞ ∈ G

(∞)
k , k = 1, n äëÿ ÿêèõ

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

r (B2k, a2k) =
4R

n
·
(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

)) 1
2

. (2.39)

Òàêèì ÷èíîì, ñóêóïíiñòü îáëàñòåé {Ek}n
k=1 i äîâiëüíà ñèñòåìà p ∈

∈ P
(1)
2n (R) ïîðîäæó¹ ñèñòåìó åëåìåíòiâ ek :=

{(
G

(0)
k , 0

)
,
(
G

(1)
k , 1

)
,(

G
(2)
k , λ

(2)
k

)
,
(
G

(3)
k ,−1

)
,
(
G

(4)
k , λ

(4)
k

)
,
(
G

(∞)
k ,∞

)}
, äå ñèñòåìà îáëàñòåé

F6 =
{

G
(0)
k , G

(1)
k , G

(2)
k , G

(3)
k , G

(4)
k , G

(∞)
k

}
¹ ñ. í. î., à λ

(2)
k = eiϕk, λ

(4)
k =

= ei(π+ψk) ∀ϕk, ψk ∈ (0, π) , k = 1, n.

Ç íåðiâíîñòåé (2.36) � (2.39) îòðèìà¹ìî

Ωn = (r (B0, 0) · r (B2n+1,∞))
n2

4 ·
n∏

k=1

rα (B2k, a2k) · r (B2k−1, a2k−1) ≤
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≤



(
1

4

)n

·
n∏

k=1

r
(
G

(1)
k , 1

)
· r

(
G

(3)
k ,−1

)
·
r
(
G

(4)
k−1, λ

(4)
k−1

)

n·|a2k−1|
n
2−1

R
n
2

Rn+|a2k−1|n
×

×
r
(
G

(2)
k , λ

(2)
k

)

n·|a2k−1|
n
2−1

R
n
2

Rn+|a2k−1|n




1
2

·
n∏

k=1

(
4R

n
·
(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

)) 1
2

)α

. (2.40)

Iç íåðiâíîñòi (2.40) ìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

Ωn (p) ≤ 2n(2α−1) ·Rnα

nn(α+1) ·
n∏

k=1

Rn + |a2k−1|n
R

n
2 · |a2k−1|

n
2−1×

×
[

n∏

k=1

r
(
G

(1)
k , 1

)
· r

(
G

(3)
k ,−1

)
· r

(
G

(4)
k−1, λ

(4)
k−1

)
· r

(
G

(2)
k , λ

(2)
k

)] 1
2

×

×
n∏

k=1

((
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

)) 1
2

)α

, p ∈ P
(1)
2n (R) . (2.41)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

Rn + |a2k−1|n
R

n
2 · |a2k−1|

n
2−1 = 2χ

(∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣
n
2

)
|a2k−1|, k = 1, 2, ..., n, (2.42)

äå χ (t) = 1
2

(
t + t−1

)
.

Êîðèñòóþ÷èñü ðiâíîñòÿìè (2.42) ç (2.41) ìà¹ìî

Ωn ≤
(

4α ·Rα

nα+1

)n

×

×
n∏

k=1

χ

(∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣
n
2

)
|a2k−1| ·

n∏

k=1

(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

))α
2 ×

×
[
r
(
G

(2)
k , λ

(2)
k

)
· r

(
G

(4)
k , λ

(4)
k

)
· r

(
G

(1)
k , 1

)
· r

(
G

(3)
k ,−1

)] 1
2

. (2.43)

Âðàõîâóþ÷è óìîâè òåîðåìè 2.2 ç (2.43) îòðèìà¹ìî

Ωn (p) ≤
(

4α ·Rα+1

nα+1

)n

·
n∏

k=1

(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

))α
2 ×
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×
[
r
(
G

(2)
k , λ

(2)
k

)
· r

(
G

(4)
k , λ

(4)
k

)
· r

(
G

(1)
k , 1

)
· r

(
G

(3)
k ,−1

)] 1
2

=

=

(
4α ·Rα+1

nα+1

)n

·
(

n∏

k=1

J4 (ek)

) 1
2

, p ∈ P
(1)
2n (R) , (2.44)

äå ôóíêöiîíàë J4 âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (2.1).

Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ 6 ðîáîòè [31] ç íåðiâíîñòi (2.44) îòðèìà¹ìî

îöiíêó

Ωn ≤
(

4α ·Rα+1

nα+1

)n

· (J4
(
e0))n

2 ,

äå e0 =
{(

B0
0 , 0

)
,
(
B0

1 , 1
)
,
(
B0

2 , λ
0
2
)
,
(
B0

3 ,−1
)
,
(
B0

4 , λ
0
4
)
,
(
B0
∞,∞)}

, à ñ. í.

î.
{{

B0
k

}4
k=0 , B0

∞
}

òà òî÷êè λ0
2, λ0

4 âiäïîâiäíî êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè

êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −
(
w4 + h4

) (
w4 + 1

h4

)

w2 (w4 − 1)2 dw2, (2.45)

à h ∈ [0; 1) � êîðiíü ðiâíÿííÿ χ2
(
h2

)
= 4

α .

Êîðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòÿìè ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ äëÿ çíà÷åíü

ôóíêöiîíàëó Ωn(p), p ∈ P
(1)
2n (R) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (2.33). Êâàäðà-

òè÷íèé äèôåðåíöiàë (2.34) çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííî¨, îòðèìà¹ìî ç

êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (2.45). Òåîðåìà 2.2 äîâåäåíà.

ßê i â âèïàäêó òåîðåìè 2.1, äëÿ òåîðåìè 2.2 ñôîðìóëþ¹ìî î÷åâèäíèé

íàñëiäîê, ÿêèé áóäå íîâèì ðåçóëüòàòîì íà êëàñi îäíîëèñòèõ ôóíêöié.

Íàñëiäîê 2.5. Äëÿ äîâiëüíèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [
0, 1

2

]
i äëÿ âñiõ

íàáîðiâ p = {(Bk, ak)}2n+1
k=0 ∈ P

(1)
2n (R) òàêèõ, ùî

n∏

k=1

χ

(∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣
n
2

) ∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣ ≤ 1,

òà äîâiëüíî¨ ñèñòåìè îäíîëèñòèõ ôóíêöié w = fk (z) , k = 0, 2n + 1, äå

ôóíêöi¨ w = fk (z) , k = 0, 2n âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã |z| <
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< 1 íà ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi Bk ⊂ C, k =

= 0, 2n, âiäïîâiäíî, à ôóíêöiÿ w = f2n+1 (z) îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ çîâ-

íiøíiñòü îäèíè÷íîãî êðóãà {z : |z| > 1} íà îáëàñòü B2n+1 ⊂ C,

B2n+1
⋂

Bk = ø, k = 0, 2n, òàêèì ÷èíîì, ùî fk (0) = ak ∈ Bk, k = 0, 2n,

f2n+1 (∞) = a2n+1 = ∞ ∈ B2n+1, ôóíêöiîíàë
∣∣∣∣

f ′0 (0)

f ′2n+1 (∞)

∣∣∣∣
n2

4

·
n∏

k=1

|f ′2k (0)|α · |f ′2k−1 (0)|

äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìó íà îáëàñòÿõ B0
k òà òî÷êàõ a0

k, k = 0, 1, 2, ..., 2n,

2n+1, ÿêi ¹, âiäïîâiäíî, ñèñòåìàìè êðóãîâèõ îáëàñòåé òà ïîëþñiâ êâàä-

ðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 =

= −

((
w

n
2 − iR

n
2

)4
h4 +

(
w

n
2 + iR

n
2

)4
)((

w
n
2 − iR

n
2

)4
+

(
w

n
2 + iR

n
2

)4
h4

)

w2 (w2n −R2n)2 dw2,

à h ∈ [0; 1) � êîðiíü ðiâíÿííÿ χ2
(
h2

)
= 4

α .

Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî äëÿ âñiõ iíøèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè òàêîæ

ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñëiäêè, ÿêi áóäóòü íîâèìè ðåçóëüòàòàìè íà êëàñi

îäíîëèñòèõ ôóíêöié. Àëå, â áiëüøîñòi âèïàäêiâ, ìè öüîãî ðîáèòè íå áó-

äåìî.

2.4. Åêñòðåìàëüíi çàäà÷i íà êëàñàõ P
(2)
2n (R),

P
(3)
2n (R)

Çàäà÷i öüîãî ïàðàãðàôó ¹ àíàëîãi÷íèìè çàäà÷i ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðà-

ôó.
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Äëÿ äîâiëüíèõ α, R ∈ R, α ≥ 0 íà êëàñi P(2)
2n (R) âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë

Ξn = Ξn(p) = r
n2

4 (B0, 0) ·
n∏

k=1

rα (B2k, a2k) · r (B2k−1, a2k−1) . (2.46)

Äëÿ äîâiëüíèõ α, R ∈ R, α ≥ 0 íà êëàñi P(3)
2n (R) âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë

Θn = Θn(p) = r
n2

4 (Bn+1,∞) ·
n∏

k=1

rα (B2k, a2k) · r (B2k−1, a2k−1) . (2.47)

Çàäà÷à 2.4. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (2.46) íà êëàñi P(2)
2n (R) ïðè

óìîâi
n∏

k=1

χ

(∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣
n
2

) ∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣ ≤ 3 ·
(

2√
3

)n

i âèçíà÷èòè âñi åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P
(2)
2n (R).

Çàäà÷à 2.5. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (2.47) íà êëàñi P(3)
2n (R) ïðè

óìîâi
n∏

k=1

χ

(∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣
n
2

) ∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣ ≤ 1

3
·
(

2√
3

)n

i âèçíà÷èòè âñi åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P
(3)
2n (R).

Ðiøåííÿ çàäà÷i 2.4 äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ äîâiëüíèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [
0, 1

2

]
i äëÿ âñiõ

íàáîðiâ p ∈ P
(2)
2n (R) òàêèõ, ùî

n∏

k=1

χ

(∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣
n
2

) ∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣ ≤ 3 ·
(

2√
3

)n

,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Ξn (p) ≤ Ξn (p0) , (2.48)

äå p0 = {(Dk, dk)}2n
k=0 ∈ P

(2)
2n (R) , Dk è dk, k = 0, 2n, âiäïîâiäíî êðóãîâi

îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 =
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=

((
w

n
2 + iR

n
2

)3
h3 − (

w
n
2 − iR

n
2

)3
)((

w
n
2 + iR

n
2

)3 − (
w

n
2 − iR

n
2

)3
h3

)

w2 (wn + Rn)2 (wn − 3Rn)2 dw2,

(2.49)

à h ∈ [0; 1) � êîðiíü ðiâíÿííÿ h3 + 1
h3 = 9

α − 2.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3 ïðîâîäèòüñÿ òàêèì æå

ìåòîäîì, ùî é âèùå íàâåäåíi òåîðåìè.

Ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòåé B2k−1, âiäíîñíî ñi-

ìåéñòâà ôóíêöié {zk−1 (w) , zk (w)}, k = 1, n, äå ôóíêöi¨ zk ââåäåíî ïðè

äîâåäåííi òåîðåìè 2.2, áóäåìî ââàæàòè îáëàñòi
{

G
(3)
k−1, G

(2)
k

}
, k = 1, n, äå

G
(3)
0 := G

(3)
n . ßñíî, ùî zk (a2k−1) =: λ

(2)
k ∈ G

(2)
k , zk (a2k+1) =: λ

(3)
k ∈ G

(3)
k ,

k = 1, n− 1, zn (a2n−1) =: λ
(2)
n ∈ G

(2)
n , zn (a1) =: λ

(3)
n ∈ G

(3)
n .

Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿìè (2.35) îòðèìà¹ìî íàñòóïíó íåðiâ-

íiñòü

r (B2k−1, a2k−1) ≤

r

(
G

(3)
k−1, λ

(3)
k−1

)
· r

(
G

(2)
k , λ

(2)
k

)

n·|a2k−1|
n
2−1

R
n
2

Rn+|a2k−1|n · n·|a2k−1|
n
2−1

R
n
2

Rn+|a2k−1|n




1
2

, k = 1, n, (2.50)

äå λ
(3)
0 := λ

(3)
n .

Ðåçóëüòàòè ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòåé B0 òà B2k, k = 1, n

áóäåìî ïîçíà÷àòè òàê ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.2.

Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿìè (2.37), (2.39), (2.50) îòðèìà¹ìî íà-

ñòóïíó îöiíêó ôóíêöiîíàëó (2.46) íà êëàñi P(2)
2n (R).

Ξn = r
n2

4 (B0, 0) ·
n∏

k=1

rα (B2k, a2k) · r (B2k−1, a2k−1) ≤

≤



(
R

n
2

2

)n

·
n∏

k=1

r
(
G

(1)
k , 1

)
·
r
(
G

(3)
k−1, λ

(3)
k−1

)
· r

(
G

(2)
k , λ

(2)
k

)

n·|a2k−1|
n
2−1

R
n
2

Rn+|a2k−1|n · n·|a2k−1|
n
2−1

R
n
2

Rn+|a2k−1|n




1
2

×
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×
n∏

k=1

(
4R

n
·
(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

)) 1
2

)α

. (2.51)

Iç íåðiâíîñòi (2.51) ìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

Ξn (p) ≤ 2n(2α− 1
2) ·Rn(α+n

4 )

nn(α+1) ·
n∏

k=1

Rn + |a2k−1|n
R

n
2 · |a2k−1|

n
2−1×

×
[

n∏

k=1

r
(
G

(1)
k , 1

)
· r

(
G

(3)
k−1, λ

(3)
k−1

)
· r

(
G

(2)
k , λ

(2)
k

)] 1
2

×

×
n∏

k=1

((
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

)) 1
2

)α

, p ∈ P
(2)
2n (R) . (2.52)

Êîðèñòóþ÷èñü ðiâíîñòÿìè (2.42) ç (2.52) ìà¹ìî

Ξn ≤
(

22α+ 1
2 ·Rα+n

4

nα+1

)n

×

×
n∏

k=1

χ

(∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣
n
2

)
|a2k−1| ·

n∏

k=1

(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

))α
2 ×

×
[
r
(
G

(2)
k , λ

(2)
k

)
· r

(
G

(3)
k , λ

(3)
k

)
· r

(
G

(1)
k , 1

)] 1
2

. (2.53)

Âðàõîâóþ÷è óìîâè òåîðåìè 2.3 ç (2.53) îòðèìà¹ìî

Ξn (p) ≤ 3 ·
(

22α+ 3
2 ·Rα+n

4 +1
√

3 · nα+1

)n

·
n∏

k=1

(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

))α
2 ×

×
[
r
(
G

(2)
k , λ

(2)
k

)
· r

(
G

(3)
k , λ

(3)
k

)
· r

(
G

(1)
k , 1

)] 1
2

=

= 3 ·
(

22α+ 3
2 ·Rα+n

4 +1
√

3 · nα+1

)n

·
(

n∏

k=1

J3 (ek)

) 1
2

, p ∈ P
(2)
2n (R) , (2.54)

äå ôóíêöiîíàë J3 âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (2.1), ek :=
{(

G
(0)
k , 0

)
,
(
G

(1)
k , 1

)
,(

G
(2)
k , λ

(2)
k

)
,
(
G

(3)
k , λ

(3)
k

)
,
(
G

(∞)
k ,∞

)}
, ñèñòåìà îáëàñòåé F5 =

{
G

(0)
k , G

(1)
k ,
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G
(2)
k , G

(3)
k , G

(∞)
k

}
¹ ñ. í. î., à λ

(2)
k = eiϕk, λ

(3)
k = ei(π+ψk) ∀ϕk, ψk ∈ (0, π) ,

k = 1, n.

Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ 6 ðîáîòè [31] ç íåðiâíîñòi (2.54) îòðèìà¹ìî

îöiíêó

Ξn ≤ 3 ·
(

22α+ 3
2 ·Rα+n

4 +1
√

3 · nα+1

)n

· (J3
(
e0))n

2 ,

äå e0 =
{(

B0
0 , 0

)
,
(
B0

1 , 1
)
,
(
B0

2 , λ
0
2
)
,
(
B0

3 , λ
0
3
)
,
(
B0
∞,∞)}

, à ñ.í.î.{{
B0

k

}3
k=0 , B0

∞
}

òà òî÷êè λ0
2, λ0

3 ¹ âiäïîâiäíî êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè

êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −
(
w3 + h3

) (
w3 + 1

h3

)

w2 (w3 − 1)2 dw2, (2.55)

h ∈ [0; 1) � êîðiíü ðiâíÿííÿ h3 + 1
h3 = 9

α − 2.

Êîðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòÿìè ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ äëÿ çíà÷åíü

ôóíêöiîíàëó Ξn(p), p ∈ P
(2)
2n (R) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (2.48). Êâàäðà-

òè÷íèé äèôåðåíöiàë (2.49) çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííî¨, îòðèìà¹ìî ç

êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (2.55). Òåîðåìà 2.3 äîâåäåíà.

Òåïåð ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó 2.5. Â öüîìó âèïàäêó ñïðàâåäëèâà òàêà òåî-

ðåìà.

Òåîðåìà 2.4. Äëÿ äîâiëüíèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [
0, 1

2

]
i äëÿ âñiõ

íàáîðiâ p ∈ P
(3)
2n (R) òàêèõ, ùî

n∏

k=1

χ

(∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣
n
2

) ∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣ ≤ 1

3
·
(

2√
3

)n

,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Θn (p) ≤ Θn (p0) ,
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äå p0 = {(Dk, dk)}2n+1
k=1 ∈ P

(3)
2n (R) , Dk è dk, k = 1, 2n + 1, âiäïîâiäíî

êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −wn−2×

×

((
w

n
2 + iR

n
2

)3
h3 +

(
w

n
2 − iR

n
2

)3
)((

w
n
2 + iR

n
2

)3
+

(
w

n
2 − iR

n
2

)3
h3

)

(wn + Rn)2 (
wn − Rn

3

)2 dw2,

à h ∈ [0; 1) � êîðiíü ðiâíÿííÿ h3 + 1
h3 = 9

α − 2.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4 ïðîâîäèòüñÿ ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ

òåîðåìè 2.3.

2.5. Åêñòðåìàëüíà çàäà÷à íà êëàñi P̂
(1)
2n (R)

Â öüîìó ïàðàãðàôi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à, ÿêà ¹ ëîãi÷íèì ïðîäîâæåí-

íÿì çàäà÷ ïîïåðåäíiõ äâîõ ïàðàãðàôiâ.

Äëÿ äîâiëüíèõ α, R ∈ R, α ≥ 0 íà êëàñi P̂(1)
2n (R) âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë

Sn = Sn(p) =
n∏

k=1

rα (B2k, a2k) · r (B2k−1, a2k−1) . (2.56)

Çàäà÷à 2.6. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (2.56) íà êëàñi P̂(1)
2n (R) ïðè

óìîâi
n∏

k=1

χ

(∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣
n
2

) ∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣ ≤ 1

i âèçíà÷èòè âñi åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P̂
(1)
2n (R).

Òåîðåìà, ÿêà äà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 2.6 ¹ ïîäiáíîþ äî íàñëiäêó 2.2, à

òàêîæ àíàëîãi÷íîãî ðåçóëüòàòó ðîáîòè [50, òåîðåìà 1].

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 2.6 äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2.5. Äëÿ äîâiëüíèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [
0, 1

2

]
i äëÿ âñiõ

íàáîðiâ p ∈ P̂
(1)
2n (R) òàêèõ, ùî

n∏

k=1

χ

(∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣
n
2

) ∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣ ≤ 1,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Sn (p) ≤ Sn (p0) , (2.57)

äå p0 = {(Dk, dk)}2n
k=0 ∈ P̂

(1)
2n (R) , Dk è dk, k = 0, 2n, âiäïîâiäíî êðóãîâi

îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = wn−2×

×

((
w

n
2 − iR

n
2

)2
h2 − (

w
n
2 + iR

n
2

)2
)((

w
n
2 − iR

n
2

)2 − (
w

n
2 + iR

n
2

)2
h2

)

(w2n −R2n)2 dw2,

(2.58)

à h ∈ [0; 1) � êîðiíü ðiâíÿííÿ h2 + 1
h2 = 4

α − 2.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.5. Äîâåäåííi öi¹¨ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ, â îñíîâ-

íîìó, àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ïîïåðåäíiõ òåîðåì.

Ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòåé B2k−1, âiäíîñíî ñi-

ìåéñòâà ôóíêöié {zk−1 (w) , zk (w)}, k = 1, n, äå ôóíêöi¨ zk ââåäåíî ïðè

äîâåäåííi òåîðåìè 2.2, áóäåìî ââàæàòè îáëàñòi
{

G
(2)
k−1, G

(1)
k

}
, k = 1, n, äå

G
(2)
0 := G

(2)
n . ßñíî, ùî zk (a2k−1) =: λ

(1)
k ∈ G

(1)
k , zk (a2k+1) =: λ

(2)
k ∈ G

(2)
k ,

k = 1, n− 1, zn (a2n−1) =: λ
(1)
n ∈ G

(1)
n , zn (a1) =: λ

(2)
n ∈ G

(2)
n .

Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿìè (2.35) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

r (B2k−1, a2k−1) ≤

r

(
G

(2)
k−1, λ

(2)
k−1

)
· r

(
G

(1)
k , λ

(1)
k

)

n·|a2k−1|
n
2−1

R
n
2

Rn+|a2k−1|n · n·|a2k−1|
n
2−1

R
n
2

Rn+|a2k−1|n




1
2

, k = 1, n, (2.59)
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äå λ
(0)
2 := λ

(n)
2 .

Ðåçóëüòàò ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ äëÿ îáëàñòåé B2k, k = 1, n áóäåìî

ïîçíà÷àòè òàê ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.2.

Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿìè (2.39) òà (2.59) îòðèìà¹ìî íàñòóïíó

îöiíêó ôóíêöiîíàëó (2.56) íà êëàñi P̂(1)
2n (R).

Sn =
n∏

k=1

rα (B2k, a2k) · r (B2k−1, a2k−1) ≤



n∏

k=1

r
(
G

(2)
k−1, λ

(2)
k−1

)

n·|a2k−1|
n
2−1

R
n
2

Rn+|a2k−1|n
×

×
r
(
G

(1)
k , λ

(1)
k

)

n·|a2k−1|
n
2−1

R
n
2

Rn+|a2k−1|n




1
2

·
n∏

k=1

(
4R

n
·
(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

)) 1
2

)α

. (2.60)

Iç íåðiâíîñòi (2.60) ìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

Sn (p) ≤ 22nα ·Rnα

nn(α+1) ·
n∏

k=1

Rn + |a2k−1|n
R

n
2 · |a2k−1|

n
2−1×

×
[

n∏

k=1

r
(
G

(2)
k−1, λ

(2)
k−1

)
· r

(
G

(1)
k , λ

(1)
k

)] 1
2

×

×
n∏

k=1

(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

))α
2

, p ∈ P̂
(1)
2n (R) . (2.61)

Êîðèñòóþ÷èñü ðiâíîñòÿìè (2.42) ç (2.61) ìà¹ìî

Sn ≤
(

22α+1 ·Rα

nα+1

)n

×

×
n∏

k=1

χ

(∣∣∣a2k−1

R

∣∣∣
n
2

)
|a2k−1| ·

n∏

k=1

(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

))α
2 ×

×
[
r
(
G

(1)
k , λ

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , λ

(2)
k

)] 1
2

. (2.62)
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Âðàõîâóþ÷è óìîâè òåîðåìè 2.5 ç (2.62) îòðèìà¹ìî

Sn (p) ≤
(

22α+1 ·Rα+1

nα+1

)n

·
n∏

k=1

(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

))α
2 ×

×
[
r
(
G

(1)
k , λ

(1)
k

)
· r

(
G

(k)
2 , λ

(2)
k

)] 1
2

=

=

(
22α+1 ·Rα+1

nα+1

)n

·
(

n∏

k=1

J2 (ek)

) 1
2

, p ∈ P̂
(1)
2n (R) , (2.63)

äå ôóíêöiîíàë J2 âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (2.1), ek :=
{(

G
(0)
k , 0

)
,(

G
(1)
k , λ

(1)
k

)
,
(
G

(2)
k , λ

(2)
k

)
,
(
G

(∞)
k ,∞

)}
, ñèñòåìà îáëàñòåé F4 =

{
G

(0)
k , G

(1)
k ,

G
(2)
k , G

(∞)
k

}
¹ ñ. í. î., à λ

(1)
k = eiϕk, λ

(2)
k = ei(π+ψk) ∀ϕk, ψk ∈ (0, π) , k = 1, n.

Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ 6 ðîáîòè [31] ç íåðiâíîñòi (2.63) îòðèìà¹ìî

îöiíêó

Sn ≤
(

22α+1 ·Rα+1

nα+1

)n

· (J2
(
e0))n

2 ,

äå e0 =
{(

B0
0 , 0

)
,
(
B0

1 , λ
0
1
)
,
(
B0

2 , λ
0
2
)
,
(
B0
∞,∞)}

, à ñ. í. î.
{{

B0
k

}2
k=0 , B0

∞
}

òà òî÷êè λ0
1, λ0

2 âiäïîâiäíî, ¹ êðóãîâèìè îáëàñòÿìè i ïîëþñàìè êâàäðà-

òè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −
(
w2 − h2

) (
w2 − 1

h2

)

w2 (w2 + 1)2 dw2, (2.64)

h ∈ [0; 1) � êîðiíü ðiâíÿííÿ h2 + 1
h2 = 4

α − 2.

Êîðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòÿìè ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ äëÿ çíà÷åíü

ôóíêöiîíàëó Sn(p), p ∈ P̂
(1)
2n (R) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (2.57). Êâàäðà-

òè÷íèé äèôåðåíöiàë (2.58) çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííî¨, îòðèìà¹ìî ç

êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (2.64). Òåîðåìà 2.5 äîâåäåíà.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçâ'ÿçàíi íàñòóïíi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i:

1. Îòðèìàíî ïîâíó õàðàêòåðèñòèêó åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëÿ

ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïå-

ðåòèííèõ îáëàñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñÿ ïî ðiâ-

íîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi.

2. Çíàéäåíî ïîâíó õàðàêòåðèñòèêó åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëÿ ôóíê-

öiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðå-

òèííèõ îáëàñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñÿ ïî ðiâíî-

ìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi, à òàêîæ äåÿêî¨ ñèñòåìè ôiêñîâàíèõ òî÷îê

êîìïëåêñíié ïëîùèíè.
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ÐÎÇÄIË 3

ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍI ÇÀÄÀ×I Ç ÂIËÜÍÈÌÈ
ÏÎËÞÑÀÌÈ ÍÀ ÊÎËI ÀÁÎ Â ÊIËÜÖI

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ åêñòðåìàëüíi çàäà÷i íà êëàñi âçà¹ì-

íî íåïåðåòèííî¨ ñèñòåìè îáëàñòåé äëÿ ðiâíîìiðíî¨ ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè ç

âiëüíèìè ïîëþñàìè, ÿêi íàëåæàòü ïåâíîìó êiëüöþ, åêñòðåìàëüíi çàäà÷i

äëÿ ÿêèõ êiëüöå ìiñòèòü âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îáëàñòi, à òàêîæ ðÿä ðiçíèõ

åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ç âiëüíèìè ïîëþñàìè, ùî íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êî-

ëó.

Åêñòðåìàëüíi çàäà÷i íà êëàñi âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç ðiâ-

íîìiðíîþ ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ, äëÿ ÿêèõ àáî òiëüêè ïîëþñè íàëåæàòü

êiëüöþ, àáî êiëüöå ìiñòèòü îáëàñòi, äî öèõ ïið íå ðîçãëÿäàëèñÿ. Çàäà÷i ç

âiëüíèìè ïîëþñàìè íà îäèíè÷íîìó êîëi âïåðøå ç'ÿâèëèñÿ ó ðîáîòàõ [19 �

21]. Ïiñëÿ öüîãî ïîäiáíi çàäà÷i ðîçãëÿäàëèñÿ â ðîáîòàõ áàãàòüîõ àâòîðiâ,

íàïðèêëàä [4 � 9, 22, 28 � 32, 35 � 39, 48 � 50].

3.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ ðîçäiëó 3

Âèêîðèñòà¹ìî âñi îçíà÷åííÿ, ÿêi áóëè ââåäåíi íàìè â ïiäðîçäiëi 2.1, à

òàêîæ íàâåäåìî äåÿêi äîäàòêîâi îçíà÷åííÿ íåîáõiäíi äëÿ öüîãî ðîçäiëó.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç l := {w : |w| = 1} � îäèíè÷íå êîëî w-ïëîùèíè.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N, n ≥ 2 ìíîæèíó âñiõ íàáîðiâ òî÷îê

An = {ak}n
k=1 ⊂ C òàêèõ, ùî ak ∈ l, k = 1, n ïîçíà÷èìî Λn (l).

Òåïåð ââåäåìî êëàñ Λ0
n (ρ,R) , ÿêèé ¹ ïiäêëàñîì êëàñó Λ0

n, ââåäåíèì
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íàìè ó ðîçäiëi 2.1.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N, n ≥ 2, ρ, R ∈ R, R ≥ ρ > 0 ìíî-

æèíó âñiõ íàáîðiâ òî÷îê An = {ak}n
k=1 ∈ Λ0

n òàêèõ, ùî 0 < ρ ≤ |ak| ≤ R,

k = 1, n áóäåìî ïîçíà÷àòè Λ0
n (ρ,R) . Òàêi ñèñòåìè òî÷îê áóäåìî íàçèâà-

òè ðiâíîìiðíèìè ïðîìåíåâèìè ñèñòåìàìè òî÷îê ç âiëüíèìè ïîëþñàìè â

êiëüöi.

Íà êëàñi Λ0
n (ρ,R) òàêîæ áóäåìî ðîçãëÿäàòè ôóíêöiîíàë µ (An) ââåäå-

íèé íàìè ó ïiäðîçäiëi 2.1.

Îçíà÷åííÿ 3.3. Ïîçíà÷èìî P̂l
n ìíîæèíó âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ

âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}n
k=1 òàêèõ, ùî Fn (p) = {Bk}n

k=1 ¹ ñ. í.

î. i An (p) ∈ Λn (l) .

Ðîçãëÿíåìî òåïåð êëàñ P0
n ââåäåíèé íàìè ó ïiäðîçäiëó 2.1.

Îçíà÷åííÿ 3.4. Ïîçíà÷èìî P0
n (ρ,R) ìíîæèíó âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ íà-

áîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}n+1
k=0 ∈ P0

n, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

óìîâi An = {ak}n
k=1 ∈ Λ0

n (ρ,R) .

Îçíà÷åííÿ 3.5. Íåõàé P̂0
n (ρ,R) ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ

íàáîðiâ p = {(Bk, ak)}n
k=1 òàêèõ, ùî Fn (p) ¹ ñ. í. î. òà An (p) ∈ Λ0

n (ρ,R) .

3.2. Åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ç âiëüíèìè ïîëþñà-

ìè â êiëüöi

Öåé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ç âiëüíè-

ìè ïîëþñàìè, ÿêi íàëåæàòü äåÿêîìó êiëüöþ {w : 0 < ρ ≤ |w| ≤ R < ∞}.
Çàäà÷i òàêîãî òèïó iíøèìè àâòîðàìè äî öüîãî ÷àñó íå ðîçãëÿäàëèñÿ.
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Äëÿ äîâiëüíîãî γ ∈ R, γ ≥ 0 íà êëàñi P0
n (ρ,R) ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé

ôóíêöiîíàë

Θn = (r (B0, 0) · r (Bn+1,∞))γ ·
(

n∏

k=1

r (Bk, ak) · |ak|n2−1

)
. (3.1)

Ðîçãëÿíåìî íà êëàñi P̂0
n (ρ,R) ôóíêöiîíàë

Υn =
n∏

k=1

r (Bk, ak) · |ak|n2−1. (3.2)

Ñôîðìóëþ¹ìî òàêó åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó.

Çàäà÷à 3.1. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (3.1) íà êëàñi P0
n (ρ,R) òà

çíàéòè åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P0
n (ρ,R) äëÿ äîâiëüíèõ ôiê-

ñîâàíèõ ρ, R ∈ R.

Ïåðåä òèì ÿê ïðèñòóïèòè äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i 3.1 ñôîðìóëþ¹ìî i

äîâåäåìî ëåìó 3.1. Â öié ëåìi äîñëiäæó¹òüñÿ ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó

J2 = J2 (p) , ââåäåíèé ôîðìóëîþ (2.1), íà ïiäìíîæèíi êëàñó P∗
2, ÿêèé ìè

ââåëè â ïiäðîçäiëi 2.1

Ëåìà 3.1. Íåõàé äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë ρ, R∗ ∈ R, R∗ ≥ ρ > 0, åëå-

ìåíòè êîìïîíåíòè A2 äîâiëüíèõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îá-

ëàñòåé p = {(Bk, ak)}3
k=0 ∈ P∗

2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì:

1. Re a1 = Re a2 = 0;

2. 0 < ρ ≤ |a1| ≤ R∗ < ∞, 0 < ρ ≤ |a2| ≤ R∗ < ∞;

3. a1 · a2 > 0.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî α ≥ 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

J2 ≤ J0
2 , (3.3)
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äå ôóíêöiîíàë J2 âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (2.1), à J0
2 � çíà÷åííÿ ôóíêöiî-

íàëó J2 íà âïîðÿäêîâàíîìó íàáîði âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé âèäó
{(

B0
0 , 0

)
,

(
B0

1 , iR∗
)
,
(
B0

2 ,−iR∗
)
,
(
B0

3 ,∞
)}

. Ïðè÷îìó îáëàñòi B0
0 , B

0
1 , B

0
2 , B

0
3 ¹ êðó-

ãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −αw4 + 2 (α− 2) R2
∗w

2 + αR4
∗

w2 (w2 + R2∗)
2 dw2. (3.4)

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.1. Ó ëåìi 2.1 áóëî ïîêàçàíî, ùî ôóíêöiîíàë

W2 (p) := (r (D0, 0) r (D3,∞))α ·
(

r (D1, a1) r (D2, a2)

|a1 − a2|2
)β

äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìó íà âiäìi÷åíèõ îáëàñòÿõ âèäó:
{(

D0
0, 0

)
,
(
D0

1, i
h
2

)
,
(
D0

2,−ih
2

)
,
(
D0

3,∞
)}

, äå h > 0. Îáëàñòi D0
0, D0

1, D0
2,

D0
3 � ¹ êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (2.4).

Ïîçíà÷èìî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó W2 ÷åðåç W 0
2 . Òîäi ìîæíà çàïèñàòè

íåðiâíiñòü W2 ≤ W 0
2 . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(r (D0, 0) r (D3,∞))α · (r (D1, a1) r (D2, a2))
β ≤ |a1 − a2|2β ·W 0

2 . (3.5)

Ç óìîâ ëåìè âèïëèâà¹, ùî ìàêñèìóì ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (3.5) äî-

ñÿãà¹òüñÿ ïðè |a1 − a2| = 2R∗. Ïðè öüîìó îäíî÷àñíî â íåðiâíîñòi (3.5)

ðåàëiçó¹òüñÿ çíàê ðiâíîñòi. ßñíî, ùî a1 = iR∗, a2 = −iR∗. Âèðàç äëÿ

êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.4) ìîæíà îòðèìàòè ç âiäïîâiäíîãî äè-

ôåðåíöiàëó (2.4). Çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ïðî çíàê ðiâíîñòi â íåðiâ-

íîñòi (3.3). Ëåìà 3.1 äîâåäåíà.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3.1 äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë γ ≥ 0, ρ, R > 0 òà

äëÿ äîâiëüíèõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p =
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= {(Bk, ak)}n+1
k=0 ∈ P0

n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Θn ≤ Θ0
n, (3.6)

äå Θ0
n � çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó Θn íà âiäìi÷åíèõ îáëàñòÿõ âèäó{(

B0
0 , 0

)
,
(
B0

1 , R
)
,
(
B0

2 , R · e 2π
n i

)
, ...,

(
B0

n, R · e 2π
n (n−1)i

)
,
(
B0

n+1,∞
)}

, à îá-

ëàñòi B0
0 , B0

n+1, B0
k, k = 1, 2, ..., n ¹ êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −γw2n +
(
n2 − 2γ

)
Rnwn + γR2n

w2 (wn −Rn)2 dw2. (3.7)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1. Ïðè äîâåäåííi öi¹¨ òåîðåìè áóäåìî êîðèñòóâà-

òèñÿ ìåòîäîì êóñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ ([28 � 32]).

Íåõàé Ek = {w : 2π
n (k − 1) < arg w < 2π

n k}, k = 1, 2, ..., n. Ôóíêöiÿ

(2.7) îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ îáëàñòü Ek íà ïðàâó ïiâïëîùèíó ∀k =

= 1, 2, ..., n.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

|πk (w)| = |w|n2 , w → 0, w →∞,

|πk(w)−πk(am)| ∼ n

2
|am|n2−1 · |w−am|, w → am, (3.8)

k = 1, 2, ..., n− 1; m = k, k + 1,

|πn (w)− πn (am)| ∼ n

2
|am|

n
2−1 |w − am| , w → am, m = 1, n.

Ïîçíà÷èìî:

πk (ak) =: ω
(1)
k , k = 1, 2, ..., n, πk (ak+1) =: ω

(2)
k , k = 1, 2, ..., n− 1,

(3.9)
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πn (a1) =: ω(2)
n .

Ðåçóëüòàò ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi Bk, k = 2, ..., n, âiäíîñíî

ñiìåéñòâà ôóíêöié {πk−1, πk} ïîçíà÷èìî
{

G
(2)
k−1, G

(1)
k

}
. Äëÿ îáëàñòi B1 ðå-

çóëüòàò ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ âiäíîñíî ñiìåéñòâà {π1, πn} áóäå ïàðà

îáëàñòåé
{

G
(1)
1 , G

(2)
n

}
. Ðåçóëüòàò ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòåé B0

è Bn+1 âiäíîñíî ñiìåéñòâà ôóíêöié {πk}n
k=1 ïîçíà÷èìî ÷åðåç

{
G

(0)
k

}n

k=1

i
{

G
(∞)
k

}n

k=1
. Ñèñòåìè îáëàñòåé

{
G

(0)
k , G

(1)
k , G

(2)
k , G

(∞)
k

}
¹ ñèñòåìàìè ïî-

ïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ áàãàòîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé ∀k = 1, 2, .., n.

Ç òåîðåì ðîáiò [28 � 32] i ðiâíîñòåé (3.8) îòðèìà¹ìî íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

r (B0, 0) ≤
n∏

k=1

(
r
(
G

(0)
k , 0

)) 2
n2

,

r (Bn+1,∞) ≤
n∏

k=1

(
r
(
G

(∞)
k ,∞

)) 2
n2

,

(3.10)

r(Bk, ak) ≤

r

(
G

(2)
k−1, ω

(2)
k−1

)
· r

(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)

n2

4 | ak |n−2




1
2

, k = 2, 3, ..., n,

r(B1, a1) ≤

r

(
G

(1)
1 , ω

(1)
1

)
· r

(
G

(2)
n , ω

(2)
n

)

n2

4 | a1 |n−2




1
2

.

Êîðèñòóþ÷èñü ïîçíà÷åííÿìè (3.9) i íåðiâíîñòÿìè (3.10) ìîæíà çàïèñàòè

íàñòóïíó îöiíêó ôóíêöiîíàëó (3.1)

Θn ≤
(

2

n

)n

×

×
n∏

k=1

{(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

)) 4γ

n2 · r
(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)} 1
2

.

(3.11)
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Ïðè γ = 0 ç íåðiâíîñòi (3.11) îòðèìà¹ìî íàñòóïíó îöiíêó ôóíêöiîíàëó

(3.2)

Υn ≤
(

2

n

)n

·
n∏

k=1

(
r
(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)) 1
2

.

Â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (3.11) êîæåí âèðàç, ÿêèé ñòî¨òü ó ôiãóðíèõ

äóæêàõ ¹ ôóíêöiîíàë çàäàíèé íà âiäìi÷åíèõ îáëàñòÿõ
{(

G
(0)
k , 0

)
,(

G
(1)
k , ω

(1)
k

)
,
(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)
,
(
G

(∞)
k ,∞

)}
, k = 1, 2, ..., n. ßê ñëiäó¹ ç ëåìè

2.1 ìàêñèìóì ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (3.11) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè âèêîíàííi

óìîâ | ω
(l)
k |=| ω

(s)
p |= R∗ = R

n
2 ∀k, p = 1, 2, ..., n; l, s = 1, 2. Çâiäñè áåç-

ïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî | a1 |=| a2 |= ... =| an |= R. Óñå âèùåñêàçàíå

îçíà÷à¹, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà (3.1) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè | a1 |=| a2 |=
= ... =| an |= R i âñi âiäìi÷åíi îáëàñòi

{(
G

(0)
k , 0

)
,
(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
,
(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)
,(

G
(∞)
k ,∞

)}
, k = 1, 2, ..., n ñïiâïàäàþòü ç åêñòðåìàëëþ ëåìè 3.1.

Çäiéñíþþ÷è çàìiíó ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà ïî ôîðìóëi ζ = iw
n
2 â êâàä-

ðàòè÷íîìó äèôåðåíöiàëi (3.4), îòðèìà¹ìî êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë (3.7).

Çâiäñè âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (3.6). Ïðè γ = 0 çàêií÷åííÿ

äîâåäåííÿ òåîðåìè àíàëîãi÷íî ñêàçàíîìó âèùå, òiëüêè çàìiñòü ëåìè 3.1

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò Ì. À. Ëàâðåíòü¹âà [52]. Òåîðåìà

3.1 äîâåäåíà.

Ïðè ïiäíåñåííi íåðiâíîñòi (3.6) äî ñòåïåíÿ β > 0 ìîæíà îòðèìàòè

íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 3.1. Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë α, β ≥ 0, ρ, R > 0,

α+β > 0 òà äëÿ äîâiëüíèõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé
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p = {(Bk, ak)}n+1
k=0 ∈ P0

n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(r (B0, 0) · r (Bn+1,∞))α ·
(

n∏

k=1

r (Bk, ak) · |ak|n2−1

)β

≤

≤ (
r
(
B0

0 , 0
) · r (

B0
n+1,∞

))α ·
(

n∏

k=1

r
(
B0

k, a
0
k

) · |a0
k|

n
2−1

)β

, (3.12)

äå a0
k = R · e 2π

n (k−1)i, k = 1, 2, ..., n, à îáëàñòi B0
0 , B0

n+1, B0
k, k = 1, 2, ..., n

¹ êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −αw2n +
(
βn2 − 2α

)
Rnwn + αR2n

w2 (wn −Rn)2 dw2.

Íàñëiäîê 3.2. Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë α, β ≥ 0, ρ, R > 0,

α+β > 0 òà äëÿ äîâiëüíèõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé

p = {(Bk, ak)}n+1
k=0 ∈ P0

n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(r (B0, 0) · r (B∞,∞))α ·
(

n∏

k=1

r (Bk, ak)

)β

≤ (
r
(
B0

0 , 0
) · r (

B0
n+1,∞

))α×

×
(

n∏

k=1

r
(
B0

k, a
0
k

) · |a0
k|

n
2−1

)β

·
n∏

k=1

|ak|β(1−n
2 ), (3.13)

äå âåëè÷èíè B0
0 , B0

n+1, a0
k, B0

k, k = 1, 2, ..., n âèçíà÷åíi â íàñëiäêó 3.1,

à çíàê ðiâíîñòi ðåàëiçó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðiâíiñòü äîñÿ-

ãà¹òüñÿ â (3.12).

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3.2. Äîìíîæàþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (3.12)

íà âåëè÷èíó
n∏

k=1
|ak|β(1−n

2 ), îäåðæèìî (3.13). Íàñëiäîê 3.2.2 äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3.3. Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë α, β ≥ 0, ρ, M, R >

> 0, α + β > 0, äå M =
n∏

k=1
|ak|β(1−n

2 ) òà äëÿ äîâiëüíèõ âïîðÿäêîâàíèõ
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íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}n+1
k=0 ∈ P0

n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü

(r (B0, 0) · r (B∞,∞))α ·
(

n∏

k=1

r (Bk, ak)

)β

≤

≤ (
r
(
B0

0 , 0
) · r (

B0
n+1,∞

))α ·
(

n∏

k=1

r
(
B0

k, a
0
k

) · |a0
k|

n
2−1

)β

·M, (3.14)

äå âåëè÷èíè B0
0 , B0

n+1, a0
k, B0

k, k = 1, 2, ..., n âèçíà÷åíi â íàñëiäêó 3.1.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3.3. Íåðiâíiñòü (3.14) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç

òâåðäæåííÿ íàñëiäêó 3.2 òà óìîâ íàñëiäêó 3.3. Íàñëiäîê 3.3 äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3.4. Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë ρ, R > 0 òà äëÿ

äîâiëüíèõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p =

= {(Bk, ak)}n
k=1 ∈ P̂0

n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Υn ≤ Υ0
n, (3.15)

äå Υ0
n � çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó Υn íà âiäìi÷åíèõ îáëàñòÿõ âèäó{(

B0
1 , R

)
,
(
B0

2 , R · e 2π
n i

)
, ...,

(
B0

n, R · e 2π
n (n−1)i

)}
, à îáëàñòi B0

k, k = 1, 2, ...,

n ¹ êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn −Rn)2dw2. (3.16)

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3.4. Íåðiâíiñòü (3.15) òà êâàäðàòè÷íèé äèôåðåí-

öiàë (3.16) ñëiäóþòü ç íåðiâíîñòi (3.6) òà êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

(3.7) âiäïîâiäíî, ïðè γ = 0. Íàñëiäîê 3.4 äîâåäåíî.

Íàñòóïíi íàñëiäêè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç íàñëiäêó 3.4.
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Íàñëiäîê 3.5. Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë ρ, R > 0 òà äëÿ

äîâiëüíèõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p =

= {(Bk, ak)}n
k=1 ∈ P̂0

n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

In ≤ Υ0
n ·

n∏

k=1

|ak|1−n
2 ,

äå ôóíêöiîíàë In ââîäèòüñÿ ôîðìóëîþ (2.2), à âåëè÷èíà Υ0
n âèçíà÷åíà

â íàñëiäêó 3.4. Çíàê ðiâíîñòi ðåàëiçó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ â (3.15).

Íàñëiäîê 3.6. Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë M, ρ, R > 0, äå M =

=
n∏

k=1
|ak|1−n

2 òà äëÿ äîâiëüíèõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëà-

ñòåé p = {(Bk, ak)}n
k=1 ∈ P̂0

n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

In ≤ Υ0
n ·M,

äå ôóíêöiîíàë In ââîäèòüñÿ ôîðìóëîþ (2.2), à âåëè÷èíà Υ0
n âèçíà÷åíà

â íàñëiäêó 3.4.

3.3. Åêñòðåìàëüíi çàäà÷i äëÿ îáëàñòåé, ÿêi íà-

ëåæàòü îäèíè÷íîìó êðóãó

Â öüîìó ïiäðîçäiëi áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ ââåäåíîþ íàìè â ïiäðîçäiëi

2.1 ôóíêöi¹þ µ (An) , à òàêîæ áóäåìî ïðîäîâæóâàòè äîñëiäæóâàòè ôóíê-

öiîíàë (2.2). Íàâåäåìî òåïåð îäíó åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó äëÿ ðiâíîìiðíî¨

ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè âiëüíèõ ïîëþñiâ ïðè óìîâi, ùî îáëàñòi íàëåæàòü îäè-

íè÷íîìó êðóãó.
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Íà êëàñi P̂0
n ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë (2.2), à òàêîæ âèçíà÷èìî íàñòóï-

íèé ôóíêöiîíàë

Φn =
1

µ (An)

n∏

k=1

r (Bk, ak) , (3.17)

äå ôóíêöiîíàë µ (An) ââåäåíèé â ïiäðîçäiëi 2.1.

Çàäà÷à 3.2. Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ÷èñëà ρ ∈ R, 0 < ρ ≤ (√
2− 1

) 2
n ,

çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (2.2) íà êëàñi P̂0
n i çíàéòè òàêi âiäìi÷åíi

îáëàñòi p ∈ P̂0
n äëÿ ÿêèõ öåé ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ

ñóêóïíiñòü óìîâ:

1. Bk ⊂ {w : |w| < 1} , k = 1, 2, ..., n,

2. 0 < ρ ≤ |ak| < 1, k = 1, 2, ..., n, (3.18)

3. µ (An) =
n∏

k=1

χ

(∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣
n
4

)
· | ak |≤

(√
2− 1

)2
,

äå χ (t) = 1
2

(
t + 1

t

)
.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3.2 äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé êîìïîíåíòè An = {ak}n
k=1 òà Fn = {Bk}n

k=1 äî-

âiëüíèõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}n
k=1 ∈

∈ P̂0
n, n ∈ N, n ≥ 2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì (3.18). Òîäi ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
n∏

k=1

r
(
B0

k, a
0
k

)
, (3.19)

äå âiäìi÷åíi îáëàñòi
{(

B0
k, a

0
k

)}n

k=1 =
{(

B0
k,

(√
2− 1

) 2
n · e 2π

n (k−1)i
)}n

k=1
, à

îáëàñòi B0
k, k = 1, 2, ..., n ¹ êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôå-

ðåíöiàëó

Q(w)dw2 = − wn−2 (1 + wn)2

(
wn − (√

2− 1
)2

)2 (
1− wn

(√
2− 1

)2
)2dw2. (3.20)
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2. Çàñòîñó¹ìî ïðè äîâåäåííi öi¹¨ òåîðåìè òàêîæ

ìåòîä êóñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ. Çíîâó, íåõàé Ek =

= {w : 2π
n (k−1) < arg w < 2π

n k}, k = 1, 2, ..., n. Ôóíêöiÿ (2.7) îäíîëèñòî

âiäîáðàæà¹ îáëàñòü Ek íà ïðàâó ïiâïëîùèíó, k = 1, 2, ..., n.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

|πk(w)− πk(am)| ∼ n

2
|am|n2−1· | w − am|, w → am,

k = 1, 2, ..., n− 1; m = k, k + 1, (3.21)

|πn (w)− πn (am)| ∼ n

2
|am|

n
2−1 |w − am| , w → am, m = 1, n;

Ïîçíà÷èìî:

πk (ak) =: ω
(1)
k , k = 1, 2, ..., n, πk (ak+1) =: ω

(2)
k , k = 1, 2, ..., n− 1,

(3.22)

πn (a1) =: ω(2)
n .

Ðåçóëüòàò ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi Bk, k = 2, ..., n, âiäíîñíî

ñiìåéñòâà ôóíêöié {πk−1, πk} ïîçíà÷èìî
{

G
(2)
k−1, G

(1)
k

}
. Äëÿ îáëàñòi B1 ðå-

çóëüòàò ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ âiäíîñíî ñiìåéñòâà {π1, πn} áóäå ïàðà

îáëàñòåé
{

G
(1)
1 , G

(2)
n

}
. Ñèñòåìè îáëàñòåé

{
G

(1)
k , G

(2)
k

}
¹ ñèñòåìàìè ïîïàð-

íî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèìè áàãàòîçâ'ÿçíèìè îáëàñòÿìè, k = 1, 2, .., n.

Ç òåîðåì ðîáiò [28 � 32] i ðiâíîñòåé (3.21) i (3.22) îòðèìà¹ìî íàñòóïíi

íåðiâíîñòi:

r(Bk, ak) ≤

r

(
G

(2)
k−1, ω

(2)
k−1

)
· r

(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)

n2

4 | ak |n−2




1
2

, k = 2, 3, ..., n, (3.23)
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r(B1, a1) ≤

r

(
G

(1)
1 , ω

(1)
1

)
· r

(
G

(2)
n , ω

(2)
n

)

n2

4 | a1 |n−2




1
2

. (3.24)

Íåðiâíîñòi (3.23), (3.24) äîçâîëÿþòü çàïèñàòè íàñòóïíó îöiíêó ôóíêöiî-

íàëó (2.2)

In =
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤

r

(
G

(1)
n , ω

(1)
n

)
· r

(
G

(2)
n , ω

(2)
n

)

n2

4 ( | an | · | a1 |)
n−2

2




1
2

×

×
n−1∏

k=1


r

(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)

n2

4 (| ak | · | ak+1 |)
n−2

2




1
2

. (3.25)

ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.1, âèðàç (3.25) ïåðåòâîðèìî íàñòóïíèì ÷è-

íîì

In ≤
(

4

n

)n

· χ
(∣∣∣∣

an

a1

∣∣∣∣
n
4

)
| an | ·

n−1∏

k=1

χ

(∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣
n
4

)
| ak | ×

×

(
r
(
G

(1)
n , ω

(1)
n

)
r
(
G

(2)
n , ω

(2)
n

)) 1
2

(| an |n2 + | a1 |n2
) ·

n−1∏

k=1

(
r
(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)) 1
2

(| ak |n2 + | ak+1 |n2
) .

(3.26)

Òàêèì ÷èíîì, êîðèñòóþ÷èñü ðiâíîñòÿìè (3.22), à òàêîæ óìîâîþ òåîðå-

ìè, iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.26) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

In ≤
(

4

n

)n

·
(√

2− 1
)2
·

n∏

k=1


r

(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)

| ω(1)
k − ω

(2)
k |2




1
2

. (3.27)

Â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (3.27) êîæíèé âèðàç, ÿêèé ñòî¨òü ïiä çíà-

êîì äîáóòêó ¹ ôóíêöiîíàë, ÿêèé çàäàíèé íà íàáîði âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé{(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
,
(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)}
, k = 1, 2, ..., n. Ç òåîðåìè 1.11 ñëiäó¹, ùî ìàê-

ñèìóì ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (3.27) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè âèêîíàííi óìîâ



79

| ω(l)
k |=| ω(s)

p |= √
2− 1, k, p = 1, 2, ..., n; l, s = 1, 2. Çâiäñè áåçïîñåðåäíüî

ñëiäó¹, ùî | a1 |=| a2 |= ... =| an |=
(√

2− 1
) 2

n . Òàêîæ

χ

(∣∣∣∣
an

a1

∣∣∣∣
n
4

)
· | an | ·

n−1∏

k=1

χ

(∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣
n
4

)
· | ak |=

(√
2− 1

)2
,

çîêðåìà, ïðè | a1 |=| a2 |= ... =| an |= (√
2− 1

) 2
n . Óñå âèùåñêàçàíå

îçíà÷à¹, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà (2.2) íà êëàñi P̂0
n äîñÿãà¹òüñÿ ïðè

| a1 |=| a2 |= ... =| an |=
(√

2− 1
) 2

n

i âñi âiäìi÷åíi îáëàñòi
{(

G
(1)
k , ω

(1)
k

)
,
(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)}

ñïiâïàäàþòü ç åêñòðåìàëëþ òåîðåìè 1.11.

Çäiéñíèâøè çàìiíó ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðó ïî ôîðìóëi ζ = iw
n
2 â êâàä-

ðàòè÷íîìó äèôåðåíöiàëi (äèâ. òåîðåìó 1.11)

Q(ζ)dζ2 = −
(
ζ2 + 1

)2

(
ζ2 − (√

2− 1
)2

)2 (
1− ζ2

(√
2− 1

)2
)2dζ2

îòðèìà¹ìî êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë (3.20). Îòæå, îòðèìà¹ìî ôîðìóëó

(3.19). Òåîðåìà 3.2 äîâåäåíà.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó.

Çàäà÷à 3.3. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (3.17) íà êëàñi P̂0
n òà çíàéòè

òàêi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P̂0
n íà ÿêèõ öåé ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ.

Òåîðåìà 3.3 äà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3.3. Ñôîðìóëþ¹ìî öþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé êîìïîíåíòè An = {ak}n
k=1 òà Fn = {Bk}n

k=1 äî-

âiëüíèõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}n
k=1 ∈
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∈ P̂0
n, n ∈ N, n ≥ 2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì 1 òà 2 ñèñòåìè (3.18). Òîäi

ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

Φn ≤ Φ0
n, (3.28)

äå Φ0
n � çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó Φn íà âiäìi÷åíèõ îáëàñòÿõ âèäó{(

B0
k,

(√
2− 1

) 2
n · e 2π

n (k−1)i
)}n

k=1
. Ïðè÷îìó îáëàñòi B0

k, k = 1, 2, ..., n ¹

êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.20).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè, â îñíîâíîìó, àíàëî-

ãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 3.2. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïîçíà÷åííÿìè, ÿêi âèêîðè-

ñòîâóþòüñÿ ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.2.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (3.22) � (3.24) îòðèìà¹ìî

Φn =
1

µ (An)

n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ 1

µ (An)
·

r

(
G

(1)
n , ω

(1)
n

)
· r

(
G

(2)
n , ω

(2)
n

)

n2

4 (|an| · |a1|)
n−2

2




1
2

×

×
n−1∏

k=1


r

(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)

n2

4 (|ak| · |ak+1|)
n−2

2




1
2

. (3.29)

Ç íåðiâíîñòi (3.29) ìà¹ìî

Φn ≤ 1

µ (An)
·
(

4

n

)n

· χ
(∣∣∣∣

an

a1

∣∣∣∣
n
4

)
|an| ·

n−1∏

k=1

χ

(∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣
n
4

)
|ak| ×

×

(
r
(
G

(1)
n , ω

(1)
n

)
r
(
G

(2)
n , ω

(2)
n

)) 1
2

(
|an|

n
2 + |a1|

n
2

) ·
n−1∏

k=1

(
r
(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)) 1
2

(
|ak|

n
2 + |ak+1|

n
2

) .

(3.30)

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.30) ìîæíà îòðèìàòè íàñòóïíó îöiíêó ôóíêöiîíà-
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ëó (3.17)

Φn ≤
(

4

n

)n

·
n∏

k=1

(
r
(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)) 1
2

∣∣∣ω(1)
k − ω

(2)
k

∣∣∣
.

Çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3 ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òåîðåìi

3.2. Òîáòî, äîâåäåíà ïðàâèëüíiñòü íåðiâíîñòi (3.28) i òå, ùî åêñòðåìàëü-

íi îáëàñòi ¹ êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.20).

Òåîðåìà 3.3 äîâåäåíà.

3.4. Åêñòðåìàëüíà çàäà÷à ç ÷îòèðìà âiëüíèìè

ïîëþñàìè íà îäèíè÷íîìó êîëi

Â öüîìó ïàðàãðàôi íà êëàñi P̂l
4 äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî α ≥ 0 ðîçãëÿ-

íåìî ôóíêöiîíàë

Ξ4 = rα (B1, a1) · r (B2, a2) · r (B3, a3) · rα (B4, a4) . (3.31)

Ñôîðìóëþ¹ìî åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó.

Çàäà÷à 3.4. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (3.31) íà êëàñi p ∈ P̂l
4 òà

çíàéòè åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P̂l
4.

Î. Ê. Áàõòiíèì â ðîáîòàõ [5, 6, 22] áóëà ðîçãëÿíóòà çàäà÷à, ÿêà âiäðiç-

íÿ¹òüñÿ âiä çàäà÷i 3.4 òiëüêè ïîðÿäêîì ðîçìiùåííÿ ïîëþñiâ ak, k = 1, 4

íà îäèíè÷íîìó êîëi. Ïîäiáíi çàäà÷i ðîçãëÿäàëèñÿ òàêîæ â ðîáîòàõ [37,

48 � 50]. Âèõîäÿ÷è ç âèùåñêàçàíîãî ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî çàäà÷à

3.4 ïðåäñòàâëÿ¹ ïåâíèé iíòåðåñ.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3.4 äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3.4. Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî α ≥ 0 i äîâiëüíîãî âïîðÿä-

êîâàíîãî íàáîðó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}4
k=1 ∈ P̂l

4 òàêîãî,

ùî

0 ≤ arg a1 < arg a2 < arg a3 < arg a4 < 2π

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Ξ4 ≤ Ξ0
4, (3.32)

äå Ξ0
4 � çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó Ξ4 íà âiäìi÷åíèõ îáëàñòÿõ âèäó

{(
B0

1 , a
0
1
)
,
(
B0

2 , a
0
2
)
,
(
B0

3 , a
0
3
)
,
(
B0

4 , a
0
4
)}

, îáëàñòi B0
k, k = 1, 2, 3, 4 ¹ êðó-

ãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 =
(w − %)2

(
w − 1

%

)2

(w − a0
1)

2
(w − a0

4)
2
(w − a0

2)
2
(w − a0

3)
2dw2, (3.33)

à cos ψ =
1

|1− α|

√
2

α
·
(
(α + 1)

√
α2 − α + 1− α2 − 1

)
,

% +
1

%
=

cos ψ (1− α)
(
2− α cos2 ψ

)

1− 2α cos2 ψ
,

a0
1 = eiψ, a0

4 = a0
1, a0

3 = a0
2, a0

2 + a0
2 = −2α cos ψ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.4. Ñòàíäàðòíèì ÷èíîì äîâîäèòüñÿ iñíóâàííÿ åêñ-

òðåìàëüíèõ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p0 :=
{(

B0
k, a

0
k

)}4
k=1 .

Çàñòîñó¹ìî äîäàòêîâó âàðiàöiþ äî âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé

ξ =
w − ε

1− wε
, (3.34)

äå |ε| < 1.

Ç ðiâíîñòi (3.34) îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

ξ = w − ε + w2ε + O
(
ε2) , (3.35)
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äå âåëè÷èíà ε−2O
(
ε2

)
ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi ïðè

ε → 0.

Íåõàé gB0
k

(
w, a0

k

)
, k = 1, 2, 3, 4 óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ Ãðiíà äëÿ îáëà-

ñòåé B0
k, âiäïîâiäíî âiäíîñíî òî÷îê a0

k, k = 1, 2, 3, 4. (Âîíè iñíóþòü, áî

cap ∂Bk > 0, k = 1, 2, 3, 4).

Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ Ãðiíà îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

gB0
k

(
w, a0

k

)
= ln r

(
B0

k, a
0
k

)− ln
∣∣w − a0

k

∣∣ + o (1) , (3.36)

o (1) ⇒ 0, w → a0
k, k = 1, 2, 3, 4.

Ïðè âiäîáðàæåííi (3.34) åêñòðåìàëüíà ñèñòåìà âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé

p0 =
{(

B0
k, a

0
k

)}4
k=1 ∈ P̂l

4 ïåðåõîäèòü â äåÿêó ñèñòåìó pε =

= {(Bε
k, a

ε
k)}4

k=1 ∈ P̂l
4.

Âíàñëiäîê iíâàðiàíòíîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà ïðè êîíôîðìíîìó âiäîáðàæåí-

íi îòðèìà¹ìî

gBε
k
(ξ, aε

k) = gB0
k

(
w, a0

k

)
, k = 1, 2, 3, 4. (3.37)

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.35) ìà¹ìî

|ξ − aε
k| =

∣∣w − a0
k

∣∣ ·
∣∣1 + 2a0

kε + O
(
ε2)∣∣ , k = 1, 2, 3, 4. (3.38)

Î÷åâèäíî, ùî ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü

∣∣1 + 2a0
kε + O

(
ε2)∣∣ = 1 + 2Re a0

kε + O
(
ε2) . (3.39)

Âðàõîâóþ÷è òîòîæíiñòü (3.39) ç ðiâíîñòi (3.38) îòðèìà¹ìî

∣∣w − a0
k

∣∣ = |ξ − aε
k| ·

{
1− 2Re a0

kε + O
(
ε2)} , k = 1, 2, 3, 4. (3.40)
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Òîäi iç ñïiââiäíîøåíü (3.36), âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (3.40) ìà¹ìî

gB0
k

(
w, a0

k

)
= ln

r
(
B0

k, a
0
k

)

1− 2Re a0
kε + O (ε2)

− ln |ξ − aε
k|+ o (1) , (3.41)

o (1) ⇒ 0, w → a0
k, k = 1, 2, 3, 4.

Ç ôîðìóëè (3.37), ñêîðèñòàâøèñü ðiâíîñòÿìè (3.41) îäåðæèìî

gBε
k
(ξ, aε

k) = ln
r
(
B0

k, a
0
k

)

1− 2Re a0
kε + O (ε2)

− ln |ξ − aε
k|+ o (1) , (3.42)

o (1) ⇒ 0, ξ → aε
k, k = 1, 2, 3, 4.

Âèðàç (3.42) äà¹ ìîæëèâiñòü îäåðæàòè çíà÷åííÿ âíóòðiøíüîãî ðàäióñà

äëÿ âàðiéîâàíèõ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé pε = {(Bε
k, a

ε
k)}4

k=1 ∈ P̂l
4.

r (Bε
k, a

ε
k) = r

(
B0

k, a
0
k

) {
1 + 2Re a0

kε + O
(
ε2)} , k = 1, 2, 3, 4. (3.43)

Ç ðiâíîñòi (3.43) çíàéäåìî çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó (3.31) íà âiäìi÷åíèõ

îáëàñòÿõ pε ∈ P̂l
4

Ξ4 (pε) = Ξ4 (p0)
{
1 + 2Re ε

[
a0

2 + a0
3 + α

(
a0

1 + a0
4
)]

+ O
(
ε2)} . (3.44)

Ç ðiâíîñòi (3.44) i åêñòðåìàëüíîñòi ñèñòåìè âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p0, ïî

àíàëîãi¨ ç ðîáîòàìè [5, 6, 22], îäåðæó¹ìî íîðìóþ÷ó óìîâó, ÿêié çàäîâîëü-

íÿþòü òî÷êè a0
k, k = 1, 2, 3, 4

α
(
a0

1 + a0
4
)

+ a0
2 + a0

3 = 0. (3.45)

Êîðèñòóþ÷èñü óìîâîþ (3.45), à òàêîæ òèì ôàêòîì, ùî ôóíêöiîíàë (3.31)

¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îáåðòàííÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íàâêîëî ïî÷àò-

êó êîîðäèíàò, i òèì, ùî a0
k ∈ l, k = 1, 2, 3, 4, ìà¹ìî

a0
4 = a0

1 = eiψ, ψ ∈
(
0,

π

2

)
, a0

3 = a0
2. (3.46)
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Äîâåäåìî òåïåð, ùî îáëàñòi B0
k, k = 1, 4 ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷-

íîãî êîëà l. Äîâîäèòè öåé ôàêò áóäåìî ïîäiáíî äî ðîáîòè [6].

Íåõàé p(s) ∈ P̂l
4 îçíà÷à¹ òàêi âiäìi÷åíi îáëàñòi, äëÿ ÿêèõ îáëàñòi Bk,

k = 1, 4 ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ U := {w : |w| ≤ 1} , B
(1)
k := U

⋂
B0

k, B
(2)
k :=

=
(
C \ U

) ⋂
B0

k, k = 1, 4.

Îáëàñòü B
(1)
k â îá'¹äíàíi ç ñèìåòðè÷íié ¨é îáëàñòþ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî

êîëà ïîçíà÷èìî B(1)
k , k = 1, 4, à îáëàñòü B

(2)
k â îá'¹äíàíi ç ñèìåòðè÷íié

¨é îáëàñòþ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà ïîçíà÷èìî B(2)
k , k = 1, 4.

Çãiäíî ðåçóëüòàòiâ ðîáiò [30 � 32] ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü:

r
(
B0

k, a
0
k

) ≤
√

r
(
B(1)

k , a0
k

)
· r

(
B(2)

k , a0
k

)
, k = 1, 4. (3.47)

Òîäi iç ñïiââiäíîøåíü (3.31) òà (3.47) ñëiäó¹

Ξ4 (p0) ≤
√

Ξ4
(
p(s1)

) · Ξ4
(
p(s2)

)
, (3.48)

äå p(s1) :=
{(
B(1)

k , a0
k

)}4

k=1
, p(s2) :=

{(
B(2)

k , a0
k

)}4

k=1
.

Ïîçíà÷èìî åêñòðåìàëüíó âiäìi÷åíó îáëàñòü, äëÿ îáëàñòåé Bk, k = 1, 4

ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà, ÷åðåç p
(s)
0 .

Ç íåðiâíîñòi (3.48) îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

Ξ4 (p0) ≤
√(

Ξ4

(
p

(s)
0

))2
= Ξ4

(
p

(s)
0

)
. (3.49)

Ç iíøî¨ ñòîðîíè, ìíîæèíà âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p(s) ∈ P̂l
4 ¹ ïiäìíîæè-

íîþ ìíîæèíè âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p ∈ P̂l
4.

Ç îãëÿäó íà âèùåñêàçàíå î÷åâèäíà íàñòóïíà íåðiâíiñòü

Ξ4

(
p

(s)
0

)
≤ Ξ4 (p0) . (3.50)
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Ç íåðiâíîñòåé (3.49) òà (3.50) ñëiäó¹, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (3.31)

äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p(s) ∈ P̂l
4.

Òîìó â ïîäàëüøîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî îáëàñòi B0
k, k = 1, 4, âiäìi-

÷åíîãî íàáîðó îáëàñòåé p0 ∈ P̂l
4, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà

l.

Îòæå, äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ åêñòðåìàëüíèõ âiäìi÷åíèõ îáëà-

ñòåé, ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ âàðiàöiéíîþ ôîðìóëîþ Äþðåíà-Øèôôåðà [72]

w∗ = w +
Aρ2

w0
· w

w − w0
− Aρ2

w0
· w2

1− ww0
+ O(ρ3), (3.51)

äå ρ > 0 � äîñòàòíüî ìàëèé ïàðàìåòð, A = A(ρ) � ïàðàìåòð ãðàíè÷íî¨

âàðiàöi¨, ρ−3 | O (
ρ3

) | � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà äîâiëüíîìó

êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C, ÿêèé íå ìiñòèòü òî÷îê w0 i 1
w0
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç p∗ = {(B∗
k, a

∗
k)}4

k=1 ∈ P̂l
4 ñèñòåìó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé,

â ÿêó ïåðåõîäèòü åêñòðåìàëüíà ñèñòåìà âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p0 =

=
{(

B0
k, a

0
k

)}4
k=1 ∈ P̂l

4, ïðè âiäîáðàæåííi (3.51).

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, gB0
k

(
w, a0

k

)
, k = 1, 2, 3, 4 óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ Ãðiíà

äëÿ îáëàñòåé B0
k, âiäïîâiäíî âiäíîñíî òî÷îê a0

k, k = 1, 2, 3, 4, ùî çàäàþòü-

ñÿ ðiâíîñòÿìè (3.36).

Âíàñëiäîê iíâàðiàíòíîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà ïðè êîíôîðìíîìó âiäîáðàæåí-

íi îòðèìà¹ìî

gB∗
k
(w∗, a∗k) = gB0

k

(
w, a0

k

)
, k = 1, 2, 3, 4. (3.52)

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.51) ìà¹ìî

|w∗ − a∗k| =
∣∣w − a0

k

∣∣×
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×
∣∣∣∣∣1−

Aρ2

(a0
k − w0)

2 −
Aρ2

w0
· 2a0

k −
(
a0

k

)2
w0

(1− a0
kw0)

2 + O(ρ3)

∣∣∣∣∣ , k = 1, 2, 3, 4.

(3.53)

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ % ∈ R, L, C ∈ C ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü

∣∣1− %2 (C + L) + O
(
%3)∣∣ = 1− %2Re

(
C + L)

+ O
(
%3) . (3.54)

Âðàõîâóþ÷è òîòîæíiñòü (3.54) ç ðiâíîñòi (3.53) îòðèìà¹ìî

∣∣w − a0
k

∣∣ = |w∗ − a∗k| ×

×





1 + ρ2ReA


 1

(a0
k − w0)

2 +
2a0

k −
(
a0

k

)2
w0

w0

(
1− a0

kw0

)2


 + O(ρ3)





, k = 1, 4.

(3.55)

Òîäi iç ñïiââiäíîøåíü (3.36), âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (3.55) ìà¹ìî

gB0
k

(
w, a0

k

)
= − ln |w∗ − a∗k|+

+ ln
r
(
B0

k, a
0
k

)

1 + ρ2ReA

[
1

(a0
k−w0)

2 +
2a0

k−(a0
k)

2
w0

w0(1−a0
kw0)

2

]
+ O(ρ3)

+ o (1) , (3.56)

o (1) ⇒ 0, w → a0
k, k = 1, 2, 3, 4.

Ç ôîðìóë (3.52), ñêîðèñòàâøèñü ðiâíîñòÿìè (3.56) îäåðæèìî

gB∗
k
(w∗, a∗k) = − ln |w∗ − a∗k|+

+ ln
r
(
B0

k, a
0
k

)

1 + ρ2ReA

[
1

(a0
k−w0)

2 +
2a0

k−(a0
k)

2
w0

w0(1−a0
kw0)

2

]
+ O(ρ3)

+ o (1) , (3.57)

o (1) ⇒ 0, w∗ → a∗k, k = 1, 2, 3, 4.
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Âèðàç (3.57) äà¹ ìîæëèâiñòü îäåðæàòè çíà÷åííÿ âíóòðiøíüîãî ðàäióñà

äëÿ âàðiéîâàíèõ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p∗ = {(B∗
k, a

∗
k)}4

k=1

r (B∗
k, a

∗
k) = r

(
B0

k, a
0
k

)
{

1− ρ2ReA
[

2a0
k

w0 (a0
k − w0)

2

]
+ O

(
ρ3)

}
. (3.58)

Ç ðiâíîñòi (3.58), êîðèñòóþ÷èñü (3.46) îòðèìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíî-

øåííÿ

Ξ∗4 = Ξ4 ·
{

1 + 8 (α + 1) · ρ2×

×ReA
[

A1w
4 − A2w

3 + A3w
2 − A2w + A1

(w − a0
1)

2 (
w − a0

1
)2

(w − a0
2)

2 (
w − a0

2
)2

]
+ O

(
ρ3)

}
, (3.59)

äå Ξ∗4 � çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó (3.31) íà âàðiéîâàíèõ âiäìi÷åíèõ îáëàñòÿõ

p∗ ∈ P̂l
4,

A1 = 1− 2α cos2 ψ, A2 = 2 (1− α)
(
2− α cos2 ψ

)
cos ψ,

(3.60)

A3 = 2
(
1 + 2 (α− 1)2 cos2 ψ

)
.

Àíàëîãi÷íî ðîáîòàì [5, 22], ñêîðèñòàâøèñü ðiâíiñòþ (3.59) òà â ñèëó

îñíîâíî¨ ëåìè ìåòîäà ãðàíè÷íî¨ âàðiàöi¨ Øèôôåðà [79], îòðèìà¹ìî âèñ-

íîâîê, ùî
(
C\

4⋃
k=1

B0
k

)
¹ çàìèêàííÿ îá'¹äíàííÿ ñêií÷åíîãî ÷èñëà òðà¹ê-

òîðié êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 =
A1w

4 − A2w
3 + A3w

2 − A2w + A1

(w − a0
1)

2 (
w − a0

1
)2

(w − a0
2)

2 (
w − a0

2
)2dw2. (3.61)

ßê âèäíî ç âèðàçó (3.61) êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë ìà¹ ÷îòèðè íóëi.

Â ïîäàëüøîìó, äëÿ âèçíà÷åíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî α < 1. Êîðè-

ñòóþ÷èñü ðåçóëüòàòàìè ïðàöi [27, ãëàâè 3, 7] òà òåîðåìàìè ðîçäiëó 1.2,
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ìîæíà çðîáèòè äâà âèñíîâêè ïðî ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëó (3.61):

1. Òàê ÿê êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìà â ÷èñåëüíèêó (3.61) ¹ äiéñíèìè, òî

òðà¹êòîði¨ êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi;

2. Òðà¹êòîði¨ êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäè-

íè÷íîãî êîëà l òîìó, ùî (3.61) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi Q( 1
w) = Q(w).

Âèõîäÿ÷è ç âèñíîâêó 1 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíi âèïàäêè ðîçìi-

ùåííÿ íóëiâ êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.61):

I. Âñi ÷îòèðè íóëi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó íå íàëåæàòü äiéñíèé

îñi;

II. Äâà íóëi íå íàëåæàòü äiéñíi îñi, à äâà ¨é íàëåæàòü;

III. Âñi ÷îòèðè íóëi íàëåæàòü äiéñíèé îñi.

Ðîçãëÿíåìî êîæåí âèïàäîê îêðåìî.

I. Ïîçíà÷èìî ÷èñåëüíèê êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.61) ÷åðåç

P4(w) := A1w
4 − A2w

3 + A3w
2 − A2w + A1,

äå A1, A2, A3, A4 âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (3.60).

Íåõàé çìiííà w âèðàçó P4(w) ïðîáiãà¹ òiëüêè äiéñíó âiñü. Òîäi çíàê

âèðàçó P4(w) îäíàêîâèé äëÿ âñiõ w ∈ R. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

P4(1) = 4 (1− cos ψ) (1− (1− α) cos ψ) (1 + α cos ψ) > 0.

Îòæå, ç ïîïåðåäíüîãî ñëiäó¹, ùî

P4(w) > 0 ∀w ∈ R. (3.62)

Ç íåðiâíîñòi (3.62), à òàêîæ ç âèãëÿäó çíàìåííèêà êâàäðàòè÷íîãî äèôå-
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ðåíöiàëó (3.61) áà÷èìî, ùî

Q(w)dw2 > 0 ∀w ∈ R. (3.63)

Ç (3.63) ñëiäó¹, ùî äiéñíà âiñü ¹ òðà¹êòîði¹þ êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöià-

ëó (3.61). Çâiäñè ìîæíà ïîêàçàòè, ùî íà äiéñíèé îñi ïîâèííi çíàõîäèòèñü

íóëi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.61). À öå, â ñâîþ ÷åðãó, ñóïåðå÷èòü

âèïàäêó I. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå, öåé âèïàäîê íåìîæëèâèé.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê II.

II. Àíàëiçóþ÷è ðîçìiùåííÿ òðà¹êòîðié òà íóëiâ êâàäðàòè÷íîãî äèôå-

ðåíöiàëó (3.61), áåðó÷è äî óâàãè âèñíîâêè 1 i 2, ëåãêî áà÷èòè, ùî â öüî-

ìó âèïàäêó ìîæëèâå òiëüêè íàñòóïíå ðîçìiùåííÿ íóëiâ äèôåðåíöiàëó

(3.61): äèôåðåíöiàë ìà¹ äâà ïðîñòi íóëi w1 = b ∈ l, w2 = b ∈ l òà îäèí

íóëü äðóãî¨ êðàòíîñòi w3 = 1.

Ïðè öüîìó êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë (3.61) ìàòèìå âèãëÿä

Q(w)dw2 =
(w − b)

(
w − b

)
(w − 1)2

(w − a0
1)

2 (
w − a0

1
)2

(w − a0
2)

2 (
w − a0

2
)2dw2. (3.64)

Ïîðiâíþþ÷è êâàäðàòè÷íi äèôåðåíöiàëè (3.61) òà (3.64), à òàêîæ ñêîðè-

ñòàâøèñü òåîðåìîþ Âiåòà, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó




b + b + 2 = A2

A1

2b + 2b + 2 = A3

A1

. (3.65)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó (3.65), îòðèìà¹ìî êóái÷íå ðiâíÿííÿ

α (1− α) cos3 ψ +
(
α2 − 3α + 1

)
cos2 ψ − 2 (1− α) cos ψ + 1 = 0. (3.66)

Ðiâíÿííÿ (3.66) ìà¹ êîðåíi

(cos ψ)1 = 1, (cos ψ)2 =
1

1− α
, (cos ψ)3 = − 1

α
. (3.67)
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Êîðåíi (3.67) ðiâíÿííÿ (3.66) íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì (3.46). Òîìó i öåé

âèïàäîê íåìîæëèâèé.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê III. Áåðó÷è äî óâàãè âèñíîâêè 1 i 2 ëåãêî

áà÷èòè, ùî äèôåðåíöiàë (3.61) ìà¹ äâà íóëi äðóãî¨ êðàòíîñòi w1 = %,

w2 = 1
% , 0 < % < 1.

Â öüîìó âèïàäêó êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë (3.61) ìàòèìå âèãëÿä

Q(w)dw2 =
(w − %)2

(
w − 1

%

)2

(w − a0
1)

2 (
w − a0

1
)2

(w − a0
2)

2 (
w − a0

2
)2dw2. (3.68)

Ïîðiâíþþ÷è êâàäðàòè÷íi äèôåðåíöiàëè (3.61) i (3.68), à òàêîæ ñêîðè-

ñòàâøèñü òåîðåìîþ Âiåòà, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó




2% + 21
% = A2

A1

4 + %2 + 1
%2 = A3

A1

. (3.69)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó (3.69), îòðèìà¹ìî áiêâàäðàòíå ðiâíÿííÿ

α (1− α)2 cos4 ψ + 4
(
α2 + 1

)
cos2 ψ − 4 = 0. (3.70)

Ðiâíÿííÿ (3.70) ìà¹ êîðåíi

cos2 ψ = 2 · −α2 − 1± (α + 1)
√

α2 − α + 1

α (1− α)2 . (3.71)

Ç (3.71) ëåãêî áà÷èòè, ùî óìîâàì (3.46) çàäîâîëüíÿ¹ òiëüêè êîðiíü

cos ψ =
1

|1− α|

√
2

α
·
(
(α + 1)

√
α2 − α + 1− α2 − 1

)
.

Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó α < 1 ôîðìóëè (3.32) òà (3.33) äîâåäåíî.

Âèïàäîê α > 1 ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íèì ÷èíîì. Òåîðåìà 3.4 äîâåäåíà.

Ïiäíîñÿ÷è íåðiâíiñòü (3.32) äî ñòåïåíÿ β i ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ γ := αβ,

îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê.
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Íàñëiäîê 3.7. Íåõàé äîâiëüíi ôiêñîâàíi äiéñíi ÷èñëà β, γ ≥ 0. Òîäi,

ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè 3.4, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ (B1, a1) · rβ (B2, a2) · rβ (B3, a3) · rγ (B4, a4) ≤

≤ rγ
(
B0

1 , a
0
1
) · rβ

(
B0

2 , a
0
2
) · rβ

(
B0

3 , a
0
3
) · rγ

(
B0

4 , a
0
4
)
,

äå îáëàñòi B0
k, k = 1, 2, 3, 4 ¹ êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äè-

ôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 =
(w − %)2

(
w − 1

%

)2

(w − a0
1)

2
(w − a0

4)
2
(w − a0

2)
2
(w − a0

3)
2dw2,

à cos ψ =
1

|β − γ|

√
2β

γ
·
(
(γ + β)

√
γ2 − γβ + β2 − γ2 − β2

)
,

% +
1

%
= =

cos ψ (β − γ)
(
2β − γ cos2 ψ

)

β (β − 2γ cos2 ψ)
,

a0
1 = eiψ, a0

4 = a0
1, a0

3 = a0
2, a0

2 + a0
2 = −2

γ

β
cos ψ.

Çàóâàæåííÿ. Òåîðåìà 3.4 ïðè γ = β îòðèìàíà â ðîáîòàõ [20, 22].

3.5. Åêñòðåìàëüíà çàäà÷à ç òðüîìà âiëüíèìè

ïîëþñàìè íà îäèíè÷íîìó êîëi

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ åêñòðåìàëüíà çàäà÷à, ÿêà ¹ âiëüíèì

àíàëîãîì âiäîìîãî ðåçóëüòàòó Ë. I. Êîëáiíî¨ [40]. Òàêîæ ïîäiáíi çàäà÷i

ðîçãëÿäàâ Â. Í. Äóáèíií [28 � 32].
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Íà êëàñi P̂l
3 äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî α ≥ 0 ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë

∆3 = rα (B1, a1) · r (B2, a2) · r (B3, a3) . (3.72)

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîäiáíó äî çàäà÷i 3.4.

Çàäà÷à 3.5. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (3.72) íà êëàñi P̂l
3 òà çíàéòè

åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P̂l
3.

Ðiøåííÿ öi¹¨ çàäà÷i äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé äîâiëüíå α ∈ R, 0 ≤ α < 2. Òîäi äëÿ äîâiëüíî-

ãî âïîðÿäêîâàíîãî íàáîðó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}3
k=1 ∈ P̂l

3,

êîìïîíåíòà A3 ÿêîãî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

0 ≤ arg a1 < arg a2 < arg a3 < 2π,

ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

∆3 ≤ ∆0
3, (3.73)

äå ∆0
3 � çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó ∆3 íà âiäìi÷åíèõ îáëàñòÿõ âèäó

{(
B0

1 , 1
)
,
(
B0

2 ,−e−i arccos α
2

)
,
(
B0

3 ,−ei arccos α
2

)}
. Ïðè÷îìó îáëàñòi B0

k, k =

= 1, 2, 3 ¹ êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −2
(
α− 2 + α2

)
w2 +

(
8 + α3

)
w + 2

(
α− 2 + α2

)

(w − 1)2 (w + e−iφ)
2
(w + eiφ)

2 dw2,

(3.74)

äå φ = arccos α
2 .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.5. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ òèì æå

ìåòîäîì, ùî i äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.4.

Iñíóâàííÿ åêñòðåìàëüíèõ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé
{(

B0
k, a

0
k

)}3
k=1, ïðè óìî-

âi 0 ≤ α < 2 äîâîäèòüñÿ ñòàíäàðòíèì ÷èíîì. Ïðè çíà÷åííÿõ 2 ≤ α

åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi íå iñíóþòü.
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Äàëi, àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 3.4, ñêîðèñòà¹ìîñÿ âàðiàöi¹þ (3.34)

òà îòðèìà¹ìî íîðìóþ÷ó óìîâó äëÿ òî÷îê a0
1, a0

2, a0
3:

αa0
1 + a0

2 + a0
3 = 0. (3.75)

Êîðèñòóþ÷èñü óìîâîþ (3.75), à òàêîæ òèì ôàêòîì, ùî ôóíêöiîíàë (3.72)

iíâàðiàíòíèé ùîäî ïîâîðîòó êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íàâêîëî ïî÷àòêó êî-

îðäèíàò, i òèì, ùî a0
k ∈ l, k = 1, 2, 3, ìîæíà ââàæàòè

a0
1 = 1, Re a0

2 = −α

2
, a0

3 = a0
2. (3.76)

ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.4 ìîæíà ïîêàçàòè, ùî îáëàñòi B0
k, k =

= 1, 2, 3 ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà l.

Îòæå, äëÿ ïîäàëüøîãî âèâ÷åííÿ åêñòðåìàëüíèõ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé

ìîæíà çàñòîñóâàòè âàðiàöiéíó ôîðìóëó Äþðåíà-Øèôôåðà (3.51).

Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (3.58), à òàêîæ, çàñòîñîâóþ÷è ðiâíîñòi (3.76),

îäåðæèìî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ âàðiéîâàíèõ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé

p∗ ∈ P̂l
3,

∆∗
3 = ∆3

{
1− ρ2ReA

[
2
(
α− 2 + α2

)
w2 +

(
8 + α3

)
w + 2

(
α− 2 + α2

)

(w − 1)2 (
w − ei(π−φ)

)2 (
w − ei(π+φ)

)2

]
+

+O
(
ρ3)

}
, (3.77)

äå ∆∗
3 � çíà÷åííÿ ∆3 íà âàðiéîâàíèõ âiäìi÷åíèõ îáëàñòÿõ, φ = arccos α

2 .

Ç ðiâíîñòi (3.77) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

Re
[
A

2
(
α− 2 + α2

)
w2 +

(
8 + α3

)
w + 2

(
α− 2 + α2

)

(w − 1)2 (
w − ei(π−φ)

)2 (
w − ei(π+φ)

)2

]
≥ 0 (3.78)

ñïðàâåäëèâó äëÿ äîâiëüíèõ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü w0 òà A = A (ρ) .
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Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (3.78) i îñíîâíî¨ ëåìè ìåòîäó ãðàíè÷íî¨ âàðiàöi¨

Øèôôåðà [79] ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó ïðî òå, ùî
(
C\

3⋃
k=1

B0
k

)
¹ çàìèêàí-

íÿ îá'¹äíàííÿ ñêií÷åíîãî ÷èñëà òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

(3.74). Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 1, ðîáîòè [29], îäåðæó¹ìî îöiíêó (3.5.73)

ôóíêöiîíàëó (3.72) íà êëàñi P̂l
3, ïðè 0 ≤ α < 2. Òåîðåìà 3.5 äîâåäåíà.

ßê i äëÿ ïîïåðåäíiõ òåîðåì ç òåîðåìè 3.5 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ðåçóëü-

òàò.

Íàñëiäîê 3.8. Íåõàé äîâiëüíi α, β ∈ R, α, β ≥ 0, 0 ≤ α < 2β. Òîäi

äëÿ äîâiëüíîãî âïîðÿäêîâàíîãî íàáîðó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p =

= {(Bk, ak)}3
k=1 ∈ P̂l

3, êîìïîíåíòà A3 ÿêîãî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

0 ≤ arg a1 < arg a2 < arg a3 < 2π,

ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

rα (B1, a1) · rβ (B2, a2) · rβ (B3, a3) ≤ rα
(
B0

1 , a
0
1
) · rβ

(
B0

2 , a
0
2
) · rβ

(
B0

3 , a
0
3
)
,

äå a0
1 = 1, a0

2 = −e−i arccos α
2β , a0

3 = −ei arccos α
2β , à îáëàñòi B0

k, k = 1, 2, 3 ¹

êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −
2
(
α− 2β + α2

β

)
w2 +

(
8β + α3

β2

)
w + 2

(
α− 2β + α2

β

)

(w − 1)2 (w + e−iφ)
2
(w + eiφ)

2 dw2,

äå φ = arccos α
2β .
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3.6. Iíøèé âàðiàíò åêñòðåìàëüíî¨ çàäà÷i ç ÷î-

òèðìà âiëüíèìè ïîëþñàìè íà îäèíè÷íî-

ìó êîëi

Íà êëàñi P̂l
4 ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë

L4 =
rα (B1, a1) · rβ (B2, a2) · rα (B3, a3) · rβ (B4, a4)

|a1 − a3|2α−γ · |a2 − a4|2β−δ
, (3.79)

äå α, β, γ, δ ≥ 0, α + β > 0.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîäiáíó äî çàäà÷ 3.4 òà 3.5.

Çàäà÷à 3.6. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (3.79) íà êëàñi P̂l
4 òà çíàéòè

åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P̂l
4.

Ïðè γ = 2α, δ = 2β öþ çàäà÷ó äëÿ îäíîçâ'ÿçíèõ ñèìåòðè÷íèõ âiä-

íîñíî îäèíè÷íîãî êîëà îáëàñòåé ðîçãëÿäàëè Ã. Ï. Áàõòiíà òà Î. Ê. Áàõ-

òií ó ðîáîòi [22]. Äëÿ áàãàòîçâ'ÿçíèõ ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî

êîëà îáëàñòåé ïðè γ = 2α, δ = 2β öÿ çàäà÷à ðîçãëÿíóòà ó ðîáîòi [5]

Î. Ê. Áàõòiíèì, à äëÿ äîâiëüíèõ áàãàòîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé ó ðîáîòi [6].

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3.6 äëÿ ôóíêöiîíàëó iíâàðiàíòíîãî âiäíîñíî äîâiëüíîãî

êîíôîðìíîãî àâòîìîðôiçìó êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, òîáòî ïðè γ = δ = 0,

ñôîðìóëüîâàíèé òåîðåìîþ 1.10 òà ðîçãëÿäàâñÿ â ðîáîòàõ [4, 8, 9]. Ïîäiáíi

çàäà÷i ðîçãëÿäàëèñÿ òàêîæ â ðîáîòàõ [28 � 32, 36 � 39, 48 � 50].

Ðiøåííÿ çàäà÷i 3.6 äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.6. Äëÿ áóäü-ÿêèõ íåâiä'¹ìíèõ α, β, γ, δ, α+β > 0, γ+δ > 0

i äîâiëüíîãî âïîðÿäêîâàíîãî íàáîðó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p =
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= {(Bk, ak)}4
k=1 ∈ P̂l

4 äëÿ êîìïîíåíòè A4 ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

0 = arg a1 < arg a2 < arg a3 < arg a4 < 2π,

ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

L4 ≤ L0
4, (3.80)

äå L0
4 � çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó L4 íà âiäìi÷åíèõ îáëàñòÿõ âèäó

{(
B0

1 , 1
)
,
(
B0

2 , i
)
,
(
B0

3 ,−1
)
,
(
B0

4 ,−i
)}

. Ïðè÷îìó îáëàñòi B0
k, k = 1, 2, 3, 4

¹ êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 =
(β − α) w4 − 2 (β + α) w2 + (β − α)

(w4 − 1)2 dw2. (3.81)

Çíàê ðiâíîñòi â (3.80), ç òî÷íiñòþ äî ïîâîðîòó êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè

íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a1 =

= 1, a2 = i, a3 = −1, a4 = −i, Bk = B0
k \ ek, cap ek = 0, ak∈ek, ek ∈ Bk,

k = 1, 4, ek � çàìêíóòà ìíîæèíà ó âiäíîñíié òîïîëîãi¨ â Bk, k = 1, 4.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.6. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî iñíóâàííÿ åêñòðåìàëüíèõ

âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p0 =
{(

B0
k, a

0
k

)}4
k=1.

Ç òåîðåìè Ì. À. Ëàâðåíòü¹âà [52] âèïëèâà¹, ùî

r (B1, a1) r (B2, a2) ≤ | a1 − a2 |2

äëÿ äîâiëüíèõ îáëàñòåé Bk ⊂ C òà òî÷îê ak ∈ Bk. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî

ôóíêöiîíàë (3.79) íà êëàñi P̂l
4

L
(0)
4 := max

p∈P̂l
4

L4 (p) ≤ 2γ+δ. (3.82)

Ç (3.82) ëåãêî áà÷èòè, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé

p(n) =
{(

B
(n)
k , a

(n)
k

)}4

k=1
∈ P̂l

4 òàêà, ùî

L4

(
p(n)

)
=: L

(n)
4 → L

(0)
4 , n →∞. (3.83)
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Ìîæåìî ââàæàòè, ùî

a
(n)
k → a0

k, n →∞.

ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåì 3.4 òà 3.5, ïðîâiâøè äîäàòêîâó âàðiàöiþ

(3.34) òà âèêîðèñòàâøè iíâàðiàíòiñòü ôóíêöiîíàëó (3.79) âiäíîñíî ïîâî-

ðîòó êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ïîêàçó¹ìî, ùî

ìîæíà âçÿòè

a0
1 = 1, a0

2 = eiϕ, a0
3 = −1, a0

4 = −eiϕ,

äå ϕ ∈ (
0; π

2

]
.

Íåõàé ïðè ïîâîðîòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäè-

íàò ïîñëiäîâíiñòü âiäèi÷åíèõ îáëàñòåé p(n) ∈ P̂l
4 ïåðåéäå â ïîñëiäîâíiñòü

p(n) (ϕ) =
{(

B
(n)
k (ϕ) , a

(n)
k (ϕ)

)}4

k=1
∈ P̂l

4, ÿêà âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü

(3.82), (3.83) òàêîæ, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

L4

(
p(n) (ϕ)

)
=: L

(n)
4 (ϕ) → L

(0)
4 , n →∞.

Âíàñëiäîê òåîðåìè 2.15 [32, ñ. 50 � 51] òà ëåìè [8, ñ. 10 � 11] îäåðæèìî,

ùî ìîæíà âèáðàòè òàêó ïîñëiäîâíiñòü p(n) (ϕ) ∈ P̂l
4 äëÿ ÿêî¨ îáëàñòi

B
(n)
k (ϕ) ¹ îäíîçâ'ÿçíi òà ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà l.

Äàëi, âðàõîâóþ÷è âèùåñêàçàíå, à òàêîæ âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi

íîðìàëüíèõ ñiìåéñòâ ñòàíäàðòíèìè ìiðêóâàííÿìè ëåãêî ïîêàçàòè iñíó-

âàííÿ íàáîðó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p0 =
{(

B0
k, a

0
k

)}4
k=1 , äëÿ ÿêîãî

L4 (p0) = L
(0)
4 ,

äå âåëè÷èíà L0
4 âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (3.82).
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Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè íå òiëüêè iñíóâàííÿ åêñòðåìàëüíèõ âiäìi÷å-

íèõ îáëàñòåé p0 =
{(

B0
k, a

0
k

)}4
k=1, ÿêi íàëåæàòü êëàñó P̂l

4, à òàêîæ äîâåëè

iñíóâàííÿ îäíîçâ'ÿçíèõ òà ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî l åêñòðåìàëåé.

Òîìó äëÿ ïîäàëüøîãî âèâ÷åííÿ åêñòðåìàëüíèõ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé

ìîæíà çàñòîñóâàòè âàðiàöiéíó ôîðìóëó Äþðåíà-Øèôôåðà (3.51).

Ïðè çàñòîñóâàííi ôîðìóëè (3.51) åêñòðåìàëüíà ñèñòåìà âiäìi÷åíèõ îá-

ëàñòåé p0 =
{(

B0
k, a

0
k

)}4
k=1 ∈ P̂l

4 ïåðåéäå ó âàðiéîâàíó ñèñòåìó p∗ =

= {(B∗
k, a

∗
k)}4

k=1 ∈ P̂l
4.

ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.4 ñïðàâåäëèâi ôîðìóëè (3.52) � (3.58).

Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (3.51) îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

| a∗s − a∗q |= | a0
s − a0

q | ·
∣∣∣∣∣1−

Aρ2

w0
· a0

s + a0
q

(a0
s − w0)

(
a0

q − w0
) + O

(
ρ3)

∣∣∣∣∣ , (3.84)

äå ïàðà íàòóðàëüíèõ iíäåêñiâ (s, q) ïðèéìà¹ äâà çíà÷åííÿ: (1, 3) àáî (2, 4).

Iç ðiâíîñòåé (3.84), âðàõîâóþ÷è òîòîæíiñòü (3.54), ñëiäóþòü íàñòóïíi

ñïiââiäíîøåííÿ

| a∗s − a∗q |= | a0
s − a0

q | ·
{

1− ρ2ReA

[
a0

s + a0
q

w0 (a0
s − w0)

(
a0

q − w0
)
]

+ O
(
ρ3)

}
,

(3.85)

äå, ÿê i ðàíiøå, ïàðà íàòóðàëüíèõ iíäåêñiâ (s, q) ïðèéìà¹ äâà çíà÷åííÿ:

(1, 3) àáî (2, 4).

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî a0
1 + a0

3 = 0 òà a0
2 + a0

4 = 0 iç ñïiââiäíîøåíü (3.85)

ìà¹ìî,

| a∗s − a∗q |= | a0
s − a0

q |
{
1 + O

(
ρ3)} , (3.86)

äå ïàðà iíäåêñiâ (s, q) ïðèéìà¹ òàêi æ çíà÷åííÿ, ÿê i â ðiâíîñòÿõ (3.84)

òà (3.85).
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Âíàñëiäîê âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåíü (3.86) òà (3.58) äëÿ ôóíêöiîíàëó

(3.79) îòðèìà¹ìî îöiíêó

L4 (p∗) = L4 (p0) ·
{

1− 2ρ2Re A

w0

[
αa0

1

(a0
1 − w0)

2 +
βa0

2

(a0
2 − w0)

2+

+
αa0

3

(a0
3 − w0)

2 +
βa0

4

(a0
4 − w0)

2

]
+ O

(
ρ3)

}
. (3.87)

Áåðó÷è äî óâàãè ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòåé a0
1 = 1, a0

2 = i, a0
3 = −1,

a0
4 = −i, âèðàç (3.87) ìîæíà ïåðåïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì

L4 (p∗) = L4 (p0) ·
{

1− 8ρ2×

×ReAe2iϕ ·
(
β + e−2iϕα

)
w4 − 2 (β + α) w2 +

(
β + e2iϕα

)

(w2 − 1)2 (w2 − e2iϕ)2 + O
(
ρ3)

}
.

(3.88)

×åðåç òå, ùî ñèñòåìà âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p0 ∈ P̂l
4 ðåàëiçó¹ àáñîëþò-

íèé ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (3.79) íà êëàñi P̂l
4, iç ðiâíîñòi (3.88) ñëiäó¹

íåðiâíiñòü

ReAe2iϕ ·
(
β + e−2iϕα

)
w4 − 2 (β + α) w2 +

(
β + e2iϕα

)

(w2 − 1)2 (w2 − e2iϕ)2 + O (ρ) ≥ 0.

(3.89)

Ç îñíîâíî¨ ëåìè ìåòîäà ãðàíè÷íî¨ âàðiàöi¨ Øèôôåðà [79], âíàñëiäîê

íåðiâíîñòi (3.89) ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó ïðî òå, ùî
(
C \

4⋃
k=1

B0
k

)
¹ çà-

ìèêàííÿì îá'¹äíàííÿ ñêií÷åíîãî ÷èñëà òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî äèôå-

ðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −e2iϕ ·
(
β + e−2iϕα

)
w4 − 2 (β + α) w2 +

(
β + e2iϕα

)

(w2 − 1)2 (w2 − e2iϕ)2 dw2.

(3.90)
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Íåñêëàäíî áà÷èòè, ùî êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë (3.90) çàäîâîëüíÿ¹

âëàñòèâîñòi

Q(−w)d (−w)2 = Q(w)dw2.

Çâiäñè, òà ç ñàìîãî âèãëÿäó êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.90), âèïëè-

âà¹, ùî éîãî òðà¹êòîði¨ ñèìåòðè÷íi îäèíè÷íîìó êîëó l i öåíòðàëüíî ñè-

ìåòðè÷íi âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.6 ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê

öå áóëî çðîáëåíî ó ðîáîòàõ [5, 8].

Ïðîñèìåòðèçó¹ìî îáëàñòü B0
k âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ïðîìåíÿ

z = he
π
2 (k−1)i, k = 1, 2, 3, 4, h > 0. Ïðè öüîìó åêñòðåìàëüíà ñèñòåìà

p0 =
{(

B0
1 , 1

)
,
(
B0

2 , e
iϕ

)
,
(
B0

3 ,−1
)
,
(
B0

4 ,−eiϕ
)} ∈ P̂l

4, ïåðåòâîðèòüñÿ â

åêñòðåìàëüíó ñèñòåìó p00 =
{(

B00
1 , 1

)
,
(
B00

2 , i
)
,
(
B00

3 ,−1
)
,
(
B00

4 ,−i
)} ∈

∈ P̂l
4.

Ç ðåçóëüòàòiâ ðîáiò [25, ãë. 8], [6, ñ. 101 � 103] âèïëèâà¹, ùî äëÿ ñèñòåìè

âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p00 ñïðàâåäëèâà âëàñòèâiñòü

r
(
B0

k, a
0
k

) ≤ r
(
B00

k , ik−1) , k = 1, 4. (3.91)

Íàñòóïíèé âèñíîâîê ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì íåðiâíîñòåé (3.92)

L
(0)
4 = L4 (p0) ≤ L4 (p00) ≤ L

(0)
4 . (3.92)

Íåðiâíîñòi (3.93) äàþòü çìîãó çàïèñàòè ñëiäóþ÷ó ñèñòåìó ðiâíîñòåé

L4 (p0) = L4 (p00) = L
(0)
4 . (3.93)

Ç ôîðìóë (3.92) òà (3.94), ó ñâîþ ÷åðãó, âèïëèâà¹, ùî

r
(
B0

k, a
0
k

)
= r

(
B00

k , ik−1) , k = 1, 4. (3.94)
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Çãiäíî òåîðåì ïðî îäèíè÷íiñòü ïðè êðóãîâèé ñèìåòðèçàöi¨ Äæ. Äæåí-

êèíñà [25, ãë. 8], [75, 76] êîðèñòóþ÷èñü ðiâíîñòÿìè (3.95), ìîæíà çðîáèòè

âèñíîâîê, ùî îáëàñòi B00
k ïîâèííi ïåðåõîäèòè â îáëàñòi B0

k (ïðè òîìó

ñàìîìó k = 1, 2, 3, 4), çà äîïîìîãîþ îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäè-

íàò. Áåðó÷è äî óâàãè ñòðóêòóðó òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

(3.90), ôîðìóëè (3.94) òà (3.95), îäåðæó¹ìî, ùî îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ áóäå

ìàòè ìiñöå, ÿêùî òiëüêè ϕ = π
2 .

Åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p00 =
{(

B00
k , ik−1

)}4
k=1 ∈ P̂l

4 âèçíà÷à-

þòüñÿ êâàäðàòè÷íèì äèôåðåíöiàëîì (3.90) ïðè ϕ = π
2 . Îòæå, îáëàñòi

B00
k , k = 1, 2, 3, 4 ¹ êðóãîâèìè îáëàñòÿìè, à òî÷êè a0

k = ik−1 ∈ B00
k ,

k = 1, 2, 3, 4, � ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 =
(β − α) w4 − 2 (β + α) w2 + (β − α)

(w4 − 1)2 dw2. (3.95)

Êîðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòÿìè åêñòðåìàëüíèõ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p00,

çàïèñàíèõ ó ôîðìóëàõ (3.94) � (3.96), òà ç îãëÿäó íà òåîðåìó 1 ðîáîòè

[29], îäåðæó¹ìî, ùî íà êëàñi P̂l
4 ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà íåðiâíiñòü

L4 (p) ≤ L4 (p00) , p ∈ P̂l
4. (3.96)

Äîñëiäæåííÿ ìîæëèâîñòi äîñÿãíåííÿ çíàêó ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (3.97)

ïðîâîäèòüñÿ ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî äîñëiäæåííþ öüîãî æ ïèòàííÿ â ðîáîòi

[8, ñ. 28 � 35]. Òåîðåìà 3.6 äîâåäåíà.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçâ'ÿçàíi íàñòóïíi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i:
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1. Äëÿ ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ùî íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êðóãó, âçÿòèõ

âiäíîñíî òî÷îê, ÿêi âiëüíî ðóõàþòüñÿ ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi,

îïèñàíî ðîçìiùåííÿ åêñòðåìàëüíèõ îáëàñòåé òà òî÷îê.

2. Îòðèìàíî õàðàêòåðèñòèêó åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëÿ ôóíêöiî-

íàëó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèí-

íèõ îáëàñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ÿêi íàëåæàòü äåÿêîìó êiëüöþ òà

âiëüíî ðóõàþòüñÿ ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi.

3. Çíàéäåíî ðîçìiùåííÿ åêñòðåìàëüíèõ îáëàñòåé òà òî÷îê äëÿ ôóíê-

öiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ òðüîõ i ÷îòèðüîõ

âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ÿêi âiëüíî ðóõà-

þòüñÿ ïî îäèíè÷íîìó êîëó.

4. Ïîâíiñòþ îïèñàíà åêñòðåìàëüíà êîíôiãóðàöiÿ äëÿ ôóíêöiîíàëó, ÿêèé

ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ ÷îòèðüîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèí-

íèõ îáëàñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñÿ ïî îäèíè÷íîìó

êîëó, à òàêîæ çàëåæèòü âiä âiäñòàíåé ìiæ öèìè òî÷êàìè.
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ÐÎÇÄIË 4

ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍI ÇÀÄÀ×I ÄËß ÏÐÎÌÅÍÅÂÈÕ
ÑÈÑÒÅÌ ÒÎ×ÎÊ ÒÀ ÄÅßÊI ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ åêñòðåìàëüíi çàäà÷i íà êëàñi âçà¹ì-

íî íåïåðåòèííî¨ ñèñòåìè îáëàñòåé ç âiëüíèìè ïîëþñàìè, ÿêi íàëåæèòü

äåÿêié, íå îáîâ'ÿçêîâî ðiâíîìiðíèé, ïðîìåíåâié ñèñòåìi. Òàêîæ â öüîìó

ðîçäiëi íàâîäÿòüñÿ òî÷íi ÷èñëîâi îöiíêè äåÿêèõ ôóíêöiîíàëiâ, ùî ðîç-

ãëÿäàþòüñÿ ó öié ðîáîòi.

4.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ ðîçäiëó 4

Â öüîìó ðîçäiëi, ÿê i â ðîçäiëi 3, áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ îçíà÷åííÿìè

ââåäåíèìè íàìè â ïiäðîçäiëàõ 2.1 òà 3.1.

Òàêîæ íàâåäåìî äåÿêi äîäàòêîâi ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 4.1. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N, n ≥ 2 ìíîæèíó âñiõ íàáîðiâ òî÷îê

An = {ak}n
k=1 ⊂ C òàêèõ, ùî 0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π

ïîçíà÷èìî Λn. Â ïîäàëüøîìó, íàáîðè òî÷îê An ∈ Λn áóäåìî íàçèâàòè

ïðîìåíåâèìè ñèñòåìàìè òî÷îê.

Äëÿ êîæíî¨ ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {bk}n
k=1 ∈ Λn ðîçãëÿíåìî

ìíîæèíó ÷èñëîâèõ ïàðàìåòðiâ, ÿêi ãåîìåòðè÷íî õàðàêòåðèçóþòü äàíó

ñèñòåìó. Íåõàé σk := 1
π (arg ak+1 − arg ak) , k = 1, n− 1, σn :=

= 1
π (2π − arg an) . Î÷åâèäíî, ùî

n∑
k=1

σk = 2.
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Äëÿ ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè An = {bk}n
k=1 ∈ Λn âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë

η = η (An) =
n∏

k=1

χ

(∣∣∣∣
bk

bk+1

∣∣∣∣
1

2σk

)
|bk|,

äå bn+1 = b1, χ (t) = 1
2

(
t + t−1

)
.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiîíàë η (An) ¹ óçàãàëüíåííÿì ôóíêöiîíàëó

µ (An) ÿêèé ââåäåíèé íàìè â ïiäðîçäiëi 2.1, íà âèïàäîê äîâiëüíî¨ ïðî-

ìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An ∈ Λn.

Îçíà÷åííÿ 4.2. Íåõàé Pn ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ íà-

áîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}n+1
k=0 òàêèõ, ùî Fn+2 (p) = {Bk}n+1

k=0

¹ ñ. í. î. i a0 = 0, an+1 = ∞, An = {ak}n
k=1 ∈ Λn.

Îçíà÷åííÿ 4.3. Íåõàé P̂n ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ íà-

áîðiâ p = {(Bk, ak)}n
k=1 òàêèõ, ùî Fn (p) ¹ ñ. í. î. òà An (p) ∈ Λn.

Îçíà÷åííÿ 4.4. Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ÷èñëà ε0 > 0 ïîçíà÷èìî

÷åðåç Pn (ε0) ïiäìíîæèíó ìíîæèíè Pn âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi-

÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}n+1
k=0 ç ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ òî÷îê An ∈ Λn

òàêîþ, ùî σk = 2
n + εk, äå |εk| ≤ ε0, k = 1, n.

4.2. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ äîïîâíåííÿì äî ëåìè 2.1.1. Éîãî ìîæíà îòðè-

ìàòè ç ðîáiò [37], [50], à òàêîæ ç ðîáîòè [29] äëÿ çíà÷åíü τ1, τ2 ç ïåâíîãî

iíòåðâàëó. Àëå â âèùåâêàçàíèõ ðîáîòàõ äîâåäåííÿ äóæå êîðîòêå, òîìó

äëÿ ïîâíîòè i ëîãi÷íîñòi âèêëàäåííÿ ìàòåðiàëó äèñåðòàöi¨ ìè ïðèâåäåìî

ïîâíå äîâåäåííÿ äàíîãî ðåçóëüòàòó, ÿêå áóëî îòðèìàíî íàìè íåçàëåæíî

i iíøèì ìåòîäîì ïî âiäíîøåííþ äî ðîáiò [29], [37], [50].
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Ëåìà 4.1. Ïðè äîâiëüíèõ τ1 ≥ 0, τ2 ≥ 0, τ1 + τ2 > 0 íà êëàñi P∗
2

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(r (B0, 0) r (B3,∞))τ1 ·
(

r (B1, a1) r (B2, a2)

|a1 − a2|2
)τ2

≤

≤ τ τ1

1 τ τ2

2
∣∣√τ1 −√τ2

∣∣(√τ1−√τ2)
2 (√

τ1 +
√

τ2
)(√τ1+

√
τ2)

2 . (4.1)

Çíàê ðiâíîñòi â (4.1) ðåàëiçó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p̃ = p0,

äå p0 =
{(

B0
0 , 0

)
,
(
B0

1 , i
h
2

)
,
(
B0

2 ,−ih
2

)
,
(
B0

3 ,∞
)}

, à B0
s , s = 0, 1, 2, 3 �

ñèñòåìà êðóãîâèõ îáëàñòåé êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −
[τ1

2

]
·
w4 +

(
1
2 − τ2

τ1

)
h2w2 + h4

16

w2
(
w2 + h2

4

)2 dw2 ∀h > 0, (4.2)

i ìíîæèíà âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ êîìïîíåíò ñèñòåìè p ìà¹ ëî-

ãàðèôìi÷íó ¹ìíiñòü ðiâíó íóëþ.

Äîâåäåííÿ ëåìè 4.1. Â ëåìi 2.1 áóâ îòðèìàíèé êâàäðàòè÷íèé äèôå-

ðåíöiàë 4.2. Òàêîæ áóëî ïîêàçàíî, ùî îäíà ç åêñòðåìàëåé áóäå ó âèïàäêó

îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé. Òîìó, íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæà-

òè, ùî åêñòðåìàëüíi îáëàñòi ¹ îäíîçâ'ÿçíi.

Â ïîäàëüøîìó, áóäåìî äiÿòè, â îñíîâíîìó, àíàëîãi÷íî ðîáîòi [40].

Çàïèøåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ êâàäðàòè÷íîìó

äèôåðåíöiàëó (4.2)

w4
k +

(
1
2 − τ2

τ1

)
h2w2

k + h4

16

w2
k

(
w2

k + h2

4

)2 dw2
k = γ2

k

(
dz

z

)2

, k = 0, 3, (4.3)

äå wk (z) � ôóíêöi¨, ÿêi âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã U = {z : |z| < 1}
íà âiäïîâiäíi åêñòðåìàëüíi îáëàñòi B0

k, à γk � äåÿêà ñòàëà, k = 0, 3.
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Ïðîiíòåãðó¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (4.3). Îòðèìà¹ìî,

∫
√

w4
k +

(
1
2 − τ2

τ1

)
h2w2

k + h4

16

wk

(
w2

k + h2

4

) dwk = γk

∫
dz

z
, k = 0, 3, (4.4)

äå ðîçãëÿäà¹òüñÿ òàêà âiòêà êîðåíÿ êâàäðàòíîãî, ïðè ÿêié wk = 0 ïåðå-

õîäèòü â tk = h2

4 , k = 0, 3. Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (4.4) áóäå äîðiâíþâàòè

γk

∫
dz

z
= ln (Ckz

γk) , k = 0, 1, 2, 3, (4.5)

äå Ck, γk � äåÿêi ñòàëi, k = 0, 3.

Äëÿ ïåðåòâîðåííÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (4.4) ïåðåéäåìî âiä çìiííî¨

wk äî íîâî¨ çìiííî¨ tk çà äîïîìîãîþ çàìiíè

tk =

√
w4

k +

(
1

2
− τ2

τ1

)
h2w2

k +
h4

16
− w2

k, k = 0, 3, (4.6)

äå âiòêà êîðåíÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ òàêà æ, ÿê i â ðiâíîñòi (4.4).

Çðîáèâøè çàìiíó (4.6) â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (4.4), ìè îòðèìà¹ìî

ñëiäóþ÷è ðiâíîñòi

∫
√

w4
k +

(
1
2 − τ2

τ1

)
h2w2

k + h4

16

wk

(
w2

k + h2

4

) dwk = −1

2

∫



(
t2k − h2

(
1
2 − τ2

τ1

)
tk + h4

16

)2

(
tk − h

4

) (
tk + h

4

) ×

× dtk(
tk − h2

2

(
1
2 − τ2

τ1

))(
tk − h2

2

(
1
2 −

√
τ2

τ1

))(
tk − h2

2

(
1
2 +

√
τ2

τ1

))


 , (4.7)

äå k = 0, 3. Ïðè÷îìó âiòêà êîðåíÿ áåðåòüñÿ òà æ, ùî i â ðiâíîñòi (4.4).

Ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (4.7) ìîæíà ïåðåòâîðèòè íàñòóïíèì ÷èíîì

−1

2

∫



(
t2k − h2

(
1
2 − τ2

τ1

)
tk + h4

16

)2

(
tk − h

4

) (
tk + h

4

) (
tk − h2

2

(
1
2 − τ2

τ1

))(
tk − h2

2

(
1
2 −

√
τ2

τ1

)) ×
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× dtk(
tk − h2

2

(
1
2 +

√
τ2

τ1

))


 =

= ln





 tk − h2

4(
tk + h2

4

) (
tk − h2

2

(
1
2 − τ2

τ1

))



1
2

·




tk − h2

2

(
1
2 −

√
τ2

τ1

)

tk − h2

2

(
1
2 +

√
τ2

τ1

)




√
τ2
τ1


 ,

(4.8)

äå k = 0, 3. Â (4.8) ðîçãëÿäà¹ìî áóäü-ÿêó âiòêó êîðåíÿ êâàäðàòíîãî òà

ëîãàðèôìà.

Ç ðiâíîñòåé (4.5) � (4.8) îòðèìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ ðiâíî-

ñèëüíå ðiâíîñòi (4.4)


 tk − h2

4(
tk + h2

4

) (
tk − h2

2

(
1
2 − τ2

τ1

))



1
2

·




tk − h2

2

(
1
2 −

√
τ2

τ1

)

tk − h2

2

(
1
2 +

√
τ2

τ1

)




√
τ2
τ1

=

= Ckz
γk, k = 0, 1, 2, 3, (4.9)

äå ôóíêöi¨ tk çàäàíî ôîðìóëàìè (4.6), Ck, γk, k = 0, 3 � äåÿêi ñòàëi, à

äëÿ êîðåíÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè áóäü-ÿêó ç éîãî âiòîê.

Çíàéäåìî êîðåíi ÷èñåëüíèêà ïiäiíòåãðàëüíîãî âèðàçó çàïèñàíîãî â ïðàâié

÷àñòèíi ðiâíîñòi (4.7). Äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿæåìî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ

t2k − h2
(

1

2
− τ2

τ1

)
tk +

h4

16
= 0, k = 0, 3. (4.10)

Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.10) áóäå çíà÷åííÿ

t(1) :=
h2

2


1

2
− τ2

τ1
+

√(
τ2

τ1

)2

− τ2

τ1


 ,

äå ðîçãëÿäà¹òüñÿ äîâiëüíà âiòêà êîðåíÿ êâàäðàòíîãî.
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Òåïåð çíàéäåìî |Ck|. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî òå, ùî ïðè ñêëàäíîìó âi-

äîáðàæåííÿ tk (wk (z)) ïðîîáðàçîì òî÷êè t(1) ¹ äåÿêà òî÷êà z
(1)
k , ïðè÷îìó

z
(1)
k ∈ l = {z : |z| = 1}, k = 0, 3.

Âðàõîâóþ÷è âèùåñêàçàíå iç ñïiââiäíîøåííÿ (4.9) ñëiäó¹ íàñòóïíà ðiâ-

íiñòü

|Ck| =
∣∣∣∣∣∣

t(1) − h2

4(
t(1) + h2

4

) (
t(1) − h2

2

(
1
2 − τ2

τ1

))
∣∣∣∣∣∣

1
2

·

∣∣∣∣∣∣∣

t(1) − h2

2

(
1
2 −

√
τ2

τ1

)

t(1) − h2

2

(
1
2 +

√
τ2

τ1

)

∣∣∣∣∣∣∣

√
τ2
τ1

,

(4.11)

äå k = 0, 3, à âiòêà êîðåíÿ áåðåòüñÿ òàêà æ, ÿê i â ðiâíîñòi (4.9).

Ôîðìóëó (4.11), âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ âåëè÷èíè t(1), ìîæíà ïåðåïè-

ñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì

|Ck| =
√

2

h
·

∣∣∣τ2

τ1
− 1

∣∣∣
1
2

(√
τ2
τ1
−1

)

(√
τ2

τ1
+ 1

)√
τ2
τ1

, k = 0, 3, (4.12)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ γk, k = 0, 3, òðåáà âèçíà÷èòè ëèøêè ôóíêöi¨

u(wk) :=

√
w4

k +
(

1
2 − τ2

τ1

)
h2w2

k + h4

16

wk

(
w2

k + h2

4

) , k = 0, 3,

â îêîëi, âiäïîâiäíî òî÷îê w
(0)
0 := 0, w

(0)
1 := ih

2 , w
(0)
2 := −ih

2 , w
(0)
3 := ∞,

à ïîòiì ïîñòàâèòè ïåðåä íèì çíàê ±1, âðàõîâóþ÷è òå, ùî wk (0) = w
(0)
k ,

k = 0, 1, 2, w3 (∞) = ∞.

Çãiäíî âèùåñêàçàíîãî îòðèìà¹ìî

γ0 = γ3 = 1, γ1 = γ2 = −
√

τ2

τ1
. (4.13)
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Êîðèñòóþ÷èñü ðiâíîñòÿìè (4.9), (4.13), ìîæíà îòðèìàòè ðiâíÿííÿ åêñ-

òðåìàëüíèõ ôóíêöié wk (z) , k = 0, 1, 2, 3. Ìà¹ìî,

z =
1

Ck
·

 tk (wk)− h2

4(
tk (wk) + h2

4

) (
tk (wk)− h2

2

(
1
2 − τ2

τ1

))



1
2

×

×




tk (wk)− h2

2

(
1
2 −

√
τ2

τ1

)

tk (wk)− h2

2

(
1
2 +

√
τ2

τ1

)




√
τ2
τ1

, k = 0, 3, (4.14)

z = C

√
τ1
τ2

k ·




tk (wk)− h2

2

(
1
2 +

√
τ2

τ1

)

tk (wk)− h2

2

(
1
2 −

√
τ2

τ1

)


×

×



(
tk (wk) + h2

4

)(
tk (wk)− h2

2

(
1
2 − τ2

τ1

))

tk (wk)− h2

4




1
2 ·

√
τ1
τ2

, k = 1, 2, (4.15)

äå ôóíêöi¨ tk (wk) , k = 0, 3 âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (4.6).

Ç ôîðìóë (4.6) òà (4.14), âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (4.11), îòðèìà¹ìî

|z′ (0)| = 2

h
·

(√
τ2

τ1
+ 1

) 1
2

(
1+

√
τ2
τ1

ght)

∣∣∣
√

τ2

τ1
− 1

∣∣∣
1
2

(√
τ2
τ1
−1

) , (4.16)

|z′ (∞)| = 2

h
·

∣∣∣
√

τ2

τ1
− 1

∣∣∣
1
2

(√
τ2
τ1
−1

)

(√
τ2

τ1
+ 1

) 1
2

(
1+

√
τ2
τ1

) . (4.17)

Ç ðiâíîñòåé (4.16), (4.17) òà ç îãëÿäó íà òå, ùî äëÿ îäíîçâ'ÿçíèõ îá-

ëàñòåé ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó âíóòðiøíié ðàäióñ çáiãà¹òüñÿ ç êîíôîðìíèì,

îòðèìà¹ìî çíà÷åííÿ âíóòðiøíüîãî ðàäióñà

r
(
B0

0 , 0
)

=
h
√

τ1 | √τ2 −√τ1 |
1
2

(√
τ2
τ1
−1

)

2
(√

τ2 +
√

τ1
) 1

2

(√
τ2
τ1

+1
) , (4.18)
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r
(
B0

3 ,∞
)

=
2
√

τ1 | √τ2 −√τ1 |
1
2

(√
τ2
τ1
−1

)

h
(√

τ2 +
√

τ1
) 1

2

(√
τ2
τ1

+1
) . (4.19)

Àíàëîãi÷íî, ç ôîðìóë (4.6) òà (4.15), âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (4.11), ìà¹ìî

∣∣∣∣z′
(
±i

h

2

)∣∣∣∣ =
1

h
·

(√
τ1

τ2
+ 1

) 1
2

(
1+

√
τ1
τ2

)

∣∣∣
√

τ1

τ2
− 1

∣∣∣
1
2

(√
τ1
τ2
−1

) . (4.20)

Ç ðiâíîñòi (4.20), âðàõîâóþ÷è òå, ùî äëÿ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé ãiïåð-

áîëi÷íîãî òèïó âíóòðiøíié ðàäióñ çáiãà¹òüñÿ ç êîíôîðìíèì, îòðèìà¹ìî

ñïiââiäíîøåííÿ

r

(
B0

k, (−1)k+1 · ih
2

)
=

h
√

τ2 | √τ2 −√τ1 |
1
2

(√
τ1
τ2
−1

)

(√
τ2 +

√
τ1

) 1
2

(√
τ1
τ2

+1
) , k = 1, 2. (4.21)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ðiâíîñòi (4.18), (4.19) òà (4.21) â ôóíêöiîíàë

W2 (p) = (r (B0, 0) r (B3,∞))τ1 ·
(

r (B1, a1) r (B2, a2)

|a1 − a2|2
)τ2

,

òà âðàõîâóþ÷è òå, ùî

|a1 − a2|2 = h2,

îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (4.1). Ëåìà 4.1 äîâåäåíà.

Ëåìà 4.2. Ïðè τ ∈
(
0, 1√

2

)
ôóíêöiÿ

S(τ) = ln Ψ (τ) = ln
τ 2τ2

| 1− τ |(τ−1)2 (1 + τ)(τ+1)2
(4.22)

¹ îïóêëîþ.

Äîâåäåííÿ ëåìè 4.2. Ïðåäñòàâèìî ôóíêöiþ (4.22) íàñòóïíèì ÷èíîì

S(τ) = 2τ 2 ln τ − (τ − 1)2 ln | 1− τ | − (τ + 1)2 ln (1 + τ) . (4.23)
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Ç (4.23), ìà¹ìî,

S ′(τ) = ln
τ 4τ

| 1− τ |2(τ−1) (1 + τ)2(τ+1) =

= 4τ ln τ − 2 (τ − 1) ln | 1− τ | −2 (τ + 1) ln (1 + τ) .

Àíàëîãi÷íî ç (4.22), îòðèìà¹ìî,

S ′′(τ) = 4 ln τ − 2 ln | 1− τ | −2 ln (1 + τ) = 2 ln
τ 2

| 1− τ | (1 + τ)
.

Çíàéäåìî òî÷êè ïåðåãèíó òà iíòåðâàëè îïóêëîñòi ôóíêöi¨ (4.22). Äëÿ öüî-

ãî ïðèðiâíþ¹ìî äðóãó ïîõiäíó äî íóëÿ. Ïðè öüîìó îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

τ 2

| 1− τ | (1 + τ)
= 1. (4.24)

Âèðàç (4.24) ìîæíà ïåðåòâîðèòè íàñòóïíèì ÷èíîì

τ 2 − (τ + 1) | 1− τ |
| 1− τ | (1 + τ)

= 0. (4.25)

Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿííÿ (4.25) ìîæëèâi äâà íàñòóïíèõ âèïàäêè:

1) τ > 1 :
τ 2 − (τ + 1) | 1− τ |
| 1− τ | (1 + τ)

=
1

(τ − 1) (1 + τ)
; (4.26)

2) 0 ≤ τ < 1 :
τ 2 − (τ + 1) | 1− τ |
| 1− τ | (1 + τ)

= −
2
(
τ − 1√

2

)(
τ + 1√

2

)

(τ − 1) (1 + τ)
.

Ó âèïàäêó 1) ôîðìóë (4.26) âèðàç áiëüøèé íóëÿ. Îòæå, ç âèïàäêiâ 1)

i 2) ôîðìóë (4.26) âèäíî, ùî ôóíêöiÿ (4.22), ïðè τ ≥ 0, ìà¹ ¹äèíó òî÷êó

ïåðåãèíó

τ =
1√
2
.

Òîìó ç âèðàçiâ (4.26) ñëiäó¹, ùî ôóíêöiÿ (4.22) áóäå îïóêëîþ, ïðè

τ ∈
(

0,
1√
2

)
,
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à ïðîìiæîê âãíóòîñòi áóäå

τ ∈
(

1√
2
,∞

)
.

Ëåìà 4.2 äîâåäåíà.

4.3. Äåÿêi îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ äëÿ ïðîìåíå-

âèõ ñèñòåì òî÷îê

Íà êëàñàõ Pn òà P̂n ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàëè 2.1 òà 2.2, âiäïîâiäíî.

Ââåäåìî ó ðîçãëÿä åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó.

Çàäà÷à 4.1. Äëÿ ðiçíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê An ∈ Λn íåîáõiäíî

çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (2.1) i âèçíà÷èòè âñi åêñòðåìàëüíi âiäìi-

÷åíi îáëàñòi p ∈ Pn ïðè óìîâi, ùî η ≤ η0, äå η0 äåÿêå ôiêñîâàíå äîäàòíå

äiéñíå ÷èñëî.

Ðiøåííÿ çàäà÷i 4.1 äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ áóäü-ÿêèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [0; 0, 125] òà η0,

0 < η0 < ∞, äëÿ âñiõ íàáîðiâ p ∈ Pn ç ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ An ∈ Λn

òàêîþ, ùî

η (An) ≤ η0,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Jn (p) ≤ Jn (p0) , (4.27)

äå p0 = {(Dk, dk)}n+1
k=0 ∈ Pn, Dk è dk, k = 0, n + 1 âiäïîâiäíî êðóãîâi

îáëàñòi òà ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −αw2n + η0
(
n2 − 2α

)
wn + αη2

0

w2 (wn − η0)
2 dw2. (4.28)
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.1. ßê i ðàíiøå, íàøi äîñëiäæåííÿ áóäóòü áàçóâà-

òèñÿ íà çàñòîñóâàííi êóñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ Â. Í. Äóáèíiíà

(äèâ. [28 � 32]).

Ôóíêöiÿ

ζk (w) = −i
(
e−i arg akw

) 1
σk , k = 1, 2, . . . , n (4.29)

êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ îáëàñòü

Mk :=





w : arg ak < arg w < arg ak+1, k = 1, n− 1

w : arg an < arg w < 2π, k = n

íà ïðàâó ïiâïëîùèíó. Iç ñïiââiäíîøåíü (4.29) ëåãêî áà÷èòè, ùî

|ζk (w)− ζk (am)| ∼ 1

σk
|am|

1
σk
−1 |w − am| , w → am,

k = 1, 2, ..., n− 1, m = k, k + 1;

(4.30)

|ζn (w)− ζn (am)| ∼ 1

σn
|am|

1
σn
−1 |w − am| , w → am, m = 1, n;

|ζk (w)| = |w| 1
σk , w → 0, w →∞.

Ïîçíà÷èìî

ζk (ak) =: ω
(1)
k , ζk (ak+1) =: ω

(2)
k , k = 1, 2, ..., n− 1;

(4.31)

ζn (an) =: ω(1)
n , ζn (a1) =: ω(2)

n .

Ç ôîðìóë (4.29) i (4.31) îòðèìà¹ìî, ùî

ω
(1)
k = ζk (ak) = −i

(|ak|
ak

ak

) 1
σk

= −i |ak|
1

σk ,
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ω
(2)
k = ζk (ak+1) = −i

(
ei(arg ak+1−arg ak) |ak+1|

) 1
σk = i |ak+1|

1
σk , k = 1, n− 1,

(4.32)

ω(2)
n = ζn (a1) = −i

(
ei(2π−arg an) |a1|

) 1
σn

= i |a1|
1

σn .

Çãiäíî ôîðìóë (4.32) ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

| ak |
1

σk + | ak+1 |
1

σk = | ω(1)
k − ω

(2)
k |, k = 1, n− 1,

(4.33)

| an | 1
σn + | a1 | 1

σn = | ω(1)
n − ω(2)

n | .

Ðåçóëüòàòè ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ [30 � 32] îáëàñòåé B0 i B∞ :=

= Bn+1 ùîäî ñiìåéñòâà ôóíêöié {ζk}n
k=1 ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî

{
G

(0)
k

}n

k=1

i
{

G
(∞)
k

}n

k=1
. Ðåçóëüòàò ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi Bk, k = 2, 3, ...,

n, ùîäî ñiìåéñòâà ôóíêöié {ζk−1, ζk} ïîçíà÷èìî
{

G
(2)
k−1, G

(1)
k

}
. Äëÿ îá-

ëàñòi B1 ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ ùîäî ñiìåéñòâà ôóíêöié

{ζ1, ζn} áóäóòü ïàðè îáëàñòåé
{

G
(1)
1 , G

(2)
n

}
. Òàêèì ÷èíîì, ñóêóïíiñòü îá-

ëàñòåé {Mk}n
k=1 i áóäü-ÿêà ñèñòåìà p ∈ Pn ïîðîäæóþòü ñèñòåìó âiäìi÷å-

íèõ îáëàñòåé νk :=
{(

G
(0)
k , 0

)
,
(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
,
(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)
,
(
G

(∞)
k ,∞

)}
∈

∈ P∗
2, äå êëàñ P∗

2 ââåäåíèé â ïiäðîçäiëi 2.1, k = 1, n.

Ç òåîðåìè 1.9 [32] òà ñïiââiäíîøåíü (4.30) i (4.32) ñëiäóþòü íåðiâíîñòi

r (Bk, ak) ≤

r

(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)

1
σk
· |ak|

1
σk
−1

·
r
(
G

(2)
k−1, ω

(2)
k−1

)

1
σk−1

· |ak|
1

σk−1
−1




1
2

∀k = 2, ..., n,

r (B1, a1) ≤

r

(
G

(1)
1 , ω

(1)
1

)

1
σ1
· |a1|

1
σ1
−1

·
r
(
G

(2)
n , ω

(2)
n

)

1
σn
· |a1|

1
σn
−1




1
2

,

(4.34)
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r (B0, 0) ≤
n∏

k=1

[
r
(
G

(0)
k , 0

)]σ2
k
2

,

r (B∞,∞) ≤
n∏

k=1

[
r
(
G

(∞)
k ,∞

)]α2
k
2

.

Óìîâè ðåàëiçàöi¨ çíàêà ðiâíîñòi â íåðiâíîñòÿõ (4.34) ïîâíiñòþ îïèñàíi

â òåîðåìi 1.9 [32]. Íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåíü (4.34) îäåðæèìî íåðiâíiñòü

Jn (p) = [r (B0, 0) · r (B∞,∞)]α
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤

≤
(
r
(
G(0)

n , 0
)
· r

(
G(∞)

n ,∞
))ασ2

n
2 ·


r

(
G

(1)
n , ω

(1)
n

)
· r

(
G

(2)
n , ω

(2)
n

)

1
σn−1σn

(|an| · |a1|)
1

σn
−1




1
2

×

×
n−1∏

k=1





(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

))ασ2
k

2 ·

r

(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)

1
σk−1σk

(|ak| · |ak+1|)
1

σk
−1




1
2





(4.35)

∀p ∈ Pn.

Âèðàç (4.35) ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì

Jn ≤
n∏

k=1

σk

|ak|
1

σk
−1
×

×
n∏

k=1

{
r
(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)
·
(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

))ασ2
k

} 1
2

.

(4.36)

Ïîìíîæèìî òà ïîäiëèìî ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (4.36) íà âåëè÷èíó

(
|a1|

1
σn + |an|

1
σn

)
·

n−1∏

k=1

(
|ak|

1
σk + |ak+1|

1
σk

)
.
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Îòðèìà¹ìî,

Jn ≤ |an|
1

σn + |a1|
1

σn

|an|
1

σn
−1

·
n−1∏

k=1

|ak|
1

σk + |ak+1|
1

σk

|ak|
1

σk
−1

·
n∏

k=1

σk×

×





(
r
(
G(0)

n , 0
)
· r

(
G(∞)

n ,∞
))ασ2

n ·
r
(
G

(1)
n , ω

(1)
n

)
· r

(
G

(2)
n , ω

(2)
n

)

(
|a1|

1
σn + |an|

1
σn

)2





1
2

×

×
n−1∏

k=1





r
(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)

(
|ak|

1
σk + |ak+1|

1
σk

)2 ·
(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

))ασ2
k





1
2

.

(4.37)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

|an|
1

σn + |a1|
1

σn

|an|
1

σn
−1

·
n−1∏

k=1

|ak|
1

σk + |ak+1|
1

σk

|ak|
1

σk
−1

=

= 2χ

(∣∣∣∣
an

a1

∣∣∣∣
1

2σn

)
|an| ·

n−1∏

k=1

[
2χ

(∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣
1

2σk

)
|ak|

]
, (4.38)

äå χ (t) = 1
2

(
t + t−1

)
.

Íåðiâíiñòü (4.37), âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (4.38), ìîæíà ïåðåïèñàòè íà-

ñòóïíèì ÷èíîì

Jn ≤ 2n · χ
(∣∣∣∣

an

a1

∣∣∣∣
1

2σn

)
|an| ·

n∏

k=1

σk ·
n−1∏

k=1

χ

(∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣
1

2σk

)
|ak|×

×





(
r
(
G(0)

n , 0
)
· r

(
G(∞)

n ,∞
))ασ2

n ·
r
(
G

(1)
n , ω

(1)
n

)
· r

(
G

(2)
n , ω

(2)
n

)

(
|a1|

1
σn + |an|

1
σn

)2





1
2

×

×
n−1∏

k=1





r
(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)

(
|ak|

1
σk + |ak+1|

1
σk

)2 ·
(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

))ασ2
k





1
2

.

(4.39)
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Î÷åâèäíî, ùî
n∏

k=1

σk ≤
(

2

n

)n

, (4.40)

ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (4.40) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè σ1 = σ2 = ... = σn = 2
n .

Êîðèñòóþ÷èñü ñïiââiäíîøåííÿìè (4.32), (4.33) òà (4.40), à òàêîæ âðà-

õîâóþ÷è óìîâè òåîðåìè, iç ñïiââiäíîøåííÿ (4.39) îòðèìà¹ìî òàêó íåðiâ-

íiñòü:

Jn ≤
(

4

n

)n

· η0×

×
n−1∏

k=1





r
(
G

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
G

(2)
k , ω

(2)
k

)

| ω(1)
k − ω

(2)
k |2

·
(
r
(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(∞)
k ,∞

))ασ2
k





1
2

(4.41)

∀p ∈ Pn.

Êîæíèé âèðàç, ÿêèé ñòî¨òü ó ôiãóðíèõ äóæêàõ íåðiâíîñòi (4.41), ¹ çíà-

÷åííÿ ôóíêöiîíàëó

Wτ = (r (B0, 0) · r (B∞,∞))τ2 · r (B1, a1) · r (B2, a2)

|a1 − a2|2
,

íà âiäìi÷åíèõ îáëàñòÿõ νk ∈ P∗
2, k = 1, n. Íà ïiäñòàâi ëåìè 4.1 îäåðæó¹ìî

îöiíêó

Wτ ≤ Ψ (τ) , τ ≥ 0, (4.42)

äå

Ψ (τ) =
τ 2τ2

|τ − 1|(τ−1)2 · (τ + 1)(τ+1)2
, τ ≥ 0. (4.43)

Òîäi ç (4.41) âðàõîâóþ÷è (4.42), îòðèìà¹ìî íàñòóïíó îöiíêó

Jn ≤
(

4

n

)n

· η0 ·
(

n∏

k=1

Ψ
(√

ασk

)
) 1

2

. (4.44)
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Ç ëåìè 4.2 ñëiäó¹, ùî ôóíêöiÿ ln Ψ (τ) îïóêëà íà ïðîìiæêó
[
0; 1√

2

]
.

Çâiäñè ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

1

n

n∑

k=1

ln Ψ
(√

ασk

) ≤ ln Ψ

(
1

n

n∑

k=1

√
ασk

)
, (4.45)

äëÿ 0 ≤ √
ασk ≤ 1√

2
, k = 1, n. Ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (4.45)

äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

σ1 = σ2 = ... = σn =
2

n
.

Íåðiâíiñòü (4.45) ìîæíà ïåðåòâîðèòè íàñòóïíèì ÷èíîì.
n∏

k=1

Ψ
(√

ασk

) ≤
(

Ψ

(
2
√

α

n

))n

, (4.46)

äå 0 ≤ α ≤ 0, 125. Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (4.46) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè

σ1 = σ2 = ... = σn =
2

n
.

Ç íåðiâíîñòi (4.44), âðàõîâóþ÷è (4.46), îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

Jn ≤
(

4

n

)n

· η0 ·
(

Ψ

(
2
√

α

n

))n
2

(4.47)

äëÿ 0 ≤ α ≤ 0, 125. Ç (4.47) âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (4.27).

Çðîáèâøè çàìiíó çìiííî¨ ïî ôîðìóëi z = iw
n
2 â êâàäðàòè÷íîìó äèôå-

ðåíöiàëi (2.4) îòðèìà¹ìî êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë (4.28). Òåîðåìà 4.1

äîâåäåíà.

Ç íåðiâíîñòi (4.47), âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.43), ëåãêî îòðèìàòè

íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.1. Äëÿ áóäü-ÿêèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [0; 0, 125] òà η0,

0 < η0 < ∞, äëÿ âñiõ íàáîðiâ p ∈ Pn ç ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ An ∈ Λn
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òàêîþ, ùî

η (An) ≤ η0,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Jn (p) ≤ 4n · η0 · 2n

√√√√ (4α)4α

|2√α− n|(2
√

α−n)2 · (2√α + n)
(2
√

α+n)2
. (4.48)

Íàñëiäîê 4.1 ¹ äîñèòü âàæëèâèì òàê, ÿê âií äà¹ òî÷íó ÷èñëîâó îöiíêó

ôóíêöiîíàëó (2.1) äëÿ çàäà÷i 4.1.

Â òåîðåìi 4.1 íàêëàäåíî îáìåæåííÿ íà ñòåïiíü α. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÷è

ìîæíà ïðè ïåâíèõ óìîâàõ, çìåíøèòè öå îáìåæåííÿ íà ñòåïiíü. Âiäïîâiäü

íà öå ïèòàííÿ äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ äîâiëüíèõ n ≥ 3, n ∈ N, α, η0, 0 ≤ α ≤ n2

8 , 0 < η0 <

< ∞ òà âñiõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p ∈ Pn ç ïðîìåíåâîþ ñèñòå-

ìîþ An ∈ Λn äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

σk ≤ 1√
2α

∀k = 1, n, (4.49)

η (An) ≤ η0,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Jn (p) ≤ Jn (p0) ,

äå âåëè÷èíà p0 âèçíà÷åíà â òåîðåìi 4.1. Ïðè÷îìó ÷èñëîâå çíà÷åííÿ

Jn (p0) äîðiâíþ¹ ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (4.48).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2 ïðîâîäèòüñÿ, â îñíîâíîìó, àíàëîãi÷íî äîâåäåí-

íþ òåîðåìè 4.1, àëå âiäìiòèìî ðiçíèöþ ìiæ äîâåäåííÿìè öèõ òåîðåì.
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Òàê ÿê σk ≥ 0,
n∑

k=1
σk = 2, òî óìîâà

σk ≤ 1√
2α

, k = 1, n

îçíà÷à¹, ùî ïðè äîâiëüíîìó α ∈
[
0; n2

8

]
íàøi ïðîìåíåâi ñèñòåìè òî÷îê,

âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ äîâiëüíèìè, à ¹ äåÿêèìè íåðiâíîìiðíèìè ïðîìå-

íåâèìè ñèñòåìàìè òî÷îê ç ïåâíèìè îáìåæåííÿìè íà σk, k = 1, n. Ïðè

α → n2

8 ; σk → 2
n , òà ïðè α = n2

8 ; σk = 2
n ∀k = 1, n. Òîáòî ïðè α = n2

8

ïðîìåíåâà ñèñòåìà òî÷îê ¹ ðiâíîìiðíîþ. Îòæå, â òåîðåìi 4.2 îòðèìàíèé

ðåçóëüòàò, ÿêèé ïiäñèëþ¹ ðåçóëüòàò òåîðåìè 4.1 íà áiëüø îáìåæåíîìó

êëàñi ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê.

Íà êëàñi Pn (ε0) íåðiâíiñòü (4.49) çàïèñó¹òüñÿ ó ñëiäóþ÷îìó âèãëÿäi

0 ≤ √
α

(
2

n
+ εk

)
≤ 1√

2
, k = 1, n, (4.50)

äå |εk| < ε0, k = 1, n, ε0 � äåÿêå ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî.

Êîðèñòóþ÷èñü íåðiâíiñòþ (4.50) ç òåîðåìè 4.2 ñëiäó¹ íàñòóïíèé íàñëi-

äîê.

Íàñëiäîê 4.2. Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë n ≥ 3, n ∈ N, η0,

0 < η0 < ∞, ε0, 0 < ε0 < 1
n, α, 0 ≤ α ≤ 1

2

(
n

2+ε0n

)2
, òà äëÿ âñiõ íàáîðiâ

âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p ∈ Pn (ε0) ç ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ òî÷îê An ∈ Λn

òàêîþ, ùî

η (An) ≤ η0,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Jn (p) ≤ Jn (p0) ,

äå âåëè÷èíà p0 âèçíà÷åíà â òåîðåìi 4.1. Ïðè÷îìó ÷èñëîâå çíà÷åííÿ

Jn (p0) äîðiâíþ¹ ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (4.48).
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Ïiäíîñÿ÷è íåðiâíiñòü (4.27) äî ñòåïåíÿ β ≥ 0 i ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ

γ := αβ îòðèìà¹ìî ðåçóëüòàòè, ÿêi áóäóòü âèïëèâàòè ç òåîðåì 4.1, 4.2 òà

íàñëiäêó 4.2, âiäïîâiäíî.

Íàñëiäîê 4.3. Äëÿ áóäü-ÿêèõ n ≥ 3, n ∈ N, γ, β ≥ 0, γ + β > 0,

γ
β ∈ [0; 0, 125] òà η0, 0 < η0 < ∞, äëÿ âñiõ íàáîðiâ p ∈ Pn ç ïðîìåíåâîþ

ñèñòåìîþ An ∈ Λn òàêîþ, ùî

η (An) ≤ η0,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(r (B0, 0) · r (Bn+1,∞))γ ·
(

n∏

k=1

r (Bk, ak)

)β

≤

≤ (r (D0, 0) · r (Dn+1,∞))γ ·
(

n∏

k=1

r (Dk, dk)

)β

,

äå îáëàñòi Dk òà òî÷êè dk, k = 0, n + 1 âiäïîâiäíî êðóãîâi îáëàñòi òà

ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −γw2n + η0
(
βn2 − 2γ

)
wn + γη2

0

w2 (wn − η0)
2 dw2.

Íàñëiäîê 4.4. Äëÿ áóäü-ÿêèõ n ≥ 3, n ∈ N, γ, β ≥ 0, γ + β > 0,

0 ≤ γ
β ≤ n2

8 , η0, 0 < η0 < ∞, i âñiõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p ∈ Pn ç

ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ An ∈ Λn äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

σk ≤
√

β

2γ
∀k = 1, n,

η (An) ≤ η0,
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ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(r (B0, 0) · r (Bn+1,∞))γ ·
(

n∏

k=1

r (Bk, ak)

)β

≤

≤ (r (D0, 0) · r (Dn+1,∞))γ ·
(

n∏

k=1

r (Dk, dk)

)β

,

äå îáëàñòi Dk òà òî÷êè dk, k = 0, n + 1 âèçíà÷åíi â íàñëiäêó 4.3.

Íàñëiäîê 4.5. Äëÿ áóäü-ÿêèõ n ≥ 3, n ∈ N, η0, ε0, 0 < η0 < ∞,

0 < ε0 < 1
n, γ, β ≥ 0, γ + β > 0, 0 ≤ γ

β ≤ 1
2

(
n

2+ε0n

)2
, òà äëÿ âñiõ

íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p ∈ Pn (ε0) ç ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ òî÷îê

An ∈ Λn òàêîþ, ùî

η (An) ≤ η0,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(r (B0, 0) · r (Bn+1,∞))γ ·
(

n∏

k=1

r (Bk, ak)

)β

≤

≤ (r (D0, 0) · r (Dn+1,∞))γ ·
(

n∏

k=1

r (Dk, dk)

)β

,

äå îáëàñòi Dk òà òî÷êè dk, k = 0, n + 1 âèçíà÷åíi â íàñëiäêó 4.3.

Íàñòóïíèé íàñëiäîê áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4.1 ïðè α = 0.

Íàñëiäîê 4.6. Äëÿ áóäü-ÿêèõ n ≥ 3, n ∈ N, η0, 0 < η0 < ∞, äëÿ âñiõ

íàáîðiâ p ∈ P̂n òàêèõ, ùî

η (An) ≤ η0,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
n∏

k=1

r
(
B0

k, a
0
k

)
,
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äå âiäìi÷åíi îáëàñòi
{(

B0
k, a

0
k

)}n

k=1 =
{(

B0
k, n
√

η0e
2π
n (k−1)i

)}n

k=1
, à B0

k,

k = 1, n êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − η0)
2dw2.

Ïðè α = 0 ç íàñëiäêó 4.1 ñëiäó¹ òàêèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 4.7. Äëÿ áóäü-ÿêèõ n ≥ 3, n ∈ N, η0, 0 < η0 < ∞, äëÿ âñiõ

íàáîðiâ p ∈ P̂n òàêèõ, ùî

η (An) ≤ η0,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
(

4

n

)n

· η0.

Áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì ïîïåðåäíüîãî ðåçóëüòàòó ¹ íàñòóïíèé êëà-

ñè÷íèé ðåçóëüòàò, ÿêèé âïåðøå îòðèìàíèé ó ðîáîòi Î. Ê. Áàõòiíà [10].

Íàñëiäîê 4.8.([10]) Äëÿ áóäü-ÿêèõ n ≥ 3, n ∈ N, äëÿ âñiõ íàáîðiâ

p ∈ P̂n òàêèõ, ùî

η (An) ≤ 1,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
(

4

n

)n

.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ïîïàðíî ðiçíèõ òî÷îê {ak}n
k=1, ÿêi íàëåæàòü

îäèíè÷íîìó êîëó l = {w : |w| = 1} çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ η (An) = 1. Âðàõî-

âóþ÷è öå çàóâàæåííÿ ç íàñëiäêó 4.8 îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
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Íàñëiäîê 4.9 ([28 � 32]).Äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ òî÷îê ak, k = 1, 2, ..., n,

n ≥ 3, n ∈ N, ÿêi íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó òà äîâiëüíî¨ ñ. í. î.

{Bk}n
k=1 , ak ∈ Bk ∀k = 1, 2, ..., n, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
(

4

n

)n

.

Íàñëiäîê 4.9 áóâ îïèñàíèé íàìè òåîðåìîþ 1.8 ó ïiäðîçäiëi 1.3, i âií

âïåðøå îòðèìàíèé â ðîáîòi [28], ó âèãëÿäi íàñëiäêó áiëüø ñèëüíîãî ðå-

çóëüòàòó. (äèâ., òàêîæ [29 � 32]).

Äëÿ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé, â ïðàöÿõ [36, 45], íàñëiäîê 4.9 áóëî îòðè-

ìàíî iíøèìè ìåòîäàìè.

Â çàäà÷i 4.1 çíà÷åííÿ η áóëî äîäàòíå, àëå ìåíøå äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî

çíà÷åííÿ η0. Òåïåð, ïî àíàëîãi¨ ç ïiäðîçäiëîì 2.2, ìè çàôiêñó¹ìî äåÿêå

çíà÷åííÿ η = η0 i ñôîðìóëþ¹ìî çàäà÷ó ïî âèçíà÷åííþ ìàêñèìóìó ôóíê-

öiîíàëó (2.1) ïî âiäìi÷åíèì îáëàñòÿì p ∈ Pn ç ôiêñîâàíèì çíà÷åííÿì

η = η0.

Çàäà÷à 4.2. Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ η = η0, 0 < η0 <

< ∞ çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (2.1) íà êëàñi Pn i âèçíà÷èòè òàêi

âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ Pn íà ÿêèõ öåé ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ.

Àíàëîãi÷íî ïiäðîçäiëó 2.2, äëÿ çàäà÷i 4.2 íåñêëàäíî ñôîðìóëþâàòè

òâåðäæåííÿ, ÿêi áóäóòü áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè âèùåñôîðìóëüîâà-

íèõ ðåçóëüòàòiâ, àëå öå ìè òóò ðîáèòè íå áóäåìî.

ßê i â âèïàäêó òåîðåì 2.1 òà 2.2, äëÿ òåîðåìè 4.1 ñôîðìóëþ¹ìî î÷åâèä-

íèé íàñëiäîê, ÿêèé áóäå íîâèì ðåçóëüòàòîì íà êëàñi îäíîëèñòèõ ôóíêöié.

Íåõàé w = fk (z) , k = 0, n � îäíîëèñòi ôóíêöi¨, ÿêi âiäîáðàæàþòü
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îäèíè÷íèé êðóã |z| < 1 íà ïîïàðíî âçà¹ìíî-íåïåðåòèííi îäíîçâ'ÿçíi îá-

ëàñòi Bk ⊂ C, k = 0, n, âiäïîâiäíî, à ôóíêöiÿ w = fn+1 (z) îäíîëè-

ñòî âiäîáðàæà¹ çîâíiøíiñòü îäèíè÷íîãî êðóãà {z : |z| > 1} íà îáëàñòü

Bn+1 ⊂ C, Bn+1
⋂

Bk = ø, k = 0, n, òàêèì ÷èíîì, ùî f0 (0) = 0 ∈ B0,

fk (0) = ak ∈ Bk, k = 1, n, fn+1 (∞) = ∞ ∈ Bn+1. Òîäi ñïðàâåäëèâèé

íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òåîðåìè 4.1.

Íàñëiäîê 4.10. Äëÿ áóäü-ÿêèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [0; 0, 125] òà η0,

0 < η0 < ∞, äëÿ âñiõ íàáîðiâ p ∈ Pn ç ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ An ∈ Λn

òàêîþ, ùî

η (An) ≤ η0

òà äîâiëüíî¨ ñèñòåìè îäíîëèñòèõ ôóíêöié w = fk (z) , k = 0, n + 1, äå

ôóíêöi¨ w = fk (z) , k = 0, n âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã |z| <
< 1 íà ïîïàðíî âçà¹ìíî-íåïåðåòèííi îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi Bk ⊂ C, k =

= 0, n, âiäïîâiäíî, à ôóíêöiÿ w = fn+1 (z) îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ çîâíiø-

íiñòü îäèíè÷íîãî êðóãà {z : |z| > 1} íà îáëàñòü Bn+1 ⊂ C, Bn+1
⋂

Bk =

ø, k = 0, n, òàêèì ÷èíîì, ùî fk (0) = ak ∈ Bk, k = 0, n, fn+1 (∞) =

an+1 = ∞ ∈ Bn+1, ôóíêöiîíàë
∣∣∣∣

f ′0 (0)

f ′n+1 (∞)

∣∣∣∣
α

·
n∏

k=1

|f ′k (0)|

äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìó íà îáëàñòÿõ B0
k òà òî÷êàõ a0

k, k = 0, 1, 2, ..., n,

n+1, ÿêi ¹, âiäïîâiäíî, ñèñòåìàìè êðóãîâèõ îáëàñòåé òà ïîëþñiâ êâàä-

ðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −αw2n + η0
(
n2 − 2α

)
wn + αη2

0

w2 (wn − η0)
2 dw2.
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Ñëiä çâåðíóòè óâàãó íà òå, ùî ìè ñôîðìóëþâàëè íîâi ðåçóëüòàòè íà

êëàñi îäíîëèñòèõ ôóíêöié ó âèãëÿäi íàñëiäêiâ òiëüêè äî äåÿêèõ îñíîâíèõ

òåîðåì ðîáîòè, àëå öå ìîæíà çðîáèòè äî âñiõ òâåðäæåíü ñôîðìóëüîâàíèõ

ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi.

4.4. Äåÿêi òî÷íi îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ íà êëà-

ñàõ P0
n òà P̂0

n

Â ïiäðîçäiëi 4.3 ìè ïîáà÷èëè íàñêiëüêè âàæëèâî ìàòè òî÷íi ÷èñëî-

âi îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ äëÿ âiäïîâiäíèõ çàäà÷. Òîìó â öüîìó ïiäðîçäiëi

ìè îòðèìà¹ìî òî÷íi îöiíêè äëÿ ôóíêöiîíàëiâ i çàäà÷, ÿêi ðîçãëÿäàëèñÿ

â öié ðîáîòi. Àëå, iç-çà âåëèêî¨ êiëüêîñòi ðiçíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè, ìè

îòðèìà¹ìî òiëüêè äåÿêi îöiíêè. Âñi iíøi àíàëîãi÷íi îöiíêè ìîæíà áåçïî-

ñåðåäíüî îòðèìàòè iç äîâåäåíü âiäïîâiäíèõ òåîðåì i ¨õí¹ îäåðæàííÿ íå

ñòàíîâèòü òðóäíîùiâ.

Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî ñëiäóþòü ç ôîðìóëþâàíü òåîðåìè

2.1 òà íàñëiäêiâ 2.3, 2.4, âiäïîâiäíî, à òàêîæ äîïîâíþþòü öi ðåçóëüòàòè.

Íàñëiäîê 4.11. Äëÿ äîâiëüíèõ α ≥ 0, n ∈ N, n ≥ 3, µ0, 0 < µ0 < ∞ i

âñiõ íàáîðiâ p ∈ P0
n iç çíà÷åííÿì µ = µ0, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Jn (p) = (r (B0, 0) · r (Bn+1,∞))α ·
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤

≤ 4n · µ0 · 2n

√√√√ (4α)4α

|2√α− n|(2
√

α−n)2 · (2√α + n)
(2
√

α+n)2
. (4.51)

Ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (4.51) äîñÿãà¹òüñÿ íà âiäìi÷åíèõ
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îáëàñòÿõ p0 =
{(

B0
0 , 0

)
,
(
B0

1 , n
√

µ0
)
, ...,

(
B0

n, n
√

µ0e
2π
n (n−1)

)
,
(
B0

n+1,∞
)}

,

à B0
s , s = 0, 1, 2, ..., n, n+1 � ñèñòåìà êðóãîâèõ îáëàñòåé êâàäðàòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −αw2n + µ0
(
n2 − 2α

)
wn + αµ2

0

w2 (wn − µ0)
2 dw2,

ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü ìíîæèíè âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ êîìïî-

íåíò p0 ðiâíà íóëþ, i òiëüêè íà íèõ.

Íàñëiäîê 4.12. Äëÿ äîâiëüíèõ γ ≥ 0, β ≥ 0, γ + β > 0, n ∈ N, n ≥ 3,

µ0, 0 < µ0 < ∞ i âñiõ íàáîðiâ p ∈ P0
n òàêèõ, ùî

µ (An) ≤ µ0

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(r (B0, 0) · r (Bn+1,∞))γ ·
(

n∏

k=1

r (Bk, ak)

)β

≤

≤ 4βn · µβ
0 · 2n

√√√√ (4γ)4γ · ββn2

|2√α− n|(2
√

α−n)2 · (2√α + n)
(2
√

α+n)2
. (4.52)

Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (4.52) äîñÿãà¹òüñÿ íà âiäìi÷åíèõ îáëàñòÿõ

p0 =
{(

B0
0 , 0

)
,
(
B0

1 , n
√

µ0
)
, ...,

(
B0

n, n
√

µ0e
2π
n (n−1)

)
,
(
B0

n+1,∞
)}

, à B0
s , s =

= 0, 1, 2, ..., n, n + 1 � ñèñòåìà êðóãîâèõ îáëàñòåé êâàäðàòè÷íîãî äèôå-

ðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −γw2n + µ0
(
βn2 − 2γ

)
wn + γµ2

0

w2 (wn − µ0)
2 dw2,

ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü ìíîæèíè âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ êîìïî-

íåíò p0 ðiâíà íóëþ, i òiëüêè íà íèõ.
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Íàñëiäîê 4.13. Äëÿ äîâiëüíèõ α ≥ 0, n ∈ N, n ≥ 3, µ0, 0 < µ0 < ∞
i âñiõ íàáîðiâ p = {(Bk, ak)}n+1

k=0 ∈ P0
n iç çíà÷åííÿì µ = µ0 òà äîâiëü-

íî¨ ñèñòåìè îäíîëèñòèõ ôóíêöié w = fk (z) , k = 0, n + 1, äå ôóíêöi¨

w = fk (z) , k = 0, n âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã |z| < 1 íà ïîïàðíî

âçà¹ìíî-íåïåðåòèííi îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi Bk ⊂ C, k = 0, n, âiäïîâiäíî,

à ôóíêöiÿ w = fn+1 (z) îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ çîâíiøíiñòü îäèíè÷íîãî

êðóãà {z : |z| > 1} íà îáëàñòü Bn+1 ⊂ C, Bn+1
⋂

Bk = ø, k = 0, n, òà-

êèì ÷èíîì, ùî fk (0) = ak ∈ Bk, k = 0, n, fn+1 (∞) = an+1 = ∞ ∈ Bn+1,

ñïðàâåäëèâà îöiíêà
∣∣∣∣

f ′0 (0)

f ′n+1 (∞)

∣∣∣∣
α

·
n∏

k=1

|f ′k (0)| ≤ 4n ·µ0 · 2n

√√√√ (4α)4α

|2√α− n|(2
√

α−n)2 · (2√α + n)
(2
√

α+n)2
.

(4.53)

Ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (4.53) äîñÿãà¹òüñÿ íà âiäìi÷åíèõ

îáëàñòÿõ p0 ââåäåíèõ ó íàñëiäêó 4.11.

Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð ðÿä ðåçóëüòàòiâ, ÿêi áåçïîñåðåäíüî ñëiäóþòü ç òåî-

ðåìè 3.1, íàñëiäêiâ 3.1 òà 3.4 âiäïîâiäíî.

Íàñëiäîê 4.14. Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë γ ≥ 0, ρ, R >

> 0 òà äëÿ äîâiëüíîãî âïîðÿäêîâàíîãî íàáîðó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p =

= {(Bk, ak)}n+1
k=0 ∈ P0

n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Θn = (r (B0, 0) · r (Bn+1,∞))γ ·
(

n∏

k=1

r (Bk, ak) · |ak|n2−1

)
≤

≤ (
4R

n
2

)n · 2n

√√√√ (4γ)4γ

∣∣2√γ − n
∣∣(2

√
γ−n)

2

· (2√γ + n
)(2

√
γ+n)

2 . (4.54)

Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (4.54) äîñÿãà¹òüñÿ íà âiäìi÷åíèõ îáëàñòÿõ

âèäó
{(

B0
0 , 0

)
,
(
B0

1 , R
)
,
(
B0

2 , R · e 2π
n i

)
, ...,

(
B0

n, R · e 2π
n (n−1)i

)
,
(
B0

n+1,∞
)}

,
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à îáëàñòi B0
0 , B0

n+1, B0
k, k = 1, 2, ..., n ¹ êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðà-

òè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −γw2n +
(
n2 − 2γ

)
Rnwn + γR2n

w2 (wn −Rn)2 dw2.

Íàñëiäîê 4.15. Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë α, β ≥ 0, ρ, R > 0,

α+β > 0 òà äëÿ äîâiëüíîãî âïîðÿäêîâàíîãî íàáîðó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé

p = {(Bk, ak)}n+1
k=0 ∈ P0

n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(r (B0, 0) · r (Bn+1,∞))α ·
(

n∏

k=1

r (Bk, ak) · |ak|n2−1

)β

≤

≤ (
4R

n
2

)βn · 2n

√√√√ (4α)4α · ββn2

|2√α− n|(2
√

α−n)2 · (2√α + n)
(2
√

α+n)2
. (4.55)

Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (4.55) äîñÿãà¹òüñÿ íà âiäìi÷åíèõ îáëàñòÿõ

âèäó
{(

B0
0 , 0

)
,
(
B0

1 , R
)
,
(
B0

2 , R · e 2π
n i

)
, ...,

(
B0

n, R · e 2π
n (n−1)i

)
,
(
B0

n+1,∞
)}

,

äå îáëàñòi B0
0 , B0

n+1, B0
k, k = 1, 2, ..., n ¹ êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðà-

òè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −αw2n +
(
βn2 − 2α

)
Rnwn + αR2n

w2 (wn −Rn)2 dw2.

.

Íàñëiäîê 4.16. Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë ρ, R > 0 òà äëÿ

äîâiëüíîãî âïîðÿäêîâàíîãî íàáîðó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p =

= {(Bk, ak)}n
k=1 ∈ P̂0

n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Υn (p) =
n∏

k=1

r (Bk, ak) · |ak|n2−1 ≤
(

4R
n
2

n

)n

. (4.56)
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Ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (4.56) äîñÿãà¹òüñÿ íà âiäìi÷åíèõ

îáëàñòÿõ âèäó
{(

B0
1 , R

)
,
(
B0

2 , R · e 2π
n i

)
, ...,

(
B0

n, R · e 2π
n (n−1)i

)}
, à îáëàñòi

B0
k, k = 1, 2, ..., n ¹ êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn −Rn)2dw2.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

1. Ïîâíiñòþ îïèñàíà åêñòðåìàëüíà êîíôiãóðàöiÿ äëÿ ôóíêöiîíàëó, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëà-

ñòåé âçÿòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñÿ ïî äîâiëüíié ïðîìåíåâié

ñèñòåìi.

2. Çíàéäåíî ìàêñèìàëüíi çíà÷åííÿ äåÿêèõ ôóíêöiîíàëiâ, ÿêi ðîçãëÿ-

äàþòüñÿ ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi.
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ÇÀÃÀËÜÍI ÂÈÑÍÎÂÊÈ

1. Ñôîðìóëüîâàíà òà ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíà äîñèòü çàãàëüíà íîâà åêñòðå-

ìàëüíà çàäà÷à äëÿ ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé iç âiëüíèìè

ïîëþñàìè íà òàê çâàíèõ "ðiâíîìiðíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ òî÷îê". (Òåî-

ðåìà 2.1).

2. Ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíà äëÿ ðiâíîìiðíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê åêñ-

òðåìàëüíà çàäà÷à òàê çâàíîãî "ìiøàíîãî òèïó", òîáòî äëÿ ÿêî¨ äåÿêà

ñèñòåìà ïîëþñiâ ¹ âiëüíà, à äåÿêà ¹ ôiêñîâàíà. (Òåîðåìè 2.2 � 2.4).

3. Ñôîðìóëüîâàíà òà ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíà íîâà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à

äëÿ ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé iç âiëüíèìè ïîëþñàìè, ùî

ðóõàþòüñÿ ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi ó äåÿêîìó êiëüöi. (Òåîðåìà

3.1).

4. Âèðiøåíà äîñèòü çàãàëüíà àíàëîãi÷íà çàäà÷à äëÿ äîáóòêó âíóòðiø-

íiõ ðàäióñiâ îáëàñòåé, ùî íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êðóãó. (Òåîðåìè 3.2, 3.3).

5. Ðîçãëÿíóòi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ç âiëüíèìè ïîëþñàìè íà îäèíè÷-

íîìó êîëi ó âèïàäêó òðüîõ òà ÷îòèðüîõ ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé. (Òåîðåìè 3.4 � 3.6).

6. Ðîçâ'ÿçàíà äîñèòü çàãàëüíà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à äëÿ ïîïàðíî âçà-

¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé iç âiëüíèìè ïîëþñàìè íà òàê çâàíèõ "äî-

âiëüíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ òî÷îê". (Òåîðåìè 4.1, 4.2).
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