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В работе изучаются экстремальные задачи о неналегающих областях со сво-
бодными полюсами. Изучен аналог задачи Колбиной в случае трех свободных
полюсов на единичной окружности. Решена также комбинированная задача
с четырьмя полюсами, из которых два полюса фиксированы, а два – не фик-
сированы. Рассмотрены также две новые задачи.

Введение. Экстремальные задачи о неналегающих областях изуча-
лись в работах многих авторов (см., например, [1 – 12]). История раз-
вития этого направления, а также большое количество важных резуль-
татов в этой области изложены в работах [2 – 4, 6 – 8]. К настояще-
му времени получили значительное развитие экстремальные задачи со
свободными полюсами, впервые рассмотренные в работе [5] в случае
свободных полюсов на окружности. В данной работе рассматриваются
аналогичные задачи.
Основные результаты. Пусть N – множество натуральных чисел.
Для всякого n ∈ N : n ≥ 2 набор n не равных нулю точек комплекс-
ной плоскости C обозначим через An := {a1, a2, ..., an} и обозначим
Ãn := {0, a1, a2, ..., an,∞}.

Точечным наборам An, Ãn поставим в соответствие наборы
Fn = {B1, ..., Bn}, F̃n = {B0, B1, ..., Bn, B∞} произвольных попарно
непересекающихся областей расширенной комплексной плоскости C
таких, что 0 ∈ B0, ∞ ∈ B∞ и ak ∈ Bk при всех k = 1, 2, ..., n.
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Назовем классами Ωn и Ω̃n соответственно множества всех возмож-
ных пар (Fn, An) и (F̃n, Ãn), для которых 0 ∈ B0, ∞ ∈ B∞ и ak ∈ Bk

при k = 1, 2, ..., n, причем точки ak не являются фиксированными.
Пусть Uw — единичный круг |w| < 1, а Uw(R) — круг |w| ≤ R ком-

плексной w-плоскости и H := {w : Rew = 0}. Обозначим через cap e
логарифмическую емкость множества e.

На классе Ω̃2 рассмотрим следующий функционал

J4 = (r (B0, 0) r (B∞,∞))γ (r (B1, a1) r (B2, a2))
δ
, (1)

где δ, γ ≥ 0, δ + γ > 0 и r (B, a) – внутренний радиус области B
относительно точки a (определение внутреннего радиуса области см.,
например, в [8]).

На классе Ω3 рассмотрим функционал

∆3,α = rα (B1, a1) r (B2, a2) r (B3, a3) , (2)

где α ≥ 0.
Следующий функционал рассмотрим на классе Ω4

I4 =
rα (B1, a1) rβ (B2, a2) rα (B3, a3) rβ (B4, a4)

|a1 − a3|2α−γ |a1 − a3|2β−δ
, (3)

где α, β, γ, δ ≥ 0 и α + β > 0.
На классе Ω̃2n рассмотрим функционал

Ξ2n = (r (B0, 0) r (B2n+1,∞))n2/4
n∏

k=1

rα (B2k, a2k) r (B2k−1, a2k−1) , (4)

где α ≥ 0.
Целью данной работы является нахождение максимумов функци-

оналов (1), (2), (3), (4) соответственно на классах Ω̃2, Ω3, Ω4, Ω̃2n при
некоторых дополнительных предположениях о расположении точек ak

на плоскости.
Имеют место следующие результаты.

Теорема 1. Пусть компонента Ã2 пары (F̃2, Ã2) ∈ Ω̃2, такая, что
точки a1, a2 принадлежат множеству H

⋂
Uw(R∗) и a1 a2 > 0. Тогда

выполняется неравенство
J4 ≤ J0

4 ,
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в котором J0
4 – значение функционала J4 на паре

({
B0

0 , B0
1 , B0

2 , B0
∞

}
,

{0, iR∗,−iR∗,∞}), где области B0
0 , B0

1 , B0
2 , B0

∞ являются круговыми
областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −
w4 + 2

(
1− 2 δ

γ

)
R2
∗w

2 + R4
∗

w2 (w2 + R2∗)
2 dw2.

Теорема 2. Пусть компонента A3 пары (F3, A3) ∈ Ω3 такая, что
|ak| = 1 при всех k = 1, 2, 3 и 0 = arg a1 < arg a2 < arg a3 < 2π. Если
при этом 0 ≤ α < 2, то справедливо неравенство

∆3,α ≤ ∆0
3,α, (5)

в котором ∆0
3,α – значение функционала ∆3,α на паре

({
B0

1 , B0
2 , B0

3

}
,{

1,−e−iφ,−eiφ
})

, где φ = arccos α
2 и области B0

k, k = 1, 2, 3, являются
круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −2
(
α− 2 + α2

)
w2 +

(
8 + α3

)
w + 2

(
α− 2 + α2

)

(w − 1)2 (w + e−iφ)2 (w + eiφ)2
dw2. (6)

Теорема 3. Пусть компонента A4 пары (F4, A4) ∈ Ω4 такая, что
|ak| = 1 при всех k = 1, 2, 3, 4 и 0 = arg a1 < arg a2 < arg a3 < arg a4 <
< 2π. Тогда для любых неотрицательных γ, δ и любых неотрица-
тельных α, β таких, что α + β > 0, выполняется неравенство

I4 ≤ I0
4 , (7)

в котором I0
4 – значение функционала I4 на паре

({
B0

1 , B0
2 , B0

3 , B0
4

}
,

{1, i,−1,−i}), где области B0
k, k = 1, 2, 3, 4, являются круговыми об-

ластями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 =
(β − α)w4 − 2 (β + α)w2 + (β − α)

(w4 − 1)2
dw2.

При этом равенство в (7) достигается тогда и только тогда, когда
a1 = 1, a2 = i, a3 = −1, a4 = −i, Bk = B0

k \ ek, где ek ⊂ Bk и ek –
замкнутое множество в относительной топологии в Bk такое, что
cap ek = 0 и ak∈ek при k = 1, 2, 3, 4.
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Теорема 4. Пусть n ∈ N : n ≥ 3, α ∈ [
0, 1

2

]
и пара (F̃2n, Ã2n) ∈ Ω̃2n

такая, что

B2k ⊂
{

w :
2π

n
(k − 1) < arg w <

2π

n
k

}
, k = 1, n,

a2k = exp
{

i
π

n
(2k − 1)

}
, k = 1, n,

arg a2k−1 =
2π

n
(k − 1), k = 1, n,

n∏

k=1

χ
(
|a2k−1|n/2

)
|a2k−1| ≤ 1,

где χ(t) =
(
t + t−1

)
/2. Тогда выполняется неравенство

Ξ2n ≤ Ξ0
2n, (8)

в котором Ξ0
2n – значение функционала Ξ2n на паре

({D0, D1, D2, ..., D2n, D∞} , {0, d1, d2, ..., d2n,∞}) , при этом обла-
сти D0, D∞, Dk и точки dk, k = 0, 2n, являются соответственно
круговыми областями и полюсами квадратичного дифференциала

Q(w) dw2 =

= −

((
w

n
2 − i

)4
h4 +

(
w

n
2 + i

)4
) ((

w
n
2 − i

)4 +
(
w

n
2 + i

)4
h4

)

w2 (w2n − 1)2
dw2, (9)

где h – корень уравнения χ2
(
h2

)
= 4/α из интервала (0; 1).

Доказательства.
Доказательство теоремы 1. В работе [9] установлено, что функци-

онал

Ψ4 = (r (D0, 0) r (D∞,∞))γ

(
r (D1, a1) r (D2, a2)

|a2 − a4|2
)δ

достигает своего максимума на парах вида
({

D0
0, D

0
1, D

0
2, D

0
∞

}
,{

0, ih
2 ,−ih

2 ,∞})
, где h – произвольное положительное число. При этом

области D0
0, D0

∞, D0
1, D0

2 являются круговыми областями квадратич-
ного дифференциала

Q(w) dw2 = −
[γ

2

] w4 +
(

1
2 − δ

γ

)
h2w2 + h4

16

w2
(
w2 + h2

4

)2 dw2.
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Обозначая максимум функционала Ψ4 через Ψ0
4, получаем неравенство

(
r(D0, 0) r(D∞,∞)

)γ (
r(D1, a1) r(D2, a2)

)δ

≤ |a2 − a4|2δ Ψ0
4. (10)

При условиях теоремы максимум правой части неравенства (10) до-
стигается при |a2 − a4| = 2R∗. Отсюда очевидным образом следует
утверждение теоремы.

Доказательство теоремы 2. Существование экстремальных пар({
B0

1 , B0
2 , B0

3

}
,
{
a0
1, a

0
2, a

0
3

})
доказывается стандартным способом.

Используя элементарную вариацию ξ = w−ε
1−wε , где |ε| < 1, подоб-

но тому, как это сделано в работах [10, 11], получаем нормирующее
условие

αa0
1 + a0

2 + a0
3 = 0. (11)

Используя условие (11), равенства |a0
k| = 1, k = 1, 2, 3, а также тот

факт, что функционал (2) инвариантен относительно поворота ком-
плексной плоскости вокруг начала координат, получаем

a0
1 = 1, a0

3 = a0
2, Re a0

2 = −α

2
. (12)

Так же, как и в [11], устанавливается, что области B0
k, k = 1, 2, 3,

симметричны относительно единичной окружности ∂Uw.
Для дальнейшего изучения экстремальных пар применим вариаци-

онную формулу Дюрена-Шиффера [13]

w∗ = w +
Aρ2

w0

w

w − w0
− Aρ2

w0

w2

1− ww0
+ O(ρ3), (13)

где ρ > 0 – достаточно малый параметр, A = A(ρ) – параметр гранич-
ной вариации, ρ−3

∣∣O (
ρ3

)∣∣ – величина, равномерно ограниченная на
любом компакте комплексной плоскости C, не содержащем точек w0

и (w0 )−1.
Аналогично тому, как это сделано в работах [10, 11], на основании

формулы (13) получим значение внутреннего радиуса для варьирован-
ных пар ({B∗

1 , B∗
2 , B∗

3} , {a∗1, a∗2, a∗3}):

r (B∗
k , a∗k) = r

(
B0

k, a0
k

)
{

1− ρ2ReA

[
2a0

k

w0 (a0
k − w0)

2

]
+ O

(
ρ3

)
}

. (14)
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Используя соотношение (14), а также применяя равенство
(12), получаем следующее соотношение для варьированных пар
({B∗

1 , B∗
2 , B∗

3} , {a∗1, a∗2, a∗3}):

∆∗
3 = ∆3

{
1− ρ2ReA

[
2

(
α− 2 + α2

)
w2 +

(
8 + α3

)
w

(w − 1)2
(
w − ei(π−φ)

)2 (
w − ei(π+φ)

)2 +

+
2

(
α− 2 + α2

)

(w − 1)2
(
w − ei(π−φ)

)2 (
w − ei(π+φ)

)2

]
+ O

(
ρ3

)
}

, (15)

где ∆∗
3 – значение ∆3 на варьированных парах, φ = arccos α

2 . Из соот-
ношения (15) следует неравенство

Re

[
A

2
(
α− 2 + α2

)
w2 +

(
8 + α3

)
w + 2

(
α− 2 + α2

)

(w − 1)2
(
w − ei(π−φ)

)2 (
w − ei(π+φ)

)2

]
≥ 0 (16)

справедливое для любых допустимых значениях w0 и A = A (ρ) .
Теперь на основании неравенства (16) с учетом основной леммы

метода граничной вариации Шиффера [14] приходим к заключению

о том, что
(
C\

3⋃
k=1

B0
k

)
есть замыкание объединения конечного чис-

ла траекторий квадратичного дифференциала (6). Наконец, используя
теорему 1 работы [7], получаем неравенство (5). Теорема доказана.

Доказательство теоремы 3 осуществляется по схеме доказатель-
ства теоремы 2. Сначала стандартным способом устанавливается суще-
ствование экстремальных пар

({
B0

1 , B0
2 , B0

3 , B0
4

}
,
{
a0
1, a

0
2, a

0
3, a

0
4

})
. Да-

лее, используя элементарную вариацию ξ = w−ε
1−wε , где |ε| < 1, легко

устанавливается, что

a0
1 = 1, a0

2 = eiϕ, a0
3 = −1, a0

4 = −eiϕ.

Затем устанавливается, что области B0
k, k = 1, 2, 3, 4 симметричны от-

носительно единичной окружности ∂Uw. Наконец, применяя вариаци-
онную формулу Дюрена-Шиффера (13) и действуя по схеме доказа-
тельства теоремы 2, получаем неравенство (7). Теорема 3 доказана.

Доказательство теоремы 4 опирается на метод кусочно-
разделяющего преобразования, разработанный В.Н. Дубининым
[7, 8, 15].
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Пусть функция πk (w) = (−1)k
iwn/2 конформно отображает об-

ласть Ek :=
{
w : 2π

n (k − 1) < arg w < 2π
n k

}
на правую полуплоскость

{z : Re z > 0} для всех k = 1, n.
Функции

zk (w) =
πk (a2k)− πk (w)
πk (a2k) + πk (w)

, k = 1, n, z0 (w) := zn (w)

конформно отображают правую полуплоскость на внутренность еди-
ничного круга. Семейство функций zk (w) осуществляет разделяющее
преобразование любой пары (F̃2n, Ã2n) ∈ Ω̃2n относительно областей
Ek, при этом выполняются равенства zk (a2k) = 0, k = 1, n.

Кроме того, при справедливы соотношения

|zk(w)− 1| ∼ 2 |w|n/2, w → 0, k = 1, n,

|zk(w) + 1| ∼ 2 |w|−n
2 , w →∞, k = 1, n,

|zk(w)− zk(am)| ∼ n
|am|n

2−1

1 + |am|n |w − am|, w → am, (17)

k = 1, n− 1, m = 2k − 1, 2k + 1,

|zn(w)− zn(am)| ∼ n
|am|n

2−1

1 + |am|n |w − am|, w → am, m = 1, 2n− 1.

Результатом разделяющего преобразования областей B2k−1 отно-
сительно семейства функций {zk−1 (w) , zk (w)}, k = 1, n, являют-
ся области

{
G

(k−1)
4 , G

(k)
2

}
, k = 1, n, где G

(0)
4 := G

(n)
4 . При этом

zk (a2k−1) =: λ
(k)
2 ∈ G

(k)
2 , zk (a2k+1) =: λ

(k)
4 ∈ G

(k)
4 , k = 1, n− 1,

zn (a2n−1) =: λ
(n)
2 ∈ G

(n)
2 , zn (a1) =: λ

(n)
4 ∈ G

(n)
4 .

Используя теорему 1.9 из [8] и соотношения (17), при k = 1, n по-
лучаем неравенства

r (B2k−1, a2k−1) ≤

r

(
G

(k−1)
4 , λ

(k−1)
4

)
r
(
G

(k)
2 , λ

(k)
2

)

n |a2k−1|
n
2 −1

1+|a2k−1|n
n |a2k−1|

n
2 −1

1+|a2k−1|n




1/2

, (18)

где λ
(0)
4 := λ

(n)
4 .

Для области B0 в результате применения разделяющего преобра-
зования относительно семейства {zk (w)}n

k=1 получаем набор областей
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G
(k)
1 таких, что z = 1 ∈ G

(k)
1 , k = 1, n, и при этом справедливо нера-

венство

r (B0, 0) ≤
[(

1
2

)n n∏

k=1

r
(
G

(k)
1 , 1

)]2/n2

. (19)

Для области B∞ в результате применения разделяющего преобра-
зования относительно семейства {zk (w)}n

k=1 получаем набор областей
G

(k)
3 таких, что z = −1 ∈ G

(k)
3 , k = 1, n, и при этом справедливо нера-

венство

r (B∞,∞) ≤
[(

1
2

)n n∏

k=1

r
(
G

(k)
3 ,−1

)]2/n2

. (20)

Для областей B2k, k = 1, n, в результате применения разделяющего
преобразования относительно семейства {zk (w)}n

k=1 получаем набор
областей G

(2k)
0 , G

(2k)
∞ таких, что z = 0 ∈ G

(2k)
0 , z = ∞ ∈ G

(2k)
∞ , k = 1, n,

и при этом справедливо неравенство

r (B2k, a2k) =
4
n

(
r
(
G

(2k)
0 , 0

)
r
(
G(2k)
∞ ,∞

))1/2

. (21)

Таким образом, совокупность областей {Ek}n
k=1 и лю-

бая система пар (F̃2n, Ã2n) ∈ Ω̃2n порождают систему пар({
G

(k)
0 , G

(k)
1 , G

(k)
2 , G

(k)
3 , G

(k)
4 , G

(k)
∞

}
,
{

0, 1, λ
(k)
2 ,−1, λ

(k)
4 ,∞

})
∈ Ω̃4.

Из неравенств (18) – (21) получаем

Ξ2n ≤ 4nα

nn(α+1)

n∏

k=1

χ
(
|a2k−1|n/2

)
|a2k−1| ×

×
n∏

k=1

(
r(G(k)

0 , 0) r(G(k)
∞ ,∞)

)α/2

×

×
[
r(G(k)

2 , λ
(k)
2 ) r(G(k)

4 , λ
(k)
4 ) r(G(k)

1 , 1) r(G(k)
3 ,−1)

]1/2

. (22)

Теперь при условиях теоремы 4 из (22) следует неравенство

Ξ2n ≤ 4nα

nn(α+1)

n∏

k=1

(
r(G(k)

0 , 0) r(G(k)
∞ ,∞)

)α/2

×
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×
[
r(G(k)

2 , λ
(k)
2 ) r(G(k)

4 , λ
(k)
4 ) r(G(k)

1 , 1) r(G(k)
3 ,−1)

]1/2

. (23)

Далее с использованием результатов работы [15] из оценки (23) по-
лучаем неравенство

Ξ2n ≤ 4nα

nn(α+1)

((
r
(
B0

0 , 0
)

r
(
B0
∞,∞))α×

× r
(
B0

1 , 1
)

r
(
B0

2 , λ0
2

)
r
(
B0

3 ,−1
)

r
(
B0

4 , λ0
4

))n/2

,

где области B0
0 , B0

∞, B0
k, k = 1, 2, 3, 4, и точки λ0

2, λ0
4 являются соот-

ветственно круговыми областями и полюсами квадратичного диффе-
ренциала (9). Наконец, используя свойства разделяющего преобразо-
вания, получаем неравенство (8). Теорема доказана.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Государ-
ственной программы Украины № 0102U000917.
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