
НАЦИОНАЛЬНАЯ АКАДЕМИЯ НАУК УКРАИНЫ

ИНСТИТУТ ПРИКЛАДНОЙ МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ

Е.А. Севостьянов

ИССЛЕДОВАНИЕ
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ

ОТОБРАЖЕНИЙ
ГЕОМЕТРИЧЕСКИМ

МЕТОДОМ

ПРОЕКТ «НАУКОВА КНИГА»
(МОЛОДI ВЧЕНI)

КИЕВ
НАУКОВА ДУМКА

2014



УДК 517.5

Монография посвящена изучению свойств пространственных отображений с неогра-
ниченной характеристикой квазиконформности, в частности, так называемых отображе-
ний с конечным искажением, активно исследуемых на протяжении последних 10–15 лет.
Описан ряд свойств так называемых Q-отображений и кольцевых Q-отображений, являю-
щихся подвидом отображений с конечным искажением и включающих класс отображений
с ограниченным искажением по Решетняку. В частности, для Q-отображений приведены
теоремы об их дифференцируемости почти всюду, принадлежности классу ACL, аналоги
теорем типа Сохоцкого-Вейерштрасса, Лиувилля, Пикара, Иверсена и ряд других.
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Как известно, наиболее распространенным подходом изучения анали-
тических функций на плоскости является подход, использующий раз-
ложение этих функций в равномерно сходящийся ряд. При помощи та-
кого характеристического свойства могут быть определены (доказаны)
многие полезные факты комплексного анализа.

Менее известным, не изучающимся в общем курсе теории комплекс-
ной переменной, но не менее эффективным является метод, при котором
используется свойство аналитических функций искажать специальным
образом конформный модуль семейства кривых. Мерой познания этого
метода являются понимание и осмысление понятия конформного мо-
дуля. Однако это понимание оставляет читателю существенно больше
возможностей для исследования по сравнению с разложением в ряды,
поскольку применение конформного модуля не ограничивается прило-
жением лишь к отдельно взятому классу. Как аналитические функции,
так и более общие отображения могут быть полноценно исследованы
только при помощи конформного модуля, при этом свойство их разло-
жения в равномерно сходящийся ряд может быть не задействовано.

Основные приведенные результаты касаются значительно более ши-
роких классов, чем аналитические функции, хотя многие из изложен-
ных справедливы и для них. Чтение книги не требует специальной под-
готовки, поскольку монография начинается с азов геометрического под-
хода; предполагается лишь знание базовых принципов математического
анализа на уровне университетского курса.

Известный математик, основатель школы по теории отображений
Георгий Дмитриевич Суворов считал, что ”сегодня идеалом (и целью !)
в теории функций можно считать достижение такой ситуации, когда мы
будем располагать большим числом различных классов функций и для
каждого класса иметь разработанный каталог свойств (метрических и
топологических)” [268, с. 325]. Подробное исследование отдельно взято-
го класса отображений и получение для него подобного каталога и есть
целью данной монографии.

Книга посвящена изучению свойств пространственных отображе-
ний с неограниченной характеристикой квазиконформности, в частно-
сти, так называемых отображений с конечным искажением, активно
изучаемых на протяжении 10—15 лет в работах многих известных ма-
тематиков [6–9,23–26,35–45,62,64,72,73,75,76,79–82,85–87,89–92,96,98–
102,112–114,122–125,127,144,145,147,154–156,178–202,204–206,265–267,
276,278,283–291].
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Исследование пространственных отображений геометрическим методом

Изучение отображений с неограниченной характеристикой (а имен-
но, кольцевых Q-отображений и Q-отображений), которым посвяще-
на данная монография, является продолжением исследования квази-
конформных отображений, предложенных к рассмотрению М.А. Лав-
рентьевым, и отображений с ограниченным искажением, предложен-
ных к рассмотрению Ю.Г. Решетняком. Еще в 30-х годах прошлого
столетия М.А. Лаврентьев пришел к необходимости исследования ква-
зиконформных отображений. Одной из мотиваций их изучения была
для него, как мы полагаем, потребность отбросить из рассматривае-
мого им класса отображений все несущественные априорные условия,
оставляя среди них лишь те, которые реально соответствуют их каче-
ственным свойствам. Изучение отображений с ограниченным искаже-
нием, как были названы квазиконформные отображения с ветвлением,
начал Ю.Г. Решетняк в 60-е годы XX столетия. Несколько позже груп-
па финских математиков (О. Мартио, С. Рикман, Ю. Вяйсяля) нача-
ла исследование отображений с ограниченным искажением , которые в
иностранной литературе получили название квазирегулярных отобра-
жений (quasiregular mappings).

Результаты монографии дополняют существующие теории квазикон-
формных отображений и отображений с ограниченным искажением.
Эти результатыпомогут читателю сформировать альтернативный взгляд
на теорию уже известных классов, в котором, однако, делается акцент
на искажение модуля семейств кривых при отображении.

Общая идея исследований, изложенных в монографии, кратко со-
стоит в следующем.

Как известно, в основу геометрического определения квазиконформ-
ных отображений, заданных в области D из Rn, n ≥ 2 , положено усло-
вие

M(f(Γ)) ≤ K M(Γ)

для произвольного семейства Γ кривых γ в области D, где M — кон-
формный модуль семейства кривых (внешняя мера, определенная на
семействах кривых в Rn), а K ≥ 1 — некоторая постоянная. Иными
словами, модуль любого семейства кривых при квазиконформных отоб-
ражениях искажается не более, чем в K раз. Пусть теперь Q(x) : D →
→ [0, +∞] — измеримая по Лебегу функция и вместо указанного соот-
ношения имеет место более общее неравенство вида

M(f(Γ)) ≤
∫

D

Q(x) · ρn(x) dm(x) ,

где m — мера Лебега в Rn, ρ — произвольная неотрицательная боре-
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Предисловие

левская функция такая, что произвольная кривая γ семейства Γ имеет
длину, не меньшую 1 в метрике ρ (т.е.

∫
γ

ρ(x) |dx| ≥ 1 для всех кривых

γ ∈ Γ).
В случае, когда Q(x) ≤ K почти всюду, снова приходим к перво-

му неравенству, из которого (при дополнительном требовании гомео-
морфности отображения f) вытекает, что f является квазиконформ-
ным отображением. Однако, если функция Q может быть не ограниче-
на, а просто измерима по Лебегу, то f уже не обязано быть квазикон-
формным. Здесь мы имеем дело со значительно более общим классом
отображений, называемых Q-отображениями. Основная задача моно-
графии — описать свойства отображения f, если a priori известно, что
оно удовлетворяет какому-либо из приведенных выше неравенств.

Исследование отображений геометрическим методом заключается
в обнаружении и доказательствах свойств отображений, основанных на
искажении ими модуля семейств кривых. Известно, что указанный ме-
тод является одним из ключевых подходов к изучению квазиконформ-
ных отображений и отображений с ограниченным искажением. Однако,
на сегодняшний день не только для квазиконформных отображений, но
и практически для всех известных классов пространственных отобра-
жений установлены определенные оценки искажения модуля семейств
кривых. Более того, с помощью модуля может быть определено про-
извольное отображение с ограниченным искажением как открытое дис-
кретное отображение, модуль семейств кривых при котором искажается
не больше, чем в конечное число раз. Такое определение, в основном,
использовали финские математики О. Мартио, С. Рикман и Ю. Вяй-
сяля.

Геометрический метод в теории отображений берет начало с рабо-
ты Л. Альфорса и А. Берлинга [2], а также с работ Ф. Геринга, который
определил K-квазиконформное отображение как гомеоморфизм, иска-
жающий модуль кольцевой области не более, чем в K раз [31]. В кон-
тексте изучения отображений с ограниченным искажением важнейшим
фактом является результат Е. Полецкого, который доказал выполне-
ние модульного неравенства для отображений с ограниченным иска-
жением по Ю. Решетняку [149]. Именно на этом факте основано ис-
следование отображений с ограниченным искажением геометрическим
методом. Однако, как отмечено ранее, результаты, приведенные в мо-
нографии, могут быть приложены к значительно более общим классам.
Например, каждый гомеоморфизм класса W 1,n

loc такой, что обратное к
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Исследование пространственных отображений геометрическим методом

нему отображение также принадлежит W 1,n
loc , будет Q-отображением,

где Q = KI(x, f), KI(x, f) — внутренняя дилатация f в точке x (опре-
деление функции KI(x, f) дано в основной части).

Первые шаги в исследовании Q-отображений были сделаны в ра-
ботах О. Мартио, В. Рязанова, У. Сребро и Э. Якубова [122, 123]. Пер-
воначально они исследовали исключительно гомеоморфные Q-отобра-
жения, что впоследствии нашло продолжение в работах разных авто-
ров. Однако проведенные исследования в основном относятся к отоб-
ражениям с ветвлением, которые предполагаются открытыми и дис-
кретными. Отметим, что исследование классов открытых дискретных
отображений требует использования несколько иного аппарата, чем в
случае гомеоморфизмов. Интерес представляет исследование отображе-
ний с неограниченной характеристикой квазиконформности, поскольку
случай ограниченной характеристики равносилен исследованию отоб-
ражений с ограниченным искажением.

Книга состоит из четырех глав. В первой главе рассмотрены некото-
рые качественные свойства Q-отображений и кольцевых Q-отображений.
Доказаны дифференцируемость почти всюду и абсолютная непрерыв-
ность на линиях открытых дискретных Q-отображений при локально
интегрируемой функции Q, а также теоремы о принадлежности этих
отображений классам W 1,1

loc и выполнении N −1-свойства Лузина в дан-
ных классах. Получены оценки внешних и внутренних дилатаций Q-
отображений.

Во второй главе изучено граничное поведение Q-отображений в
случае изолированной точки границы, а также более общих границ. По-
лучено необходимое и достаточное условие принадлежности открытого
дискретного отображения классу кольцевых Q-отображений в фикси-
рованной точке. Доказаны теоремы об устранении изолированных осо-
бенностей открытых дискретных кольцевых Q-отображений при раз-
личных условиях на Q, в том числе получены аналоги теорем типа
Сохоцкого—Вейерштрасса, Лиувилля и Пикара. Изложены результаты,
касающиеся асимптотических пределов отображений, в частности, для
кольцевых Q-отображений получен аналог теоремы Иверсена о вклю-
чении пикаровских значений во множество асимптотических пределов
отображения. Рассмотрены вопросы об устранении особенностей отоб-
ражений с ограничениями интегрального типа.

Третья глава посвящена исследованию локального поведения Q-
отображений. Изучено свойство равностепенной непрерывности и нор-
мальности семейств Q-отображений, как в случае гомеоморфизмов, так
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Предисловие

и при более общих открытых дискретных отображениях. Кроме то-
го, получены теоремы о равностепенной непрерывности Q-гомеомор-
физмов и кольцевых Q-гомеоморфизмов в замыкании области, а так-
же некоторые теоремы сходимости для Q-гомеоморфизмов. Рассмотрен
вопрос о сходимости обратных отображений. Доказаны теоремы о нор-
мальности семейств кольцевых Q-гомеоморфизмов с ограничениями ин-
тегрального типа. Получены необходимые и достаточные условия нор-
мальности семейства открытых дискретных кольцевых Q-отображений
при некоторых фиксированных условиях на функцию Q.

В четвертой главе изложены приложения полученных результа-
тов к другим классам отображений. Доказано неравенство типа Вяй-
сяля для открытых дискретных отображений с конечным искажением
длины, являющихся подклассом Q-отображений при Q = KI(x, f), где
KI(x, f) — внутренняя дилатация отображения f в точке x. В качестве
одного из приложений Q-отображений установлена их связь с классами
Соболева, а именно: на основе обобщения одной леммы Полецкого дока-
зана теорема о включении открытых дискретных отображений класса
W 1,n

loc с нулевой мерой множества точек ветвления и внешней дилата-
цией, локально суммируемой в степени n − 1, в класс Q-отображений
при Q = Kn−1

O (x, f), где KO(x, f) — внешняя дилатация отображения
f в точке x. На основе неравенства типа Вяйсяля исследован вопрос
об изолированных особенностях отображений с конечным искажением
длины, имеющих относительно слабый порядок роста. Приведены тео-
ремы о существовании решения квазилинейного уравнения Бельтрами,
полученные на основе и как следствие доказанных ранее результатов.

Монография написана на основе докторской диссертации автора.
Подробно приведены доказательства, однако отсутствует подробное из-
ложение понятий и фактов, входящих в общий университетский курс
действительного и комплексного анализа. В начале каждой главы при-
веден краткий исторический экскурс, касающийся хорошо известных
результатов, связанных с изучаемыми в главе объектами.

Автор выражает благодарность своим учителям: член-корреспон-
денту НАН Украины В.Я. Гутлянскому и профессору В.И. Рязанову за
многочисленные рекомендации и советы, а также рецензенту профес-
сору В.В. Волчкову и коллегам: профессору А. Гольбергу (Академиче-
ский институт технологий, г. Холон, Израиль) и Р.Р. Салимову (Инсти-
тут прикладной математики и механики НАН Украины, г. Донецк) за
полезные замечания и обсуждение полученных результатов.



1. Дифференциальные свойства Q-отображений
и кольцевых Q-отображений

В начале главы1 приведены все необходимые сведения, которые в той
или иной мере использованы в дальнейшем тексте. Наиболее часто ис-
пользуемые определения и обозначения указаны в §1.1, а факты, относя-
щиеся к предшествующим результатам, — в §1.2. В §1.3 приведены опре-
деления и примеры Q-отображений и кольцевых Q-отображений, ука-
зана их связь с квазиконформными отображениями и некоторыми дру-
гими известными классами отображений. Параграф 1.4 посвящен дока-
зательству свойства дифференцируемости кольцевых Q-отображений.
Некоторые следствия из основной леммы, которая здесь доказана, при-
ведены в §1.5. В §1.6 рассмотрены такие важные вопросы, как абсолют-
ная непрерывность Q-отображений на линиях и их включение в класс
Соболева W 1,1

loc . В §1.7 показано, что открытые дискретные Q-отображе-
ния имеют почти всюду не равный нулю якобиан и, как следствие, обла-
дают N −1-свойством, обратным свойству Лузина. В §1.8 получены оцен-
ки так называемых внутренних дилатаций кольцевых Q-отображений,
что для Q-отображений в более точной форме выполнено в §1.9.

1.1. Предварительные сведения из анализа и теории
отображений

1.1.1. Приведем определения, которые будут использоваться на протя-
жении всего текста данной монографии. Определим пространство Rn

следующим образом:

Rn := {x = (x1, . . . , xn) : xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n} .

Всюду далее D — область в Rn, n ≥ 2 (иными словами, D — открытое
связное множество в Rn), m — мера Лебега Rn,

B(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| < r} , Bn := B(0, 1) ,

S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r}, Sn−1 := S(0, 1) ,

A(r1, r2, x0) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2} , (1.1.1)

1Основные результаты получены совместно с Р.Р. Салимовым [207–209,211–213,215,216,
245,254].
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(x, y) обозначает (стандартное) скалярное произведение векторов x, y ∈
∈ Rn, dist(A,B) — евклидово расстояние между множествами A,B ⊂
⊂ Rn, ωn−1 означает площадь сферы Sn−1 в Rn, Ωn — объем единичного
шара Bn в Rn, mes1 (A) означает линейную меру Лебега множества A ⊂
⊂ R, d(A) означает евклидов диаметр множества A ⊂ Rn.

Далее Rn = Rn∪{∞} — одноточечная компактификация простран-
ства Rn. Окрестностью множества A ⊂ Rn называется произвольное
множество B, такое, что A ⊂ Int B, где Int B обозначает совокупность
всех внутренних точек множества B. Всюду далее граница ∂D обла-
сти D ⊂ Rn (либо D ⊂ Rn) и замыкание D области D имеют смысл
расширенного пространства Rn.

1.1.2. Рассмотрим следующее важнейшее определение.
Определение 1.1.1. Отображением f : D → Rn называется пре-

образование, которое каждому элементу x = (x1, . . . , xn) ∈ D ставит в
соответствие (единственным образом) некоторый элемент f(x) =
= (f1(x), . . . , fn(x)) (рис. 1). Запись f : D → Rn предполагает, что отоб-
ражение f, заданное в области D, непрерывно. Отображение f сохра-
няет ориентацию, если топологический индекс µ (y, f, G) > 0 для
произвольной области G ⊂ D, такой, что G ⊂ D, и произвольного
y ∈ f(G) \ f(∂G). (Определение топологического индекса см., напри-
мер, в [168, гл. II, п. 2.1]).

Рис. 1. Отображение, определенное в области D ⊂ Rn

Область G называется нормальной областью отображения f : D →
→ Rn, если G ⊂ D и ∂f(G) = f(∂G). Окрестность U точки x0 называ-
ется нормальной окрестностью отображения f, если U является нор-
мальной областью f. Для отображения f : D → Rn, множества E ⊂ D
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и y ∈ Rn, определим функцию кратности N(y, f, E) как число прооб-
разов точки y во множестве E, т.е.

N(y, f, E) = card {x ∈ E : f(x) = y} , (1.1.2)

N(f, E) = sup
y∈Rn

N(y, f, E) . (1.1.3)

Пусть f : D → Rn — произвольное отображение и существует область
G ⊂ D, G ⊂ D, такая, что G ∩ {f −1 (f(x))} = {x} . Тогда величи-
на µ (f(x), f, G) , называемая локальным топологическим индексом, не
зависит от выбора области G и обозначается символом i(x, f). Очевид-
но, для сохраняющих ориентацию гомеоморфизмов i(x, f) = 1 при всех
x ∈ D. Отметим также, что i(x, f) = sign J(x, f) для открытых дис-
кретных отображений f : D → Rn, дифференцируемых в точке x ∈ D и
таких, что J(x, f) 6= 0 [153, разд. V.2.2, с. 332, соотношение (68)]; [115,
лемма 2.14].

Определение 1.1.2. Отображение f : D → Rn (соответственно
f : D → Rn) называется дискретным, если прообраз f−1 (y) каждой
точки y ∈ Rn (соответственно каждой точки y ∈ Rn) состоит только из
изолированных точек.

Определение 1.1.3. Отображение f : D → Rn (соответственно
f : D → Rn) называется открытым, если образ любого открытого мно-
жества U ⊂ D является открытым множеством в Rn (соответственно
в Rn).

Определение 1.1.4. Отображение f : D → Rn (соответственно
f : D → Rn) называется нульмерным, если каждая компонента связно-
сти {f −1(y)} вырождается в точку для любого y ∈ Rn (соответственно
любого y ∈ Rn).

Из определения вытекает, что если отображение дискретно, то оно
и нульмерно. Обратное утверждение, вообще говоря, не верно.

Определение 1.1.5. Отображение f : D → Rn называется гомео-
морфизмом, если f непрерывно и имеет обратное отображение f −1 :
f(D) → Rn, которое также непрерывно. Отображение f : D → Rn на-
зывается локальным гомеоморфизмом, если каждая точка x0 области
D имеет окрестность U ⊃ {x0} такую, что сужение f |U является гомео-
морфизмом.

Определение 1.1.6. Точка x0 ∈ D называется точкой ветвления
отображения f , если ни в какой окрестности U точки x0 сужение f |U не

10
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является гомеоморфизмом. Отображение, имеющее хотя бы одну точ-
ку ветвления, коротко будем называть отображением с ветвлением.
Множество точек ветвления отображения f принято обозначать симво-
лом Bf .

1.1.3. Приведем основные сведения, касающиеся семейств кривых
и модуля семейств кривых в Rn.

Определение 1.1.7. Кривой γ мы, как обычно, называем непре-
рывное отображение отрезка [a, b] (либо открытого интервала (a, b), ли-
бо полуоткрытого интервала одного из видов (a, b], [a, b)) в Rn (либо в
Rn): γ : [a, b] → Rn.

Под семейством кривых Γ подразумевается некоторый фиксирован-
ный набор кривых γ. Следующие определения см. в [281, гл. I, § 1—6].

Определение 1.1.8. Борелева функция ρ : Rn → [0,∞] называет-
ся допустимой для семейства Γ кривых γ в Rn, если

∫

γ

ρ(x)|dx| ≥ 1 (1.1.4)

для всех (локально спрямляемых) кривых γ ∈ Γ (т.е. произвольная
кривая γ семейства Γ имеет длину, не меньшую 1 в метрике ρ). В этом
случае ρ ∈ adm Γ.

Здесь и далее символ
∫
γ

ρ(x)|dx| обозначает криволинейный инте-

грал первого рода по кривой γ от функции ρ; если функция ρ боре-
лева, а кривая γ спрямляема (локально спрямляема), такой интеграл
определен корректно [281, гл. I, § 4]. При этом, если adm Γ = ∅, то
полагаем M(Γ) = ∞ [281, гл. I, § 6, с. 16]. Отметим, что adm Γ = ∅ в
том и только том случае, если семейство Γ содержит постоянную кри-
вую γ0; в этом случае для этой кривой соотношение (1.1.4) не выпол-
нено ни для какой борелевской неотрицательной функции ρ, так как∫
γ0

ρ(x)|dx| = 0 < 1. Здесь кривая γ0 = γ0(t), t ∈ (0, 1), называется посто-

янной, если γ0(t) = const при всех t ∈ (0, 1).
Определение 1.1.9. Модулем семейства кривых Γ называется ве-

личина
M(Γ) = inf

ρ∈ admΓ

∫

D

ρn(x)dm(x) .

При этом, если admΓ = ∅, то полагаем M(Γ) = ∞ [281, § 6, с. 16].
Свойства модуля в некоторой мере аналогичны свойствам меры Лебега

11



Исследование пространственных отображений геометрическим методом

m в Rn. Именно, модуль пустого семейства кривых равен нулю, M(∅) =
= 0, обладает свойством монотонности относительно семейств кривых,

Γ1 ⊂ Γ2 ⇒ M(Γ1) ≤ M(Γ2) , (1.1.5)

а также свойством полуаддитивности:

M

( ∞⋃
i=1

Γi

)
≤

∞∑
i=1

M(Γi) (1.1.6)

(см. [281, гл. I, теорема 6.2]). Семейство кривых Γ1 минорируется се-
мейством Γ2, Γ1 > Γ2, если для каждой кривой γ ∈ Γ1 существует
подкривая, которая принадлежит семейству Γ2. В этом случае

Γ1 > Γ2 ⇒ M(Γ1) ≤ M(Γ2) (1.1.7)

[281, гл. I, теорема 6.4].
Отметим, что если ϕ : D → Rn — конформное отображение, то

M(ϕ(Γ)) = M(Γ) для любого семейства кривых Γ в D [281, теорема 8.1].
Пусть E, F ⊂ Rn — произвольные множества. В дальнейшем всюду

символом Γ(E, F, D) мы обозначаем семейство всех кривых γ : [a, b] →
→ Rn, которые соединяют E и F в D, т.е. γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F и γ(t) ∈ D
при t ∈ (a, b).

Модуль семейств кривых, к сожалению, не вычисляется в явном
виде в большинстве случаев. Однако, в некоторых специальных (наи-
более важных для исследования) ситуациях он может быть непосред-
ственно вычислен, как показывают следующие П Р И М Е Р Ы :
1) Пусть Si = S(x0, ri), 0 < ri < ∞, i = 1, 2, r1 6= r2 — сферы с
центром в фиксированной точке x0 ∈ Rn и радиусов r1 и r2. Тогда
M(Γ(S1, S2, A(r1, r2, x0))) =

ωn−1(
log

r2

r1

)n−1 [281, § 7.5]; здесь, как и преж-

де, A(r1, r2, x0) — сферическое кольцо с центром в точке x0 и радиусов r1

и r2, определенное соотношением (1.1.1), а ωn−1 — площадь сферы Sn−1 в
Rn. 2) Пусть

∏
(a, b) — открытый прямоугольник на плоскости R2, Γa,b

обозначает семейство кривых, соединяющих противоположные сторо-

ны в прямоугольнике
∏

(a, b) длины b. Тогда M(Γa,b) =
b

a
[3, гл. I, § D,

пример 1]). 3) Модуль семейства всех кривых, не содержащих кривую,
вырождающуюся в точку и проходящих через фиксированную точку
пространства, равен нулю [281, § 7.9].
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Развитию метода модулей и связанной с ним теории емкостей по-
священо значительное количество работ [4,5,22,29,46,60,68,134,219,271,
272,304].

1.1.4. Следующие определения касаются дифференциальных
свойств отображений в Rn.

Определение 1.1.10. Пусть A ⊂ Rn, x0 ∈ Int A, f : A → Rn. Тогда
отображение f дифференцируемо в точке x0, если для любых ∆x ∈ Rn,
таких, что (x0 + ∆x) ∈ A, и некоторого линейного преобразования L :
Rn → Rn выполнено равенство

f(x0 + ∆x)− f(x0) = L∆x + α(x0, ∆x) · |∆x| ,
где α(x0, ∆x) → 0 при ∆x → 0. В этом случае оператор L называют
матрицей Якоби отображения f в точке x0 и обозначают символом
f ′(x0), а элемент матрицы Якоби f ′(x0), находящийся в ее i-й строке и

j-м столбце, обозначают символом
∂fi

∂xj

(x0).

В определении 1.1.10 символ L∆x, как обычно, обозначает действие
матрицы L на вектор ∆x. В дальнейшем J(x, f) = det f ′(x) — якобиан
отображения f в точке x. Из определения дифференцируемости сле-
дует, что если f дифференцируемо в точке x0, то каждая координатная

функция fi имеет обычные частные производные
∂fi

∂xj

(x0) по каждой из

переменных xj в точке x0, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, при этом, эта част-
ная производная совпадает с элементом матрицы, находящимся в ее i-й
строке и j-м столбце.

1.1.5.В дальнейшем Ck
0 (U) обозначает пространство функций u :

U → R с компактным носителем в U, имеющих k частных производ-
ных по любой переменной, непрерывных в U. Напомним также понятие
обобщенной производной по Соболеву [168, гл. I, § 1.3].

Определение 1.1.11. Пусть U — открытое множество, U ⊂ Rn, u :
U → R — некоторая функция, u ∈ L 1

loc(U). Предположим, что найдется
функция v ∈ L 1

loc(U) такая, что
∫

U

∂ϕ

∂xi

(x)u(x)dm(x) = −
∫

U

ϕ(x)v(x)dm(x)

для любой функции ϕ ∈ C 0
1 (U). Тогда функция v является обобщенной

производной первого порядка функции u по переменной xi и обознача-

ется символом:
∂u

∂xi

(x) := v.
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Функция u ∈ W 1,1
loc (U), если u имеет обобщенные производные пер-

вого порядка по каждой из переменных в U, которые являются локально
интегрируемыми в U.

Определение 1.1.12. Пусть G — открытое множество в Rn. Отоб-
ражение f : D → Rn принадлежит классу Соболева W 1,1

loc (G), f ∈ W 1,1
loc (G),

если все координатные функции f = (f1, . . . , fn) обладают обобщенны-
ми частными производными первого порядка, которые локально инте-
грируемы в G в первой степени. А f ∈ W 1,k

loc (G), k ∈ N, если все коор-
динатные функции f = (f1, . . . , fn) обладают обобщенными частными
производными первого порядка, которые локально интегрируемы в G в
степени k.

Весьма полезным является следующее замечание.

Замечание 1.1.1. Частные производные
∂fi

∂xj

(x) отображения f в

точке x, f = (f1(x), . . . , fn(x)), x = (x1, . . . , xn), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, в
отдельных случаях допускают двойное толкование.

С одной стороны, можно понимать
∂fi

∂xj

(x) как обычные частные

производные координатной функции fi по переменной xj; в частности,
∂fi

∂xj

(x) есть соответствующий элемент матрицы Якоби f ′(x), стоящий

в ее i-й строке и j-м столбце, при условии, что отображение f диффе-
ренцируемо в точке x.

С другой стороны, элемент
∂fi

∂xj

(x) можно понимать в смысле обоб-

щенных функций по Соболеву, по крайней мере, если f ∈ W 1,1
loc .

В связи с этим отметим, что для отображения f ∈ W 1,1
loc частные

производные
∂fi

∂xj

(x), имеющие смысл обычных частных производных,

совпадают с обобщенными производными по Соболеву
∂fi

∂xj

(x) почти

всюду [129, гл. I, § 1.1, п. 1.1.3, теорема 1].
1.1.6. Приведем следующее определение.
Определение 1.1.13. Пусть f : D → Rn — произвольное отобра-

жение, e ∈ Sn−1 — единичный вектор. Производной отображения f по
направлению e в точке x0 ∈ D называется следующий предел (если он
существует):

∂f

∂e
(x0) = lim

t→+0

f(x0 + te)− f(x0)

t
.
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Отметим, что если отображение f дифференцируемо в точке x0 и
f ′(x0) — матрица Якоби отображения f в этой точке, то по опреде-
лению дифференцируемости

∂f

∂e
(x0) = f ′(x0)e , (1.1.8)

где, как и прежде, f ′(x0)e обозначает действие матрицы Якоби f ′(x0)
на вектор e.

1.1.7. Полагаем

‖f ′(x)‖ = max
h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h| , l (f ′(x)) = min

h∈Rn\{0}
|f ′(x)h|
|h| . (1.1.9)

Отметим, что

‖f ′(x)‖ = max
|h|=1

|f ′(x)h| , l (f ′(x)) = min
|h|=1

|f ′(x)h| . (1.1.10)

Следующие две величины имеют принципиальное значение в тео-
рии отображений. Внутренняя дилатация KI(x, f) отображения f в
точке x определяется соотношением

KI(x, f) =





|J(x,f)|
l(f ′(x))n , J(x, f) 6= 0,

1, f ′(x) = 0,
∞, в остальных случаях.

(1.1.11)

Внешняя дилатация KO(x, f) отображения f в точке x определяется
соотношением

KO(x, f) =





‖f ′(x)‖n

|J(x,f)| , J(x, f) 6= 0,

1, f ′(x) = 0,
∞, в остальных случаях.

(1.1.12)

Отметим, что внутренняя и внешняя дилатации корректно определе-
ны в точках дифференцируемости, однако, для отображений, имеющих
частные производные почти всюду, они также формально могут быть
определены соотношениями (1.1.11) и (1.1.12).

Величины KO(x, f) и KI(x, f) имеют важное геометрическое толко-
вание, которое рассмотрено ниже. При этом, от того, какими свойствами
обладают KO(x, f) и KI(x, f), существенным образом зависят свойства
самого отображения f (подробнее об этом — в следующих параграфах).
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Ниже приведена некоторая техника, позволяющая вычислять KO(x, f)
и KI(x, f) в случае дифференцируемых отображений.

Предположим, что отображение f : D → Rn дифференцируемо в
точке x0 ∈ D и матрица Якоби f ′(x0) ненулевая. Тогда найдутся систе-
мы векторов e1, . . . , en и ẽ1, . . . , ẽm, m ≤ n, и неотрицательные числа

λ1(x0), . . . , λn(x0), λ1(x0) ≤ . . . ≤ λn(x0) ,

λi(x0) > 0 при i = 1, 2, . . . , m, λi(x0) = 0 при i = m + 1,m + 2, . . . , n,
такие, что f ′(x0)ei = λi(x0)ẽi при i = 1, 2 . . . , m и f ′(x0)ei = 0 при i > m,
см. [168, гл. I, теорема 2.1], причем

λ2
1(x0), . . . , λ

2
m(x0)

— собственные значения симметрического отображения (f ′(x0))
∗ f ′(x0),

см. [168, гл. I, теорема 2.2]. Если, кроме того, матрица Якоби f ′(x0)
невырождена, т.е. J(x0, f) = det f ′(x0) 6= 0, то m = n и

|J(x0, f)| = λ1(x0) . . . λn(x0), ‖f ′(x0)‖ = λn(x0) , (1.1.13)

l (f ′(x0)) = λ1(x0) , (1.1.14)

KO(x0, f) =
λn

n(x0)

λ1(x0) . . . λn(x0)
, KI(x0, f) =

λ1(x0) . . . λn(x0)

λn
1 (x0)

, (1.1.15)

см. [168, гл. I, § 2.1, соотношение (2.5) и дополнительные комментарии
на с. 21]. Кроме того, из приведенных выше формул следует

KI(x, f) ≤ Kn−1
O (x, f), KO(x, f) ≤ Kn−1

I (x, f) , (1.1.16)

см. [168, гл. I, § 2.1, соотношения (2.7) и (2.8)], KI(x, f) ≥ 1 и KO(x, f) ≥
1 всюду, где эти величины определены корректно.

Числа λ1(x0), . . . λn(x0) называются главными значениями, а век-
торы e1, . . . , en и ẽ1, . . . , ẽn — главными векторами отображения f ′(x0)
[168, гл. I, § 2.1]. Главные векторы и главные значения зависят как от
точки x0, так и от отображения f, однако, с целью упрощения записи
здесь и в дальнейшем мы опускаем ”(x0)”, если недоразумение невоз-
можно.

1.1.8. Геометрический смысл KO(x, f) и KI(x, f). Рассмотрим
линейное отображение L(h) := f ′(x0)h, L : Rn → Rn, и сферу S(x0, r)
при настолько малом r, что S(x0, r) ⊂ D. Пусть x ∈ S(0, r). Разложим
вектор x по системе векторов e1, . . . , en :

x = x1e1 + . . . + xnen , xi ∈ R , i = 1, 2, . . . , n ,

16
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тогда

L(x) = f ′(x0)x = λ1x1ẽ1 + . . . + λnxnẽn , xi ∈ R , i = 1, 2, . . . , n .

Поскольку |x| = r, то отсюда получаем, что множество L(S(x0, r)) со-
стоит из тех и только тех y = y1ẽ1 + . . . + ynẽn ∈ Rn, при которых

y2
1

r2λ2
1

+ . . . +
y2

n

r2λ2
n

= 1 .

Таким образом, L(S(x0, r)) представляет собой эллипсоид E с полу-
осями, имеющими длины rλ1(x0), . . . , rλn(x0), параллельными векторам
ẽ1, . . . , ẽn (рис. 2). В этом случае на основании соотношений (1.1.15) за-
ключаем, что внутренняя дилатация KI(x0, f) равна отношению объема
эллипсоида E к объему максимально возможного вписанного в E ша-
ра E2. В свою очередь, внешняя дилатация KO(x0, f) равна отношению
объема минимально возможного описанного вокруг E шара E1 к объе-
му эллипсоида E. С учетом того, что f является дифференцируемым в

Рис. 2. Геометрический смысл внутренней и внешней дилатаций

точке x0, все приведенное выше можно отнести также к отображению
f (с точностью до o(r), где o(r)/r → 0 при r → 0).

1.1.9. В качестве примера вычислим главные векторы и главные
растяжения для имеющих особую важность так называемых радиаль-
ных отображений. В дальнейшем радиальными будем называть отоб-
ражения вида

f(x) =
x

|x|ρ(|x|) . (1.1.17)
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Предположим, что x ∈ B(0, p) \ {0}, p ∈ R ∪ {∞}, p > 0, а функция
ρ : (0, p) → R является непрерывной и дифференцируемой почти всю-
ду, тогда само отображение f будет дифференцируемым почти всюду
ввиду теоремы Фубини. Предположим, что x0 ∈ B(0, p) \ {0} — точка
дифференцируемости отображения f, |x0| = r ∈ (0, p).

1. Пусть вектор e1 ∈ Sn−1 — какой-либо вектор, ортогональный
вектору x0; если изобразить вектор e1 с началом в точке x0, то по опре-
делению e1 лежит в плоскости, касательной к сфере S(0, r) в точке x0.
Такой вектор условимся называть касательным направлением по отно-
шению к точке x0. Вычислим производную ∂τf(x0) отображения f по
направлению вектора e1 в точке x0:

∂τf(x0) = lim
t→+0

f(x0 + te)− f(x0)

t
=

= lim
t→+0

1

t

{
x0 + te1

|x0 + te1|ρ(|x0 + te1|)− x0

|x0|ρ(|x0|)
}

. (1.1.18)

Поскольку e1 выбран ортогональным к вектору x0, по теореме Пифаго-
ра определяем |x0 + te1| =

√
r2 + t2. Тогда из (1.1.18) следует

∂τf(x0) = lim
t→+0

1

t

{
x0 + te1√

r2 + t2
ρ(
√

r2 + t2)− x0

r
ρ(r)

}
. (1.1.19)

Воспользовавшись в (1.1.19) правилом Лопиталя, получим

∂τf(x0) = e1
ρ(r)

r
. (1.1.20)

2. Пусть теперь вектор e2 сонаправлен с вектором x0 (такой вектор
e2 условимся называть радиальным направлением). Отметим, что век-
тор e2 ортогонален касательной плоскости к сфере S(0, r) в точке x0.

Вычислим производную ∂rf(x0) отображения f по направлению
вектора e2 в точке x0:

∂rf(x0) = lim
t→+0

f(x0 + te)− f(x0)

t
=

= lim
t→+0

1

t

{
x0 + te2

|x0 + te2|ρ(|x0 + te2|)− x0

|x0|ρ(|x0|)
}

. (1.1.21)
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Отметим, что |x0 + te2| = r + t. Тогда из (1.1.21) следует

∂rf(x0) = lim
t→+0

1

t

{
x0 + te2

r + t
ρ(r + t)− x0

r
ρ(r)

}
. (1.1.22)

Воспользовавшись в (1.1.22) дифференцируемостью функции ρ в точке
r и тем, что e2r = x0, получим

∂rf(x0) = lim
t→+0

e2ρ(r + t)− e2ρ(r)

t
= ρ ′(r)e2 . (1.1.23)

Таким образом, из соотношений (1.1.20) и (1.1.23) с учетом равен-
ства (1.1.8) приходим к следующему заключению.

Предложение 1.1.1. Пусть отображение f : B(0, p) \ {0} → Rn

имеет вид (1.1.17), где функция ρ(t) : (0, p) → R непрерывна и диффе-
ренцируема почти всюду. Тогда f также дифференцируемо почти всю-
ду, при этом, в каждой точке x0 дифференцируемости отображения f в
качестве главных векторов ei1 , . . . , ein и ẽi1 , . . . , ẽin можно взять (n− 1)
линейно независимых касательных направлений к сфере S(0, r) в точке
x0, где |x0| = r, и одно радиальное направление в указанной точке.

Главные растяжения (называемые касательными растяжениями и
радиальным растяжением) равны λτ (x0) := λi1(x0) = . . . = λin−1(x0) =

=
ρ(r)

r
и λr(x0) := λin = ρ ′(r) соответственно.

Отметим, что для главных растяжений λik , k ∈ 1, 2, . . . , n, мы на-
меренно использовали двойную индексацию, поскольку, как условлено
выше, конечную последовательность λi, i ∈ 1, 2, . . . , n мы предполагаем
возрастающей по i : λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn. Естественно, что в фиксирован-

ной точке x0 радиальные растяжения λi1(x0) = . . . = λin−1(x0) =
ρ(r)

r
могут быть не больше касательного растяжения λin = ρ ′(r), и наоборот.

1.1.10. Следующее понятие, как показано ниже, тесно связано с
исследованием классов Соболева и потому представляет значительный
интерес.

Определение 1.1.14. Пусть G — открытое множество в Rn и I =
= {x ∈ Rn : ai < xi < bi, i = 1, . . . , n} — открытый n-мерный интервал.
Тогда отображение f : I → Rn принадлежит классу ACL (абсолютно
непрерывно на линиях), если f абсолютно непрерывно на почти всех
линейных сегментах в I, параллельных координатным осям (рис. 3).
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Отображение f : G → Rn принадлежит классу ACL в G, когда сужение
f |I принадлежит классу ACL для каждого интервала I, I ⊂ G.

Пусть f : G → Rn — дискретное отображение. Будем считать, что
f принадлежит классу ACL в G, если f класса ACL в G \ {f −1(∞)}.

Рис. 3. ACL (абсолютная непрерывность отображения на линиях)

Из определения пространства ACL вытекает, что если f ∈ ACL, то

f почти всюду имеет обычные частные производные
∂fi

∂xj

(x) по каждой

из переменных xj в точке x, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.
Определение 1.1.15. Пусть p ≥ 1, U — открытое множество в Rn.

Отображение f ∈ ACLp(U), если f ∈ ACL(U) и все частные производ-

ные
∂fi

∂xj

(x) по каждой из переменных xj в точке x, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n,

локально интегрируемы в U в степени p.
Справедливо следующее утверждение.
Предложение 1.1.2. Пусть p ≥ 1, U — открытое множество в Rn,

тогда
W 1,p

loc (U) = ACLp(U) ,

[129, гл. I, § 1.1, п. 1.1.3, теоремы 1 и 2].
Замечание 1.1.2. Разумеется, в предложении 1.1.2 мы имеем в ви-

ду, что класс W 1,p
loc состоит только из непрерывных отображений (как

мы условились, в данной монографии разрывные отображения нами не
рассматриваются). Можно, однако, определять пространство W 1,p

loc более
общим образом, когда входящие в него отображения не являются непре-
рывными. В этом случае, строго говоря, равенство W 1,p

loc (U) = ACLp(U)
не имеет места [129, гл. I, § 1.1, п. 1.1.3, теорема 1].
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1.1.11. Перейдем теперь к весьма важному кругу вопросов. Для даль-
нейшего изложения нам необходимо дать формальное определение интеграла
от произвольной функции ρ по (n−1)-мерной поверхности S. Собственно, для
изложения нам понадобятся лишь средние значения qx0(r) от функций Q по
сферам S(x0, r) в Rn, имеющие принципиальное значение в нашей теории.
Однако, определение интеграла по поверхности удобнее привести в самом об-
щем случае. При этом мы считаем известными факты из общей теории меры
и интеграла, а также понятие хаусдорфовых мер.

Здесь и далее Hk, k ∈ [0,∞), обозначает нормированную k-мерную меру
Хаусдорфа в Rn, n ≥ 2 [70]. Точнее, если A — множество в Rn, то полагаем

Hk(A) = sup
ε>0

Hk
ε (A) , Hk

ε (A) = inf
∞∑

i=1

λk (d(Ai))
k , (1.1.24)

λk =
Γ(1/2)k

2kΓ(
1
2
k + 1)

, где d(E), как и прежде, обозначает евклидов диаметр мно-

жества E ⊂ Rn, а inf в (1.1.24) берется по всем покрытиям A множествами
Ai таким, что d(Ai) < ε. Если Hk1(A) < ∞, то Hk2(A) = 0 для любого
k2 > k1 [70, гл. VII, п. 1B]. Величина

dimHA = sup
Hk(A)>0

k

называется хаусдорфовой размерностью множества A.
Определение 1.1.16. Следуя [125, § 9.2], (n− 1)-мерной поверхностью

S в Rn (или просто поверхностью) называется произвольное непрерывное
отображение S : ω → Rn, где ω — открытое множество в Rn−1 := Rn−1∪{∞}.

Функцией кратности поверхности S называется число прообразов

N(S, y) = cardS −1(y) = card {x ∈ ω : S(x) = y}, y ∈ Rn .

Другими словами, символ N(S, y) обозначает кратность накрытия точки y по-
верхностью S. Известно, что функция кратности является полунепрерывной
снизу и, значит, измерима относительно хаусдорфовой меры Hn−1 [125, § 9.2].
Для борелевской функции ρ : Rn → [0,∞] ее интеграл над поверхностью S
определяется равенством

∫

S

ρ dA :=
∫

Rn

ρ(y) N(S, y) dHn−1y ,

где dA — элемент площади поверхности S.
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Определение 1.1.17. Пусть Q : D → [0,∞] — измеримая по Лебе-
гу функция, тогда qx0(r) означает среднее интегральное значение Q(x)
над сферой |x− x0| = r,

qx0(r) :=
1

ωn−1rn−1

∫

|x−x0|=r

Q(x) dA , (1.1.25)

где dA — элемент площади поверхности S(x0, r).
В силу приведенного выше определения интеграла от функции от-

носительно площади поверхности для измеримых (но не обязательно
борелевских) функций Q величина qx0(r) корректно определена для по-
чти всех r ∈ R ввиду теоремы Фубини.

1.1.12. Ниже мы придерживаемся следующих стандартных согла-
шений: a/∞ = 0 для a 6= ∞, a/0 = ∞ для a > 0 и 0 · ∞ = 0 [203, гл. I,
§ 3, с. 18]. Полагаем

I = I(x0, r1, r2) =

r2∫

r1

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

. (1.1.26)

В дальнейшем нам понадобится вспомогательное утверждение [125, гл. 7,
лемма 7.4]; [191, лемма 2.2].

Предложение 1.1.3. Пусть x0 ∈ Rn, 0 < r1 < r2 < dist (x0, ∂D),
Q(x) — измеримая по Лебегу функция, Q : Rn → [0,∞], Q ∈ L1

loc(Rn).
Полагаем

η0(r) =
1

Irq
1

n−1
x0 (r)

, (1.1.27)

где I — величина, определенная в (1.1.26). Тогда

ωn−1

In−1
=

∫

A

Q(x) ·ηn
0 (|x−x0|) dm(x) ≤

∫

A

Q(x) ·ηn(|x−x0|) dm(x) (1.1.28)

для любой измеримой по Лебегу функции η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что

r2∫

r1

η(r)dr = 1 . (1.1.29)
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Доказательство. Если I = ∞, то левая часть в соотношении
(1.1.28) равна нулю и неравенство в (1.1.28) очевидно. Заметим, что
I 6= 0, поскольку qx0(r) < ∞ для п.в. r ∈ (r1, r2) ввиду условия Q ∈
∈ L1

loc(Rn). Предположим, что I < ∞. Тогда из (1.1.27) и (1.1.29) сле-
дует, что qx0(r) 6= 0 и η0(r) 6= ∞ п.в. в (r1, r2). Полагаем

α(r) = rq
1

n−1
x0 (r)η(r) , w(r) = 1/rq

1
n−1
x0 (r) .

При почти всех r ∈ (r1, r2) имеем

η(r) = α(r)w(r)

и

C : =

∫

A

Q(x) · ηn(|x− x0|)dm(x) = ωn−1

r2∫

r1

αn(r) · w(r)dr .

Применяя неравенство Иенсена с весом к выпуклой функции ϕ(t) =
= tn , заданной в интервале Ω = (r1, r2) с вероятностной мерой ν(E) =

=
1

I

∫
E

w(r)dr [157, теорема 2.6.2] и делая замену переменных относи-

тельно меры [203, гл. I, теорема 15.1], получаем
(

1

I

∫
αn(r)w(r)dr

)1/n

≥ 1

I

∫
α(r)w(r)dr =

1

I
,

где мы также использовали тот факт, что η(r) = α(r)ω(r) удовлетворяет
соотношению (1.1.29). Отсюда находим

C ≥ ωn−1

In−1
,

что и доказывает (1.1.28). 2

1.1.13. Для доказательства многих основных результатов этой кни-
ги нам понадобятся некоторые важные вспомогательные сведения из об-
щей теории интеграла [203]. Следующее определение см. в [203, гл. I, § 4].

Определение 1.1.18. Класс множеств χ в пространстве X назы-
вается аддитивным, если:

1) пустое множество принадлежит системе множеств χ;
2) из того, что X принадлежит системе множеств χ, следует, что

X \X также принадлежит системе χ;
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3)
∞⋃
i=1

Xi принадлежит системе множеств χ, как только Xi принад-

лежит системе χ при каждом i ∈ N.
Следующее определение см. в [203, гл. I, § 5].
Определение 1.1.19. Функция множества Φ(X) называется ад-

дитивной функцией множества относительно системы множеств χ
на множестве E, если:

1) E является множеством системы χ;
2) Φ(X) определена и конечна на каждом множестве X ⊂ E, где X

принадлежит системе χ;

3) Φ

( ∞⋃
i=1

Xi

)
=

∞∑
i=1

Φ(Xi) для произвольной последовательности

множеств {Xi}∞i=1 , каждое из которых принадлежит системе множеств
χ и, кроме того, Xi ∩Xj = ∅ при i 6= j.

Следующие определения см. в [203, гл. IV, § 2].
Определение 1.1.20. Параметром регулярности r(E) множества

E ⊂ Rn называется точная верхняя грань чисел m(E)/m(J), где J озна-
чает произвольный куб, содержащий E, ребра которого параллельны
координатным осям. Последовательность множеств {En}∞n=1 называет-
ся регулярной, если найдется α > 0 такое, что r(En) > α при всех
n ∈ N. Последовательность множеств {En}∞n=1 стягивается к точке a,
если d(En) → 0 при n →∞ и a ∈ En при всех n ∈ N.

Определение 1.1.21.Пусть Φ — произвольная функция множеств,
не обязательно аддитивная. Тогда обобщенным верхним производным
числом функции Φ в точке a называется точная верхняя грань чисел l,
для каждого из которых найдется регулярная последовательность за-
мкнутых множеств {En}∞n=1, стягивающаяся к a, такая, что lim

n→∞
Φ(En) :

: m(En) = l. Это число обозначается символом DΦ(a). Аналогично опре-
деляется обобщенное нижнее производное число функции Φ в точке a
и обозначается как DΦ(a). Функция Φ называется обобщенно диффе-
ренцируемой в точке a, если DΦ(a) = DΦ(a) 6= ∞. В этом случае число
DΦ(a) := DΦ(a) = DΦ(a) называется обобщенной производной функции
Φ в точке a.

Имеет место следующее утверждение [203, гл. IV, теоремы 5.4 и 6.3].
Предложение 1.1.4. (Теорема Лебега). Аддитивная функция

множества почти всюду обобщенно дифференцируема. Более того, ес-
ли Φ есть неопределенный интеграл от суммируемой функции f, то
DΦ(x) = f(x) при почти всех x.
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1.2. Общие сведения о квазиконформных отображениях
и отображениях с ограниченным искажением

1.2.1.В настоящем параграфе мы приводим (с целью ознакомления)
некоторые известные факты из теории отображений, изучение кото-
рых предшествовало изучению кольцевых Q-отображений и Q-отобра-
жений, прежде всего, отображений с ограниченным искажением.

Определение 1.2.1. Отображение f : D → Rn называется отоб-
ражением с ограниченным искажением, если выполнены следующие
условия:

1) f ∈ W 1,n
loc ,

2) якобиан J(x, f) отображения f в точке x ∈ D сохраняет знак
почти всюду в D,

3) ‖f ′(x)‖n ≤ K · |J(x, f)| при почти всех x ∈ D и некоторой посто-
янной K < ∞, где, как обычно,

‖f ′(x)‖ := sup
h∈Rn: |h|=1

|f ′(x)h| ,

[168, гл. I, § 3 ]; [175, гл. I, определение 2.1].
Отображения f : D → Rn с ограниченным искажением, допускаю-

щие бесконечное значение, называются квазимероморфными [116]. Со-
ответствующие свойства 1)—3) в окрестности точки x, где f(x) = ∞, мо-
гут быть определены при помощи инверсии ϕ(x) = x

|x|2 , ϕ : ∞ 7→ 0 [116].
Начало интенсивных исследований пространственных отображений

с ограниченным искажением положеноЮ. Решетняком. В его работах, в
частности, доказаны открытость и дискретность отображений f с огра-
ниченным искажением [168, гл. II, теоремы 6.3 и 6.4], а также непрерыв-
ность f, которая прямо следует из условий 1)—3) без соответствующего
изначального предположения о ней [160, теорема 1]. Отметим также,
что теории отображений с ограниченным искажением посвящено боль-
шое количество работ разных авторов [1,7,15,51–53,88,115–119,126,127,
133,135,139,149,150,152,159–177,263,276,278,282,288,292–295,299–303].

1.2.2. Рассмотрим следующее определение.
Определение 1.2.2. Отображение f : D → Rn называется ква-

зиконформным, если f является отображением с ограниченным иска-
жением и, кроме того, гомеоморфизмом [168, гл. I, § 3]. Аналогично,
при помощи инверсии ϕ(x) = x

|x|2 , ϕ : ∞ 7→ 0, может быть опреде-
лено квазиконформное отображение f : D → Rn. В частности, го-
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меоморфизм f ∈ C1(D) называется конформным отображением, если
‖f ′(x)‖n = |J(x, f)| при всех x ∈ D [281, гл. I, определение 5.5].

Квазиконформным отображениям и их приложениям, связанным,
главным образом, с решениями дифференциальных уравнений типа Бель-
трами, также посвящено множество работ [3–5, 7–9, 12–14, 17, 18, 21, 30–
33,36,46,48–50,55–58,63,65,74,84,99,105–108,120,130–133,136–138,140–
142, 146, 158, 178–182, 217, 218, 269, 270, 279–281, 291]. Отдельно следует
отметить так называемые отображения, квазиконформные в среднем
[11, 94–102, 147, 179–181, 265–267], исследование которых проходило как
продолжение теорий квазиконформных отображений и отображений с
ограниченным искажением.

1.2.3. Другое приведенное ниже эквивалентное определение ква-
зиконформных отображений, на котором базируются практически все
исследования настоящей монографии, основано на свойстве искажения
семейств кривых [281, гл. II, определение 13.1]. Напомним, что под се-
мейством кривых Γ подразумевается некоторый фиксированный набор
кривых γ (см. п. 1.1.3), а f(Γ) = {f ◦ γ|γ ∈ Γ} (рис. 4).

Рис. 4. Семейства кривых в Rn и отображения

Отметим, что если Γ — семейство кривых в Rn и f — непрерывно,
то f(Γ) также является семейством кривых в Rn. Обычно кривая лежит
в D, если ее носитель

|γ| = {x ∈ Rn : ∃ t ∈ [a, b] : γ(t) = x}
принадлежит области D как подмножество.

Определение 1.2.3. Пусть K ′′ < ∞ — некоторая фиксированная
постоянная. Напомним, что гомеоморфизм f : D → Rn в области D ⊂
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⊂ Rn, n ≥ 2, называется K ′′-квазиконформным отображением, если

(1/K ′′) ·M(Γ) ≤ M(f(Γ)) ≤ K ′′ ·M(Γ) (1.2.1)

для произвольного семейства Γ кривых γ в области D, где M — кон-
формный модуль семейства кривых [281, гл. II, определение 13.1].

Иными словами, неравенства (1.2.1) означают, что модуль любого
семейства кривых при отображении f искажается не более, чем в K ′′

раз. Гомеоморфизм f : D → Rn, заданный в области D ⊂ Rn, n ≥ 2,
называется квазиконформным отображением, если f является K ′′-ква-
зиконформным хотя бы для одного K ′′ < ∞.

Замечание 1.2.1. Отметим, что для квазиконформности f доста-
точно выполнения только одного неравенства в правой части соотноше-
ния (1.2.1), а именно, гомеоморфизм f есть квазиконформное отобра-
жение, как только

M(f(Γ)) ≤ K ′ M(Γ) (1.2.2)

для некоторого числа K ′ ≥ 1, K ′ < ∞, и произвольного семейства
Γ кривых γ в области D [281, гл. IV, теорема 34.3]. Конечно, постоянная
K в пункте определения 3) отображений с ограниченным искажением,
постоянная K ′′ в (1.2.1) и постоянная K ′ в (1.2.2) не обязаны совпадать
между собой.

Замечание 1.2.2. Отметим еще раз, что оба приведенных выше
определения квазиконформных отображений — определение 1.2.1 на ос-
нове соотношений 1)—3) и определение на основе соотношения (1.2.1) —
эквивалентны [281, гл. IV, теорема 34.6], [168, гл. I, § 3].

Замечание 1.2.3. Соотношение (1.2.2) принято называть неравен-
ством Е.А. Полецкого, доказавшего, что произвольное отображение с
ограниченным искажением удовлетворяет неравенству (1.2.2) при неко-
торой постоянной K ′ [149, § 4, теорема 1].

1.3. Определение и примеры Q-отображений и кольцевых
Q-отображений

1.3.1. Классы отображений с ограниченным искажением и квазикон-
формных отображений не охватывают многие другие известные классы.
Например, гладкие отображения вовсе не обязаны быть квазиконформ-
ными. В связи с этим возникает необходимость ввести в рассмотрение
более широкие объекты исследования.
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В этом параграфе определены Q-отображения и кольцевые Q-отоб-
ражения, являющиеся основными объектами нашего изучения. Для об-
щего понимания отметим следующее: указанные классы можно обо-
значить как классы отображений, более общих, чем квазиконформные
отображения и отображения с ограниченным искажением в смысле ис-
кажения модуля семейств кривых.

Предположим, что вместо соотношения (1.2.2) в основе определе-
ния рассматриваемого класса отображений лежит следующее неравен-
ство:

M(f(Γ)) ≤
∫

D

Q(x) · ρn(x)dm(x) (1.3.1)

∀ ρ ∈ adm Γ, где Q : D → [0,∞] — некоторая фиксированная веще-
ственнозначная функция [125, гл. 4]. Напомним, что ρ ∈ adm Γ, если
соотношение (1.1.4) выполнено для всех (локально спрямляемых) кри-
вых γ ∈ Γ.

Определение 1.3.1.Отображение f : D → Rn называется Q-отоб-
ражением, если f удовлетворяет соотношению (1.3.1) для произволь-
ного семейства кривых Γ в области D и каждой допустимой функции
ρ ∈ adm Γ. В частности, если f — гомеоморфизм, то такое отображение
называется Q-гомеоморфизмом.

Изучение неравенств типа (1.3.1) при n = 2 восходит к Л. Альфор-
су [3, гл. I, § D, теорема 3], а также О. Лехто и К. Вертанену [108, гл. V,
§ 6.3, неравенство (6.6)]. Также Ю. Струговым в работе [265] было анон-
сировано подобное неравенство для отображений, квазиконформных в
среднем, но подробное его доказательство, насколько известно, не бы-
ло опубликовано. В работе В. Гутлянского (совместно с К. Бишопом,
О. Мартио и М. Вуориненом) неравенство (1.3.1) доказано для про-
странственных квазиконформных отображений при Q = KI(x, f) [12].
В связи с изложенным выше отметим также работы А. Казаку-Каберии
[4,5], М. Кристи [23,26] и В. Миклюкова [138].

1.3.2. Если Q(x) ≡ K ′ ∈ [1,∞), то в правой части соотношения
(1.3.1) при переходе к inf по всем допустимым функциям ρ появляется
модуль исходного семейства Γ, помноженный на постоянную K ′. Други-
ми словами, из соотношения (1.3.1) немедленно вытекает неравенство
Полецкого (1.2.2) при всякой ограниченной функции Q; значит, каж-
дое отображение с ограниченным искажением является Q-отображе-
нием при некотором Q ≡ K ′ (см. замечание 1.2.1). Обратно, если отоб-
ражение f предполагается гомеоморфизмом, то из неравенства (1.3.1)
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при ограниченной функции Q вытекает, что отображение f в этом слу-
чае является квазиконформным (см. замечание 1.2.1). Наконец, если
отображение f является дискретным и открытым, то f является отоб-
ражением с ограниченным искажением, как только оно удовлетворяет
неравенству (1.3.1) при некоторой ограниченной функции Q [115, тео-
рема 7.1]. Отметим, что упомянутый результат работы [115] можно по-
лучить как частный случай одного из важнейших результатов данной
монографии.

Практически для всех известных ныне классов отображений (кон-
формных, квазиконформных, квазиконформных в среднем, отображе-
ний с конечным искажением, аналитических функций на плоскости и
т.п.) установлены неравенства вида (1.3.1) [23–26, 42, 72, 73, 89, 122–125,
148,154–156,178–202,204–206,265–267,287–291].

1.3.3. Если коротко охарактеризовать неравенство (1.3.1), то мож-
но указать, что при отображении f, удовлетворяющем этому неравен-
ству, искажение семейств кривых осуществляется контролируемым об-
разом, где контроль задает функция Q. Однако, подобный ”контроль”
во многих случаях является трудным для проверки и довольно жестким
условием. В действительности, для установления свойств отображения
f во многих случаях достаточно ограничиться только кривыми спе-
циального вида. Мы ограничимся рассмотрением только тех семейств
кривых Γ, которые соединяют концентрические сферы с центром в фик-
сированной точке заданной области; как показано далее, для получе-
ния ряда свойств отображений, удовлетворяющих неравенствам типа
(1.3.1), таких семейств Γ вполне достаточно.

В связи с изложенным выше приведем определение, мотивирован-
ное кольцевым определением квазиконформности по Ф. Герингу [31].
Пусть r0 = dist (x0 , ∂D), Q : D → [0 ,∞] — измеримая по Лебегу
функция, S i = S(x0, ri), i = 1, 2.

Определение 1.3.2. Отображение f : D → Rn называется кольце-
вым Q-отображением в точке x0 ∈ D, если соотношение

M (f (Γ (S1, S2, A))) ≤
∫

A

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) (1.3.2)

выполнено для любого кольца A = A(r1, r2, x0), 0 < r1 < r2 < r0 и для
каждой измеримой функции η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что

r2∫

r1

η(r) dr ≥ 1 . (1.3.3)
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Рис. 5. Иллюстрация кольцевого Q-отображения

Слово ”кольцевое” в данном определении (рис. 5) указывает на про-
исхождение семейства кривых Γ (S1, S2, A) , входящих в левую часть
неравенства (1.3.2), а “Q-отображение” — на заданную вещественнознач-
ную функцию Q в правой части (1.3.2).

Определение 1.3.3. Отображение f : D → Rn называется коль-
цевым Q-отображением в области D (или короче — кольцевым Q-
отображением), если f является кольцевым Q-отображением в каждой
точке x0 ∈ D.

1.3.4. Как мы полагаем, Q-гомеоморфизмы впервые фигурировали
как объект отдельного исследования в работах [122, 123], а кольцевые
Q-отображения с ветвлением впервые рассмотрены в работах [222–228].
О зарождении и развитии теории Q-отображений см. в работах [16, 42,
122–125,183–202,204–214,220–258,261].

Первые шаги изучения Q-отображений были связаны, главным об-
разом, с изучением уравнений типа Бельтрами и случаем, когда функ-
ция Q принадлежит известному пространству BMO — классу функций
с ограниченным средним колебанием по Джону-Ниренбергу [78,122–125,
184–188,198–201] и др.

Автором был доказан ряд теорем о гомеоморфных Q-отображениях
[221], частично совместно с В.И. Рязановым. В частности, получены
теоремы о нормальности семейств Q-гомеоморфизмов [191, 192] и [125,
гл. 7], теоремы сходимости кольцевых Q-гомеоморфизмов [231] и [125,
гл. 8], а также теоремы существования решений квазилинейных урав-
нений Бельтрами [220, 247]. Некоторые из указанных результатов при-
ведены в данной монографии.
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Замечание 1.3.1. Термин ”Q-отображения” введен в рассмотре-
ние О. Мартио, В.И. Рязановым, У. Сребро и Э. Якубовым [123]. Опре-
деление Q-отображения в работе [123] немного отличается от введенного
нами. Именно, Q-отображения согласно [123] предполагают выполнение
не одного, а в точности двух неравенств, одно из которых совпадает с
(1.3.1). Указанные выше авторы, насколько нам известно, исследовали
исключительно гомеоморфные Q-отображения.

1.3.5. Отметим, что всякое Q-отображение является кольцевым Q-
отображением в произвольной точке x0 области D. Значительно более
сложным является вопрос о справедливости обратного включения клас-
са кольцевых Q-отображений в класс Q-отображений (см. п. 1.9.7).

Определение 1.3.4. Пусть x0 ∈ D. Отображение f : D\{x0} → Rn

является кольцевым Q-отображением в точке x0 ∈ D, если выполнено
соотношение (1.3.2). При этом само отображение определено лишь в
проколотой окрестности точки x0.

Как показано далее, подобное определение является удобным ин-
струментом для исследования граничного поведения различных про-
странственных отображений.

1.3.6. П р и м е р ы Q-отображений и кольцевых Q-отображений.
1. Произвольное конформное отображение f : D → Rn, n ≥ 2, явля-

ется Q-отображением при Q ≡ 1. Действительно, если f — конформно,
то M(f(Γ)) = M(Γ) для любого семейства кривых Γ в области D [281,
гл. I, теорема 8.1]. В частности, тождественное отображение и отобра-
жение f(x) = α · x являются 1-отображением при любом α ∈ R \ {0}.

2. Произвольное квазиконформное отображение, а также отображе-
ние с ограниченным искажением являются Q-отображением с Q, рав-
ным некоторой постоянной K (это следует из неравенства (1.2.2), см.
также п. 1.3.2).

3. Произвольное невырожденное афинное преобразование квази-
конформно и, следовательно, является Q-отображением с некоторым
постоянным Q.

4. Каждый гомеоморфизм f ∈ W 1,n
loc (D) такой, что f −1 ∈ W 1,n

loc (D),
является Q-отображением при Q = KI(x, f), где KI(x, f) — внутренняя
дилатация f в точке x (см. предложение 1.1.2 и [125, теоремы 8.1 и 8.6]).

4 ∗. В частности, каждый гомеоморфизм f ∈ W 1,n
loc , внутренняя ди-

латация которого удовлетворяет условию KI(x, f) ∈ L1
loc, является Q-

гомеоморфизмом при Q = KI(x, f) [125, теоремы 8.1 и 8.6], а также [123,
теоремы 4.6 и 6.10] и [89, следствие 2.3].
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5. Произвольное открытое дискретное отображение f ∈ W 1,n
loc (D)

такое, что мера множества точек ветвления Bf отображения f равна
нулю и Kn−1

O (x, f) ∈ L1
loc(D) (KO(x, f) — внешняя дилатация отобра-

жения f в точке x), является Q-отображением при Q = KO(x, f). Это
утверждение доказано в §4.5; см. также [233, теорема 1 и следствие 3].

6. По определению каждое Q-отображение является кольцевым Q-
отображением, поэтому каждое отображение из примеров 1—5 является
кольцевым Q-отображением как во внутренней точке области D, так и
в изолированной точке границы.

Приведем другие примеры.
7. Пусть n ≥ 3. Покажем, что отображение f : Bn → Rn, опреде-

ленное соотношением

f(x) =
x

|x| exp

{
n− 1

n− 2
log

n−2
n−1

(
1

|x|
)}

,

является Q-отображением при Q(x) = log
1

|x| . Установим этот факт,

используя утверждение примера 4∗.
Поскольку модуль семейства кривых, проходящих через фиксиро-

ванную точку, равен нулю [281, § 7.9], то достаточно установить справед-
ливость соотношения (1.3.1) для семейств кривых Γ, лежащих в области
Bn\{0}. Отметим, что f является гомеоморфизмом класса C1 в Bn\{0},
откуда следует, что, в частности, f ∈ W 1,n

loc (Bn \ {0}) . Определим ка-
сательные и радиальные растяжения в каждой точке x0 ∈ Bn \ {0},
воспользовавшись правилами вычисления (1.1.20) и (1.1.23) (см. пред-
ложение 1.1.1). Полагаем

δτ (x0) := λi1(x0) = . . . = λin−1(x0) =
|f(x0)|
|x0| , (1.3.4)

δr(x0) := λin(x0) =

∣∣∣∣
∂|f(x0)|

∂|x0|

∣∣∣∣ , (1.3.5)

где, как и выше, |x0| = r. Согласно соотношениям (1.3.4) и (1.3.5) полу-
чаем

δτ (x) =
exp

{
n−1
n−2

log
n−2
n−1

(
1
|x|

)}

|x| , (1.3.6)
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δr(x) =
exp

{
n−1
n−2

log
n−2
n−1

(
1
|x|

)}
· log

1
n−1

(
1
|x|

)

|x| , (1.3.7)

откуда следует, что δr > δτ . Таким образом, λ1(x) = . . . = λn−1(x) =
= δτ (x) и λn(x) = δr(x), где δτ и δr определены соотношениями (1.3.6) и
(1.3.7) соответственно. По формулам (1.1.13) и (1.1.15) получаем

|J(x, f)| = (δτ )
n−1 · δr =

(
exp

{
n−1
n−2

log
n−2
n−1

(
1
|x|

)})n

· log
(

1
|x|

)

|x|n
и

KI(x, f) =
(δτ )

n−1 · δr

(δτ )n
= log

1

|x| .

В частности, из приведенных выше соотношений вытекает, что KI(x, f)
локально ограничена в Bn \ {0}. Следовательно, f локально квазикон-
формно в Bn \ {0} (см. определения 1.2.1 и 1.2.2, а также соотношения
(1.1.16)). По утверждению примера 4 ∗ отображение f является Q-отоб-
ражением при Q(x) = log 1

|x| , что и требовалось установить.

8. Отображение g : Bn → Rn,

g(x) =
x

|x| log
1

|x| ,

является Q-отображением при Q(x) = logn−1

(
1

|x|
)

.

Действительно, согласно логике, приведенной выше, для отображе-
ния g получаем

δτ =

log
1

|x|
|x| , δr =

1

|x| ,

откуда вытекает, что δτ > δr и, следовательно,

KI(x, g) =
δn−1
τ δr

δn
r

= logn−1

(
1

|x|
)

.

Снова отметим, что согласно утверждению примера 4 ∗ g является
KI(x, g)-отображением, где величина KI(x, g) определена соотношением
(1.1.11).
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9. Справедливо следующее утверждение (см., например, [125, гл. 7,
лемма 7.3] либо [191, теорема 2.1], а также [192, теорема 3.15]).

Предложение 1.3.1. Пусть функция Q : D → [0,∞] локально
интегрируема. Гомеоморфизм f : D \ {x0} → Rn является кольцевым
Q-гомеоморфизмом в точке x0 ∈ D тогда и только тогда, когда для
произвольных чисел 0 < r1 < r2 < dist (x0, ∂D) выполнено соотношение

M (f(Γ(S1, S2, A))) ≤ ωn−1

In−1
, (1.3.8)

где, как и выше, Si := S(0, ri), i = 1, 2, кольцо A = A(r1, r2, x0) опре-
деляется в (1.1.1), qx0(r) — соотношением (1.1.25), а I := I(x0, r1, r2) —
соотношением

I = I(x0, r1, r2) =

r2∫

r1

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

.

Используемая выше запись f : D \ {x0} → Rn означает, что x0 раз-
решается быть как внутренней точкой, где задано отображение, так и
изолированной точкой границы области определения f. Подобный факт
(правда, только для внутренних точек x0) установлен в настоящей моно-
графии для более общих классов открытых дискретных отображений,
а не только для гомеоморфизмов (см. §4.5).

Доказательство предложения 1.3.1.Необходимость.Пусть f —
кольцевой Q-гомеоморфизм в точке x0. Покажем, что в таком случае
справедливо соотношение (1.3.8).

Не ограничивая общности рассуждений, можно полагать, что I 6= 0,
так как в противном случае соотношение (1.3.8) выполнено. Можно так-
же считать, что I 6= ∞, так как в противном случае в соотношении
(1.3.8) можно рассмотреть Q(x) + δ вместо Q(x) (со сколь угодно ма-
лым δ) вместо Q(x), а затем перейти к пределу при δ → 0.

Пусть I 6= ∞. Тогда qx0(r) 6= 0 п.в. на (r1, r2). Полагаем

ψ(t) =

{
1/[tq

1
n−1
x0 (t)] , t ∈ (r1, r2) ,

0 , t /∈ (r1, r2) .

Тогда ввиду теоремы Фубини
∫

A

Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) =
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=

r2∫

r1

∫

S(x0,r)

Q(x) · ψn(|x− x0|) dA dr = ωn−1I . (1.3.9)

Отметим, что функция η(t) = ψ(t)/I удовлетворяет соотношению (1.3.3),
так что по определению кольцевого Q-гомеоморфизма в точке x0 соглас-
но соотношению (1.3.9) получаем неравенство (1.3.8).

Достаточность немедленно следует из предложения 1.1.3. 2

Воспользовавшись утверждением предложения 1.3.1, рассмотрим
следующий пример кольцевого Q-отображения.

Пусть Q : Bn → [0,∞), Q ∈ L1
loc(Bn),

1∫
r

dt

tq
1

n−1
0 (t)

< ∞ при каждом

r ∈ (0, 1) и
1∫
0

dt

tq
1

n−1
0 (t)

= ∞. Тогда отображение h : Bn → Bn,

h(x) =
x

|x| exp




−

1∫

|x|

dt

tq
1

n−1
0 (t)





,

h(0) := 0, является кольцевым Q-отображением в точке x0 = 0.

Действительно, обозначим ϕn(s) = exp



−

1∫
s

dt

tq
1

n−1
0 (t)



 , t ∈ (0, 1).

Отметим, что функция ϕn(t) возрастает по t и отображение h является

гомеоморфизмом. Кроме того, поскольку по условию
1∫
0

dt

tq
1

n−1
0 (t)

= ∞,

отображение h может быть продолжено в точку x0 = 0 по непрерывно-
сти, при этом h(0) = 0. Рассмотрим при r1, r2 ∈ R и 0 < r1 < r2 < 1
множества вида Ei = S(0, ri), i = 1, 2. Пусть далее Si := S(0, ri), i = 1, 2.
Отметим, что

h(Ei) = S(0, ϕn(ri)) , i = 1, 2 ,

и модуль семейства кривых, соединяющих S(0, ϕn(r2)) и S(0, ϕn(r2))
внутри образа кольца h(A), где A = A(r1, r2, 0), может быть вычислен
в явном виде [281, § 7.5], а именно,

M (h(Γ(S1, S2, A)) =
ωn−1(

log
ϕn(r2)

ϕn(r1)

)n−1 . (1.3.10)
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Из (1.3.10) получаем: M (h(Γ(S1, S2, A)) = ωn−1/I
n−1, где I :=

r2∫
r1

dt

tq
1

n−1
0 (t)

.

По предложению 1.3.1 отображение h является кольцевым Q-отображе-
нием в точке x0 = 0.

В следующих параграфах более подробно рассмотрены свойства Q-
отображений и кольцевых Q-отображений.

1.4. Дифференцируемость кольцевых Q-отображений
почти всюду

1.4.1. Понятие дифференцируемости отображения в точке приведено
в п. 1.1.4 (см. определение 1.1.10). Как известно, далеко не все веще-
ственнозначные (а тем более — пространственные) отображения обла-
дают таким замечательным свойством, как дифференцируемость. Ра-
зумеется, конформные отображения дифференцируемы, поскольку по
определению они принадлежат к классу C1.

Иначе обстоит дело с квазиконформными отображениями. Как по-
казывает пример квазиконформного отображения f(0) = 0, f(x) =
= x|x|α−1 при x 6= 0, α ∈ (0, 1), не дифференцируемого в точке x0 = 0,
квазиконформные отображения могут быть не дифференцируемыми в
отдельных точках. (То, что f квазиконформно, можно доказать, на-
пример, используя вычисление его внешней дилатации, показав, что
эта дилатация ограничена, см. предложение 1.1.1 и определение 1.2.2).
Однако, отображения с ограниченным искажением дифференцируемы
почти всюду [168, гл. II, § 1.3, теорема 1.2]. В частности, это относится
и к квазиконформным отображениям. Более того, согласно известным
результатамЮ. Решетняка открытые отображения класса W 1,n

loc диффе-
ренцируемы почти всюду [165, с. 331, теорема 4], а согласно Ю. Вяйсяля
открытые отображения f ∈ W 1,p

loc при p > n−1 также дифференцируемы
почти всюду [279, лемма 3].

В этом параграфе доказано, что открытые дискретные кольцевые
Q-отображения почти всюду дифференцируемы, как только функция
Q есть просто локально интегрируема.

1.4.2. Имеет место следующее утверждение.

Теорема 1.4.1. (О дифференцируемости почти всюду). Пусть f :
D → Rn — открытое дискретное кольцевое Q-отображение с Q ∈ L1

loc.
Тогда f дифференцируемо почти всюду в D.
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1.4.3. Для доказательства теоремы 1.4.1 нам понадобится доволь-
но большое количество вспомогательных сведений, которые приведены
ниже. В первую очередь, приведем определения конденсатора и емкости
конденсатора [115, § 5]; [175, гл. II, § 10].

Определение 1.4.1. Конденсатором называется пара E = (A, C) ,
где A — открытое множество в Rn, а C — компактное подмножество A.

Определение 1.4.2. емкостью конденсатора E называется следу-
ющая величина:

cap E = cap (A, C) = inf
u∈W0(E)

∫

A

|∇u(x)|n dm(x) , (1.4.1)

где W0(E) = W0 (A, C) — семейство неотрицательных непрерывных
функций u : A → R с компактным носителем в A, таких что u(x) ≥ 1
при x ∈ C и u ∈ ACL.

В формуле (1.4.1), как обычно, |∇u| =
(

n∑
i=1

(∂iu)2

)1/2

.

Весьма полезным для исследования является следующее замечание
[115, лемма 5.5, замечание 2.2].

Замечание 1.4.1. Точную нижнюю грань в (1.4.1) можно брать
только лишь по функциям u ∈ W∞

0 (E) := W0(E) ∩ C∞(A). Более того,
условие u(x) ≥ 1 на множестве C можно заменить на требование: u(x) =
= 1 в некоторой окрестности множества C.

1.4.4. Известно, что для произвольного конденсатора E = (A,C)
выполнено условие

(cap E)n−1 ≥ bn
(d(C))n

m(A)
, (1.4.2)

где bn — положительная постоянная, зависящая только от размерности
пространства n [115, лемма 5.9].

1.4.5. Следующее утверждение имеет важное значение для доказа-
тельства многих результатов, приведенных в данной монографии [175,
гл. II, предложение 10.2].

Предложение 1.4.1.Пусть E = (A, C) — произвольный конден-
сатор в Rn и пусть ΓE — семейство всех кривых вида γ : [a, b) → A
таких, что γ(a) ∈ C и |γ| ∩ (A \ F ) 6= ∅ для произвольного компакта
F ⊂ A. Тогда

cap E = M(ΓE) . (1.4.3)
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Отметим, что заключение предложения 1.4.1 остается справедливым
для конденсаторов из Rn, [175, гл. II, замечание 10.8]. Иначе, для кон-
денсатора E = (A,C) семейство ΓE состоит из тех и только тех кривых,
которые имеют начало в C, лежат в A и в то же время целиком не лежат
ни в одном фиксированном компакте внутри A. В случае ограниченного
множества A такие кривые обязаны ”подходить” к границе A, однако
не обязаны быть спрямляемыми и, вообще говоря, к чему-то стремиться
(рис. 6).

Рис. 6. Связь между модулем семейства кривых и емкостью конденсатора

1.4.6. Аналогично можно изложить определение конденсатора в
Rn, а именно, E = (A,C) — конденсатор в Rn, если C — компактное
собственное подмножество открытого множества A ⊂ Rn. Емкость кон-
денсатора E в этом случае определяется по соотношению (1.4.3).

1.4.7. При исследовании открытых дискретных отображений с ветв-
лением (отображений, не являющихся гомеоморфизмами) ключевую
роль играют так называемые поднятия кривых. Следующие определе-
ние см. в [175, гл. II, п. 3].

Определение 1.4.3. Пусть f : D → Rn, n ≥ 2, — отображение, β :
[a, b) → Rn — некоторая кривая и x ∈ f −1 (β(a)) . Кривая α : [a, c) → D
называется максимальным поднятием кривой β при отображении f с
началом в точке x, если (1) α(a) = x; (2) f ◦ α = β|[a, c); (3) если
c < c′ ≤ b, то не существует кривой α′ : [a, c′) → D такой, что α = α′|[a, c)

и f ◦ α = β|[a, c′).
Аналогично может быть определено максимальное поднятие с кон-

цом в данной точке.
Имеет место следующее утверждение, [175, гл. II, теорема 3.2 либо

следствие 3.3].
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Предложение 1.4.2. Пусть f — открытое дискретное отображе-
ние и точка x ∈ f−1 (β(a)) . Тогда кривая β : [a, b) → Rn имеет макси-
мальное поднятие при отображении f с началом в точке x.

Аналогично, если f — открытое дискретное отображение и точка
x ∈ f−1 (β(b)) , то кривая β : (a, b] → Rn имеет максимальное поднятие
при отображении f с концом в точке x.

1.4.8. Нам также необходимо определение квазиаддитивной функ-
ции множеств.

Определение 1.4.4. Пусть U — открытое множество в Rn. Обо-
значим через Bor U класс всех борелевских подмножеств U. Функция
ϕ : Bor U → R называется q-квазиаддитивной, q ≥ 1, если выполняют-
ся следующе условия:

1) ϕ(A) ≥ 0 для произвольного борелевского множества A ⊂ U ;
2) из условия A ⊂ B вытекает неравенство ϕ(A) ≤ ϕ(B), какие бы

ни были борелевские множества A,B ⊂ Bor U ;
3) ϕ(A) < ∞ для произвольного компактного множества A ⊂ U ;
4) если множества A1, . . . , Am ⊂ U не пересекаются и Ai ⊂ A ⊂ U,

i = 1, . . . , m, то
m∑

i=1

ϕ(Ai) ≤ q · ϕ(A) . (1.4.4)

Определение 1.4.5. Верхнюю и нижнюю производные q-квазиад-
дитивной функции ϕ в точке x ∈ U определяют следующим образом:

ϕ ′(x) = lim
h→0

sup
d(Q)<h

ϕ(Q)

m(Q)
, ϕ ′(x) = lim

h→0
inf

d(Q)<h

ϕ(Q)

m(Q)
,

где Q пробегает все открытые кубы и шары такие, что x ∈ Q ⊂ U.
Следующее утверждение см. в [115, лемма 2.3].
Предложение 1.4.3. Предположим, что функция ϕ : Bor U → R

является q-квазиаддитивной функцией множеств. Тогда: 1) функции
ϕ ′ и ϕ ′ являются борелевскими, 2) для почти всех x ∈ U имеет место
неравенство ϕ ′(x) ≤ q ·ϕ ′(x) < ∞, 3) для каждого открытого множества
V ⊂ U,

∫
V

ϕ ′(x)dm(x) ≤ q · ϕ(V ).

1.4.9. Введем в рассмотрение следующую вспомогательную кон-
струкцию. Рассмотрим функцию множеств, определенную над алгеброй
борелевских множеств B в D по следующему правилу:

Φ(B) = m (f(B)) .

39



Исследование пространственных отображений геометрическим методом

Поскольку f — непрерывное и дискретное отображение, множество f(B)
является борелевским для каждого борелевского множества B ⊂ D,
[103, гл. 3, § 39, п. VII, следствие 5]; следовательно, приведенное выше
определение величины Φ(B) корректно. Отметим, что функция Φ(B)
является q-квазиаддитивной функцией множеств B в V при q := N(f, V ),
где V — фиксированное открытое подмножество D, а N — функция
кратности, см. соотношения (1.1.2), (1.1.3). В частности, покажем, что
выполнено условие 4) (соотношение (1.4.4) определения 1.4.4. Отметим,
для борелевских множеств Ai ⊂ Bor V, Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j, Ai ⊂ A ⊂ V,
i = 1, . . . , k, полагая ψ(A) :=

∫
Rn

N(y, f, A) dm(y), где функция кратности

N(y, f, A) определена соотношением (1.1.2), получаем, что

k∑
i=1

Φ(Ai) ≤
k∑

i=1

ψ(Ai) = ψ(A1 ∪ . . . ∪ Ak) ≤

≤ ψ(A) ≤ N(f, A) · Φ(A) ≤ N(f, V ) · Φ(A) .

Тогда согласно п. 2) предложения 1.4.3 для почти всех x ∈ D имеем

ϕ(x) := lim sup
ε→0

Φ(B(x, ε))

Ωnεn
< ∞ , (1.4.5)

где B(x, ε) — шар в Rn с центром в точке x ∈ D радиуса ε > 0. При x
и y ∈ D полагаем

L(x, f) = lim sup
y→x

|f(y)− f(x)|
|y − x| .

Если x — точка дифференцируемости отображения f, то очевидно, что

L(x, f) = ‖f ′(x)‖ , (1.4.6)

где норма производной ‖f ′(x)‖ определена в (1.1.9).

Таким образом, по теореме Радемахера—Степанова [28, гл. 3, п. 3.1.9]
доказательство теоремы 1.4.1 сводится к доказательству следующей
леммы.

Лемма 1.4.1. Пусть D — область в Rn, n ≥ 2, и f : D → Rn —
открытое дискретное кольцевое Q-отображение с Q ∈ L1

loc. Тогда п.в.

L(x, f) ≤ γn ϕ
1
n (x) Q

n−1
n (x) , (1.4.7)
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где функция ϕ определена соотношением (1.4.5), а γn — некоторая кон-
станта, зависящая только от n.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что
∞ /∈ D ′ = f(D). Рассмотрим сферическое кольцо Rε(x) = {y : ε <
< |x− y| < 2ε}, x ∈ D, с произвольным ε > 0 таким, что B(x, 2ε) ⊂ D.

Тогда E =
(
B (x, 2ε) , B (x, ε)

)
— конденсатор в D, а

f(E) =
(
f (B (x, 2ε)) , f

(
B (x, ε)

))

— конденсатор в D ′. Пусть ΓE и Γf(E) — семейства кривых в смысле
обозначений предложения 1.4.1. По этому предложению

cap
(
f (B(x, 2ε)) , f

(
B(x, ε)

))
= M

(
Γf(E)

)
. (1.4.8)

Пусть x0 ∈ B (x, ε) — фиксированная точка, тогда по предложению
1.4.2 каждая кривая γ ′ ∈ Γf(E) имеет максимальное поднятие с нача-
лом в точке x0. Пусть Γ ∗ — семейство максимальных поднятий Γf(E)

с началом в B (x, ε). Покажем, что Γ ∗ ⊂ ΓE. Предположим противное,
т.е. что существует кривая β : [a, b) → Rn семейства Γf(E), для которой
соответствующее максимальное поднятие α : [a, c) → B(x, 2ε) лежит в
некотором компакте K внутри B(x, 2ε). Следовательно, его замыкание
α — компакт в B(x, 2ε). Отметим, что c 6= b, поскольку в противном слу-
чае β — компакт в f (B(x, 2ε)) , что противоречит условию β ∈ Γf(E).
Рассмотрим предельное множество G кривой α при tk → c :

G =
{

x ∈ Rn : x = lim
k→∞

α(tk)
}

, tk ∈ [a, c) , lim
k→∞

tk = c.

Переходя к подпоследовательностям, здесь можно ограничиться моно-
тонными последовательностями tk. Для x ∈ G в силу непрерывности f
имеем f (α(tk)) → f(x) при k → ∞, где tk ∈ [a, c), tk → c при k → ∞.
Однако, f (α(tk)) = β(tk) → β(c) при k → ∞. Отсюда заключаем, что
f постоянна на G в B(x, 2ε). С другой стороны, по условию Кантора в
компакте α, [296, гл. I, § 3.6]

G =
∞⋂

k =1

α ([tk, c)) = lim sup
k→∞

α ([tk, c)) = lim inf
k→∞

α ([tk, c)) 6= ∅

в виду монотонности последовательности связных множеств α ([tk, c))
и, таким образом, G является связным согласно [296, гл. I, § 9.12]. Сле-
довательно, в силу дискретности f, G не может состоять более чем из
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одной точки, и кривая α : [a, c) → B(x, 2ε) продолжается до замкну-
той кривой α : [a, c] → K ⊂ B(x, 2ε), причем f (α(c)) = β(c). Снова по
предложению 1.4.2 можно построить максимальное поднятие α ′ кривой
β|[c, b) с началом в точке α(c). Объединяя поднятия α и α ′, получаем но-
вое поднятие α ′′ кривой β, которое определено на [a, c′), c ′ ∈ (c, b), что
противоречит максимальности поднятия α. Таким образом, Γ ∗ ⊂ ΓE.
Отметим, что Γf(E) > f(Γ ∗), и, следовательно, ввиду свойств (1.1.5)
и (1.1.7)

M
(
Γf(E)

) ≤ M (f(Γ∗)) ≤ M (f(ΓE)) .

Рассмотрим произвольную последовательность чисел {ri}∞i=1 , ε < ri <
< 2ε, такую, что ri → 2ε − 0. Обозначим через Γi семейство кривых,
соединяющих сферы |x− y| = ε и |x− y| = ri в кольце ε < |x− y| < ri.
В таком случае для любого i ∈ N имеем

ΓE > Γi . (1.4.9)

Рассмотрим параметрическое семейство вещественнозначных функций

ηi,ε(t) =

{ 1

ri − ε
, t ∈ (ε, ri),

0, t ∈ R \ (ε, ri) .

По определению кольцевого Q-отображения и в силу (1.4.9)

M(f(ΓE)) ≤ M(f(Γi)) ≤

≤ 1

(ri − ε)n

∫

ε<|x−y|<ri

Q(y) dm(y) ≤ 1

(ri − ε)n

∫

B(x,2ε)

Q(y) dm(y) . (1.4.10)

Переходим в правой части (1.4.10) к пределу при i →∞. Получаем

M(f(ΓE)) ≤ 1

εn

∫

B(x,2ε)

Q(y) dm(y) . (1.4.11)

Из (1.4.8) и (1.4.11) находим

cap
(
f (B(x, 2ε)) , f

(
B(x, ε)

))
≤ 2nΩn

m(B(x, 2ε))

∫

B(x,2ε)

Q(y) dm(y) .

(1.4.12)

42



Глава 1. Дифференциальные свойства Q-отображений и кольцевых ...

С другой стороны, по соотношению (1.4.2) получаем

cap
(
f (B(x, 2ε)) , f

(
B(x, ε)

))
≥

(
Cn

dn (f (B(x, ε)))

m(f (B(x, 2ε)))

) 1
n−1

, (1.4.13)

где Cn — константа, зависящая только от размерности пространства n.

Комбинируя (1.4.12) и (1.4.13), имеем
d (f (B(x, ε)))

ε
≤

≤ γn

(
m(f (B(x, 2ε)))

m(B(x, 2ε))

)1/n


 1

m(B(x, 2ε))

∫

B(x,2ε)

Q(y) dm(y)




(n−1)/n

,

где γn — некоторая постоянная, и, следовательно, при п.в. x ∈ D,

L(x, f) ≤ lim sup
ε→0

d (f (B(x, ε)))

ε
≤ γn ϕ1/n(x) Q(n−1)/n(x) .2

1.5. Основные следствия из оценки сверху для L(x, f)

1.5.1. В этом параграфе приведены важные результаты, имеющие от-
ношение к свойству дифференцируемости кольцевых Q-отображений, в
основном из леммы 1.4.1, где сформулирована и доказана оценка сверху
величины L(x, f) (см. неравенство (1.4.7)).

Прежде всего, докажем, что для открытых дискретных кольце-
вых Q-отображений f с локально интегрируемой функцией Q частные

производные
∂fi

∂xj

(x) отображения f в точке x, f = (f1(x), . . . , fn(x)),

x = (x1, . . . , xn), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, являются локально интегрируе-
мыми. Имеет место следующее утверждение.

Следствие 1.5.1. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное
кольцевое Q-отображение, где Q ∈ L1

loc. Тогда f имеет локально сумми-
руемые частные производные в области D.

Доказательство. Прежде всего, укажем, что в каждой точке x ∈
∈ D дифференцируемости отображения f имеет место неравенство

∣∣∣∣
∂fi

∂xj

(x)

∣∣∣∣
n

≤
[

n∑
i=1

n∑
j=1

(
∂fi

∂xj

(x)

)2
]n/2

≤ nn/2 · ‖f ′(x)‖n , (1.5.1)
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что можно установить прямыми вычислениями, используя определе-
ние величины ‖f ′(x)‖ в (1.1.9). С учетом (1.5.1) достаточно показать,
что ‖f ′(x)‖ ∈ L1

loc(D). В свою очередь, с учетом равенства (1.4.6) для
установления справедливости утверждения следствия 1.5.1 достаточно
показать, что L(x, f) ∈ L1

loc(D).
Для области V ⊂ D такой, что V ⊂ D, из (1.4.7) получаем

∫

V

L(x, f) dm(x) ≤ γn

∫

V

ϕ1/n(x) Q(n−1)/n(x) dm(x) (1.5.2)

и, применяя по отношению к правой части (1.5.2) неравенство Гельдера
при p = n и q = n/(n− 1) [28, п. 2.4.14], находим

∫

V

ϕ1/n(x) Q(n−1)/n(x) dm(x) ≤

≤



∫

V

ϕ(x) dm(x)




1/n 


∫

V

Q(x) dm(x)




(n−1)/n

. (1.5.3)

Как отмечено выше, функция Φ(B) = m(f(B)), Φ : Bor V → R, являет-
ся q-квазиаддитивной функцией множеств B в V при q := N(f, V ), где
N — функция кратности (см. п. 1.4.9 и соотношения (1.1.2), (1.1.3), где
определена функция кратности N). Тогда согласно п. 2) и 3) предложе-
ния 1.4.3 и определению функции ϕ(x) при почти всех x ∈ V получаем

ϕ(x) ≤ Φ ′(x) ≤ N(f, V ) · Φ ′(x)

и ∫

V

ϕ(x)dm(x) ≤ N(f, V )

∫

V

Φ ′(x)dm(x) ≤ (1.5.4)

≤ (N(f, V ))2 · Φ(V ) = (N(f, V ))2 ·m (f(V )) .

Учитывая, что Q ∈ L1
loc, из соотношений (1.5.2)—(1.5.4) вытекает

∫

V

L(x, f) dm(x) ≤

≤ γn N(f, V )2/n




∫

V

Q(x) dm(x)




(n−1)/n

· (m (f(V )))1/n < ∞ ,
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где функция кратности N(f, V ) определена в (1.1.2), (1.1.3). Следствие
1.5.1 доказано. 2

1.5.2. Как отмечено ранее, свойства отображений в значительной
мере зависят, прежде всего, от свойств внутренних и внешних дила-
таций KI и KO (см. соотношения (1.1.11) и (1.1.12)). Например, если
хотя бы одна из величин KI или KO ограничена, а отображение f при-
надлежит классу W 1,n

loc , при этом якобиан J(x, f) сохраняет знак почти
всюду, то f (по определению) является отображением с ограниченным
искажением. Далее, если гомеоморфизм f ∈ W 1,n

loc и его внутренняя
дилатация удовлетворяют условию KI(x, f) ∈ L1

loc, то f −1 ∈ W 1,n
loc [89,

следствие 2.3]. Исходя из приведенного выше, целесообразно иметь те
оценки или равенства, из которых можно получить свойства дилатаций
KI или KO.

Далее рассмотрены только внешние дилатации отображения. При
помощи утверждения, которое приведено ниже, можно указать связь
между внешней дилатацией отображения и определяющей его функ-
цией Q. Более того, отсюда (при условии J(x, f) 6= 0 почти всюду)
вытекает оценка сверху внешней дилатации отображения.

1.5.3. Перед тем, как сформулировать основной результат, каса-
ющийся указанной выше оценки, приведем еще одно вспомогательное
утверждение.

Предложение 1.5.1. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное
отображение, являющееся почти всюду дифференцируемым в D. Пусть

ϕ(x) := lim sup
ε→0

Φ(B(x, ε))

Ωnεn
. (1.5.5)

Тогда при почти всех x0 ∈ D имеет место равенство

ϕ(x0) = |J(x0, f)| , (1.5.6)

где ϕ(x) определяется соотношением (1.5.5). Более того, функция Φ яв-
ляется обобщенно дифференцируемой, т.е. для почти всех x ∈ D суще-
ствует конечный предел в левой части соотношения (1.5.5) с равенством
в (1.5.6) при почти всех x0 ∈ D.

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что
∞ 6∈ f(D). По условию предложения 1.5.1 достаточно доказать равен-
ство (1.5.6) в точках x0 множества E ⊂ D дифференцируемости отобра-
жения f. Поскольку якобиан отрытого дискретного отображения почти
всюду сохраняет знак (см. комментарии после теоремы 4.6 в [175, гл. I,
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§ 4] и [153, §V.2, с. 332, равенство (68)]), без ограничения общности мож-
но считать, что J(x, f) ≥ 0 почти всюду [115, лемма 2.14]. Отметим, что
E = E1 ∪ E2, где E1 — множество точек x0 ∈ E таких, что J(x0, f) > 0,
и E2 — точек x0 ∈ E таких, что J(x0, f) = 0.

Рассмотрим вначале случай, когда x0 ∈ E1. В каждой такой точке
x0 ∈ E1 отображение f является локальным гомеоморфизмом [115, лем-
ма 2.14]. Следовательно, найдется окрестность U точки x0 такая, что
f |U является гомеоморфизмом. Согласно предложению 1.1.4 при почти
всех x ∈ E1 существует предел

ϕ(x) := lim
ε→0

Φ(B(x, ε))

Ωnεn
. (1.5.7)

Пусть E3 ⊂ E1 — множество всех точек E1, для которых имеет место
соотношение (1.5.7). Покажем теперь, что для всех x0 ∈ E3

J(x0, f) ≤ ϕ(x0) . (1.5.8)

Согласно [203, гл. IV, §5, теорема 5.4] для всех x0 ∈ E3

ϕ(x0) = lim
h→0

m (f(C(x0, h)))

m(C(x0, h))
, (1.5.9)

где C(x0, h) означает открытый куб с центром в точке x0 ∈ E3 ⊂ D и
длиной ребра h. В дальнейшем без ограничения общности можно счи-
тать, что x0 = 0, f(0) = 0 и что замкнутый куб C(0, h) при всех (доста-
точно малых) h лежит в U.

Поскольку по условию x0 = 0 — точка дифференцируемости отоб-
ражения f, то для любого ε > 0 найдется δ = δ(ε) такое, что при всех
x ∈ C(0, h) и h ∈ (0, δ)

|f(x)− f ′(0)x| < δε . (1.5.10)

Пусть e1, . . . , en, ẽ1, . . . , ẽn и λ1, . . . , λn — соответственно главные векто-
ры и главные значения отображения f ′(0), λn ≥ λn−1 ≥ . . . ≥ λ1 > 0, т.е.
f ′(0)ei = λiẽi (см. п. 1.1.7), причем λ2

1, . . . , λ
2
n являются собственными

числами симметрического отображения (f ′(0))∗ f ′(0) и

J(0, f) = λ1 . . . λn (1.5.11)

(см. соотношения в (1.1.13)). Множество f ′ (C(0, h)) представляет собой
прямоугольный параллелепипед

∏
1 с центром в точке 0 = f(0) и осями,
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параллельными векторам ẽ1, . . . , ẽn, и длиной ребер λih, i = 1, . . . , n.
Отметим, что в силу (1.5.11) имеет место равенство m (f ′(0) (C(0, h))) =

= hn · λ1 . . . λn = hn · J(0, f). Пусть ε <
1

2
min {λ1, . . . , λn} .

Учитывая приведенное выше, из неравенства (1.5.10) следует, что
множество f(C(0, h)) содержит открытый n-мерный прямоугольный па-
раллелепипед

∏
2 с центром в точке y0 = 0, осями, параллельными век-

торам ẽ1, . . . , ẽn, и длиной ребер (λi − 2ε)h, i = 1, . . . , n. Докажем это.
Пусть

∏
2 6⊂ f(C(0, h)). Поскольку 0 ∈ ∏

2 ∩f(C(0, h)), то согласно [104,
гл. 5, § 46, п. 1, теорема 1] найдется элемент y0 ∈

∏
2 ∩∂f(C(0, h)), т.е.

dist (y0, ∂f(C(0, h))) = 0 . (1.5.12)

С другой стороны, в силу неравенства треугольника для произвольных
z ∈ ∂

∏
1 и y ∈ ∂f(C(0, h)) имеем

|y0 − z| ≤ |y0 − y|+ |y − z| .
Ввиду открытости отображения f и условия y ∈ ∂f(C(0, h)) вытекает,
что найдется x ∈ ∂C(0, h) такой, что f(x) = y. Полагаем z := f ′(0)x ∈
∈ ∂

∏
1 . Тогда на основании (1.5.10) с учетом y0 ∈

∏
2 получаем

|y0 − y| ≥ |y0 − z| − hε ≥ c > 0

и, следовательно, переходя к inf по всем y ∈ ∂f(C(0, h)), имеем

dist (y0, ∂f(C(0, h))) > 0 . (1.5.13)

Соотношения (1.5.12) и (1.5.13) противоречат друг другу, так что
∏

2 ⊂
⊂ f(C(0, h)). Следовательно,

m (f (C(0, h))) ≥ hn · (λ1 − 2ε) . . . (λn − 2ε) . (1.5.14)

Разделив левую и правую части неравенства (1.5.14) на hn, устремляя
h к нулю, а затем ε к нулю и учитывая соотношения (1.5.9) и (1.5.11),
получаем неравенство (1.5.8) при x0 = 0.

Теперь покажем, что в (1.5.8) имеет место равенство. D силу все
тех же соображений множество f(C(0, h)) содержится в открытом n-
мерном прямоугольном параллелепипеде

∏
3 с центром в точке y0 = 0,

осями, параллельными векторам ẽ1, . . . , ẽn, и длиной ребер (λi + 2ε)h,
i = 1, . . . , n. Отсюда получаем

m (f (C(0, h))) ≤ hn · (λ1 + 2ε) . . . (λn + 2ε) . (1.5.15)
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Разделив левую и правую части неравенства (1.5.15) на hn, устремляя
h к нулю, а затем ε к нулю и учитывая соотношения (1.5.9) и (1.5.11),
получаем равенство в (1.5.8) при x0 = 0, а следовательно, и соотношение
(1.5.6) при всех x0 ∈ E3. Соотношение (1.5.6) при почти всех x0 ∈ E1

доказано.
Осталось доказать это же соотношение при почти всех x0 ∈ E2.

Рассуждая точно так, как и выше, получаем, что в произвольной точ-
ке x0 ∈ E2 множество f(C(x0, h)) содержится в открытом n-мерном
прямоугольном параллелепипеде

∏
4 с центром в точке y0 = f(x0) и

осями, параллельными векторам ẽ1, . . . , ẽn, и длиной ребер (λi + 2ε)h,
i = 1, . . . , n. Здесь, по крайней мере, одно из λi0 равно нулю ввиду со-
отношения J(x0, f) = λ1 . . . λn, 1 ≤ i0 ≤ n. Имеем

m (f (C(x0, h))) ≤ hn · (λ1 + 2ε) . . . (λn + 2ε) . (1.5.16)

Снова разделив левую и правую части неравенства (1.5.16) на hn, устрем-
ляя h к нулю, а затем ε к нулю и учитывая соотношение (1.5.11), полу-
чаем неравенство ϕ̃(x0) ≤ J(x0, f) = 0, где

ϕ̃(x0) := lim sup
h→0

m (f(C(x0, h)))

m(C(x0, h))
. (1.5.17)

Пусть B(x0, rk) — произвольная последовательность шаров, тогда
B(x0, rk) ⊂ C(x0, 2rk). В таком случае

m(f(B(x0, rk)))

m(B(x0, rk))
≤ 2n m(f(C(x0, Rk)))

Ωnm(C(x0, Rk))
,

где Rk := 2rk, откуда из (1.5.17) вытекает, что
m(f(B(x0, rk)))

m(B(x0, rk))
→ 0 при

k → ∞. Отсюда получаем, что ϕ(x0) = 0. Следовательно, равенство
(1.5.6) доказано во всех точках x0 ∈ E2. Кроме того, ϕ(x0) = 0 во всех
точках, где J(x0, f) = 0, откуда вытекает, что lim sup можно заменить
на lim в (1.5.5), по крайней мере, в точках x0 множества E2.

Наконец, при почти всех x0 ∈ E = E1 ∪ E2 имеет место соотноше-
ние (1.5.6), и, кроме того, lim sup можно заменить на lim в (1.5.5) для
почти всех точек x0 ∈ E. Приведенное выше справедливо также при
почти всех x0 ∈ D ввиду условия предложения 1.5.1 и по определению
множества E, что и требовалось доказать. 2

1.5.4. Справедливо следующее утверждение.
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Следствие 1.5.2. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное
кольцевое Q-отображение с Q ∈ L1

loc. Тогда п.в.

‖f ′(x)‖n ≤ Cn · |J(x, f)| Qn−1(x) , (1.5.18)

где постоянная Cn зависит только от n.
Доказательство. Согласно теореме 1.4.1 отображение f диффе-

ренцируемо почти всюду. Тогда необходимое заключение вытекает из
леммы 1.4.1 (неравенство (1.4.7)) и предложения 1.5.1 (соотношение
(1.5.6)). 2

1.5.5. Разделив обе части (1.5.18) на J(x, f) 6= 0 (при дополни-
тельном условии, что J(x, f) 6= 0 почти всюду), получим следующее
заключение.

Следствие 1.5.3. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное
кольцевое Q-отображение, Q ∈ L1

loc такое, что J(x, f) 6= 0 почти всюду.
Тогда

KO(x, f) ≤ CnQn−1(x) , (1.5.19)

где Cn — абсолютна постоянная, зависящая только от размерности про-
странства n.

1.5.6. Приведем еще одно интересное, на наш взгляд, утверждение.
Следствие 1.5.4. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное

кольцевое Q-отображение такое, что f ∈ W 1,1
loc , J(x, f) 6= 0 почти всюду

и Q ≤ C = const. Тогда f является отображением с ограниченным
искажением.

Доказательство. Проверим то, что f удовлетворяет условиям
1)—3) определения 1.2.1. Действительно, поскольку f — дискретное
отображение, его якобиан локально интегрируем [28, теорема 3.2.5], так
что из соотношения (1.5.18) и условия Q ≤ C вытекает, что ‖f ′(x)‖n ∈
∈ L1

loc. В таком случае из соотношения (1.5.1) вытекает также, что∣∣∣∣
∂fi

∂xj

(x)

∣∣∣∣
n

∈ L1
loc. Следовательно, f ∈ W 1,n

loc .

Далее, как известно, якобиан открытого дискретного отображения
почти всюду сохраняет знак ( см. комментарии после теоремы 4.6 в [175,
гл. I, § 4] и [153, §V.2, с. 332, равенство (68)]).

Наконец, свойство 3) определения 1.2.1 также выполнено ввиду со-
отношения (1.5.18) и условия Q ≤ C. 2
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1.6. Абсолютная непрерывность Q-отображений на линиях.
Связь с классами Соболева

1.6.1. До сих пор мы рассматривали дифференциальные свойства коль-
цевых Q-отображений, не затрагивая вопросы, связанные с существо-
ванием обобщенных производных. В настоящем параграфе показано,
что открытые дискретные Q-отображения (т.е. удовлетворяющие более
сильному, чем (1.3.2), условию (1.3.1)) принадлежат классу ACL, как
только функция Q есть локально интегрируема. Утверждение подобно-
го рода позволит указать на связь Q-отображений с классами Соболева
на основании предложения 1.1.2, а также доказать другие свойства Q-
отображений. Имеет место следующее утверждение.

Теорема 1.6.1. (Абсолютная непрерывность Q-отображений на
линиях). Пусть f : D → Rn — открытое дискретное Q-отображение,
т.е. f удовлетворяет (1.3.1) для произвольной функции ρ ∈ adm Γ, при-
чем Q ∈ L1

loc. Тогда f ∈ ACL.
Доказательство. Без ограничения общности, можно считать, что

∞ /∈ D ′ = f(D). Пусть I — n-мерный интервал в Rn с ребрами, парал-
лельными осям координат, и I ⊂ D. Тогда I = I0 × J, где I0 — (n− 1)-
мерный интервал в Rn−1, J — одномерный интервал, J = (a, b). Далее
отождествляем Rn−1 ×R с Rn. Покажем, что для почти всех сегментов
Jz = {z} × J , z ∈ I0, отображение f |Jz абсолютно непрерывно.

Рассмотрим функцию множеств, определенную над алгеброй боре-
левских множеств B в I0, Φ(B) = m (f (B × J)) . Отметим, что Φ —
q-квазиаддитивная функция при q = N(f, I). Действительно, пола-

гая Ψ(B) :=
∫
Rn

N(y, f, B × J)dm(y), получаем
k∑

i=1

Φ(Ai) ≤
k∑

i=1

Ψ(Ai) ≤
≤ N(f, I)Φ(A), где Ai ⊂ I0 — борелевские множества, Ai ∩ Al = ∅ при
l 6= i. По предложению 1.4.3

ϕ(z) = lim sup
r→0

Φ(B(z, r))

Ωn−1rn−1
< ∞ (1.6.1)

для почти всех z ∈ I0, где через B(z, r) обозначается шар в I0 ⊂ Rn−1

с центром в точке z ∈ I0 радиуса r, Ωn−1 — объем единичного шара в
Rn−1.

Пусть ∆i, i = 1, 2, ..., — некоторая перенумерация совокупности S
всех интервалов в J с ∆i ⊂ J и рациональными концами. Тогда по
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теореме Фубини [203, гл. III, § 8.1] при почти всех z

ϕi(z) :=

∫

∆i

Q(z, xn) dxn (1.6.2)

функции ϕi(z) п.в. конечны и интегрируемы по z ∈ I0. Кроме того,
по теореме Лебега (см. предложение 1.1.4) п.в. существует конечный
предел

lim
r→0

Φi(B(z, r))

Ωn−1rn−1
= ϕi(z) , (1.6.3)

где

Φi(B(z, r)) =

∫

B(z,r)

ϕi(ζ) dζ , z ∈ I0 .

Докажем, что отображение f абсолютно непрерывно на каждом сег-
менте Jz, z ∈ I0, где пределы (1.6.1) и (1.6.3) существуют и конечны.
Обозначим соответствующее множество z через Z0 и покажем, что сум-
ма диаметров образов любого конечного набора непересекающихся сег-
ментов в Jz = {z} × J, z ∈ Z0, стремится к нулю вместе с суммарной
длиной интервалов. Ввиду непрерывности f вдоль Jz достаточно про-
верить этот факт для сегментов с рациональными концами в Jz. Итак,
пусть ∆∗

i = {z} ×∆i ⊂ Jz, z ∈ Z0, i = 1, 2, ..., k, где ∆i ∈ S, i = 1, ..., k,
взаимно не пересекаются. Без ограничения общности можно считать,
что ∆i , i = 1, ..., k, также попарно не пересекаются.

Пусть δ > 0 — произвольное рациональное число, которое мень-
ше половины минимального расстояния между ∆i , i = 1, ..., k, а так-
же меньше их расстояния до концевых точек интервала J. Пусть ∆i =
= (αi, βi), δi = (αi−δ, βi+δ), i = 1, ..., k, и Ai = B(z, r)×δi, где B(z, r) —
открытый шар в I0 ⊂ Rn−1 с центром в точке z и радиуса r > 0. При
малых r > 0, r < δ, Ei = (Ai, ∆

∗
i ), i = 1, ..., k, — конденсаторы в I и, сле-

довательно, f(Ei) = (f (Ai) , f (∆∗
i )) , i = 1, ..., k, — также конденсаторы

в D ′ = f(D). По предложению 1.4.1

cap (f (Ai) , f (∆∗
i )) = M(Γf(Ei)) . (1.6.4)

Обозначим ΓE∗i — семейство всех максимальных поднятий кривых Γf(Ei)

с началом в ∆∗
i . Имеем ΓE∗i ⊂ ΓEi

и из (1.6.4)

cap (f (Ai) , f (∆∗
i )) ≤ M (f (ΓEi

)) . (1.6.5)
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Функция

ρi(x) =

{
1
r
, x ∈ Ai,

0, x 6∈ Ai

является допустимой для семейства ΓEi
, поэтому из (1.6.5) по опреде-

лению Q-отображения

cap (f(Ai), f(∆∗
i )) ≤

1

rn

∫

Ai

Q(x) dm(x) . (1.6.6)

C другой стороны, по неравенству (1.4.2)

cap (f(Ai), f(∆∗
i )) ≥

(
Cn

dn
i

mi

) 1
n−1

, (1.6.7)

где di — диаметр множества f (∆∗
i ) , mi — мера Лебега в Rn множества

f(Ai), Cn — константа, зависящая только от размерности пространства.
Комбинируя (1.6.6) и (1.6.7), имеем неравенство

(
dn

i

mi

) 1
n−1

≤ cn

rn

∫

Ai

Q(x)dm(x) (1.6.8)

с новой константой cn, зависящей только от n, при всех i = 1, ..., k.
Далее, по дискретному неравенству Гельдера с p = n/(n−1) и q = n,

xk = dk/m
1/n
k и yk = m

1/n
k [10, (17.3)] получаем

k∑
i=1

di ≤
(

k∑
i=1

(
dn

i

mi

) 1
n−1

)n−1
n

(
k∑

i=1

mi

) 1
n

.

Ввиду свойства 4) определения 1.4.4,
k∑

i=1

mi ≤ N(f, I) · Φ(B(z, r)), так
что (

k∑
i=1

di

)n

≤
(

k∑
i=1

(
dn

i

mi

) 1
n−1

)n−1

N(f, I)Φ(B(z, r)) ,

и ввиду (1.6.8)

(
k∑

i=1

di

)n

≤ γn
Φ(B(z, r))

Ωn−1rn−1




k∑
i=1

∫
Ai

Q(x) dm(x)

Ωn−1rn−1




n−1

,
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где γn зависит только от n, I и отображения f. Переходя к верхнему
пределу при r → 0, а затем к пределу при δ → 0, из (1.6.1) и (1.6.3)
получаем (

k∑
i=1

di

)n

≤ γn ϕ(z)

(
k∑

i=1

ϕi(z)

)n−1

. (1.6.9)

Наконец, в силу (1.6.9) абсолютная непрерывность неопределенного ин-
теграла Q над сегментами Jz, z ∈ Z0, которая следует из (1.6.2), влечет
абсолютную непрерывность на том же сегменте отображения f. 2

1.6.2. Из теоремы 1.6.1 и следствия 1.5.1 на основании предложе-
ния 1.1.2 получаем следующее заключение.

Следствие 1.6.1. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное
Q-отображение с Q ∈ L1

loc. Тогда f ∈ W 1,1
loc .

1.7. N −1-свойство Лузина Q-отображений. Аналог теоремы
Боярского—Иванца о невырожденности якобиана

1.7.1. Рассмотрим следующее определение.
Определение 1.7.1. Отображение f : D → Rn обладает N-свой-

ством (Лузина), если из условия m(E) = 0 следует, что m(f(E)) = 0.
Отображение f : D → Rn обладает N −1-свойством (Лузина), если из
условия m(E) = 0 следует, что m (f −1(E)) = 0.

В настоящем параграфе рассмотрено N −1-свойство отображений,
более общих, чем отображения с ограниченным искажением (Q-отобра-
жений). Известно, что произвольное непостоянное отображение с огра-
ниченным искажением обладает как N -свойством, что доказано Ю. Ре-
шетняком [168, гл. II, теорема 6.2, ], так и N −1-свойством, что доказано
в совместной работе Б. Боярского и Т. Иванца [15, теорема 8.1]. Ниже
показано, что N −1-свойством обладают также открытые дискретные
Q-отображения при Q ∈ L1

loc.

1.7.2. Перед доказательством этого факта приведем следующее
определение.

Определение 1.7.2. Отображение f : D → Rn называется отоб-
ражением с конечным искажением, если f ∈ W 1,1

loc (D) и для некоторой
функции K(x) : D → [1,∞) выполнено условие

‖f ′ (x) ‖n ≤ K(x) · |J(x, f)|
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при почти всех x ∈ D [75, гл. VI, п. 6.3]. В некоторых случаях усло-
вие f ∈ W 1,1

loc (D) заменяют более сильным требованием f ∈ W 1,n
loc (D), и

наоборот. В дальнейшем, если рассматривается отображение f с конеч-
ным искажением, то считаем, что f ∈ W 1,1

loc .

Имеет место следующее утверждение [87, теорема 1.2].
Предложение 1.7.1. Пусть f : D → Rn — отображение с конеч-

ным искажением такое, что K ∈ Ln ′−1
loc , где n ′ − 1 = 1

n−1
. Если функция

кратности N(y, fD) существенно ограничена постоянной N в Rn, то f
обладает N −1-свойством.

1.7.3.Следующее следствие означает сохранение меры нуль отно-
сительно взятия полного прообраза множества при открытых дискрет-
ных Q-отображениях.

Следствие 1.7.1. (Аналог теоремы Боярского—Иванца об N −1-
свойстве). Пусть f : D → Rn — открытое дискретное Q-отображение,
причем Q ∈ L1

loc. Тогда f обладает N −1-свойством.
Доказательство. Поскольку f — дискретно, можно считать, что

∞ 6∈ f(D). Тогда согласно следствиям 1.5.2 и 1.6.1 отображение f явля-
ется отображением с конечным искажением. Отметим, что достаточно
установить N −1-свойство для сужения отображения f |G на произволь-
ную область G такую, что G ⊂ D.

В таких областях N(y, f, G) ≤ N ∀ y ∈ f(G) [115, лемма 2.12,
п. (3)]. Тогда по предложению 1.7.1 достаточно показать, что Qn−1 ∈
∈ Ln ′−1

loc , где 1/n ′+1/n = 1. Имеем n ′ = n/(n− 1) и n ′− 1 =
1

n− 1
. Так

как по условию Q ∈ L1
loc, то Qn−1 ∈ L

1
n−1
loc и тем самым следствие 1.7.1

доказано. 2

Известно, что N −1-свойство эквивалентно невырожденности яко-
биана для почти всех точек области, [151, теорема 1]. Поэтому из след-
ствия 1.7.1 получаем еще один важный результат.

Следствие 1.7.2. (Аналог теоремы Боярского—Иванца о невы-
рожденности якобиана). Пусть D — область в Rn, n ≥ 2, и пусть f : D →
→ Rn — открытое дискретное Q-отображение с Q ∈ L1

loc. Тогда J(x, f) 6=
6= 0 п.в. в D.

Из следствий 1.5.4, 1.6.1 и 1.7.2 вытекает следующее

Следствие 1.7.3. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное Q-
отображение такое, что Q(x) ≤ C = const при почти всех x ∈ D. Тогда
f является отображением с ограниченным искажением.
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1.7.4. Следующее утверждение содержит оценку внешней дилата-
ции произвольного открытого дискретного Q-отображения.

Следствие 1.7.4. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное
Q-отображение такое, что Q ∈ L1

loc. Тогда для почти всех x ∈ D

KO(x, f) ≤ CnQn−1(x) ,

где Cn — абсолютная постоянная, зависящая только от n. 2

Доказательство. Согласно следствию 1.7.2 J(x, f) 6= 0 почти
всюду. В таком случае необходимое заключение вытекает из следствия
1.5.3. 2

1.7.5. В этом пункте рассмотрены точки ветвления Q-отображений
(см. определение 1.1.6). Прежде всего, имеет место следующее утвер-
ждение [115, лемма 2.14].

Предложение 1.7.2. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное
отображение и x0 ∈ D — его точка дифференцируемости. Тогда если
x0 ∈ Bf , то J(x0, f) = 0.

Из теоремы 1.4.1, следствия 1.7.2 и предложения 1.7.2 вытекает
следующее

Следствие 1.7.5. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное
Q-отображение, Q ∈ L1

loc. Тогда m(Bf ) = 0.

1.8. Оценки внутренних дилатаций кольцевых
Q-отображений

1.8.1. В предыдущих параграфах мы рассматривали оценки внешней
дилатации KO(x, f) для Q-отображений f (либо кольцевых Q-отобра-
жений f) через функцию Q, посредством которой определяется отобра-
жение f. Не менее важным вопросом является связь внутренней дилата-
ции KI(x, f) с функцией Q. Конечно, наиболее простую подобную вза-
имосвязь можно было бы указать и без дополнительных исследований,
поскольку, как известно, KO(x, f) ≤ Kn−1

I (x, f) и KI(x, f) ≤ Kn−1
O (x, f)

(см. соотношения (1.1.16) и (1.5.19)). Исходя из этих соотношений, мож-
но утверждать, что для открытых дискретных Q-отображений f имеет
место неравенство: KI(x, f) ≤ Cn · K(n−1)2

O (x, f), где Cn — некоторая
постоянная, зависящая только от размерности пространства n. Одна-
ко, ниже мы докажем значительно более точные результаты по этому
поводу.
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Перед формулировкой основных результатов сделаем следующее
замечание. Известно, что для произвольного конденсатора E = (A,C)
выполнено соотношение

cap E ≥ (inf mn−1 S)n

[m(A \ C)]n−1 , (1.8.1)

где mn−1 S — (n− 1)-мерная мера Лебега C∞-многообразия S, которое
является границей S = ∂U ограниченного открытого множества U, со-
держащего C и содержащегося вместе со своим замыканием U в A; в
(1.8.1) точная нижняя грань берется по всем таким S [94, предложе-
ние 5].

1.8.2. Имеет место следующее утверждение.

Теорема 1.8.1. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное коль-
цевое Q-отображение. Предположим, что Q ∈ L1

loc(D) и J(x, f) 6= 0 п.в.
Тогда при п.в. x ∈ D выполнено соотношение

KI(x, f) ≤ cn ·Q(x) , (1.8.2)

где cn — некоторая постоянная, зависящая только от n.

Доказательство. Согласно теореме 1.4.1 отображение f диффе-
ренцируемо п.в. в D. Не ограничивая общности рассуждений, можно
считать, что ∞ /∈ D ′ = f(D). В каждой точке x ∈ D дифферен-
цируемости отображения f, где J(x, f) 6= 0, рассмотрим конденсатор
Er = (Ar, Gr), где

Ar = {y : |x− y| < 2r}
и

Gr = {y : |x− y| ≤ r} .

Так как f — открытое и непрерывное отображение, то f(Er) также
является конденсатором в Rn. Пусть ΓEr и Γf(Er) — семейства кривых
в смысле обозначений, данных в предложении 1.4.1, и Γ ∗

r — семейство
максимальных поднятий Γf(Er) при отображении f с началом в Gr. По
аналогии с доказательством леммы 1.4.1 можно показать, что Γ ∗

r ⊂
⊂ ΓEr .

Поскольку Γf(Er) > f(Γ∗r), следовательно, по предложению 1.4.1 и
свойству минорирования (1.1.7)

cap f(Er) = M
(
Γf(Er)

) ≤ M (f(Γ∗r)) ≤ M (f(ΓEr)) . (1.8.3)
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Отметим, что при малых ε > 0, ΓEr > Γ(S(x, r), S(x, 2r − ε), A(r, 2r−
−ε, x)), так что поскольку f по условию является кольцевым Q-отобра-
жением в D, из (1.8.3) следует, что

cap f(Er) ≤
∫

r<|x−y|<2r

Q(y) η n(|x− y|) dm(y)

для любой неотрицательной измеримой функции η : (r, 2r− ε) → [0,∞]

такой, что
2r−ε∫
r

η(t)dt ≥ 1. В частности, рассмотрим однопараметриче-

ское семейство вещественнозначных функций:

ηr(t) =

{
1

r−ε
, t ∈ (r, 2r − ε),

0, t ∈ R \ (r, 2r − ε) .

Тогда

cap f(Er) ≤ 2nΩn

2nΩn(r − ε)n

∫

Ar

Q(y) dm(y) ,

откуда, переходя к пределу при ε → 0, получаем

cap f(Er) ≤ 2nΩn

m(Ar)

∫

Ar

Q(y) dm(y) . (1.8.4)

С другой стороны, в соответствии с неравенством (1.8.1) имеем

cap f(Er) ≥ (inf mn−1 S)n

[m (f(Ar) \ f(Gr))]
n−1 , (1.8.5)

где inf берется по всевозможным C∞-многообразиям S, которые явля-
ются границей S = ∂U ограниченного открытого множества U, содер-
жащего f(Gr) и содержащегося вместе со своим замыканием U в f(Ar).
Комбинируя (1.8.4) и (1.8.5), получаем

(inf mn−1 S)n ≤ 2nΩn [m(f(Ar) \ f(Gr))]
n−1

m(Ar)

∫

Ar

Q(y) dm(y) . (1.8.6)

Отметим, что множество f ′(x)(B(0, r)) представляет собой эллипсоид
с центром в нуле, полуоси которого 0 < a1r ≤ ... ≤ anr, где f ′(x) —
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соответствующее линейное отображение (см. вычисления, приведенные
в п. 1.1.7). Кроме того, m (f ′(x)(B(0, r))) = Ωna1 . . . anrn = Ωn|J(x, f)|rn

(см. соотношение (1.1.13)). Поскольку x ∈ D — точка дифференцируе-
мости отображения f, для любого ε > 0, ε < min{a1, . . . , an}, найдется
δ = δ(ε) > 0 такое, что при всех r ∈ (0, δ) и всех h ∈ B(0, r)

|f(x + h)− f(x)− f ′(x)h| < rε .

Отсюда вытекает, что множество f(Gr) содержит другой эллипсоид B
с центром в точке f(x), ориентированный также, как f ′(x)(B(0, r)), и с
длиной полуосей r(a1−ε), . . . , r(an−ε). Разместим имеющиеся эллипсо-
иды f ′(x)(B(0, r)) и B таким образом, чтоб их центр совпал с началом
координат, а главные направлення — с координатными осями e1, ..., en.
Тогда площадь поверхности f(Gr) допускает следующую оценку снизу:

mn−1∂f(Gr) ≥ 2mn−1Pr1(B) ,

где Pr1(·) означает проекцию на гиперплоскость, ортогональную векто-
ру e1. Из изложенного выше вытекает

mn−1∂f(Gr) ≥ 2Ωn−1 · (a2 − ε) . . . (an − ε)r n−1 =

= 2Ωn−1 · |J(x, f)|
l (f ′(x))

r n−1 + α(r, ε) , (1.8.7)

где α(r, ε) = 2Ωn−1 · (a2 − ε) . . . (an − ε)r n−1 − 2Ωn−1 · a2 . . . anr
n−1. Сле-

довательно, из (1.8.6) и (1.8.7) имеем
[
2Ωn−1 · |J(x, f)|

l (f ′(x))
rn−1

]n

≤ [mn−1∂f(Gr)− α(r, ε)]n ≤ (1.8.8)

≤





2nΩn [m (f(Ar) \ f(Gr))]

n−1

m(Ar)

∫

Ar

Q(y) dm(y)




1/n

− α(r, ε)




n

,

где α(r, ε) указано выше. Разделив неравенство (1.8.8) на r n(n−1), учи-
тывая произвольность ε > 0, устремляя r к 0, применяя теорему Лебега
о дифференцируемости неопределенного интеграла [203, гл. IV, теоре-
ма 6.3] и предложение 1.5.1, находим

[ |J(x, f)|
l (f ′(x))

]n

≤ [|J(x, f)|]n−1 cn ·Q(x)
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для почти всех x ∈ D. Поскольку по условию J(x, f) 6= 0 почти всюду,
отсюда вытекает

KI(x, f) =
|J(x, f)|

(l (f ′(x)))n ≤ cn ·Q(x)

для почти всех x ∈ D. Теорема 1.8.1 доказана. 2

В дальнейшем линейная дилатация отображения f в точке x опре-
деляется как H(x, f) = n

√
KI(x, f)KO(x, f). Отметим

H(x, f) ≤ KI(x, f) (1.8.9)

во всех точках, где участвующие здесь величины определены (это сле-
дует из (1.1.15)). Учитывая обозначения, из теоремы 1.8.1 получаем
следующее утверждение.

Следствие 1.8.1. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное коль-
цевое Q-отображение. Предположим, что Q ∈ L1

loc(D) и J(x, f) 6= 0 п.в.
Тогда при почти всех x ∈ D

H(x, f) ≤ cn ·Q(x) ,

где постоянная cn зависит только от размерности пространства n.
Из теоремы 1.8.1 и следствия 1.8.1 имеем также следующее
Следствие 1.8.2. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное коль-

цевое Q-отображение. Предположим, что Q ∈ L1
loc(D) и J(x, f) 6= 0 п.в.

Тогда H(x, f) ∈ L1
loc(D) и KI(x, f) ∈ L1

loc(D).

1.9. Оценки внутренних дилатаций Q-отображений

1.9.1. В настоящем параграфе исследованы отображения, удовлетво-
ряющие более сильной, чем (1.3.2), оценке вида (1.3.1). Ниже показано,
что для указанных отображений в неравенстве (1.8.2), также имеющем
место для отображений вида (1.3.1), можно взять cn ≡ 1. Такая оценка
будет являться точной, ибо внутренняя дилатация KI(x, f) всегда не
меньше единицы (см. соотношение (1.1.15) и ниже).

1.9.2. Сформулируем и докажем основное утверждение данного
параграфа.

Теорема 1.9.1. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное Q-
отображение. Предположим, что Q ∈ L1

loc(D). Тогда при почти всех
x ∈ D выполнено соотношение

KI(x, f) ≤ Q(x) . (1.9.1)
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Доказательство. Не ограничивая общности рассуждений, можно
считать, что ∞ /∈ D ′ = f(D). Согласно теореме 1.4.1 отображение f
дифференцируемо почти всюду, а согласно следствию 1.7.2 выполне-
но условие J(x, f) 6= 0 при почти всех x ∈ D. Обозначим через Φ(A)
функцию множества A ⊂ D, определенную следующим образом:

Φ(A) =

∫

A

Q(x)dm(x) .

Так как по условию функция Q ∈ L1
loc(D), то по предложению 1.1.4

функция Φ обобщенно дифференцируема в почти каждой точке x0 ∈ D,
причем производная DΦ(x) = Q(x) для почти всех x ∈ D. Обозначим
через E1 множество всех x ∈ D, где Φ обобщенно дифференцируема и
DΦ(x) = Q(x), а через E2 — множество всех x ∈ D, где само отображе-
ние f дифференцируемо и невырождено. Для справедливости заклю-
чения теоремы достаточно показать, что (1.9.1) имеет место для всех
x ∈ E0 = E1 ∩ E2.

Фиксируем произвольную точку x0 ∈ E0. Не ограничивая общ-
ности рассуждений, можно считать, что x0 = 0 и f(x0) = 0. Пусть
e1, . . . , en, ẽ1, . . . , ẽn и λ1, . . . , λn — соответственно главные векторы и
главные значения отображения f ′(0), λn ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λ1 > 0. Посред-
ством преобразования поворота в образе и прообразе можно добиться,
чтобы ei = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

i

, 0, . . . , 0) = ẽi. Мы должны убедиться в том,

что
λ2 . . . λn

λn−1
1

≤ Q(0) ,

так как |J(0, f)| = λ1 . . . λn и l (f ′(0)) = λ1 (см. соотношения (1.1.13),
(1.1.14)). Фиксируем произвольно параметр t > 0 и выбираем число
r > 0 так, чтобы конденсатор E := (A, C), где C = {x : x1 = 0, |xi| ≤
≤ r, i = 2, . . . , n} и A = {x : |x1| < rtλ1, |xi| < r + rtλi, i = 2, . . . , n},
лежал в области D. Отметим, что

m(A) = 2nλ1rt

n∏
i=2

(r + rtλi) (1.9.2)

и
dist (C, ∂A) = rtλ1 . (1.9.3)

Так как E = (A,C) — конденсатор в D, то f(E) = (f(A), f(C)) —
конденсатор в D ′ = f(D) ввиду открытости и непрерывности f. Пусть
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ΓE и Γf(E) — семейства кривых в смысле предложения 1.4.1 и Γ ∗ —
семейство максимальных поднятий Γf(E) при отображении f с началом
в C. Как и при доказательстве леммы 1.4.1, имеем Γ ∗ ⊂ ΓE. Отметим,
что Γf(E) > f(Γ∗), и поскольку по условию теоремы отображение f
удовлетворяет соотношению (1.3.1), то из соотношения

cap f(E) = M
(
Γf(E)

) ≤ M (f(Γ∗)) ≤ M (f(ΓE))

следует

cap (f(A), f(C)) ≤
∫

D

Q(x) · ρn(x) dm(x) (1.9.4)

для любой допустимой функции ρ ∈ adm ΓE. Укажем, что функция

ρ(x) =

{
1

dist (C, ∂A)
, x ∈ A \ C,

0, x 6∈ A \ C

является допустимой для семейства ΓE и, таким образом, в силу (1.9.4)

cap (f(A), f(C)) ≤ 1

(dist (C, ∂A))n

∫

A

Q(x) dm(x) . (1.9.5)

С другой стороны, применяя неравенство (1.8.1), из (1.9.5) имеем

(inf mn−1S)n

[m(f(A))]n−1 ≤
1

(dist (C, ∂A))n

∫

A

Q(x) dm(x) , (1.9.6)

где mn−1 S означает (n − 1)-мерную площадь C∞-многообразия S, ко-
торое является границей открытого множества U, содержащего f(C) и
содержащегося вместе со своим замыканием U в f(A), а точная ниж-
няя грань в (1.9.6) берется по всем таким S. Проводим оценку дроби
в левой части неравенства (1.9.6), опираясь на свойство дифференци-
руемости отображения f в нуле. Фиксируя произвольно 0 < ε < λ1,
выбираем r > 0 столь малым, чтобы |f(x) − f ′(0)x| < εr при x ∈ A.
Тогда множество f(A) содержится в параллелепипеде:

V =
{
y : |y1| ≤ rtλ2

1 + εr, |yi| ≤ rλi + rtλ2
i + εr, i = 2, . . . , n

}
,

а проекция множества f(C) на подпространство y1 = 0 содержит в себе
(n− 1)-мерный параллелепипед:

V0 = {y : y1 = 0, |yi| ≤ rλi − εr, i = 2, . . . , n} .
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Поэтому

m (f(A)) ≤ m(V ) = 2nrn
(
tλ2

1 + ε
) n∏

i=2

(
λi + tλ2

i + ε
)

и

mn−1 S ≥ 2mn−1 V0 = 2nrn−1

n∏
i=2

(λi − ε) .

Следовательно, подставляя найденные оценки величин m(f(A)) и mn−1 S
в неравенство (1.9.6), учитывая (1.9.2) и (1.9.3), получаем

(
2nrn−1

n∏
i=2

(λi − ε)

)n

(
2nrn(tλ2

1 + ε)
n∏

i=2

(λi + tλ2
i + ε)

)n−1 ≤

≤
2nλ1rt

n∏
i=2

(r + rtλi)

rntnλn
1

1

m(A)

∫

A

Q(x) dm(x) ,

откуда

(
n∏

i=2

(λi − ε)

)n

(
(tλ2

1 + ε)
n∏

i=2

(λi + tλ2
i + ε)

)n−1 ≤

n∏
i=2

(1 + tλi)

tn−1λn−1
1

1

m(A)

∫

A

Q(x) dm(x)

и, устремляя r → 0, имеем

(
n∏

i=2

(λi − ε)

)n

(
(tλ2

1 + ε)
n∏

i=2

(λi + tλ2
i + ε)

)n−1 ≤

n∏
i=2

(1 + tλi)

tn−1λn−1
1

Q(0) .

При ε → 0 получаем
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(
n∏

i=2

λi

)n

(
tλ2

1

n∏
i=2

(λi + tλ2
i )

)n−1 ≤

n∏
i=2

(1 + tλi)

tn−1λn−1
1

Q(0) ,

а затем, умножая обе части неравенства на tn−1 и переходя к пределу
при t → 0, выводим

n∏
i=2

λi

λn−1
1

≤ Q(0) ,

следовательно, теорема 1.9.1 полностью доказана.2
1.9.3. Ранее отмечено, что KI(x, f) ≥ 1 при всех x, где KI(x, f)

является заданным (см. соотношения (1.1.15) и ниже). Таким образом,
на основании приведенного выше из теоремы 1.9.1 вытекает следующее

Следствие 1.9.1. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное Q-
отображение. Предположим, что Q ∈ L1

loc(D). Тогда Q(x) ≥ 1 для почти
всех x ∈ D.

1.9.4. После доказательства теоремы 1.9.1 и следствия 1.9.1 мож-
но ответить на вопрос, в чем разница между Q-отображениями и коль-
цевыми Q-отображениями. (Здесь для удобства ограничимся случаем
n = 2). Для более-менее полного ответа на этот вопрос приведем следу-
ющие сведения.

Определение 1.9.1. Пусть z, z0 ∈ D ⊂ C. Для комплекснозначной
функции f : D → C, заданной в области D ⊂ C, имеющей частные
производные по x и y при почти всех z = x + iy, полагаем ∂f = fz =
(fx + ify) /2 и ∂f = fz = (fx − ify) /2. Полагаем µ(z) = µf (z) = fz/fz,
при fz 6= 0 и µ(z) = 0 в противном случае. Комплекснозначная функция
µ, приведенная выше, называется комплексной дилатацией отображе-
ния f в точке z. Максимальной дилатацией отображения f в точке z
называется следующая функция:

Kµ(z) =
1 + |µ(z)|
1− |µ (z)| . (1.9.7)

1.9.5. Отметим
J(f, z) = |fz|2 − |fz|2 ,

что можно проверить прямым расчетом [3, гл. I, п. C]. Покажем, что

Kµ(z) = KI(z, f) = KO(z, f)

при n = 2 (см., например, соотношение (1.1.15)).
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Если fz(z0) 6= 0 6= fz(z0) и J(z0, f) = 0, то µ(z0) = µf (z0) = 1,
откуда получаем, что Kµ(z0) = ∞, однако это соответствует равенству
KI(z0, f) = KO(z0, f) = ∞. Пусть f ′(z0) = 0, тогда также Kµ(z0) =
= KI(z0, f) = KO(z0, f) = 1. Пусть теперь J(z, f) 6= 0.

Покажем вначале, что

‖f ′(z)‖ = |fz|+ |fz| . (1.9.8)

Действительно, если f(z) = u(z) + iv(z), то по одному из определений
f ′(z), приведенному в (1.1.10), получим

‖f ′(z)‖ = sup
h=(h1,h2):|h|=1

√(
∂u

∂x
h1 +

∂u

∂y
h2

)2

+

(
∂v

∂x
h1 +

∂v

∂y
h2

)2

. (1.9.9)

Прямым расчетом можно убедиться, что в сделанных выше обозначе-
ниях

√(
∂u

∂x
h1 +

∂u

∂y
h2

)2

+

(
∂v

∂x
h1 +

∂v

∂y
h2

)2

= |fz∆z + fz∆z| , (1.9.10)

где ∆z = h1 + ih2. Поскольку в (1.9.9) рассматриваются такие h1 и h2,

что |h| =
√

h2
1 + h2

2 = 1, то ∆z = eiθ, θ ∈ [0, 2π). Имеем

|fz∆z + fz∆z| ≤ |fz|+ |fz| (1.9.11)

и
|fz∆z + fz∆z| = |fz| ·

∣∣1 + e−2iθµf (z)
∣∣ , (1.9.12)

где, как и прежде, µ(z) = µf (z) = fz/fz, при fz 6= 0 и µ(z) = 0 в против-
ном случае. Выбирая в последнем выражении θ = 1

2
arg µf (z), находим,

что при выбранном ∆z = ei 1
2

arg µf (z) из (1.9.12) следует соотношение

|fz∆z + fz∆z| = |fz|+ |fz| . (1.9.13)

Тогда из (1.9.9)—(1.9.11) и (1.9.13) получаем соотношение (1.9.8). Учи-
тывая, что J(f, z) = |fz|2 − |fz|2, равенства

Kµ(z) = KI(z, f) = KO(z, f)

получаем из (1.9.8) и (1.1.15) прямым вычислением.
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1.9.6. Следующее определение обобщает понятие максимальной
дилатации.

Определение 1.9.2. Касательная дилатация отображения f в
точке z по отношению к точке z0 определяется следующим образом:

KT
µ (z, z0) =

∣∣∣1− z−z0

z−z0
µ(z)

∣∣∣
2

1− |µ(z)|2

см. [4, 5, 54,107,158,186].
Понятно, что при каждых z и z0 ∈ D выполнено условие: KT

µ (z, z0) ≤
≤ Kµ(z). Согласно [206, теорема 3.1 и следствие 3.1] имеет место сле-
дующее

Предложение 1.9.1. Каждый гомеоморфизм f : D → C клас-
са W 1,1

loc такой, что J(f, z) 6= 0 почти всюду в D, KT
µ (z, z0) ∈ L1

loc(D),
является кольцевым Q-гомеоморфизмом в каждой точке z0 ∈ D при
Q(z) = KT

µ (z, z0). В частности, f в этом случае является кольцевым
Q-гомеоморфизмом в каждой точке z0 ∈ D при Q(z) = Kµ(z).

Замечание 1.9.1. Из [9, гл. 20, лемма 20.9.1] и предложения 1.3.1
следует, что каждый гомеоморфизм f : D → C класса W 1,1

loc такой, что
J(f, z) 6= 0 почти всюду в D, Kµ(z) ∈ L1

loc(D), является кольцевым Q-го-
меоморфизмом в каждой точке z0 ∈ D при Q(z) = Kµ(z). Однако, как
мы отметили выше, этот результат является лишь частным случаем
утверждения Р. Салимова, приведенного в предложении 1.9.1.

Также имеет место следующее утверждение [57, гл. 6, предложе-
ние 6.5].

Предложение 1.9.2. Обозначим через FQ класс всех Q-квази-
конформных автоморфизмов f расширенной комплексной плоскости,
нормированных условиями f(0) = 0, f(1) = 1 и f(∞) = ∞. Пусть
h ∈ FQ имеет комплексную характеристику вида µ(z) = k(|z|) z

z
, где

k(τ) : R→ B2 — измеримая функция. Тогда

h(z) =
z

z
exp





|z|∫

1

1 + k(τ)

1− k(τ)

dτ

τ



 . (1.9.14)

1.9.7. Из определения касательной дилатации KT
µ (z, z0) видно, что

указанная величина может быть меньше единицы на некотором множе-
стве положительной меры. В таком случае на основании предложения
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1.9.1 и следствия 1.9.1 (по крайней мере, при n = 2) существует сколь
угодно много примеров кольцевых Q-гомеоморфизмов, не являющихся
Q-гомеоморфизмами. Рассмотрим, например, функцию k(τ) = τ при
|τ | < 1 и k(τ) = 0 при |τ | ≥ 1 и комплексную характеристику µ, опреде-
ленную по правилу µ(z) = k(|z|) z

z
. По предложению 1.9.2 отображение

h(z), заданное соотношением (1.9.14) при выбранной функции k, явля-
ется квазиконформным. Рассмотрим точку z0 = 0. С помощью непо-
средственного вычисления убеждаемся, что KT

µ (z, 0) = 1−|z|
1+|z| при z ∈ B2

и KT
µ (z, 0) = 1 при z 6∈ B2. Таким образом, отображение h̃ := h|B2 име-

ет касательную дилатацию KT
µ (z, 0), всюду меньшую единицы в еди-

ничном круге. Однако, по предложению 1.9.1 отображение h̃ является
кольцевым KT

µ (z, 0)-отображением в нуле. В то же время согласно след-
ствию 1.9.1 отображение h̃ не может быть KT

µ (z, 0)-отображением в B2

(удовлетворять более сильному, чем (1.3.2), условию (1.3.1) в области
D = B2 при Q := KT

µ (z, 0)).
Приведенный пример демонстрирует наличие кольцевых Q-отобра-

жений, не являющихся Q-отображениями, лишь в конкретной точке z0

(в данном случае z0 = 0; легко понять, что выбор точки z0 тут не су-
щественен). Вопрос о том, можно ли построить подобный пример, обес-
печивающий выполнение соотношения (1.3.2) во всех точках z0, пока
остается открытым.

1.9.8. Благодаря утверждению теоремы 1.9.1 результат следствия
1.7.4 можно несколько уточнить.

Следствие 1.9.2. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное Q-
отображение. Если Q ∈ L1

loc(D), то KO(x, f) ≤ Qn−1(x) для почти всех
x ∈ D.

Доказательство вытекает из теоремы 1.9.1 и неравенств (1.1.16). 2
1.9.9. Поскольку для линейной дилатации H(x, f) имеет место со-

отношение H(x, f) ≤ KI(x, f) при почти всех x (см. неравенство (1.8.9)),
то из теоремы 1.9.1 вытекает также следующее

Следствие 1.9.3. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное Q-
отображение. Если Q ∈ L1

loc(D), то при почти всех x ∈ D выполняется
неравенство: H(x, f) ≤ Q(x).



2. Устранение особенностей кольцевых
Q-отображений

В данной главе1 рассмотрена проблема наличия предела lim
x→x0

f(x) у

отображения f : D \ {x0} → Rn. (Здесь f предполагается либо Q-
отображением, либо кольцевым Q-отображением). Вначале изложены
общие сведения, касающиеся проблемы устранения особенностей хо-
рошо известных классов (см. §2.1). Затем приведена основная лемма
об устранении особенностей, позволяющая изучать проблемы подоб-
ного характера для Q-отображений и кольцевых Q-отображений (см.
§2.2). Основные результаты об устранении особенностей таких клас-
сов отображений сформулированы и доказаны в §2.3. В качестве след-
ствий из основной леммы об устранении особенностей приведены так-
же аналоги известных теорем комплексного и многомерного анализа,
такие как теорема Сохоцкого—Вейерштрасса и Лиувилля (см. §2.4). В
§ 2.5 приведены полезные материалы относительно включения одно-
го подкласса гомеоморфизмов класса Соболева в класс кольцевых Q-
отображений. При помощи указанной связи может быть доказан один
аналог теоремы Пикара для Q-отображений (последний, к сожалению,
доказан лишь при n = 2) (см. §2.6) В §2.7 рассмотрено основное ин-
тегральное условие, характеризующее открытые дискретные кольце-
вые Q-отображения. С помощью этого условия показано, что для внут-
ренних точек кольцевых Q-отображений условие вида (2.3.4) из §2.3
выполняется автоматически, что значительно упрощает многие даль-
нейшие исследования. Затем приведена уточненная теорема Лиувилля
(см. §2.8), с помощью которой можно показать, что открытое дискрет-
ное кольцевое Q-отображение при некоторых условиях на Q в беско-
нечности обязано расти некоторым образом (т.е. такое отображение не
может быть отображением слабого роста в некотором смысле). В §2.9
доказан аналог леммы Шварца для открытых дискретных кольцевых
Q-отображений, ранее установленный К. Икома при n = 3 и ограни-
ченных Q. Далее рассмотрен вопрос об устранении более общих типов
особенностей, а именно, множеств весового модуля нуль и некоторых
других типов границ (§2.10, 2.11). В §2.12 изложены сведения, каса-
ющиеся точности приведенных выше условий на отображения. Затем

1Результаты, изложенные в §2.5, получены совместно с Т.В. Ломако и Р.Р. Салимовым,
в §2.8., 2.9. — совместно с Р.Р. Салимовым, в § 2.14 — совместно с В.И. Рязановым [111,
193,194,211,214,224,226,227,229,230,232,235,237,239–244,246,248,249,253,255,258].
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рассмотрены вопросы, связанные с асимптотическими пределами отоб-
ражений. В частности, доказан аналог теоремы Иверсена для анали-
тических функций о том, что каждое пикаровское значение функции
является его асимптотическим пределом в данной изолированной су-
щественно особой точке (см. §2.13). В §2.14 рассмотрены вопросы, свя-
занные с устранением изолированной особенности открытых дискрет-
ных кольцевых Q-отображений, функция Q для которых удовлетворяет
некоторым ограничениям интегрального типа. Уделено внимание усло-
виям модульного типа, обеспечивающим открытость и дискретность
отображения (§2.15).

2.1. Некоторые общие сведения об устранении особенностей
известных классов отображений

2.1.1.Проблема устранения особенностей отображений заключается в
поиске ответа на следующий вопрос: существует ли (конечный или бес-
конечный) предел lim

x→x0

f(x) у отображения f : D → Rn, где x0 ∈ ∂D ?
В основном нас интересуют изолированные точки границы обла-

сти D. Понятно, что в этом случае можно считать, что отображение
задано в области D \ {x0}, x0 ∈ D. Здесь и ниже наличие предела
понимается в смысле сферического (хордального) расстояния h в рас-
ширенном пространстве Rn = Rn

⋃{∞}, определенного по правилу:
h(x, y) = |π(x)− π(y)|, где π — стереографическая проекция Rn на сфе-
ру Sn(1

2
en+1,

1
2
) в Rn+1. В явном виде метрика h может быть определена

следующим образом:

h(x,∞) =
1√

1 + |x|2
,

h(x, y) =
|x− y|√

1 + |x|2
√

1 + |y|2
, x 6= ∞ 6= y . (2.1.1)

Из определения следует, что метрика h эквивалентна евклидовой метри-
ке на произвольном компактном множестве C ⊂ Rn. (Так что наличие
конечного предела у отображения f относительно хордальной метрики
h в точке x0 эквивалентно наличию предела у того же отображения в
смысле евклидовой метрики в той же точке). В частности, имеем

h(x, y) ≤ |x− y|
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при всех x, y ∈ Rn и

h(x, y) ≥ 1

2
|x− y|

при всех x и y ∈ Bn ⊂ Rn, при этом, равенство в приведенном соотно-
шении имеет место на множестве Sn−1.

2.1.2.Перед тем, как перейти к изложению результатов, касаю-
щихся устранения особенностей открытых дискретных кольцевых Q-
отображений, приведем некоторые сведения об устранении особенно-
стей уже изученных классов отображений.

Устранению особенностей квазиконформных отображений и отоб-
ражений с ограниченным искажением посвящено большое количество
работ [1,30,65,88,108,116,125,130,131,133,141,167,168,171–173,175,176,
217,280,281,301]. Также отметим публикации, касающиеся отображений
с конечным искажением [6,25,26,75,91,154–156].

Исследования, связанные с устранением особенностей отображений
с ограниченным искажением, восходят к Паулю Пейнлеве и Абраму Бе-
зиковичу, которые доказали возможность продолжения ограниченной
аналитической функции f : D \ F → C на область D ⊂ C при усло-
вии, что замкнутое подмножество F области D удовлетворяет условию:
H1(F ) = 0, где H1 означает линейную меру Хаусдорфа [83, гл. I, п. 5,
теорема 1.3].

Отметим работы Ю.Ю. Трохимчука о продолжении аналитических
функций на границу [274], [275, гл. XIV], а также работу Ю.Б. Зелин-
ского [298]. Отдельного внимания, с нашей точки зрения, заслуживают
работы [116, 175, 281]. В частности, об устранении особенностей квази-
конформных отображений известно следующее [281, теорема 17.3].

Предложение 2.1.1. Каждое квазиконформное отображение f :
D \ {x0} → Rn допускает непрерывное продолжение до квазиконформ-
ного отображения f : D → Rn с той же самой характеристикой квази-
конформности K ′′ в (1.2.1).

Естественно, возможность подобного продолжения в точку x0 в
предложении 2.1.1 следует понимать в расширенном смысле, т.е. когда
допустима ситуация: f(x0) = ∞.

2.1.3.Утверждение предложения 2.1.1 впервые было доказано К. Лев-
нером [109]. В дальнейшем Ю. Вяйсяля доказал следующее обобщение
этого результата [281, с. 62, замечание 17.24, п. (1)]; [280].

Предложение 2.1.2. Пусть E ⊂ D — некоторое множество, за-
мкнутое относительно области D и такое, что Hn−1(E) = 0, где Hn−1

означает (n − 1)-мерную меру Хаусдорфа множества E. Тогда каждое
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квазиконформное отображение f : D \ E → Rn допускает продолже-
ние до квазиконформного отображения всей области D с сохранением
постоянной квазиконформности K ′′ в (1.2.1).

2.1.4. Итак, произвольное квазиконформное отображение (в част-
ности — конформное отображение) имеет конечный или бесконечный
предел в изолированной точке границы области. Совершенно иначе об-
стоит дело с отображениями с ограниченным искажением. Даже отоб-
ражения с постоянной квазиконформности, равной тождественно еди-
нице, не обязаны иметь конечный или бесконечный предел в изолиро-
ванной особой точке. Например, аналитическая функция f = exp{1/z},
f : B2 \ {0} → C (которая является отображением с ограниченным ис-
кажением при n = 2 и постоянной квазиконформности K ≡ 1), имеет
существенно особую точку z0 = 0.

Однако при дополнительных требованиях на отображение f (часто
имеющих модульно-емкостный характер) отображение с ограниченным
искажением также имеет устранимую изолированную особенность. Как,
например, известно, аналитическая функция f : D \ {z0} → C \ {a ∪ b}
имеет конечный или бесконечный предел в точке z0, как только a 6= b,
a, b ∈ C (последнее утверждение есть не что иное, как известная из
общего курса комплексного анализа теорема Пикара). В этом случае
отображение f выпускает пару значений a и b. Для приведения ана-
логичных результатов, касающихся более общих классов отображений
(отображений с ограниченным искажением, когда постоянная K ≥ 1
и размерность пространства n ∈ N могут быть произвольными), нам
понадобится следующее определение.

Определение 2.1.1. Компакт C в Rn, n ≥ 2, имеет нулевую ем-
кость, cap C = 0, если существует ограниченное открытое множество
A такое, что C ⊂ A и емкость конденсатора E = (A,C) удовлетворяет
условию: cap (A, C) = 0. Известно, что в последнем случае и для любого
другого ограниченного открытого множества A в Rn, содержащего C,
также будет выполнено условие: cap (A,C) = 0 [168, гл. II, лемма 3.4].
Определение конденсатора и емкости конденсатора см. в п. 1.4.3.

Если хотя бы для одного ограниченного открытого множества A
такого, что C ⊂ A, имеет место неравенство cap (A,C) > 0, то пола-
гаем cap C > 0 и в этом случае множество C имеет положительную
емкость.

Произвольное множество F ⊂ Rn имеет емкость нуль, если любое
его компактное подмножество C имеет емкость нуль. Аналогично мож-
но определить понятие множества емкости нуль в Rn [116, § 2.12].
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2.1.5. Для понимания природы множеств емкости нуль целесооб-
разно привести следующее утверждение [163, § 3, следствия 1-2], а так-
же [116, лемма 2.13] и [70, теорема IV.4].

Предложение 2.1.3. Пусть F ⊂ Rn — компактное множество ну-
левой емкости, тогда:

1) при каждом α > 0 его α-мерная мера Хаусдорфа Hα(F ) равна
нулю;

2) имеют место условия: m(F ) = 0 и Int F = ∅;
3) множество D\F является областью (теорема Менгера—Урысона).

Таким образом, множества емкости нуль всюду разрывны; они, на-
пример, не могут содержать в себе кривую или отрезок. Отметим, что,
в частности, произвольное одноточечное множество C = {a}, a ∈ Rn,
имеет емкость нуль. Действительно, пусть r > 0 — фиксированное по-
ложительное число, тогда B(a, r) ⊃ {a} и E = (B(a, r), {a}) — конден-
сатор. В таком случае, по предложению 1.4.1 имеем: cap E = M(ΓE);
но тогда cap E = 0, поскольку (как известно) модуль семейств кривых,
проходящих через фиксированную точку, равен нулю [281, § 7.9].

2.1.6. Вернемся теперь к основным результатам, касающимся устра-
нения особенностей различных классов отображений. Одним из наи-
более известных достаточных условий продолжения отображения f :
Bn \ {0} → Rn с ограниченным искажением в точку 0 является вы-
полнение условия: cap

(
Rn \ f (Bn \ {0})) > 0. Подобные условия, по-

видимому, впервые указаны в работах О. Мартио, С. Рикмана иЮ. Вяй-
сяля [116, теорема 4.1]. Справедливо следующее утверждение [116, тео-
рема 4.1], [175, гл. III,теорема 2.9 и гл. VII, теорема 1.1].

Предложение 2.1.4. Пусть множество E ⊂ D замкнуто относи-
тельно D и имеет емкость нуль, cap E = 0. Тогда каждое отображение
f : D \ E → Rn с ограниченным искажением такое, что
cap

(
Rn \ f (D \ E)

)
> 0, имеет непрерывное продолжение f : D → Rn,

которое также является отображением с ограниченным искажением,
при этом продолженное отображение имеет ту же постоянную квази-
конформности K (см. п. 3) определения 1.2.1).

Из предложения 2.1.4, в частности, следует ряд интересных след-
ствий: теоремы типа Сохоцкого—Вейерштрасса, Лиувилля, Пикара [116,
п. 4], [175, гл. III, п. 2]. По этому поводу см. также работы В.М. Миклю-
кова [131], [133]. В последней работе доказано, что если отображение с
ограниченным искажением f : Ω\A → Rn имеет в каждой точке x0 ∈ A
компактного множества A емкости нуль существенную особенность, то
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предельным множеством C(x0, f) является все пространство Rn (см.
теорему 2 там же). Здесь и далее предельным множеством отображе-
ния f относительно множества E ⊂ Rn называется множество

C(E, f) :=
{

y ∈ Rn : ∃x0 ∈ E : y = lim
m→∞

f(xm), xm → x0

}
. (2.1.2)

Следующий результат принадлежит Т. Иванцу и Г. Мартину [175, гл. VII,
теорема 1.19], также [75, теорема 17.3.1].

Предложение 2.1.5. Найдется положительное число α = α(n,K),
0 < α < n, где K — постоянная из п. 3) определения 1.2.1, а n — раз-
мерность пространства, такие, что каждое ограниченное отображение
f : D\F → Rn с ограниченным искажением имеет непрерывное продол-
жение f : D → Rn, также являющееся отображением с ограниченным
искажением с той же постоянной квазиконформности K, как только
хаусдорфова размерность dimHF замкнутого множества F ⊂ D станет
меньше α.

2.1.7. В заключение упомянем о результатах, связанных с устра-
нением особенностей Q-гомеоморфизмов (см. работы А.А. Игнатьева и
В.И. Рязанова [72, 73], посвященные исследованию в Rn, n ≥ 2, а так-
же работу В.И. Рязанова и Р.Р. Салимова [189], где изучен вопрос об
устранении особенностей Q-гомеоморфизмов на метрических простран-
ствах). Также указанные результаты приведены в [125, главы 6 и 13].

Отметим, что в упомянутых выше исследованиях речь идет об устра-
нении особенностей гомеоморфизмов, но никак не отображений, допус-
кающих точки ветвления. Автором данной монографии аналогичные
результаты получены для отображений, которые предполагаются про-
сто открытыми и дискретными, но могут быть не инъективными. Ос-
новную роль при их доказательстве играет техника поднятий, которая
задействована в главе 1.

Устранение особенностей Q-отображений, как в случае гомомор-
физмов, так и в более общем случае открытых дискретных отображе-
ний, тесно связано с весьма специфическими условиями на функцию
Q. Как показано в дальнейшем, для устранения изолированной особен-
ности кольцевых Q-отображений условия локальной интегрируемости
функции Q может оказаться недостаточно. В связи с этим приходится
вводить в рассмотрение некоторые требования на функцию Q, отлич-
ные от требования Q ∈ Lp

loc (локальной интегрируемости функции Q
в некоторой степени p, большей единицы, также не хватает для дока-
зательства требуемых утверждений). Одним из подобных специфиче-
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ских условий есть свойство функции Q конечного среднего колебания в
некоторой фиксированной точке, которое является обобщением понятия
ограниченного среднего колебания по Ф. Джону и Л. Ниренбергу [78] и
играющего значительную роль в теоремах об устранении особенностей
Q-гомеоморфизмов [123, гл. 7], [124, гл. 4, 5], [125, гл. 5, § 5.4].

2.2. Основная лемма об устранении особенностей кольцевых
Q-отображений

2.2.1. Как известно, модуль семейства кривых Γ, проходящих через
любую фиксированную точку x0 ∈ Rn, равен нулю [281, § 7.9]. Однако,
к сожалению, если отображение f : D\{x0} → Rn не обладает в некото-
ром смысле достаточно хорошими свойствами, то условие M(f(Γ)) = 0
может нарушаться. (Подробнее об этом см. далее). Условие сохранения
модуля нуль при отображении довольно часто является ключом к от-
вету на вопрос, когда отображение f : D \ {x0} → Rn имеет в точке x0

конечный или бесконечный предел. Именно поэтому необходимо изу-
чить вопрос, при каких условиях на функцию Q открытое дискретное
кольцевое Q-отображение f : D \ {x0} → Rn в точке x0 ∈ D обладает
подобным свойством. В следующей лемме (формулировка которой в об-
щем случае несколько громоздкая) изложены некоторые представления
о достаточных условиях, когда импликация M(f(Γ)) = 0 для указанных
семейств кривых Γ имеет место.

Лемма 2.2.1. Пусть x0 ∈ D, f : D \ {x0} → Rn, n ≥ 2, является
кольцевым Q-отображением (не обязательно дискретным или откры-
тым). Предположим, что найдется ε0 < dist (x0, ∂D) и измеримая по
Лебегу функция ψ(t) : (0, ε0) → [0,∞] со следующим свойством. Для
любого ε2 ∈ (0, ε0] найдется ε1 ∈ (0, ε2] такое, что

0 < I(ε, ε2) :=

ε2∫

ε

ψ(t)dt < ∞ (2.2.1)

при всех ε ∈ (0, ε1) и, кроме того, при ε → 0

∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = o (In(ε, ε0)) . (2.2.2)
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Если Γ — семейство всех открытых кривых γ(t) : (0, 1) → D \ {x0}
таких, что γ(tk) → x0 при некоторой последовательности tk → 0, γ(t) 6≡
6≡ x0, то M (f(Γ)) = 0.

В частности, условие (2.2.1) автоматически выполняется, как толь-
ко функция ψ ∈ L1

loc(0, ε0) удовлетворяет условию: ψ(t) > 0 при почти
всех t ∈ (0, ε0).

Доказательство. Не ограничивая общности рассуждений, счита-
ем, что x0 = 0. Отметим, что

Γ >

∞⋃
i=1

Γi , (2.2.3)

где Γi — семейство кривых αi(t) : (0, 1) → Rn таких, что αi(1) ∈ {0 <
< |x| = ri < ε0}, где ri — некоторая последовательность такая, что ri →
→ 0 при i →∞ и αi(tk) → 0 при k →∞ для той же последовательности
tk → 0 при k →∞. Зафиксируем i ≥ 1. По соотношению (2.2.1) леммы
найдется ε1 ∈ (0, ri] такое, что I(ε, ri) > 0 при всех ε ∈ (0, ε1). Отметим,
что при указанных ε > 0 функция

η(t) =

{
ψ(t)/I(ε, ri), t ∈ (ε, ri),

0, t ∈ R \ (ε, ri)

удовлетворяет условию нормировки вида (1.3.3) в кольце A(ε, ri, 0) =
= {x ∈ Rn : ε < |x| < ri} и, следовательно, ввиду соотношения (1.3.2)
(поскольку f является кольцевым Q-отображением в нуле)

M (f (Γ (S(0, ε), S(0, ri), A(ε, ri, 0)))) ≤

≤
∫

A(ε,ri,0)

Q(x) · ηn(|x|) dm(x) ≤ Fi(ε), (2.2.4)

где Fi(ε) =
1

(I(ε, ri))
n

∫
ε<|x|<ε0

Q(x) ψn(|x|) dm(x). Принимая во внимание

(2.2.2), получаем, что Fi(ε) → 0 при ε → 0. Отметим, что при каждом
ε ∈ (0, ε1)

Γi > Γ (S(0, ε), S(0, ri), A(ε, ri, 0)) . (2.2.5)

Таким образом, при каждом фиксированном i = 1, 2, . . . из (2.2.4) и
(2.2.5) получаем

M(f(Γi)) ≤ Fi(ε) → 0 (2.2.6)
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при ε → 0 и каждом фиксированном i ∈ N. Однако левая часть неравен-
ства (2.2.6) не зависит от ε и, следовательно, M(f(Γi)) = 0. Наконец,
из (2.2.3) и свойства полуаддитивности модуля (1.1.6) вытекает, что
M(f(Γ)) = 0. 2

2.2.2. Напомним следующее определение.
Определение 2.2.1. Связный компакт C ⊂ Rn будем называть

континуумом.
Имеет место следующее утверждение [116, лемма 3.11]; [175, гл. III,

лемма 2.6].
Предложение 2.2.1. Предположим, что E — компактное соб-

ственное подмножество Rn такое, что cap E > 0. Тогда для каждого a >
> 0 существует положительное число δ > 0 такое, что cap

(
Rn\E, C

)≥
≥ δ, где C — произвольный континуум в Rn \ E такой, что h(C) ≥ a.

2.2.3. Основным техническим утверждением, позволяющим полу-
чать результаты об устранимых особенностях открытых дискретных
кольцевых Q-отображений в наиболее общей ситуации, является следу-
ющая лемма.

Лемма 2.2.2. Пусть f : Bn\{0} → Rn, n ≥ 2, — открытое дискрет-
ное кольцевое Q-отображение в точке x0 = 0, удовлетворяющее усло-
вию cap

(
Rn \ f (Bn \ {0})) > 0. Предположим, что существует ε0 > 0,

ε0 < 1 и измеримая по Лебегу функция ψ : (0, ε0) → [0,∞] со следую-
щим свойством: для любого ε2 ∈ (0, ε0] найдется ε1 ∈ (0, ε2] такое, что
при всех ε ∈ (0, ε1) выполнено соотношение (2.2.1) и, кроме того, при
ε → 0 ∫

ε<|x|<ε0

Q(x) · ψn(|x|) dm(x) = o (In(ε, ε0)) , (2.2.7)

т.е. соотношение (2.2.2) выполнено при x0 = 0. Тогда f имеет непре-
рывное продолжение f : Bn → Rn в Bn. Непрерывность понимается в
смысле пространства Rn относительно хордальной метрики h.

Доказательство. Не ограничивая общности рассуждений, счи-
таем, что ∞ 6∈ f (Bn \ {0}) . Предположим противное, а именно, что
отображение f не может быть продолжено по непрерывности в точку
x0 = 0. Тогда найдутся две последовательности xj и x ′j, принадлежащие
Bn \ {0} , xj → 0, x ′j → 0, такие, что h

(
f(xj), f(x ′j)

) ≥ a > 0 для всех
j ∈ N. Не ограничивая общности рассуждений, считаем, что xj и x ′j
лежат внутри шара B(0, ε0). Полагаем rj = max

{|xj|, |x ′j|
}
. Соединим

точки xj и x ′j замкнутой кривой, лежащей в B(0, rj)\{0} . Обозначим эту
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кривую символом Cj и рассмотрим конденсатор Ej = (Bn \ {0} , Cj) . В
силу открытости и непрерывности отображения f пара f(Ej) также яв-
ляется конденсатором. Рассмотрим семейства кривых ΓEj

и Γf(Ej) (см.
обозначения предложения 1.4.1). Пусть Γ ∗

j — семейство всех максималь-
ных поднятий семейства кривых Γf(Ej) при отображении f с началом в
Cj, лежащих в Bn \ {0} . Рассуждая так же, как в лемме 1.4.1, имеем
Γ ∗

j ⊂ ΓEj
. Поскольку Γf(Ej) > f(Γ ∗

j ), получаем

M
(
Γf(Ej)

) ≤ M
(
f(Γ∗j)

) ≤ M
(
f(ΓEj

)
)

. (2.2.8)

Семейство ΓEj
может быть разбито на два подсемейства:

ΓEj
= ΓEj1

∪ ΓEj2
, (2.2.9)

где ΓEj1
— семейство всех кривых α(t) : [a, c) → Bn \ {0} с началом в

Cj таких, что найдется tk ∈ [a, c) : α(tk) → 0 при tk → c − 0; ΓEj2
—

семейство всех кривых α(t) : [a, c) → Bn \{0} с началом в Cj таких, что
найдется tk ∈ [a, c) : dist (α(tk), ∂Bn) → 0 при tk → c− 0.

В силу соотношений (2.2.8) и (2.2.9)

M
(
Γf(Ej)

) ≤ M(f(ΓEj1
)) + M(f(ΓEj2

)) . (2.2.10)

Отметим, что M(f(ΓEj1
)) = 0 ввиду леммы 2.2.1. Кроме того, при до-

статочно больших m ∈ N, ΓEj2
> Γ(S(0, rj), S(0, ε0− 1

m
), A(rj, ε0− 1

m
, 0)).

Рассмотрим теперь кольцо Aj = {x ∈ Rn : rj < |x| < ε0− 1

m
} и семейство

функций

ηj(t) =

{
ψ(t)/I(rj, ε0 − 1

m
), t ∈ (rj, ε0 − 1

m
),

0, t ∈ R \ (rj, ε0 − 1
m

)
.

Имеем:
ε0− 1

m∫
rj

ηj(t)dt =
1

I

(
rj, ε0 − 1

m

)
ε0− 1

m∫
rj

ψ(t)dt = 1. Таким образом,

по определению кольцевого Q-отображения в нуле и условию (2.2.10)
получаем

M(f(ΓEj
)) ≤ 1

I(rj, ε0 − 1

m
)
n

∫

rj<|x|<ε0

Q(x) ψn(|x|) dm(x) ,
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откуда, переходя к пределу при m →∞, имеем соотношение

M(f(ΓEj
)) ≤ S(rj) :=

1

I(rj, ε0)
n

∫

rj<|x|<ε0

Q(x) ψn(|x|) dm(x).

В силу условия (2.2.7), S(rj) → 0 при j →∞. Окончательно, по предло-
жению 1.4.1 cap f(Ej) → 0 при j →∞. С другой стороны, по предложе-
нию 2.2.1 cap f(Ej) ≥ δ > 0 для всех j ∈ N. Полученное противоречие
опровергает предположение, что f не имеет предела при x → 0 в Rn. 2

2.3. Функции ограниченного и конечного среднего колебания.
Основные результаты об устранении особенностей

2.3.1. Как видно, соотношения (2.2.1) и (2.2.2) не имеют никакого непо-
средственного отношения к отображениям f, а фактически относятся
только к функции Q, определяющей Q-отображение. При одних функ-
циях Q можно указать функцию ψ, для которой эти соотношения будут
выполнены, при других — нет. В связи с этим попытаемся более подроб-
но изучить конкретные классы функций Q, которые будут удовлетво-
рять условиям такого типа. Отметим также, что приведенные леммы
2.2.1 и 2.2.2 являются в большей или меньшей степени формальными
утверждениями, поскольку на практике ”вручную” подобрать функцию
ψ, удовлетворяющую условиям вида (2.2.1) и (2.2.2) для конкретной за-
данной функции Q может оказаться непросто по вполне понятным при-
чинам. Однако достаточно широкие классы функций Q (принадлеж-
ность к которым устанавливается сравнительно легко) удовлетворяют
указанным соотношениям. Примеры таких классов функций рассмот-
рены далее.

2.3.2. Приведем следующие определения.

Определение 2.3.1. Напомним, что функция ϕ : D → R, ϕ ∈
∈ L1

loc(D), имеет ограниченное среднее колебание в области D, ϕ ∈
∈ BMO, если

‖ϕ‖∗ = sup
B⊂D

1

m(B)

∫

B

|ϕ(x)− ϕB| dm(x) < ∞ , (2.3.1)
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где точная верхняя грань берется по всем шарам B ⊂ D и

ϕB =
1

m(B)

∫

B

ϕ(x) dm(x)

— среднее значение функции ϕ на шаре B [78].

Отметим, что, например, все постоянные функции принадлежат
классу BMO. Кроме того,

L∞(D) ⊂ BMO(D) ⊂ Lp
loc(D) (2.3.2)

[125, § B, следствие B.1].

2.3.3.В определении класса BMO точная верхняя грань берется
по всем шарам B из области D, что делает оценку (2.3.1) равномерной
по всей области. Следующий класс функций, введенный А. Игнатьевым
и В. Рязановым, является более общим, чем класс BMO и позволяет
локализовать это понятие [72], [125, гл. 6, § 6.1].

Определение 2.3.2. Функция ϕ : D → R имеет конечное среднее
колебание в точке x0 ∈ D, ϕ ∈ FMO(x0), если

lim sup
ε→0

1

Ωnεn

∫

B(x0, ε)

|ϕ(x)− ϕε| dm(x) < ∞ , (2.3.3)

где

ϕε =
1

Ωnεn

∫

B(x0, ε)

ϕ(x)dm(x) .

Как известно, Ωnεn = m(B(x0, ε)) и при выполнении условия (2.3.3)
возможна ситуация, когда ϕε → ∞ при ε → 0. Также ϕ : D → R —
функция конечного среднего колебания в области D, обозначаем ϕ ∈
∈FMO(D), или просто ϕ ∈ FMO, если ϕ имеет конечное среднее коле-
бание в каждой точке x0 ∈ D. В частности, если в точке x0 ∈ D выполне-
но соотношение lim sup

ε→0

1
m(B(x0,ε))

∫
B(x0, ε)

|ϕ(x)| dm(x) < ∞, то функция ϕ

имеет конечное среднее колебание в точке x0. Очевидно, BMO ⊂ FMO.
Отметим, что FMO 6= BMOloc [125, гл. 11, § 11.2, с. 210, 211].

2.3.4. Для дальнейшего изложения крайне важным является сле-
дующее утверждение [72, следствие 2.3], [125, гл. 6, лемма 6.1].
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Предложение 2.3.1. Пусть ϕ : D → R, n ≥ 2, — неотрицательная
функция, имеющая конечное среднее колебание в точке 0 ∈ D. Тогда

∫

ε<|x|<ε0

ϕ(x) dm(x)(
|x| log 1

|x|

)n = O

(
log log

1

ε

)

при ε → 0 и для некоторого ε0 > 0, ε0 ≤ dist (0, ∂D) . При этом при
n ≥ 3 ∫

ε<|x|<ε0

ϕ(x) dm(x)(
|x| log 1

|x|

)n < ∞ ,

см. там же.

2.3.5. Теперь можно сформулировать утверждение, из которого
видно, какие именно функции Q удовлетворяют условиям (2.2.1) и (2.2.2)
леммы 2.2.1. Здесь и далее qx0(r) определено соотношением (1.1.25).

Лемма 2.3.1. Пусть Q : D → [0,∞] — измеримая по Лебегу
функция, D ⊂ Rn, n ≥ 2, x0 ∈ D, удовлетворяющая, по крайней мере,
одному из следующих условий:

1) Q ∈ FMO(x0);
2) при некотором C > 0 и r → 0

qx0(r) ≤ C

(
log

1

r

)n−1

;

3) при некотором ε0 = ε(x0) > 0, ε(x0) < dist (x0, ∂D), и произволь-
ных ε ∈ (0, ε0)

ε0∫

ε

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

< ∞ (2.3.4)

и
ε0∫

0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

= ∞ . (2.3.5)

Тогда найдутся ε0 ∈ (0, 1) и функция ψ(t) ≥ 0 такие, что в точке x0

будут выполнены условия (2.2.1) и (2.2.2) леммы 2.2.1.
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Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что
x0 = 0. Заключение леммы 2.3.1 в случае Q ∈ FMO следует из предло-
жения 2.3.1, поскольку в этом случае при некотором ε0 > 0

∫

ε<|x|<ε0

Q(x) · ψn(|x|) dm(x) = O

(
log log

1

ε

)
, (2.3.6)

где ψ(t) := 1
t log 1

t

. Отметим также, что в обозначениях леммы 2.2.1

I(ε, ε0) :=

ε0∫

ε

ψ(t)dt = log
log 1

ε

log 1
ε0

. (2.3.7)

Соотношение (2.2.1) выполняется, поскольку указанная функция ψ всю-
ду положительна при достаточно малом ε0 > 0 и непрерывна на (ε, ε0),
какие бы ни были 0 < ε < ε0 < 1. Таким образом, из соотношения
(2.3.6) вытекает

1

In(ε, ε0)

∫

ε<|x|<ε0

Q(x) · ψn(|x|) dm(x) ≤ C

(
log log

1

ε

)1−n

→ 0

при ε → 0, что завершает рассмотрение случая 1).

Рассмотрим случай 2). Пусть теперь qx0(r) = O

([
log

1

r

]n−1
)

при

r → 0. Зафиксируем ε0 < min { dist (0, ∂D) , 1} и полагаем ψ(t) =

=
1

t log 1
t

. Используя теорему Фубини и переходя от интеграла по обла-

сти к повторному интегралу по сфере и отрезку, отметим
∫

ε<|x|<ε0

Q(x) · ψn(|x|) dm(x) =

∫

ε<|x|<ε0

Q(x)dm(x)(
|x| log 1

|x|

)n =

=

ε0∫

ε




∫

|x|= r

Q(x)(
|x| log 1

|x|

)n dA


 dr ≤

≤ Cωn−1

ε0∫

ε

dr

r log 1
r

= Cωn−1 log
log 1

ε

log 1
ε0

≤ Cωn−1 · I(ε, ε0) , (2.3.8)
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где I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε

ψ(t) dt → ∞ при ε → 0. Отсюда снова вытекает, что

1

In(ε, ε0)

∫
ε<|x|<ε0

Q(x)·ψn(|x|) dm(x) → 0 при ε → 0. Как приведено выше,

соотношение (2.2.1) также выполняется, поскольку указанная функция
ψ всюду положительна при достаточно малом ε0 > 0 и непрерывна на
(ε, ε0), какие бы ни были 0 < ε < ε0 < 1. Таким образом, утверждение
леммы в случае 2) также доказано.

Осталось рассмотреть случай 3). При каждом фиксированном ε <

< ε0, ε > 0, рассмотрим функцию I(ε, ε0) =
ε0∫
ε

ψ(t)dt, где

ψ(t) =

{
1/(tq

1
n−1

0 (t)) , t ∈ (ε, ε0) ,
0 , t /∈ (ε, ε0) ,

q0(r) = qx0(r), x0 := 0. (Здесь, как обычно, полагаем a/∞ = 0 при
a 6= ∞, a/0 = ∞ при a > 0 и 0 · ∞ = 0 [203, гл. I, § 3, с. 18]). Отметим,
что I(ε, ε0) < ∞ при всех ε ∈ (0, ε0) ввиду условия (2.3.4). Кроме того,
из (2.3.5), вытекает, что какое бы ни было достаточно малое число ε2,
всегда I(ε, ε2) > 0 при каждом ε ∈ (0, ε1) и некотором ε1 ∈ (0, ε2).
Кроме того, ψ удовлетворяет соотношению (2.2.2), поскольку прямое
вычисление (при помощи теоремы Фубини) показывает

∫

ε<|x|<ε0

Q(x) · ψn(|x|) dm(x) =

ε0∫

ε

∫

S(x0,r)

Q(x) · ψn(|x|) dSdr =

=

ε0∫

ε

ωn−1r
n−1q0(r)ψ

n(r)dr = ωn−1 ·
ε0∫

ε

dt

tq
1

n−1

0 (t)
, (2.3.9)

причем
ε0∫
ε

dt

tq
1

n−1
0 (t)

= o (In(ε, ε0)) ввиду (2.3.5). Лемма 2.3.1 полностью до-

казана. 2

2.3.6. Напомним некоторые определения.
Определение 2.3.3. Точка x0 ∈ D называется устранимой для

отображения f : D \ {x0} → Rn, если существует конечный предел
lim

x→x0

f(x). Если f(x) →∞ при x → x0, то точка x0 называется полюсом.
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Точка x0 ∈ D называется существенно особой точкой отображения
f : D \ {x0} → Rn, если при x → x0 нет ни конечного, ни бесконечного
предела.

Основные результаты настоящего параграфа заключаются в следу-
ющем.

Теорема 2.3.1. Пусть x0 ∈ D, f : D \ {x0} → Rn — откры-
тое дискретное кольцевое Q-отображение в точке x0, удовлетворяющее
условию cap

(
Rn \ f (D \ {x0})

)
> 0. Предположим, что измеримая по

Лебегу функция Q : D → [0,∞] удовлетворяет по крайней мере одному
из следующих условий:

1) Q ∈ FMO(x0) ;
2) при некотором C > 0 и r → 0

qx0(r) ≤ C

(
log

1

r

)n−1

; (2.3.10)

3) при некотором ε0 = ε(x0) > 0, ε(x0) < dist (x0, ∂D), и произ-
вольных ε ∈ (0, ε0) выполнены условия (2.3.4), (2.3.5). В таком случае
f имеет непрерывное продолжение f : D → Rn, иными словами, точка
x0 является либо устранимой особой точкой, либо полюсом отображе-
ния f.

Доказательство теоремы 2.3.1 непосредственно вытекает из лемм
2.2.2 и 2.3.1. 2

Из теоремы 2.3.1 непосредственно вытекают следующие следствия.

Следствие 2.3.1. В частности, если
∫

|x−x0|<ε

Q(x) dm(x) = O(εn) (2.3.11)

при ε → 0, то f также имеет непрерывное продолжение в D.

Следствие 2.3.2. Утверждение теоремы 2.3.1 имеет место, как
только Q ∈ BMO(D).

2.3.7. Отметим, что все постоянные функции Q(x) ≡ const удовле-
творяют каждому из условий 1)—3) леммы 2.3.1, так что из приведен-
ных выше утверждений вытекают соответствующие известные резуль-
таты для отображений с ограниченным искажением [116], [175, гл. III,
§ 2].
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2.4. Аналоги теорем Сохоцкого—Вейерштрасса и Лиувилля

2.4.1. Из теоремы 2.3.1 непосредственно вытекают следующие утвер-
ждения.

Теорема 2.4.1. Пусть x0 ∈ D, f : D \ {x0} → Rn — открытое дис-
кретное кольцевое Q-отображение в точке x0 = 0, а функция Q(x) имеет
конечное среднее колебание в точке x0, либо удовлетворяет хотя бы од-
ному из условий: (2.3.4), (2.3.5) или (2.3.10). Если x0 — существенная
особая точка отображения f, то

cap
(
Rn \ f (U \ {x0})

)
= 0

для любой окрестности U точки x0.
Теорема 2.4.2. Пусть x0 ∈ D, f : D \ {x0} → Rn — открытое

дискретное кольцевое Q-отображение в точке x0 = 0, а функция Q(x)
имеет конечное среднее колебание в точке x0, либо удовлетворяет хотя
бы одному из условий: (2.3.4), (2.3.5) или (2.3.10). Тогда точка x0 явля-
ется устранимой для отображения f в том и только том случае, когда
отображение f ограничено в некоторой окрестности U точки x0.

Доказательство. Предположим, что точка x0 устранима, т.е. су-
ществует предел lim

x→x0

f(x) = A < ∞. Тогда |f(x)| ≤ |A|+1 в достаточно
малой окрестности U точки x0. Обратно, пусть существует окрестность
U точки x0 такая, что |f(x)| ≤ M для некоторого M ∈ (0, ∞) и всех
x ∈ U \ {x0} . Тогда cap

(
Rn \ f (U \ {x0})

)
> 0 и необходимое заклю-

чение следует из теоремы 2.3.1. 2

Теорема 2.4.3. Пусть x0∈D, f :D\{x0}→Rn — открытое дискрет-
ное кольцевое Q-отображение в точке x0 = 0, а функция Q(x) имеет ко-
нечное среднее колебание в точке x0, либо удовлетворяет хотя бы одно-
му из условий: (2.3.4), (2.3.5) или (2.3.10). Если cap

(
Rn \f (U \ {x0})

)
>

> 0 для некоторой окрестности U точки x0, то f может быть непре-
рывным образом продолжено до открытого дискретного кольцевого Q-
отображения f : D → Rn.

Доказательство. Действительно, f продолжается до непрерыв-
ного отображения f : D → Rn в силу теоремы 2.3.1. Не ограничивая
общности, можно считать, что f(x0) 6= ∞ и что f(x) 6= ∞ для всех
x ∈ D. Покажем вначале, что отображение f сохраняет ориентацию в
области D и что f является нульмерным, т.е. что любая компонента
связности множества f −1(y) вырождается в точку для всякого y ∈ Rn

(см. определение 1.1.4).
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Известно, что дискретные открытые отображения в Rn, n ≥ 2, ли-
бо сохраняют ориентацию, либо антисохраняют [175, гл. I, § 4]. Пусть f
для определенности сохраняет ориентацию. Обозначим, как обычно, че-
рез Bf (D \ {x0}) множество точек ветвления отображения f в области
D \ {x0}, а через Bf (D) — множество точек ветвления отображения f в
области D. Если x0 — точка локальной гомеоморфности отображения f,
то доказывать нечего. Пусть точка x0 ∈ Bf (D). По теореме Чернавского
dim Bf (D \ {x0}) = dim f (Bf (D \ {x0})) ≤ n−2 [175, гл. I, теорема 4.6],
где dim обозначает топологическую размерность множества [70]. Тогда
получим

dim f (Bf (D)) ≤ n− 2 , (2.4.1)

так как f (Bf (D)) = f (Bf (D \ {x0}))
⋃ {f(x0)} , множество {f(x0)}

замкнуто и топологическая размерность каждого из множеств
f (Bf (D \ {x0})) и {f(x0)} не превышает n − 2 [70, гл. III, § 3, след-
ствие 1]. Пусть G — область в D такая, что G ⊂ D и пусть y ∈
∈ f(G) \ f(∂G). Тогда в силу (2.4.1) найдется точка y0 /∈ f (Bf (D)) ,

принадлежащая той же компоненте связности множества Rn \ f(∂G),
что и y. В силу того, что топологический индекс есть величина посто-
янная на каждой связной компоненте множества Rn \ f(∂G) [168, гл. I,
§ 2], имеем

µ(y, f, G) = µ(y0, f, G) =
∑

x∈G∩{f −1(y0)}
i(x, f) > 0 .

Таким образом, отображение f сохраняет ориентацию в D. Наконец,
для любого y ∈ f(D) в силу дискретности отображения f в области D
множество {f −1(y)} не более чем счетно и поэтому dim {f −1(y)} = 0.
Следовательно, согласно [273, с. 333] отображение f открыто и дискрет-
но, что и требовалось доказать. 2

2.4.2. Следующая теорема хорошо известна из общего курса ком-
плексного анализа для аналитических функций. Удивителен тот факт,
что аналогичное утверждение имеет место и для произвольных откры-
тых дискретных кольцевых Q-отображений.

Теорема 2.4.4. (Аналог теоремы Сохоцкого—Вейерштрасса). Пусть
x0 ∈ D, f : D \ {x0} → Rn — открытое дискретное кольцевое Q-отобра-
жение в точке x0, а функция Q(x) имеет конечное среднее колебание в
точке x0, либо удовлетворяет хотя бы одному из условий: (2.3.4), (2.3.5)
или (2.3.10). Если x0 — существенно особая точка отображения f, то
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для любого a ∈ Rn найдется последовательность xk → x0 при k → ∞
такая, что f(xk) → a при k →∞.

Доказательство. Допустим, что заключение теоремы неверно для
некоторого a ∈ Rn. Тогда существуют окрестность U точки x0 и ε0 > 0
такие, что

h (f(x), a) ≥ ε0 ∀ x ∈ U \ {x0}
и по неравенству треугольника d0 = h (B ∗ (a, ε0/2) , f (U \ {x0}))≥ε0/2,
где B ∗(a, ε0/2) = {x ∈ Rn : h(x, a) < ε0/2} — сферический шар с цен-
тром в точке a и радиуса ε0/2. Следовательно, cap

(
Rn \f (U \{x0})

)
>

> 0. Отсюда согласно теореме 2.3.1 следует существование предела (ко-
нечного или бесконечного) отображения f в точке x0, что противоречит
первоначальному предположению. 2

2.4.3. Таким образом, показано, что открытые дискретные коль-
цевые Q-отображения, имеющие существенно особую точку, достигают
в пределе любое значение в Rn, как только функция Q удовлетворяет
некоторым специальным условиям. Ниже мы значительно усилим полу-
ченный результат, т.е. покажем, что указанные отображения не только
достигают в пределе, но и принимают в произвольной окрестности су-
щественно особой точки любое значение в Rn, кроме, может быть, зна-
чения некоторого множества типа Fσ, имеющего емкость нуль. Имеет
место следующее утверждение.

Теорема 2.4.5. (Усиленный вариант аналога теоремы Сохоцкого—
Вейерштрасса). Пусть x0 ∈ D, f : D \ {x0} → Rn — открытое дискрет-
ное кольцевое Q-отображение в точке x0, а функция Q(x) имеет конеч-
ное среднее колебание в точке x0, либо удовлетворяет хотя бы одному
из условий: (2.3.4)—(2.3.5) или (2.3.10). Если x0 — существенно особая
точка отображения f, то существует множество C ⊂ Rn типа Fσ в Rn

емкости нуль такое, что

N (y, f, U \ {x0}) = ∞

для любой окрестности U точки x0 и для всех y ∈ Rn \ C.
Доказательство. Пусть U — произвольная окрестность точки x0.

Не ограничивая общности рассуждений, можно считать, что x0 = 0 и
U = Bn. Рассмотрим множества Vk = B(0, 1/k) \ {0} , k = 1, 2, . . . .
Полагаем

C =
∞⋃

k=1

Rn \ f(Vk) . (2.4.2)
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Согласно теореме 2.3.1 каждое из множеств Bk := Rn \ f(Vk) в объеди-
нении правой части соотношения (2.4.2) имеет емкость нуль. Тогда C
также имеет емкость нуль [46, гл. III, § 1.3, следствие в п. 3]. Фиксируем
y ∈ Rn \ C. Тогда

y ∈
∞⋂

k=1

f(Vk) . (2.4.3)

Из (2.4.3) вытекает существование последовательности {xi}∞i=1 такой,
что xi→0 при i→∞ и f(xi)=y, i=1, 2, . . . . Теорема 2.4.5 доказана. 2

2.4.4. Следующие рассматриваемые вопросы связаны с поведением
Q-отображений на бесконечности. Для этой цели сделаем необходимые
замечания.

Пусть теперь D — область в Rn, n ≥ 2, содержащая внешность
некоторого шара B(0, r0), r0 > 0. Функция ϕ : D → R имеет конечное

среднее колебание в точке ∞, если функция ϕ∗(x) = ϕ

(
x

|x|2
)

имеет

конечное среднее колебание в точке 0. Отметим, что

|J(x, ψ)| = (1/|x|)2n

(это может быть доказано, например, на основании предложения 1.1.1
и соотношений в (1.1.13)). Согласно приведенному выше, используя за-
мену переменной в интеграле, переформулируем определение конечно-
го среднего колебания в точке ∞. Функция ϕ : D → R имеет конечное
среднее колебание в точке ∞, ϕ ∈ FMO(∞), если при R →∞

∫

|x|> R

|ϕ(x)− ϕR| dm(x)

|x|2n
= O

(
1

Rn

)
,

где ϕR =
Rn

Ωn

· ∫
|x|> R

ϕ(x)
dm(x)

|x|2n
. Аналогично, для бесконечности

можно переформулировать условия вида (2.3.4), (2.3.5) и (2.3.10) соот-
ветственно:

ε∫

ε0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

< ∞ , (2.4.4)

∞∫

ε0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

= ∞ (2.4.5)
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и
q0(R) = O

(
[log R]n−1) . (2.4.6)

Отображение f : Rn → Rn есть кольцевое Q-отображение в точке

x0 = ∞, если отображение f̃ = f

(
x

|x|2
)

является кольцевым Q ′-отоб-

ражением в точке x0 = 0, где Q ′ = Q

(
x

|x|2
)

. Иначе, отображение f :

Rn → Rn будем называть кольцевым Q-отображением в точке x0 = ∞,
если соотношение

M (f (Γ (S(0, R1), S(0, R2), A))) ≤
∫

A

Q(y) · ηn (|y|) dm(y)

выполнено в кольце A = A(R1, R2, 0) = {R1 < |y| < R2} для произволь-
ных 0 < R1 < R2 < ∞ и произвольной неотрицательной измеримой

функции η : (R1, R2) → [0,∞] такой, что
R2∫
R1

η(r)dr ≥ 1.

2.4.5. Теперь на основании теоремы 2.3.1 получаем следующее утвер-
ждение.

Теорема 2.4.6. (Аналог теоремы Лиувилля). Пусть f : Rn → Rn —
открытое дискретное кольцевое Q-отображение в точке x0 = ∞, функ-
ция Q(x) имеет конечное среднее колебание в точке ∞, либо удовле-
творяет хотя бы одному из условий: (2.4.4), (2.4.5) либо (2.4.6). Тогда
cap

(
Rn \ f (Rn)

)
= 0. В частности, f не может отображать все Rn на

ограниченную область (рис. 7).

Рис. 7. Аналог теоремы Лиувилля для кольцевых Q-отображений
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Доказательство. Предположим противное, т.е. cap
(
Rn \ f (Rn)

)
>

> 0. Тогда в силу теоремы 2.4.3 отображение f продолжается по непре-
рывности до открытого дискретного отображения f : Rn → Rn. В та-
ком случае множество f

(
Rn

)
одновременно открыто и замкнуто в Rn,

откуда следует, что f(Rn) = Rn. Однако, последнее противоречит сде-
ланному предположению, что cap

(
Rn \ f (Rn)

)
> 0. 2

2.5. Включение плоских W 1,1
loc -гомеоморфизмов с конечным

искажением в класс кольцевых Q-отображений

2.5.1.В настоящем параграфе рассмотрена важнейшая для дальней-
шего изложения, а также приложений, связь. Показано, что гомеомор-
физмы класса W 1,1

loc с конечным искажением вложены в класс кольце-
вых Q-отображений при Q, равной максимальной дилатации Kµ(z) (см.
(1.9.7)). Данное утверждение справедливо даже без дополнительного
предположения о регулярности указанных гомеоморфизмов, т.е. без до-
полнительного требования, что J(f, z) 6= 0 почти всюду. Однако условие
принадлежности отображения f классу отображений с конечным иска-
жением, по-видимому, является существенным (см. определение 1.7.2).

2.5.2. Чтобы сформулировать и доказать основные результаты па-
раграфа, нам понадобится вспомогательная техника и определения.

Прежде всего, по аналогии с семействами кривых введем в рассмот-
рение понятие допустимой функции и модуля семейств поверхностей.

Определение 2.5.1. Пусть Γ — семейство k-мерных поверхностей
S. Борелевская функция ρ : Rn → [0,∞] называется допустимой для
семейства Γ, ρ ∈ adm Γ, если

∫

S

ρk dA ≥ 1 (2.5.1)

для каждой поверхности S ∈ Γ. Модулем Γ называется величина

M(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫

Rn

ρn(x) dm(x) .

Как и в случае семейств кривых, модуль M, определенный соотношени-
ем (2.5.1), является внешней мерой, заданной на пространстве k-мерных
поверхностей (см. п. 1.1.3).
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Определение 2.5.2. Некоторое свойство выполнено для почти
всех поверхностей области D, если оно имеет место для всех поверх-
ностей, лежащих в D, кроме, быть может, некоторого их подсемейства,
модуль которого равен нулю. В частности, некоторое свойство выпол-
нено для почти всех кривых области D, если оно имеет место для всех
кривых, лежащих в D, кроме, быть может, некоторого их подсемейства,
модуль которого равен нулю.

Определение 2.5.3. Измеримая по Лебегу функция ρ : Rn →
→ [0,∞] является обобщенно допустимой для семейства поверхностей
Γ, ρ ∈ ext adm Γ, если соотношение (1.1.4) выполнено для почти всех
кривых γ ∈ Γ.

Определение 2.5.4. Обобщенным модулем M(Γ) семейства Γ на-
зывается величина

M(Γ) = inf
ρ∈ext adm Γ

∫

Rn

ρn(x) dm(x) .

Очевидно, что
M(Γ) = M(Γ) .

Некоторые понятия, такие, как выполнение некого свойства для
”почти всех кривых” и ”почти всех поверхностей”, в различных ис-
точниках могут иметь разный смысл. Например, при рассмотрении по-
нятия ACL мы имели ввиду это свойство относительно меры проекции
некоторого семейства отрезков на соответствующую гиперплоскость (см.
определение 1.1.14). В то же время, при изучении многих вопросов удоб-
но использовать выражение ”почти всех” именно в смысле определе-
ния 2.5.2. Следующее утверждение вносит некоторую ясность относи-
тельно связи между различными интерпретациями указанного слово-
сочетания. Это утверждение можно доказать полностью по аналогии
с [125, лемма 9.1].

Лемма 2.5.1. Пусть x0 ∈ D. Если некоторое свойство P имеет
место для почти всех сфер D(x0, r) := S(x0, r) ∩ D, где ”почти всех”
понимается в смысле модуля семейств поверхностей (см. определение
2.5.2), то P также имеет место для почти всех сфер D(x0, r) по отноше-
нию к параметру r ∈ R. Обратно, пусть P имеет место для почти всех r
и всех соответствующих этим r множеств D(x0, r), r ∈ R, тогда P так-
же выполняется для почти всех поверхностей D(x0, r) := S(x0, r) ∩D в
смысле определения 2.5.2.
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Доказательство. Необходимость. Пусть некоторое свойство P
имеет место для почти всех сфер D(x0, r) := S(x0, r) ∩ D, где ”почти
всех” понимается в смысле модуля семейств поверхностей (см. опреде-
ление 2.5.2). Покажем, что P также имеет место для почти всех сфер
D(x0, r) по отношению к параметру r ∈ R.

Достаточно рассмотреть случай, когда область D ограничена. Пред-
положим, что заключение леммы не является верным. Тогда найдется
семейство Γ сфер D(x0, r), для которого свойство P выполнено в смыс-
ле почти всех поверхностей относительно модуля, однако нарушается
для некоторого множества индексов r ∈ R положительной меры.

Ввиду регулярности меры Лебега m1 найдется борелевское множе-
ство B ⊂ R такое, что m1(B) > 0 и свойство P нарушается для почти
всех r ∈ B. Пусть ρ : Rn → [0,∞] — допустимая функция для семей-
ства Γ. Учитывая, что B — борелево, можно считать, что ρ ≡ 0 вне
E = {x ∈ D : ∃ r ∈ B : |x− x0| = r}. По неравенству Гельдера

∫

E

ρn−1(x) dm(x) ≤



∫

E

ρn(x) dm(x)




n−1
n




∫

E

dm(x)




1
n

и, следовательно, ввиду теоремы Фубини [203, гл. III, теорема 8.1]

∫

Rn

ρn(x) dm(x) ≥

(∫
E

ρn−1(x) dm(x)

) n
n−1

(∫
E

dm(x)

) 1
n−1

≥ (m1(B))
n

n−1

c

для некоторого c > 0, т.е. M(Γ) > 0, что противоречит предположению
леммы. Первая часть леммы 2.5.1 доказана.

Достаточность. Пусть P имеет место для почти всех r и всех
соответствующих этим r сфер D(x0, r), r ∈ R. Покажем, что P также
выполняется для почти всех поверхностей D(x0, r) := S(x0, r) ∩ D в
смысле определения 2.5.2.

Обозначим через Γ0 семейство всех пересечений Dr := D(x0, r) сфер
S(x0, r) с областью D, для которых P не имеет места. Пусть R обозна-
чает множество всех r ∈ R таких, что Dr ∈ Γ0. Если m1(R) = 0, то по
теореме Фубини мы получаем, что m(E) = 0, где E = {x ∈ D : |x−x0| =
= r ∈ R}. Отметим, что функция ρ1 : Rn → [0,∞], определенная симво-
лом∞ при x ∈ E и доопределенная нулем в остальных точках, является
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обобщенно допустимой для Γ0. Таким образом, M(Γ0) ≤
∫
E

ρn
1dm(x) =

= 0, следовательно, M(Γ0) = 0. Лемма 2.5.1 полностью доказана.
2.5.3. Для того, чтобы получить интересующее нас утверждение

о связи некоторого подкласса W 1,1
loc -гомеоморфизмов с кольцевыми Q-

отображениями, укажем вначале на его отношение к так называемым
нижним Q-гомеоморфизмам. (Возможно, что это не единственный спо-
соб рассмотрения вопроса о данной связи, а лишь выбранная нами так-
тика рассуждений).

Вкратце, отображение является нижним Q-отображением, если мо-
дуль отображенных семейств кривых при нем имеет некоторую оценку
снизу (иначе, несколько похожее на (1.3.2) неравенство выполнено в
обратную сторону).

Следующее определение мотивировано кольцевым определением ква-
зиконформности по Герингу в [31], [125, глава 9]. Пусть D и D ′ — за-
данные области в C = C∪{∞}, n ≥ 2, z0 ∈ D\{∞}, и Q : D → (0,∞) —
измеримая по Лебегу функция. Будем считать, что f : D → D ′ — ниж-
нее Q-отображение в точке z0, как только

M(f(Σε)) ≥ inf
ρ∈ext adm Σε

∫

D∩Rε

ρ2(z)

Q(z)
dm(z)

для каждого кольца A(ε, ε, z0), ε0 ∈ (0, d0), d0 = sup
z∈D

|z − z0|, где Σε

обозначает семейство всех пересечений окружностей

S(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| = r} , r ∈ (ε, ε0) ,

с областью D.

Имеет место следующее утверждение [125, теорема 9.2].
Предложение 2.5.1. Пусть D, D ′ ⊂ C, z0 ∈ D \ {∞} и Q : D →

→ (0,∞) — измеримая по Лебегу функция. Гомеоморфизм f : D → D ′

является нижним Q-гомеоморфизмом в точке z0 тогда и только тогда,
когда

M(f(Σε)) ≥
ε0∫

ε

dr

||Q||1(r) ∀ ε ∈ (0, ε0) , ε0 ∈ (0, d0) ,

где

‖Q‖1(r) =

∫

D(z0,r)

Q(z) dA
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— L1-норма функции Q над окружностью D(z0, r) = {z ∈ D : |z − z0| =
= r} = D ∩ S(z0, r).

Напомним еще одно определение.
Определение 2.5.5. Отображение ϕ : X → Y между метри-

ческими пространствами X и Y называется липшицевым, если
dist (ϕ(x1), ϕ(x2)) ≤ M · dist (x1, x2) при некоторой постоянной M < ∞
и всех x1, x2 ∈ X. Отображение ϕ : X → Y называется билипшице-
вым, если, во-первых, оно является липшицевым, во-вторых,
M ∗·dist (x1, x2) ≤ dist (ϕ(x1), ϕ(x2)) при некоторой постоянной M ∗ > 0
и всех x1, x2 ∈ X. Далее X := D — область в Rn, Y := Rn и dist (x1, x2) :=
= |x1 − x2|.

Укажем теперь на связь гомеоморфизмов конечного искажения клас-
са Соболева с нижними Q-гомеоморфизмами.

Теорема 2.5.1. Каждый гомеоморфизм f : D → C конечного ис-
кажения класса W 1,1

loc является нижним Q-отображением в произволь-
ной точке z0 ∈ D при Q(z) = Kµ(z), где Kµ(z) определено соотношением
(1.9.7).

Доказательство. Отметим, что f дифференцируемо почти всю-
ду [108, гл. III, § 3, теорема 3.1]. Пусть B — борелево множество всех
точек z ∈ D, где f имеет полный дифференциал f ′(z) и J(z, f) 6= 0.
Множество B может быть представлено в виде не более, чем счетного
объединения борелевских множеств Bl, l = 1, 2, . . . , таких, что fl = f |Bl

являются билипшицевыми гомеоморфизмами [28, п. 3.2.2, 3.1.4 и 3.1.8].
Без ограничения общности можно считать, что множества Bl попарно
не пересекаются. Обозначим также символом B∗ множество всех точек
z ∈ D, где f имеет полный дифференциал, однако, f ′(z) = 0.

Поскольку f — конечного искажения (см. определение 1.7.2), f ′(z) =
= 0 для почти всех точек z, где J(z, f) = 0. Таким образом, согласно по-
строению и учитывая приведенное, множество B0 := D\(B

⋃
B∗) имеет

нулевую меру Лебега. Следовательно, по [122, теорема 9.1]H 1(B0∩Sr) =
= 0 для почти всех окружностей Sr := S(z0, r) с центром в точке z0 ∈ D,
где H 1 — как обычно, линейная мера Хаусдорфа, а ”почти всех” следу-
ет понимать в смысле модуля семейств кривых. По лемме 2.5.1 также
H 1(B0 ∩ Sr) = 0 для почти всех r ∈ R.

Рассмотрим разбиение множества D∗ := B(z0, ε0)∩D\{z0}, 0 < ε0 <
< d0 = sup

z∈D
|z − z0|, на счетное число сферических сегментов Ak, k =

= 1, 2, . . . . Пусть ϕk — вспомогательная квазиизометрия, отображаю-
щая Ak на прямоугольник Ãk такой, что дуги окружностей отобража-
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ются на отрезки прямых. (Например, можно взять в качестве ϕk(ω) =
= log(ω − z0), ω ∈ Ak). Рассмотрим семейство отображений gk = f ◦ϕ−1

k ,

gk : Ãk → C. Отметим, что gk ∈ W 1,1
loc [129, § 1.1.7], откуда, в частности,

gk ∈ ACL (см. предложение 1.1.2). Поскольку абсолютная непрерыв-
ность на фиксированном отрезке влечет N -свойство относительно ли-
нейной меры Лебега [28, п. 2.10.13], то имеем H 1(f(B0∩Ak ∩Sr)) = 0 и,
значит, ввиду полуаддитивности меры Хаусдорфа H 1(f(B0 ∩ Sr)) = 0
для почти всех r ∈ R.

Далее, покажем, что H 1(f(B∗ ∩ Sr)) = 0 для почти всех r ∈ R.
Действительно, пусть ϕk, gk и Ak такие, как определено выше, Ak =
= {z ∈ C : z = reiϕ, r ∈ (rk−1, rk), ϕ ∈ (ψk−1, ψk)}, и пусть Sk(r) — часть
сферы S(z0, r), принадлежащая сферическому сегменту Ak, т.е. Sk(r) =
= {z ∈ C : z = reiϕ, ϕ ∈ (ψk−1, ψk)}. По построению ϕk отображает Sk(r)
на сегмент I(k, r) = {z ∈ C : z = log r + it, t ∈ (ψk−1, ψk). Применяя [28,
теорема 3.2.5], получаем

H 1(gk(ϕk(B∗ ∩ Sk(r)))) =

∫

ϕk(B∗∩Sk(r))

|g ′k(r + te)|dt = 0

для почти всех r ∈ (rk−1, rk). Следовательно, H 1(gk(ϕk(B∗ ∩ Sk(r)))) =
= 0 для почти всех r ∈ (rk−1, rk). Из приведенного выше следует, что
H 1(f(B∗ ∩ Sk(r))) = 0 для почти всех r ∈ (rk−1, rk). Ввиду полуадди-
тивности хаусдорфовой меры H 1(f(B∗ ∩ Sr)) = 0 для почти всех r ∈ R,
что и требовалось установить.

Пусть Γ — семейство всех пересечений окружностей Sr, r ∈ (ε, ε0),
ε0 < d0 = sup

z∈D
|z−z0|, с областью D. Для заданной допустимой функции

ρ∗ ∈ adm f(Γ), ρ∗ ≡ 0 вне f(D), полагаем ρ ≡ 0 вне D и на B0, и

ρ(z) : = ρ∗(f(z))‖f ′(z)‖ for z ∈ D \B0 .

Для фиксированного множества S ∗
r ∈ f(Γ), D ∗

r = f(Sr ∩D), отметим

D ∗
r =

∞⋃
i=0

f(Sr ∩Bi)
⋃

f(Sr ∩B∗) ,

и, следовательно, для почти всех r ∈ (0, ε0)

1 ≤
∫

S ∗r

ρ∗(y)dA∗ =
∞∑
i=0

∫

f(Sr∩Bi)

ρ∗(y)dH1y+ (2.5.2)
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+

∫

f(Sr∩B∗)

ρ∗(y)dH 1y .

Учитывая доказанное выше, из (2.5.2) получаем

1 ≤
∫

S ∗r

ρ∗(y)dA∗ =
∞∑
i=1

∫

f(Sr∩Bi)

ρ∗(y)dH 1y (2.5.3)

для r ∈ (0, ε0). Покусочно на Bi, i = 1, 2, . . ., согласно [28, п. 1.7.6 и
теорема 3.2.5] получаем

∫

Bi∩Sr

ρ dA =

∫

Bi∩Sr

ρ∗(f(z))‖f ′(z)‖ dA =

=

∫

Bi∩Sr

ρ∗(f(z)) · ‖f
′(z)‖

dA∗
dA

· dA∗
dA dA ≥

≥
∫

Bi∩Sr

ρ∗(f(z)) · dA∗
dA dA =

∫

f(Bi∩Sr)

ρ∗ dA∗ (2.5.4)

для почти всех r ∈ (0, ε0). Из (2.5.3) и (2.5.4) следует, что ρ ∈ ext adm Γ.
Используя замену переменных на каждом Bl, l = 1, 2, . . . [28, тео-

рема 3.2.5], а также свойство счетной аддитивности интеграла Лебега,
получаем оценку

∫

D

ρ(z)

Kµ(z)
dm(z) ≤

∫

f(D)

ρ∗(y) dm(y) ,

что и завершает доказательство. 2

Дальнейшее изложение основано на взаимосвязи между кольцевы-
ми Q-отображениями и нижними Q-отображениями. Рассмотрим сле-
дующее определение.

Определение 2.5.6. Пусть G — открытое, ограниченное и связное
множество в Rn и C0, C1 — непересекающиеся компактные множества в
замыкании G. Полагаем R = G \ (C0 ∪ C1) и R ∗ = R ∪ C0 ∪ C1.

Множество σ ⊂ Rn разделяет множества C0 и C1 в R ∗, если σ∩R
замкнуто в R и найдутся непересекающиеся множества A и B, явля-
ющиеся открытыми в R ∗ \ σ, такие, что R ∗ \ σ = A ∪ B, C0 ⊂ A и
C1 ⊂ B.
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Справедлив следующий результат.
Теорема 2.5.2. Пусть D и D ′ — области в C, z0 ∈ D \ {∞}, и

Q : D → [0,∞] — измеримая по Лебегу функция. Предположим, что
f : D \ {z0} → D ′ — нижний Q-гомеоморфизм в точке z0, Q ∈ L1

loc(D),
тогда f также является кольцевым Q-гомеоморфизмом в этой же точке.

Доказательство. Пусть Σε — семейство всех окружностей S(z0, r),
где r ∈ (ε, ε0) и ε0 ∈ (0, d0). По [297, теорема 3.13] и предложению 2.5.1
получаем

M (Γ (f(Sε), f(Sε0), f(D))) ≤ 1

M (f(Σε))
≤ 2π

ε0∫
ε

dr
rqz0 (r)

, (2.5.5)

поскольку f(Σε) ⊂ Σ (f(Sε), f(Sε0)) , где Σ (f(Sε), f(Sε0)) обозначает се-
мейство всех замкнутых кривых в f(D), разделяющих f(Sε) и f(Sε0).
Однако из (2.5.5) и предложения 1.3.1 немедленно следует необходимое
заключение. 2

Из теорем 2.5.1 и 2.5.2 вытекает следующее важнейшее
Следствие 2.5.1. Каждый гомеоморфизм f : D → C конечного

искажения класса W 1,1
loc , для которого Kµ(z) ∈ L1

loc, является кольце-
вым Q-гомеоморфизмом в произвольной внутренней точке области D,
а также в изолированной точке границы D при Q := Kµ(z).

2.6. Аналог теоремы Пикара для Q-отображений

2.6.1.К сожалению, в пространстве произвольной размерности n ≥ 2
доказать более сильную, чем теоремы 2.4.4, 2.4.5, и общеизвестную из
курса комплексного анализа теорему Пикара не удается. Однако на
плоскости справедливость указанной теоремы все же установлена. Это
удалось сделать благодаря так называемой факторизации Стоилова:
произвольное открытое дискретное отображение f может быть пред-
ставлено в виде композиции f = ϕ◦g, где g — некоторый гомеоморфизм,
а ϕ — некоторая аналитическая функция. При n > 2 подобный резуль-
тат отсутствует, поэтому установить справедливость теоремы Пикара в
пространствах больших размерностей мы не можем.

Пусть n = 2 и ∆ = {z ∈ C : |z| < 1} . Имеет место следующее утвер-
ждение.

Теорема 2.6.1. (Аналог теоремы Пикара для Q-отображений).
Пусть f : ∆ \ {0} → C — открытое дискретное Q-отображение, Q ∈ ∈
L1

loc(∆\{0}), которое не принимает, по крайней мере, три значения в C.
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Если Q(z) имеет конечное среднее колебание в нуле, либо удовлетворяет
хотя бы одному из условий: (2.3.4), (2.3.5) либо (2.3.10) в точке z0 = 0,
то отображение f может быть непрерывным образом продолжено в ∆
до открытого дискретного Q-отображения f : ∆ → C.

Доказательство основано на теореме Стоилова о факторизации
[264, гл. V, п. 5 (III)]. Без ограничения общности можно считать, что
f(z) 6= ∞ при всех z ∈ ∆ \ {0}. Согласно указанной теореме f = ϕ ◦ g,
где g — некоторый гомеоморфизм, а ϕ — некоторая аналитическая
функция. Поскольку Q ∈ L1

loc(∆ \ {0}), то согласно следствию 1.6.1
имеем: f ∈ W 1,1

loc (∆ \ {0}) . Отметим, что множество точек ветвления
Bϕ ⊂ g (∆ \ {0}) функции ϕ состоит только из изолированных точек
[264, гл. V, п. 5 и 6 (II)]. Следовательно, g(z) = ϕ−1 ◦ f локально вне
множества g−1 (Bϕ) . Понятно, что множество g−1 (Bϕ) также состоит
из изолированных точек, следовательно, g ∈ ACL (∆ \ {0}) как компо-
зиция аналитической функции ϕ−1 и отображения f ∈ W 1,1

loc (∆ \ {0}) .

Покажем, что g ∈ W 1,1
loc (∆ \ {0}) . Пусть далее µf (z) означает ком-

плексную дилатацию функции f(z), а µg(z) — комплексную дилатацию
g (см. §1.9.4). Согласно [3, гл. I, п. C (1)] для почти всех z ∈ ∆ \ {0}
получаем

fz = ϕz(g(z))gz, fz = ϕz(g(z))gz,

µf (z) = µg(z) =: µ(z), Kµf
(z) = Kµg(z) := Kµ(z) =

1 + |µ|
1− |µ| .

По теореме 1.9.1 Kµ(z) ∈ L1
loc(∆\{0}). Далее, по следствию 1.7.2 J(f, z) 6=

6= 0 почти всюду, при этом

|∂g| ≤ |∂g|+ |∂g| = K1/2
µ (z)J1/2(f, z) ,

откуда по неравенству Гельдера |∂g| ∈ L1
loc (∆ \ {0}) и |∂g| ∈ L1

loc (∆ \ {0}) .
Следовательно, g ∈ W 1,1

loc (∆ \ {0}) .
Наконец, отображение g : ∆ \ {0} → C является кольцевым Q(z)-

гомеоморфизмом в нуле ввиду следствия 2.5.1.
Тогда согласно [72, лемма 4.1, теорема 4.1 и следствие 4.2 ], [110,

лемма 4 и теорема 4] отображение g допускает гомеоморфное продолже-
ние g в ∆. В таком случае g(0) является изолированной точкой границы
области g(∆ \ {0}). Из условий теоремы вытекает, что ϕ также не при-
нимает более трех значений в C. Возможность продолжения исходного
отображения в точку 0 вытекает теперь из классической теоремы Пи-
кара для аналитических функций. 2
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2.6.2. В заключение, в качестве следствия из доказанной выше
теоремы приведем еще одно важное утверждение.

Теорема 2.6.2. Пусть f : C → C — открытое дискретное Q-
отображение, а функция Q(z) локально суммируема в C и имеет ко-
нечное среднее колебание в ∞, либо удовлетворяет хотя бы одному из
условий: (2.4.4), (2.4.5) или (2.4.6). Тогда f принимает все значения в C
кроме, может быть, двух.

2.7. Интегральное условие, характеризующее открытые
дискретные кольцевые Q-отображения

2.7.1. Прежде, чем переходить к дальнейшему изложению материа-
ла, обратим внимание на следующую проблему. В определении коль-
цевых Q-отображений (см. соотношения (1.3.2), (1.3.3)) участвует не
одно неравенство, а бесконечная серия неравенств, каждое из которых
определяется измеримой по Лебегу функцией η. В связи с этим зада-
дим следующий вопрос: можно ли найти какое-либо достаточное усло-
вие, позволяющее определить, является ли фиксированное отображение
f Q-отображением и можно ли избежать бесконечной проверки серии
неравенств в (1.3.2), (1.3.3) ?

Положительный ответ на этот вопрос и в случае гомеоморфизмов
получен совместно с В.И. Рязановым в [191, теорема 2.1], [192, теоре-
ма 3.15], также [125, гл. 7, лемма 7.3] и предложении 1.3.1 данной мо-
нографии. Позже, однако, автором данной монографии было доказано
более общее утверждение, позволяющее решить указанную проблему
не только для гомеоморфизмов, но и для произвольных открытых дис-
кретных отображений [235].

2.7.2. Имеет место следующая основная лемма.
Лемма 2.7.1. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное коль-

цевое Q-отображение в точке x0 ∈ D и E — конденсатор вида E =

=
(
B(x0, r2), B(x0, r1)

)
, и 0 < r1 < r2 < dist (x0, ∂D). Полагаем

I = I(x0, r1, r2) =

r2∫

r1

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

. (2.7.1)

Тогда для конденсатора f(E) =
(
f(B(x0, r2)), f

(
B(x0, r1)

))
выполнено

условие:
cap f(E) ≤ ωn−1

In−1
. (2.7.2)
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Доказательство. Отметим, что пара множеств

f(E) =
(
f(B(x0, r2)), f

(
B(x0, r1)

))

действительно является конденсатором, поскольку f открыто и непре-
рывно в D, следовательно, f

(
B(x0, r1)

)
является компактным подмно-

жеством f(B(x0, r2)). Не ограничивая общности рассуждений, можно
полагать, что I 6= 0, так как в противном случае соотношение (2.7.2)
выполнено. Также можно считать, что I 6= ∞, так как в противном слу-
чае в соотношении (2.7.2) можно рассмотреть Q(x)+ δ (со сколь угодно
малым δ) вместо Q(x), а затем перейти к пределу при δ → 0. Пусть
I 6= ∞. Тогда qx0(r) 6= 0 п.в. на (r1, r2). Полагаем

ψ(t) =

{
1/(tq

1
n−1
x0 (t)) , t ∈ (r1, r2) ,

0 , t /∈ (r1, r2) .

Тогда ввиду теоремы Фубини
∫

A

Q(x) · ψn(|x− x0|)dm(x) = ωn−1I , (2.7.3)

где A = A(r1, r2, x0). Функция η1(t) = ψ(t)/I, t ∈ (r1, r2), удовлетворя-

ет соотношению вида (1.3.3), поскольку
r2∫
r1

η1(t)dt = 1, поэтому соглас-

но соотношению (2.7.3) и определению кольцевого Q-отображения (см.
(1.3.2)) получаем

M (f (Γ (S1, S2, A))) ≤
∫

A

Q(x) · η1
n(|x− x0|)dm(x) =

ωn−1

In−1
, (2.7.4)

где Si = S(x0, ri). Пусть ΓE и Γf(E) — семейства кривых в смысле обо-
значений предложения 1.4.1. По этому предложению

cap f(E) = cap
(
f(B (x0, r2)), f

(
B(x0, r1)

))
= M

(
Γf(E)

)
. (2.7.5)

Пусть Γ ∗ — семейство максимальных поднятий семейства кривых Γf(E)

с началом в B (x0, r1). Так же, как и при доказательстве леммы 1.4.1,
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получаем, что Γ ∗ ⊂ ΓE. Отметим, что Γf(E) > f(Γ ∗), и что для до-
статочно малых δ > 0, ΓE > Γ (S(x0, r2 − δ), S(x0, r1), A(r1, r2 − δ, x0)) .
Следовательно, в виду соотношения (2.7.4) получаем

M
(
Γf(E)

) ≤ M (f(Γ ∗)) ≤ M (f(ΓE)) ≤ (2.7.6)

≤ M (f (Γ (S(x0, r1), S(x0, r2 − δ), A(r1, r2 − δ, x0)))) ≤
≤ ωn−1

 r2−δ∫
r1

dt

t · q
1

n−1
x0 (t)




n−1 .

Вследствие нашего предположения, что I 6= ∞, функция
1

t · q
1

n−1
x0 (t)

сум-

мируема на (r1, r2) и ввиду абсолютной непрерывности интеграла [203,

гл. I, теоремы 12.7 и 13.2]
r2−δ∫
r1

dt

t · q
1

n−1
x0 (t)

→
r2∫
r1

dt

t · q
1

n−1
x0 (t)

при δ → 0. Тогда

в соответствии с (2.7.6)

M(Γf(E)) ≤ ωn−1(
r2∫
r1

dt

t·q
1

n−1
x0

(t)

)n−1 . (2.7.7)

Объединяя (2.7.5) и (2.7.7), получаем соотношение (2.7.2). 2

2.7.3. В связи с приведенными формулировкой и доказательством
леммы 2.7.1 делаем важнейшее замечание, которое имеет ключевое зна-
чение для дальнейшего изложения.

Замечание 2.7.1. Для открытых дискретных кольцевых Q-отоб-
ражений f : D → Rn интеграл в (2.7.1) всегда конечен для сколь угодно
малых r1 и произвольного r2 > 0, r2 < dist (x0, ∂D). В противном случае
из (2.7.2) вытекает, что для некоторого ε1 > 0, cap f

(
B(x0, ε1)

)
= 0, от-

куда следует, что множество A := f
(
B(x0, ε1)

)
является всюду разрыв-

ным по предложению 2.1.3. Однако, ввиду открытости отображения f

Int f
(
B(x0, ε1)

)
6= ∅ ,

что противоречит сделанному выше выводу о нульмерности множе-
ства A.
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2.7.4. Из леммы 2.7.1 и предложения 1.1.3 получаем следующий
критерий принадлежности отображения f классу открытых дискрет-
ных кольцевых Q-отображений.

Теорема 2.7.1. Пусть Q : D → [0,∞] — измеримая по Лебегу
функция, Q ∈ L1

loc(D). Открытое дискретное отображение f : D → Rn

является кольцевым Q-отображением в точке x0 ∈ D тогда и только
тогда, когда для произвольных 0 < r1 < r2 < dist (x0, ∂D) и произ-
вольного конденсатора E =

(
B(x0, r2), B(x0, r1)

)
емкость конденсатора

f(E) =
(
f(B(x0, r2)), f

(
B(x0, r1)

))
удовлетворяет условию

cap f(E) ≤ ωn−1

In−1
,

где I = I(x0, r1, r2) задается соотношением (2.7.1).

2.8. Уточненный аналог теоремы Лиувилля

2.8.1. Отметим, что в теореме 2.4.6, являющейся аналогом теоремы
Лиувилля для аналитических функций на плоскости, речь не шла о
конкретных оценках роста отображения при x →∞, хотя показано, что
отображение не может быть ограничено во всем Rn. Ниже доказан более
сильный результат, а именно, установлено, что f не только не является
ограниченным, но и всегда растет вполне определенным образом.

2.8.2. Справедливо следующее замечание.
Замечание 2.8.1. Применяя изопериметрическое неравенство в

(1.8.1), получаем, что

cap E ≥ nnΩn

[
m(C)

m (A \ C)

]n−1

. (2.8.8)

Лемма 2.8.1. Предположим, что f : D → Rn — открытое дис-
кретное кольцевое Q-отображение в некоторой точке x0 ∈ Rn и 0 < r <
< R < ∞. Тогда

m (f (B(x0, r))) ≤ m (f(B (x0, R))) · exp



−n

R∫

r

dt

tq
1

n−1
x0 (t)



 . (2.8.9)
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Доказательство. Полагая Ct = B(x0, t), At+∆t = B (x0, t + ∆t) ,
рассмотрим конденсатор Et,∆t = (At+∆t, Ct) . Тогда отображенная пара
f(Et,∆t) также является конденсатором в Rn ввиду открытости и непре-
рывности f. В таком случае по неравенству (2.8.8) получаем

cap (f(At+∆t), f(Ct)) ≥ nnΩn

[
m (f(Ct))

m (f(At+∆t) \ f(Ct))

]n−1

. (2.8.10)

С другой стороны, по лемме 2.7.1

cap (f(At+∆t), f(Ct)) ≤ wn−1(
t+∆t∫

t

ds

sq
1

n−1
x0 (s)

)n−1 . (2.8.11)

Из (2.8.10) и (2.8.11) вытекает

nnΩn

[
m(f(Ct))

m (f(At+∆t) \ f(Ct))

]n−1

≤ wn−1(
t+∆t∫

t

ds

sq
1

n−1
x0 (s)

)n−1 . (2.8.12)

Определим функцию Φ(t) для данного отображения f следующим об-
разом:

Φ(t) := m (f(B(x0, t))) .

Поскольку ωn−1 = nΩn [168, гл. I, § 1, п. 1.1], [67, гл. 2, п. 2.1], то из
(2.8.12) следует

n
Φ(t)

Φ(t + ∆t)− Φ(t)
≤ 1

t+∆t∫
t

ds

sq
1

n−1
x0 (s)

. (2.8.13)

При этом согласно замечанию 2.7.1 знаменатель дроби в правой части
(2.8.13) не обращается в бесконечность. Разделив обе части соотноше-
ния (2.8.13) на ∆t, неравенство (2.8.13) может быть записано в виде

n
1

∆t
·

t+∆t∫

t

ds

sq
1

n−1
x0 (s)

≤ 1

Φ(t)
· Φ(t + ∆t)− Φ(t)

∆t
. (2.8.14)
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При этом соотношение (2.8.14) остается справедливым, если знамена-
тель в правой части (2.8.13) обращается в нуль. Отметим, что функ-

ция ϕ(s) :=
1

sq
1

n−1
x0 (s)

интегрируема на [t, t + ∆t] при малых ∆t в силу

теоремы 2.7.1 и замечания 2.7.1. Устремляя в (2.8.14) ∆t к нулю, при-
меняя теорему Лебега о дифференцируемости неопределенного инте-
грала [203, гл. IV, теорема 6.3], учитывая, что монотонное возрастание
функции Φ при t обеспечивает существование Φ ′(t) почти всюду, при
почти всех t получаем

n
1

tq
1

n−1
x0 (t)

≤ Φ ′(t)
Φ(t)

. (2.8.15)

Интегрируя обе части неравенства в (2.8.15) при t ∈ [r, R], учитывая,

что
R∫
r

Φ ′(t)
Φ(t)

dt ≤ log
Φ(R)

Φ(r)
[203, гл. IV, теорема 7.4], находим

n

R∫

r

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

≤ log
Φ(R)

Φ(r)
,

откуда

exp



n

R∫

r

dt

tq
1

n−1
x0 (t)



 ≤ Φ(R)

Φ(r)
. (2.8.16)

Поскольку Φ(t) := m (f(B(x0, t))) , то из (2.8.16) имеем

m (f(B(x0, r))) ≤ m (f(B(x0, R))) · exp



−n

R∫

r

dt

tq
1

n−1
x0 (t)



 ,

что и требовалось установить. 2

2.8.3. Обозначим

L(x0, f, R) = sup
|x−x0|≤R

|f(x)− f(x0)| .

Имеет место следующая теорема.
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Теорема 2.8.1. Предположим, что f : Rn → Rn — открытое дис-
кретное кольцевое Q-отображение в точке x0, где x0 — некоторая точка
в Rn и r0 — произвольное фиксированное действительное число, r0 > 0.
Тогда

lim inf
R→∞

L(x0, f, R) · exp



−

R∫

r0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)



 = M > 0 . (2.8.17)

Доказательство. Проведем оценку сверху в неравенстве (2.8.9).
Поскольку

m (f(B(x0, R))) ≤ ΩnLn(x0, f, R) ,

то из (2.8.9) получаем

m (f(B(x0, r0))) ≤ Ωn · Ln(x0, f, R) · exp



−n

R∫

r0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)



 . (2.8.18)

Очевидно, m (f(B(x0, r0))) = M1 > 0 и от R никак не зависит. Переходя

к нижнему пределу в (2.8.18) при R →∞ и обозначая M :=

(
M1

Ωn

)1/n

,

получаем соотношение (2.8.17). 2

Следствие 2.8.1. Предположим, что f : Rn → Rn — открытое
дискретное кольцевое Q-отображение в точке x0, где x0 — некоторая
точка в Rn и r0 — произвольное фиксированное действительное число,
r0 > 0. Тогда

lim sup
x→∞

|f(x)| · exp



−

|x−x0|∫

r0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)



 = M > 0 . (2.8.19)

В частности, f не может быть ограниченным в Rn при условии, что
расходится интеграл:

∞∫

r0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

= ∞ .
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Доказательство. Поскольку L(x0, f, R) ≤ 2 sup
|x−x0|≤R

|f(x)|, то из

(2.8.17) следует

N := lim sup
R→∞

sup
|x−x0|=R

|f(x)| · exp



−

R∫

r0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)



 > 0 . (2.8.20)

Обозначим

g(x) := |f(x)| · exp



−

|x−x0|∫

r0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)



 > 0 .

Отметим
lim sup

x→∞
|g(x)| = lim sup

R→∞
sup

|x−x0|=R

|g(x)| . (2.8.21)

Из соотношений (2.8.20) и (2.8.21) следует соотношение (2.8.19). 2

Замечание 2.8.2. В частности, если Q(x) ≤ K = const, то из
(2.8.19) получаем известный результат О. Мартио, С. Рикмана иЮ. Вяй-
сяля [116, теорема 3.7]:

lim sup
x→∞

|f(x)| · |x|
(
− 1

K

1
(n−1)

)

> 0 . (2.8.22)

Учитывая, что отображения с ограниченным искажением удовлетво-
ряют соотношениям типа (1.3.2) в произвольной точке своей области
определения при Q(x) = KI(x, f), где KI(x, f) определено в (1.1.11) [125,
гл. 8, теоремы 8.2 и 8.6], можно показать, что в формуле выше K может
быть равно K = KI(f) = ess sup KI(x, f) (точный показатель роста в
(2.8.22)).

2.9. Аналог леммы Икома—Шварца для кольцевых
Q-отображений

2.9.1. В 1965 г. известный математик К. Икома получил следующий
аналог леммы Шварца для аналитических функций, доказанный им
для квазиконформных отображений трехмерного пространства [74, тео-
рема 2].
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Предположим, что f : B3 → B3 — квазиконформное отображе-
ние, удовлетворяющее условию f(0) = 0, преобразующее каждый ради-
ус единичного шара в кривую, ортогональную к образу сферы |x| = r
при всех r > 0, r < 1. Тогда

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|( 1

K ′′ )
1/2
≤ 1 , (2.9.1)

где K ′′ — постоянная квазиконформности, определяемая из неравен-
ства (1.2.1).

Ниже показано, что открытые дискретные кольцевые отображения
также удовлетворяют некоторому неравенству, аналогичному (2.9.1).

2.9.2. Имеет место следующая
Лемма 2.9.1. Пусть f : Bn → Bn, n ≥ 2, — открытое отображе-

ние, удовлетворяющее условию f(0) = 0. Предположим, что существует
функция R : [0, 1] → [0,∞) такая, что при всех r ∈ (0, 1)

m (f(B(0, r))) ≤ Ωn Rn(r) . (2.9.2)

Тогда

lim inf
x→0

|f(x)|
R(|x|) ≤ 1 .

Доказательство. Полагаем min
|x|=r

|f(x)| = lf (r). Покажем, что

B (0, lf (r)) ⊂ f (B(0, r)) (2.9.3)

при каждом r ∈ (0, 1). Предположим противное. Тогда найдутся r0 ∈
∈ (0, 1) и y0 ∈ Rn такие, что y0 ∈ B (0, lf (r0)) и y0 ∈ Rn \f (B (0, r0)) , т.е.
y0 ∈ B (0, lf (r0)) \ f (B (0, r0)) . Отметим, что B (0, lf (r0))∩ f (B(0, r0)) 6=
6= ∅, поскольку соотношение B (0, lf (r0)) 6⊂ f (B(0, r0)) , в частности,
влечет, что lf (r0) > 0 и, кроме того, условие f(0) = 0 влечет, что
0 ∈ B (0, lf (r0)) ∩ f (B(0, r0)) . Шар B (0, lf (r0)) является связным мно-
жеством, при этом, согласно приведенному выше, а также сделанному
предположению, B (0, lf (r0))∩f (B(0, r0)) 6= ∅ 6= B (0, lf (r0))\f (B(0, r0)) .
По [104, ч. I, гл. 5, § 46, теорема 1] существует элемент z0 ∈ B (0, lf (r0))∩
∩∂f (B(0, r0)) . С другой стороны, согласно свойству открытых отобра-
жений ∂f (B(0, r0)) ⊂ f (∂ (B(0, r0)) , поэтому найдется элемент x0 ∈
∈ S(0, r0) такой, что f(x0) = z0. Однако последнее невозможно, по-
скольку в этом случае f(x0) = z0 ∈ B (0, lf (r0)) , и, значит, |f(x0)| <
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< min
|x|=r0

|f(x)| при x0 ∈ S(0, r0). Полученное противоречие указывает

на то, что предположение о выполнении соотношения B (0, lf (r0)) 6⊂
6⊂ f (B(0, r0)) было неверным и, следовательно, при всех r ∈ (0, 1) спра-
ведливо включение (2.9.3).

Из соотношения (2.9.3), учитывая условие f(0) = 0, имеем Ωn lnf (r) ≤
≤ m (f (B(0, r))) и, следовательно,

lf (r) ≤
(

m(f(B(0, r)))

Ωn

) 1
n

. (2.9.4)

Таким образом, учитывая неравенства (2.9.2) и (2.9.4), получаем

lim inf
x→0

|f(x)|
R(|x|) = lim inf

r→0

lf (r)

R(r)
≤ lim inf

r→0

(
m (f (B(0, r)))

Ωn

) 1
n · 1

R(r)
≤ 1 .

Лемма 2.9.1 доказана. 2

2.9.3. Имеет место следующий основной результат.

Теорема 2.9.1. Пусть f : Bn → Bn, n ≥ 2, p ∈ (1, n] — открытое
дискретное кольцевое Q-отображение в точке x0 = 0, удовлетворяющее
условию f(0) = 0. Тогда имеет место оценка

lim inf
x→0

|f(x)| · exp





1∫

|x|

dt

tq
1

n−1

0 (t)




≤ 1 . (2.9.5)

Доказательство теоремы 2.9.1 немедленно вытекает из лемм
2.8.1 и 2.9.1. Выбирая в лемме 2.8.1 в качестве D := Bn, R := 1 и x0 = 0,
получаем

m (f (B(0, r))) ≤ Ωn · exp



−n

1∫

r

ds

sq
1

n−1
0 (s)



 . (2.9.6)

Тогда в лемме 2.9.1 следует выбирать R(r) = exp



−

1∫
r

dt

tq

1
n−1
0 (t)



 , отку-

да вытекает требуемое утверждение. 2
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2.9.4. Следующая теорема показывает, что при некоторых допол-
нительных условиях на функцию Q оценки искажения, сформулиро-
ванные в теореме 2.9.1, являются точными.

Теорема 2.9.2. Предположим, что Q : Bn → [0,∞) — задан-

ная измеримая по Лебегу функция такая, что I =
1∫
0

dt

t q
1

n−1
0 (t)

= ∞ и

1∫
r

dt

t q
1

n−1
0 (t)

< ∞ для всякого r ∈ (0, 1). Тогда неравенства (2.9.5) и (2.9.6)

преобразуются в равенства для кольцевого Q-гомеоморфизма:

fn(x) =
x

|x| exp




−

1∫

|x|

dt

tq
1

n−1
0 (t)





. (2.9.7)

Доказательство. Мы уже показывали, что отображение fn(x) яв-
ляется кольцевым Q-гомеоморфизмом в нуле (см. п. 1.3.6, пример 9).
Отметим, что

m (fn (B(0, R))) = Ωn · ϕn
n(R) , (2.9.8)

где ϕn(s) = exp



−

1∫
s

dt

tq

1
n−1
0 (t)



 , t ∈ (0, 1). Из (2.9.7) и (2.9.8) знак ра-

венства в соответствующих неравенствах (2.9.5) и (2.9.6) следует немед-
ленно. 2

2.10. Устранение особенностей весового модуля нуль

2.10.1. Рассмотрим специальные множества, отличные от одноточеч-
ных, в точки которых Q-отображения продолжаются по непрерывности.
Рассмотрим все ту же задачу: предположим, что F — замкнутое мно-
жество в D такое, что D \ F все еще является областью. Существует
ли непрерывное продолжение отображения f : D \ F → Rn в точки
множества D?

В предыдущих параграфах приведен ответ на этот вопрос в слу-
чае, когда множество F состоит всего из одной точки; конечно, при
этом требовались некоторые дополнительные условия на функцию Q,
а также топологические условия на отображение f (открытость и дис-
кретность) и выпускание отображением f множества положительной
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емкости. Далее рассмотрены так называемые множества весового моду-
ля нуль, имеющие большое значение в теории устранения особенностей.
Показано, что открытые дискретные Q-отображения f продолжаются
по непрерывности на множества такого типа при тех же предположени-
ях на Q, что и в случае изолированных граничных точек. Отметим, что
здесь речь идет об отображениях, удовлетворяющих более сильному,
чем (1.3.2), условию (1.3.1). Рассмотрим следующее определение.

Определение 2.10.1. Пусть Q(x) : D → [1, +∞] — измеримая
по Лебегу функция. Множество A ⊂ D является множеством нулевого
модуля с весом Q, MQ(A) = 0, если для семейства ΓA всех кривых в Rn с
началом на множестве A модуль с весом MQ(ΓA) = 0 [91,156]. Величина
MQ(Γ) для произвольного семейства кривых Γ может быть определена
как

MQ(Γ) := inf
ρ∈admΓ

∫

Rn

Q(x) · ρn(x)dm(x).

Поскольку здесь мы предполагаем выполнение условия Q(x) ≥ 1,
то такие множества также являются множествами нулевой емкости и,
в частности, нулевой хаусдорфовой размерности. Эти множества всюду
разрывны, т.е. любая их связная компонента вырождается в точку (см.
предложение 2.1.3).

2.10.2. В этом параграфе и в дальнейшем нам понадобится следу-
ющее вспомогательное утверждение.

Лемма 2.10.1. Пусть {ψε(t)} — некоторое семейство измеримых
по Лебегу функций, 0 < ε < ε0, определенных на отрезке (0, ε0), ε0 >
> 0. Тогда найдется семейство борелевых функций {ψ ∗

ε (t)} таких, что
ψ ∗

ε (t) = ψε(t) при почти всех t ∈ (0, ε0).
Доказательство. Обозначим E := (0, ε0). По теореме Лузина

[203, гл. III, § 7, теорема 7.1] для последовательности tn =
1

2n
, n =

= 0, 1, . . . , найдется последовательность компактных множеств En ⊂ E,
En ⊂ En+1, n = 0, 1, . . . , таких, что функция ψε|En является непрерыв-

ной и mes1(E \ En) <
1

2n
. Полагаем

E0 :=
∞⋃

n=0

En, Ẽ := E \ E0

и
ψ∗ε(t) =

{
ψε(t), t ∈ E0,

0, t ∈ E \ E0 .
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Отметим, что функция ψ∗ε(t) — борелева. Действительно, пусть A —
борелевское множество в R. Тогда

ψ∗−1
ε (A) = ψ∗−1

ε |E0(A)
⋃

ψ∗−1
ε |E\E0(A) =

=
∞⋃

n=0

ψ∗−1
ε |En(A)

⋃
ψ∗−1

ε |E\E0(A) , (2.10.1)

где ψ∗−1
ε |C(A) обозначает прообраз множества A ⊂ R относительно

сужения функции ψ ∗
ε на C ⊂ E.

Очевидно, оба множества в правой части объединения (2.10.1) яв-
ляются борелевскими. Кроме того, ψε(t) = ψ∗ε(t) при почти всех t ∈ E,
поскольку mes1 (E0) = lim

n→∞
mes1 (En) [203, гл. II, § 4, п. (ii), теорема 4.6]

и, следовательно,

mes1(E \ E0) = mes1(E)−mes1(E0) =

= mes1(E)− lim
n→∞

mes1(En) = lim
n→∞

(mes1(E)−mes1(En)) ≤ lim
n→∞

1

2n
= 0 ,

что и требовалось установить. 2

2.10.3. Имеет место следующая основная лемма.
Лемма 2.10.2. Пусть C ⊂ D — замкнутое подмножество области

D, MQ(C) = 0, f : D \ C → Rn — открытое дискретное Q-отображение
такое, что

cap
(
Rn \ f (D \ C)

)
> 0 . (2.10.2)

Предположим, что для некоторой точки x0 ∈ C существует ε0 = ε(x0),
0 < ε0 < dist (x0, ∂D) , такое, что для некоторого семейства неотри-
цательных измеримых по Лебегу функций {ψε(t)} , определенных на
(0, ε0), таких, что

0 < I(ε, ε0) =

ε0∫

ε

ψε(t)dt < ∞ ∀ ε ∈ (0, ε0)

и при ε → 0
∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x) · ψn
ε (|x− x0|) dm(x) = o (In(ε, ε0)) . (2.10.3)

Тогда f имеет непрерывное продолжение в точку x0.
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Здесь, как и выше, непрерывность понимается в смысле простран-
ства Rn относительно хордальной метрики h.

Доказательство. В целом, используем ту же схему, что реализу-
ется при доказательстве леммы 2.2.2. В силу предложения 2.1.3 множе-
ство D \C является областью. Не ограничивая общности рассуждений,
можно считать, что x0 = 0. Предположим, что отображение f не может
быть продолжено по непрерывности в точку x0 = 0. Тогда найдутся
две последовательности xj и x ′j, принадлежащие B(0, ε0) \C, такие, что
xj → 0 и x ′j → 0, при этом, h

(
f(xj), f(x ′j)

) ≥ a > 0 для всех j ∈ N.

Положим rj = max
{|xj|, |x ′j|

}
< ε0. По предложению 2.1.3 точки xj и x ′j

можно соединить кривой, лежащей в B(0, rj) \ C. Обозначим эту кри-
вую через Cj и пусть Ej = (B(0, ε0) \ C,Cj) , а ΓEj

и Γf(Ej) — семейства
кривых в смысле обозначений предложения 1.4.1. Пусть Γ ∗

j — семейство
всех максимальных поднятий кривых Γf(Ej) с началом в Cj при отобра-
жении f. По аналогии с доказательством леммы 1.4.1 можно показать,
что Γ ∗

j ⊂ ΓEj
.

Отметим, что Γf(Ej) > f(Γ ∗
j ) и, следовательно,

M
(
Γf(Ej)

) ≤ M
(
f(Γ ∗

j )
) ≤ M

(
f(ΓEj

)
)

.

Ввиду предложения 1.4.1 получаем

cap f(Ej) ≤
∫

D

Q(x) · ρn(x)dm(x) (2.10.4)

для каждой допустимой функции ρ ∈ adm ΓEj
. При этом семейство ΓEj

разбивается на два подсемейства:

ΓEj
= ΓE1

j
∪ ΓE2

j
, (2.10.5)

где ΓE 1
j
— семейство всех кривых α(t) : [a, c) → B(0, ε0) \ C с началом

в Cj таких, что dist (α(tk), C) → 0 при некоторой последовательности
tk → c − 0 (k → ∞), а ΓE 2

j
— семейство всех кривых α(t) : [a, c) →

→ B(0, ε0) \ C с началом в Cj таких, что dist (α(rk), ∂B(0, ε0)) → 0 при
rk → c− 0 (k →∞).

По определению Q-отображения в силу условия MQ(C) = 0

M
(
f(ΓE 1

j
)
)

= 0. (2.10.6)
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Рассмотрим кольцо Aj = {x ∈ Rn : rj < |x| < ε0} .
Согласно лемме 2.10.1 найдется семейство борелевых функций {ψ ∗

ε (t)}
таких, что ψ ∗

ε (t) = ψε(t) при почти всех t ∈ (0, ε0). Отметим, что семей-
ство

ρj(x) =

{
ψ ∗

rj
(|x|)/I(rj, ε0), x ∈ Aj,

0, x ∈ Rn \ Aj

состоит из борелевских функций и, кроме того, для любой (локально
спрямляемой) кривой γ семейства ΓE2

j
имеем

∫

γ

ρj|dx| ≥ 1

I (rj, ε0)

ε0∫

rj

ψ ∗
rj

(t)dt = 1 (2.10.7)

[281, теорема 5.7]. Отсюда следует, что ρj ∈ adm ΓE2
j
. Таким образом, в

силу (2.10.3)—(2.10.7) получаем

cap f(Ej) ≤
∫

rj<|x|<ε0

Q(x) · ρn
j (x) dm(x) =

=
1

In(rj, ε0)

∫

rj<|x|<ε0

Q(x) · ψn
rj

(|x|) dm(x) → 0 при j →∞ .

С другой стороны, h (f(Cj)) ≥ a и в силу условия (2.10.2), а также
по предложению 2.2.1 имеем, что cap f(Ej) ≥ δ > 0, где δ может быть
выбрано не зависящим от j. Полученное противоречие доказывает лем-
му. 2

2.10.4. На основании лемм 2.3.1 и 2.10.2 сформулируем основные
результаты данного параграфа.

Теорема 2.10.1. Пусть C ⊂ D — замкнутое подмножество об-
ласти D, MQ(C) = 0, f : D \ C → Rn — открытое дискретное Q-
отображение такое, что выполнено условие (2.10.2). Предположим, что
измеримая по Лебегу функция Q : D → [1,∞] удовлетворяет, по край-
ней мере, одному из следующих условий в некоторой точке x0 ∈ C :
Q ∈ FMO(x0), — (2.3.5) либо (2.3.10). Тогда f имеет непрерывное про-
должение в точку x0.

Из теоремы 2.10.1 непосредственно вытекают следующие следствия.

Следствие 2.10.1. В частности, если (2.3.11) имеет место, то
справедливо заключение теоремы 2.10.1.
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Следствие 2.10.2. Утверждение теоремы 2.10.1 имеет место, как
только Q ∈ BMO(D).

2.11. Устранение особенностей отображений
для областей с другими типами границ.
Аналог теоремы Сребро—Вуоринена

2.11.1. В теории отображений значительное место имеет так называе-
мое граничное поведение, к исследованию которого мы переходим. До
сих пор мы рассматривали Q-отображения и кольцевых Q-отображени-
ях, преимущественно определенные во внутренних точках области (слу-
чай изолированной точки границы существенно не изменял определение
указанных классов). Для изучения граничного поведения Q-отображе-
ний необходимо определить эти объекты также в произвольной точке
x0 ∈ ∂D, какой бы ”плохой” не была граница области D. Исследование
подобного рода даст возможность применить развитую ниже теорию
ко всем классам отображений, для которых могут иметь место оценки
(1.3.1) и (1.3.2) .

Как и прежде, решаем проблему о существовании предела lim
x→x0

f(x),

где x0 ∈ ∂D. Сделаем важную оговорку: исследование на сколь угод-
но плохих границах, конечно же, не входит в наши планы, поскольку
даже для конформных отображений непрерывное продолжение задан-
ного отображения на границу может не иметь место. В связи с этим,
мы ограничимся лишь определенными типами границ, когда вопрос о
граничном поведении может быть решен положительно.

2.11.2. Рассмотрим следующие определения.

Определение 2.11.1. Пусть Q : Rn → [0,∞] — измеримая по Ле-
бегу функция, Q(x) ≡ 0 при всех x 6∈ D. Отображение f : D → Rn

называется кольцевым Q-отображением в точке x0 ∈ ∂D, x0 6= ∞,
если для некоторого r0 = r(x0) и произвольных сферического коль-
ца A = A(r1, r2, x0), центрированного в точке x0, радиусов: r1, r2, 0 <

< r1 < r2 < r0 = r(x0) и любых континуумов E1 ⊂ B(x0, r1) ∩ D,
E2 ⊂

(
Rn \B(x0, r2)

) ∩D отображение f удовлетворяет соотношению

M (f (Γ (E1, E2, D))) ≤
∫

A

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) (2.11.1)
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для каждой измеримой функции η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что
r2∫

r1

η(r)dr ≥ 1 . (2.11.2)

Указанное выше определение может быть дано также для точки
x0 = ∞ при помощи инверсии f̃ := f

(
x
|x|2

)
.

Определение 2.11.2. Область D называется локально связной в
точке x0 ∈ ∂D, если для любой окрестности U точки x0 найдется
окрестность V ⊂ U точки x0 такая, что V ∩ D связно [104, гл. 6, § 49,
п. I, c. 232].

Происхождение следующего термина играет важную роль при ис-
следовании граничного поведения пространственных отображений [125,
§ 3.8].

Определение 2.11.3. Граница ∂D области D сильно достижима
в точке x0 ∈ ∂D, если для любой окрестности U точки x0 найдется
компакт E ⊂ D, окрестность V ⊂ U точки x0 и число δ > 0 такие, что

M(Γ(E, F, D)) ≥ δ (2.11.3)

для любого континуума F в D, пересекающего ∂U и ∂V. Соотношение
(2.11.3), в частности, выполнено, если в качестве F взять произволь-
ную кривую, имеющую одним из своих концов точку x0 и лежащую
полностью в D, кроме этой концевой точки. Граница области D ⊂ Rn

называется сильно достижимой, если указанное выше свойство выпол-
нено в каждой точке x0 ∈ ∂D.

Отметим, что изолированные точки границы, очевидно, сильно до-
стижимы.

2.11.3. Следующая лемма доказана В.И. Рязановым и Р.Р. Сали-
мовым [189] для случая гомеоморфизмов и представляет собой основной
результат §2.11 в наиболее общей формулировке.

Лемма 2.11.1. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное коль-
цевое Q-отображение в точке b ∈ ∂D, b 6= ∞, f(D) = D ′, область D
локально связна в точке b, предельное множество C(∂D, f) удовлетво-
ряет условию

C(∂D, f) ⊂ ∂D ′ (2.11.4)

и, кроме того, область D ′ сильно достижима хотя бы в одной точке
y ∈ C(f, b). Предположим, что найдется ε0 < dist (x0, ∂D) и измеримая
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по Лебегу функция ψ(t) : (0, ε0) → [0,∞] со следующим свойством.
Для любого ε2 ∈ (0, ε0] найдется ε1 ∈ (0, ε1] такое, что условие (2.2.1)
выполнено при всех ε ∈ (0, ε1) и, кроме того, при ε → 0 выполнено
условие (2.2.2). Тогда C(b, f) = {y}.

Доказательство. Предположим противное. Тогда найдутся, по
крайней мере, две последовательности xi, x ′i ∈ D, i = 1, 2, . . . , такие, что
xi → b, x ′i → b при i →∞, f(xi) → y, f(x ′i) → y ′ при i →∞ и y ′ 6= y. По
определению сильно достижимой границы в точке y ∈ ∂D ′ для любой
окрестности U этой точки найдутся компакт C ′

0 ⊂ D ′, окрестность V
точки y, V ⊂ U, и число δ > 0 такие, что

M(Γ(C ′
0, F, D ′)) ≥ δ > 0 (2.11.5)

для произвольного континуума F, пересекающего ∂U и ∂V. В силу пред-
положения (2.11.4) имеем, что для C0 := f −1(C ′

0) выполнено условие
C0 ∩ ∂D = ∅. Тогда, не ограничивая общности рассуждений, можно
считать, что C0 ∩ B(b, ε0) = ∅. Поскольку область D локально связна
в точке b, можно соединить точки xi и x ′i кривой γi, лежащей в V ∩D.

Также можно считать, что γi ∈ B(b, 2−i) ∩ D. Поскольку f(xi) ∈ V и
f(x ′i) ∈ D \ U при всех достаточно больших i ∈ N, то найдется номер
i0 ∈ N такой, что согласно (2.11.5)

M(Γ(C ′
0, f(γi), D

′)) ≥ δ > 0 (2.11.6)

при всех i ≥ i0 ∈ N. Обозначим через Γi семейство всех полуоткрытых
кривых βi : [a, b) → Rn таких, что βi(a) ∈ f(γi), βi(t) ∈ D ′ при всех
t ∈ [a, b) и, кроме того, lim

t→b−0
βi(t) := Bi ∈ C ′

0. Очевидно,

M(Γi) = M (Γ (C ′
0, f(γi), D

′)) . (2.11.7)

При каждом фиксированном i ∈ N, i ≥ i0, рассмотрим семейство Γ ′
i ,

состоящее из всех максимальных поднятий αi(t) : [a, c) → D семейства
Γi с началом во множестве γi (см. предложение 1.4.2). Отметим, прежде
всего, что никакая кривая αi(t) ∈ Γ ′

i , γi : [a, c) → D, не может стремить-
ся к границе области D при t → c − 0 ввиду условия C(∂D, f) ⊂ ∂D ′.
Тогда C(c, αi(t)) ⊂ D. Предположим теперь, что кривая αi(t) не имеет
предела при t → c−0. Тогда предельное множество C(c, αi(t)) есть кон-
тинуум в D. В силу непрерывности отображения f получаем f ≡ const
на C(c, αi(t)), что противоречит предположению о дискретности f.

Следовательно, ∃ lim
t→c−0

αi(t) = A. Отметим, что в этом случае со-
гласно определению максимального поднятия c = b. Тогда, с одной
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стороны, lim
t→b−0

αi(t) := Ai, а с другой стороны, в силу непрерывности
отображения f в D

f(Ai) = lim
t→b−0

f(αi(t)) = lim
t→b−0

βi(t) = Bi ∈ C ′
0 .

Отсюда по определению C0 следует, что Ai ∈ C0. Погрузим компакт
C0 в некоторый континуум C1, все еще полностью лежащий в области
D [261, лемма 1]. За счет уменьшения ε0 > 0 можно снова считать, что
C1 ∩B(b, ε0) = ∅. Функция

η(t) =

{
ψ(t)/I(2−i, ε0), t ∈ (2−i, ε0),

0, t ∈ R \ (2−i, ε0) ,

где, как и прежде, I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε

ψ(t)dt удовлетворяет условию норми-

ровки вида (2.11.2) при r1 := 2−i, r2 := ε0, поэтому в силу определения
кольцевого Q-отображения в граничной точке

M (f (Γ ′
i)) ≤ ∆(i) , (2.11.8)

где ∆(i) → 0 при i → ∞. Однако Γi > f(Γ ′
i), поэтому из (2.11.8) полу-

чаем, что при i →∞
M(Γi) ≤ M (f(Γ ′

i)) ≤ ∆(i) → 0 . (2.11.9)

Соотношение (2.11.9) вместе с равенством (2.11.7) противоречат нера-
венству (2.11.6), что и доказывает лемму. 2

2.11.4. Перейдем к основным результатам параграфа. На осно-
вании лемм 2.3.1 и 2.11.1 мы заключаем, что имеет место следующее
утверждение, доказанное У. Сребро (в несколько иной модификации —
М. Вуориненом) для отображений с ограниченным искажением [263,
теорема 4.2], [292, гл. II, § 4, теорема 4.10].

Теорема 2.11.1. (Аналог теоремы Сребро—Вуоринена). Пусть f :
D → Rn — открытое дискретное кольцевое Q-отображение в точке b ∈
∈ ∂D, b 6= ∞, f(D) = D ′, область D локально связна в точке b, предель-
ное множество C(∂D, f) удовлетворяет (2.11.4) и, кроме того, область
D ′ сильно достижима хотя бы в одной точке y ∈ C(f, b). Предположим,
что измеримая по Лебегу функция Q : D → [0,∞] удовлетворяет, по
крайней мере, одному из следующих условий в некоторой точке b ∈ ∂D :
Q ∈ FMO(b) — (2.3.4), (2.3.5) (при некотором ε0 > 0) либо (2.3.10) (где
вместо x0 берем x0 := b). Тогда C(b, f) = {y}.

115



Исследование пространственных отображений геометрическим методом

Замечание 2.11.1. Отметим, что от условия (2.11.4) нельзя от-
казаться даже в случае, когда ∂D состоит всего из одной точки, как
показывает пример отображения f(z) = exp (1/z), D = C \ {0}. При
этом, область D := f(D) = C \ {0} имеет границу, состоящую всего из
двух точек: 0 и ∞, и, значит, сильно достижима. Для этого отображе-
ния Q ≡ 1, но оно имеет существенно особую точку z0 = 0. Причина
этого заключается в том, что включение (2.11.4) нарушается.

2.12. О существенном значении некоторых условий,
связанных с устранением особенностей

2.12.1. Ранее мы рассматривали функции конечного среднего колеба-
ния, а также условия вида (2.3.4), (2.3.5) либо (2.3.10), не затрагивая
вопрос о необходимости введения подобных ограничений на функцию
Q. Указанные условия приводились как достаточные для выполнения
каких-либо свойств отображения f, однако вопрос о целесообразности
их рассмотрения не затрагивался.

Попытаемся указать некоторые нюансы, касающиеся введенных огра-
ничений условий типа FMO, (2.3.5) и прочих, а также невозможности
замены этих условий более простыми.

2.12.2. Прежде всего отметим, что из включений (2.3.2) вытекает
принадлежность классу FMO(x0) в любой точке x0 ∈ Rn произволь-
ной ограниченной функции Q. Аналогичное заключение верно также
относительно выполнения условий вида (2.3.4), (2.3.5) и (2.3.10).

Следующие примеры показывают, что указанные условия нельзя
заменить более простым условием Q(x) ∈ Lp ни для какого (сколь угод-
но большого) p > 1. Имеет место следующий результат, принадлежащий
А. Игнатьеву и В. Рязанову [71, предложение 3.1]. (Этот результат был
опубликован в виде препринта (ушел из жизни один из его авторов —
А. Игнатьев). Впоследствии он был опубликован в книге О. Мартио,
В. Рязанова, У. Сребро и Э. Якубова [125, гл. 6, предложение 6.3].

Теорема 2.12.1. Для каждого p > 1 найдется функция Q ∈
∈ Lp(Bn), n ≥ 2, и ограниченный Q-гомеоморфизм f : Bn \ {0} → Rn,
для которого точка x0 = 0 является изолированной существенно особой
точкой.

Доказательство. Зададим гомеоморфизм f : Bn \ {0} → Rn сле-
дующим образом:

f(x) =
1 + |x|α
|x| · x ,
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где α ∈ (0, n/p(n − 1)). Не ограничивая общности, за счет увеличе-
ния p можно считать, что α < 1. Отметим, что f отображает Bn \ {0}
на сферическое кольцо {1 < |y| < 2} в Rn и предельное множество
C(0, f) = Sn−1. Таким образом, точка x0 = 0 является существенно осо-
бой точкой отображения f и f ограничено в области D := Bn \ {0}
(рис. 8).

Рис. 8. Пример Q-гомеоморфизма, имеющего изолированную существенно
особую точку

Покажем, что f является Q-гомеоморфизмом в D при некотором
Q ∈ Lp(Bn), где p было выбрано. Для этого воспользуемся примером 4 ∗

п. 1.3.6. Отметим, что f является гомеоморфизмом в Bn \ {0}, при этом
имеет место включение f ∈ C1 (Bn \ {0}) , так что f ∈ W 1,n

loc (Bn \ {0}) .
Вычислим KI(x, f) на основании предложения 1.1.1 и соотношений
(1.1.15). Обозначая, как обычно, через λτ (x0) растяжение, соответству-
ющее касательному направлению в точке x0 ∈ Bn \{0}, а через λr(x0) —
растяжение, соответствующее радиальному направлению в той же точ-
ке (см. предложение 1.1.1), имеем

λτ (x0) = (1 + |x0|α)/|x0| , λr(x0) = α|x0|α−1 .

Поскольку при сделанном выборе α выполнено неравенство λτ (x0) ≥
≥ λr(x0), то l(f ′(x0)) = λr(x0), так что согласно соотношениям (1.1.13)
и (1.1.15) получаем

Q(x) := KI(x0, f) =

(
1

α

)n−1

· (1 + |x0|α)n−1

|x0|α(n−1)
. (2.12.1)
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При r < 1 имеем оценку

Q(x) ≤ C

|x|α(n−1)
, C :=

(
2

α

)n−1

.

Таким образом, получаем
∫

Bn

(Q(x))p dm(x) ≤ Cp

∫

Bn

dm(x)

|x|pα(n−1)
=

= Cp

1∫

0

∫

S(0,r)

dA
|x|pα(n−1)

dr = ωn−1C
p

1∫

0

dr

r(n−1)(pα−1)
. (2.12.2)

Известно, что интеграл I :=
1∫
0

dr
rβ сходится при β < 1. Таким образом,

интеграл в правой части соотношения (2.12.2) сходится, поскольку по-
казатель степени β := (n− 1)(pα− 1) удовлетворяет условию β < 1 при
α ∈ (0, n/p(n− 1)).

Отсюда вытекает, что Q(x) ∈ Lp(Bn); в частности, из (2.12.1) вы-
текает, что KI(x, f) ∈ L1

loc (Bn \ {0}) . Ввиду утверждения примера 4 ∗

п. 1.3.6 отображение f является Q-гомеоморфизмом при Q, указан-
ном в (2.12.1). Таким образом, необходимый пример отображения по-
строен. 2

2.12.3. Отметим также, что отображение f, построенное в дока-
зательстве теоремы 2.12.1, не удовлетворяет ни одному из заключе-
ний теорем 2.4.1, 2.4.2, 2.4.4 и 2.4.5. Хотя x0 = 0 является изолиро-
ванной существенно особой точкой отображения f, предельным мно-
жеством C(0, f) есть сфера {|y| = 1} 6= Rn и, при этом, очевидно,
cap

(
Rn \ f (Bn \ {0})) > 0.
2.12.4. Построенный выше пример снимает, таким образом, некий

оттенок ”искусственности” с условия FMO, (2.3.5) и подобных им. Вве-
дение таких условий преследует следующую мотивацию: выделить из
общего числа неограниченных функций Q функции относительно мед-
ленного роста, когда Q-отображения f сохраняют некоторые свойства,
характерные для аналитических функций на плоскости. В частности,
мы убедились, что таким ограничением не может быть интегрируемость
функции Q в некоторой степени p, каким большим бы не было такое
число p.
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Рассмотрим более подробно условие (2.3.5). Мы уже отметили, что
это условие не может быть заменено локальной интегрируемостью Q
в некоторой степени. Ниже показано, что условие (2.3.5) является не
только достаточным, но (в некотором смысле) и необходимым условием
наличия предела у отображения f в фиксированной точке x0. Имеет
место следующая теорема.

Теорема 2.12.2. Для каждой измеримой по Лебегу функции Q :
Bn → [0,∞), Q ∈ L1

loc(Bn), такой, что

1∫

0

dt

tq
1

n−1

0 (t)
< ∞ , (2.12.3)

найдется кольцевой Q-гомеоморфизм f : Bn\{0} → Rn в нуле, имеющий
существенно особую точку x0 = 0.

Доказательство. Воспользуемся примером 9 п. 1.3.6, где постро-
ено следующее отображение:

h(x) =
x

|x| exp




−

1∫

|x|

dt

tq
1

n−1

0 (t)





.

При рассмотрении этого примера доказано, что h является кольцевым
Q-отображением в нуле (то, что h в нуле не задано, не является пре-
пятствием, так как как легко видеть, что все приведенные в п. 1.3.6
рассуждения полностью аналогичны нашему случаю). Отметим, что h
не имеет предела в нуле, что следует из условия (2.12.3). 2

2.12.5. В следующей теореме доказано, что условие открытости
отображения f, присутствующее в результатах предыдущих парагра-
фов, также является существенным.

Теорема 2.12.3. При каждом n ≥ 2 найдется дискретное 1-отоб-
ражение (Q-отображение при Q(x) ≡ 1) g : Rn \{0} → Rn, для которого
x0 = 0 является изолированной существенно особой точкой.

Доказательство. Рассмотрим разбиение пространства Rn куба-
ми:

Ck1,...,kn =
n∏

i=1

[2ki − 1, 2ki + 1] , ki ∈ Z .

Рассмотрим произвольный куб Ck1,...,kn с k1, . . . , kn ≥ 0; случай с ki раз-
ных знаков может быть рассмотрен аналогично. Пусть x = (x1, . . . , xn) ∈
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∈ Ck1,...,kn . Если k1 = 0, gm1(x) := x. Пусть k1 > 0. Положим f1,...,1,1(x) =
= y1,...,1, где y1,...,1,1 — симметрическое отражение точки x относительно
гиперплоскости x1 = 2k1 − 1. Если 2k1 − 3 = −1, то процесс завершен.
Пусть 2k1−3 > −1, тогда f1,...,1,2(y1,...,1) = y1,...,1,2, где y1,...,1,2 — симметри-
ческое отражение точки y1,...,1 относительно гиперплоскости x1 = 2k1−3.
Если 2k1 − 5 = −1, то процесс завершен. Если нет, то продолжаем про-
цесс, f1,...,1,3(y1,...,1,2) = y1,...,1,3. И так далее. За конечное число шагов m1

находим функцию gm1 = f1,...,1,m1 ◦ · · · ◦ f1,...,1,1 такую, что образ gm1(x)
точки x лежит в кубе C0,k2,k3...,kn . Полагаем xm1 := gm1(x).

Далее, если k2 = 0, то gm2(xm1) = gm1(xm1). При k2 > 0 относитель-
но точки xm1 выполняем ту же операцию, но относительно координаты
x2. Полагаем f1,...,1,2,m1(xm1) = y1,...,1,2,m1 , где y1,...,1,2,m1 — симметрическое
отражение точки xm1 относительно гиперплоскости x2 = 2k2 − 1. Если
2k2−3 = −1, то процесс завершен. Если нет, то продолжаем до тех пор,
пока не получим отображение gm2 = f1,...,m2,m1 ◦ · · · ◦ f1,...,2,m1 такое, что
gm2(xm1) ∈ C0,0,k3...,kn . Полагаем gm1+m2 := gm2 ◦ gm1 , xm2 := = gm1+m2(x).
И так далее.

Через некоторое число шагов m0 = m1 + m2 + . . . + mn приходим
к отображению G0 = gmn ◦ gmn−1 ◦ · · · gm2 ◦ gm1 такому, что образ xmn

точки x при отображении G0 лежит в кубе C0,0,0...,0. Сжатие G1(x) =

=

√
n

n
· x переводит C0,0,0...,0 в некоторый куб A0, полностью лежащий в

Bn. Полагаем G2 := G1 ◦G0.
Отметим, что точка z0 = ∞ является изолированной существенно

особой точкой отображения G2, причем C(G2,∞) = A0 ⊂ Bn. Тогда
отображение

g := G2 ◦G3 , (2.12.4)

где G3(x) = x
|x|2 , имеет изолированную существенно особую точку x0 =

= 0, причем
C(g, 0) ⊂ Bn . (2.12.5)

Отображение g, заданное соотношением (2.12.4), является Q-отображе-
нием при Q ≡ 1. Действительно, по построению g сохраняет длины
кривых, дифференцируемо почти всюду, обладает N и N −1-свойствами
Лузина, кроме того, KI(x, g) = 1 почти всюду, так что g является 1-
отображением ввиду [125, следствие 8.3 и теорема 8.6]. Понятно так-
же, что g — дискретное отображение. Отметим, что заключения теорем
2.4.1, 2.4.4, 2.4.5 не выполнены; в частности, в силу (2.12.5) нарушена
теорема типа Сохоцкого—Вейерштрасса, ибо cap

(
Rn \ Bn

)
> 0. При-
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Рис. 9. Не открытое Q-отображение, Q ≡ 1, имеющее существенную сингу-
лярность

чина заключается в том, что g не является открытым отображением в
Rn \ {0} (рис. 9). 2

2.12.6. Итак, мы выяснили, что некоторые условия на функцию Q,
при которых вопрос об устранении изолированных особенностей коль-
цевых Q-отображений решается положительно, нельзя ослабить. Наи-
более выгодным с этой точки зрения является условие (2.3.5), посколь-
ку, по крайней мере, при Q ∈ L1

loc и Q ≥ 1 оно есть необходимым и
достаточным условием, при котором ограниченное открытое дискрет-
ное кольцевое Q-отображение продолжается в изолированную точку x0

границы области D \ {x0}.
Также рассмотрено наличие условия открытости отображения при

решении данной проблемы. Что касается условия дискретности, при-
сутствующего практически в каждой теореме данной главы, то, к со-
жалению, остается не выясненным, является ли это условие чисто тех-
ническим, или его наличие необходимо для положительного решения
данного круга задач.

2.13. Аналог теоремы Иверсена для кольцевых Q-отображе-
ний. Устранение изолированных особенностей локаль-
ных кольцевых Q-гомеоморфизмов

2.13.1. Проблема устранения особенностей отображений тесно связана
с таким явлением, как асимптотический предел отображения. Рассмот-
рим следующее определение.

Определение 2.13.1. Точка z0 ∈ Rn является асимптотическим
пределом отображения f : D → Rn в точке b ∈ ∂D, если найдется
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кривая α : [0, 1) → D, α(t) → b при t → 1, такая, что f(α(t)) → z0 при
t → 1 [117, § 3.13], [175, гл. VII, п. 2].

Грубо говоря, отображение f, заданное в области D, имеет своим
асимптотическим пределом величину z0 ∈ Rn в некоторой точке b гра-
ницы D, если существует кривая, лежащая в D и стремящаяся к b,
вдоль которой отображение f стремится к z0 (рис. 10).

Рис. 10. Асимптотические пределы отображений

2.13.2. Перед тем, как перейти к изложению основных результа-
тов, касающихся асимптотических пределов кольцевых Q-отображений,
приведем небольшой исторический очерк по этой теме.

2.13.3. Легко понять, что исследования отображений на предмет
наличия у них асимптотических пределов в точках границы тесно свя-
заны с теоремами типа Сохоцкого—Вейерштрасса и Пикара. (Конечно,
если f стремится к данному значению z0 вдоль некоторой кривой, стре-
мящейся к изолированной точке границы b, то найдется последователь-
ность xk → b при k → ∞ такая, что f(xk) → z0 при k → ∞). Однако в
отличие от задачи об устранении особенностей и проблем, связанных с
теоремой о выпускании значений, исследования, связанные с наличием
асимптотических пределов, требуют более изящного подхода. Наличие
асимптотического предела у данного отображения является (в извест-
ной степени) достаточно редким явлением: даже если f стремится к z0

по некоторой последовательности xk, xk → b при k → ∞, то вполне
возможно, что никакое z0 не является его асимптотическим пределом
в точке b. Приведенное подтверждает простой пример аналитической
функции f(z) = ez, z ∈ C, имеющей существенно особую точку b = ∞.
Известно, что указанное отображение имеет всего два асимптотических
значения в бесконечности: z1 = ∞ (которое достигается вдоль луча
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γ(t) = t, t ∈ [0,∞)) и z2 = 0 (которое достигается вдоль луча γ(t) = −t,
t ∈ [0,∞)). В случае аналитических функций на плоскости ясность
в исследование проблемы о существовании асимптотических пределов
вносит следующая теорема Ф. Иверсена [77], [83, гл. I, теорема 1.6].

Предложение 2.13.1. Пусть D ⊂ C, b ∈ D, и f : D \ {b} → C —
аналитическая (мероморфная) функция такая, что b является ее суще-
ственно особой точкой. Предположим, что f не принимает в области
D \ {b} два значения z1, z2 ∈ C. Тогда z1 и z2 являются асимптотиче-
скими пределами функции f в точке b.

Числа z1, z2 ∈ C условимся называть пикаровскими значениями
отображения f.

В связи с решением вопроса о количестве асимптотических значе-
ний фиксированной функции рассмотрим следующее определение.

Определение 2.13.2. Целая функция f : C→ C называется функ-
цией конечного порядка ν, если

lim
r→∞

log log M(r)

log r
= ν < ∞ ,

где M(r) = max
|z|=r

f(z). В этом случае ν называется порядком целой функ-

ции f.
Как следует из следующего утверждения, более известного как тео-

рема Данжуа—Карлемана—Альфорса, для достаточно широкого под-
класса аналитических функций, а именно, целых функций конечного
порядка, количество асимптотических пределов является конечным.

Предложение 2.13.2. Количество асимптотических пределов це-
лой функции f : C→ C конечного порядка ν в точке b = ∞, отличных
от ∞, не превышает 2ν [27, гл. X, § 5, теорема 5.4].

Важные аналоги теоремы Ф. Иверсена, приведенной выше в ви-
де предложения 2.13.1, также имеют место для более широких классов
отображений. В частности, для отображений с ограниченным искаже-
нием справедливо следующее утверждение [175, гл. VII, теорема 2.6],
см. также [117, замечание 3.18].

Предложение 2.13.3. Пусть x0 ∈ D ⊂ Rn, n ≥ 2, f : D \ {x0} →
→ Rn — отображение с ограниченным искажением (квазимероморфное
отображение) и точка x0 является существенно особой точкой отобра-
жения f. Тогда каждая точка z0 ∈ Rn \ f (D \ {x0}) является асимпто-
тическим пределом отображения f в точке x0.
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2.13.4. Здесь приведены сведения, необходимые для дальнейших
исследований, касающиеся асимптотических пределов Q-отображений
и т.п.

Определение 2.13.3. Множество E ⊂ Rn относительно локаль-
но связно, если каждая точка множества E имеет сколь угодно малые
окрестности U такие, что множества U ∩ E связны.

Следующие утверждения см. в [175, гл. III, леммы 3.1, 3.2].
Предложение 2.13.4. Пусть f : D → Rn — локальный гомеомор-

физм, Q — односвязное и локально линейно связное множество в Rn и
P — компонента связности множества f −1(Q), P ⊂ D. Тогда f отобра-
жает P на Q гомеоморфно. Если Q — относительно локально связно,
то f гомеоморфно отображает P на Q.

Предложение 2.13.5. Пусть f : D → Rn — локальный гомеомор-
физм, F — компактное множество в D и f |F инъективно. Тогда f также
инъективно в некоторой окрестности множества F (оригинальный ва-
риант утверждения предложения 2.13.5 доказан в работе [299, с. 422,
замечание 1]).

Всюду далее запись g = id для отображения g : D → Rn означает,
что g — тождественное отображение.

Определение 2.13.4. Относительно отображения f : D → Rn

непрерывное отображение s : f(D) → Rn называется его сечением, если
f ◦ s = id.

Как обычно, C(y, s) обозначает предельное множество отображения
s в точке y (см. соотношение (2.1.2)). Справедливо следующее утвер-
ждение [1, §3.A], [117, лемма 3.10].

Предложение 2.13.6. Пусть отображение f : D → Rn — нуль-
мерное, A ⊂ f(D) и существует сечение s : A → D отображения f, т.е.
f ◦ s = id. Если A — относительно локально связно в точке y ∈ A, то
множество C(y, s) есть либо континуум в ∂D, либо единственная точка
в D.

2.13.5. Прототип следующей леммы доказан для отображений с
ограниченным искажением в работе [117].

Лемма 2.13.1. Пусть x0 ∈ D, f : D \{x0} → Rn, n ≥ 3, — дискрет-
ное кольцевое Q-отображение в точке x0 ∈ D, где x0 — существенно осо-
бая точка отображения f. Предположим, что найдется ε0 < dist (x0, ∂D)
и измеримая по Лебегу функция ψ(t) : (0, ε0) → [0,∞] со следующим
свойством. Для любого ε2 ∈ (0, ε0] найдется ε1 ∈ (0, ε1] такое, что вы-
полнено условие (2.2.1) при всех ε ∈ (0, ε1) и, кроме того, при ε → 0
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выполнено условие (2.2.2). Тогда z0 ∈ f(Bf ∩ U) для любой окрестно-
сти U точки x0, как только z0 ∈ Rn является асимптотическим пределом
f в точке x0.

Доказательство. Проведем доказательство от противного, имен-
но, предположим, что найдется окрестность U точки x0, для которой
z0 /∈ f(Bf ∩ U). Не ограничивая общности рассуждений, можно счи-
тать, что x0 = z0 = 0. Выберем r0 > 0 так, чтобы B(0, r0) ⊂ U ∩ D.
Так как f — дискретное отображение, то множество {f −1(0)} не более
чем счетно, следовательно, можно считать, что S(0, r0) ∩ f −1(0) = ∅.
Положим U0 = B(0, r0)\{0}, g = f |U0 . Поскольку dist (f(S(0, r0)), 0) > 0

и по предположению 0 /∈ f(Bf ∩ U), то найдется r ′ > 0 такое, что

B(0, r ′) ∩ (f(S(0, r0)) ∪ g(Bg)) = ∅ . (2.13.1)

Так как z0 = 0 является асимптотическим пределом отображения f в
точке x0 = 0, то найдется кривая α(t) : [0, 1) → U0 с α(t) → 0 при t → 1
такая, что β(t) = f(α(t)) → 0 при t → 1. Без ограничения общности
можно считать, что 0 < |β(t)| < r ′ при всех t ∈ (0, 1). Тогда в силу
(2.13.1)

|α| ⊂ U0 \Bg . (2.13.2)

Определим при 0 ≤ t ≤ 1 и 0 < ϕ ≤ π так называемые сферические
шапочки по следующему правилу:

G(t, ϕ) = {y ∈ Rn : |y| = |β(t)|, (y, β(t)) > |y|2 cos ϕ} . (2.13.3)

Множества G(t, ϕ) в (2.13.3) представляют собой некоторую часть сфе-
ры S(0, |β(t)|), симметричную относительно отрезка {r ∈ Rn : r =
= β(t)s, s ∈ (0, 1)}. Пусть G∗(t, ϕ) − α(t) — компонента связности мно-
жества g−1(G(t, ϕ)) и ϕt — точная верхняя грань чисел ϕ ∈ (0, π] таких,
что g отображает G∗(t, ϕ) гомеоморфно на G(t, ϕ); такое ϕt > 0 суще-
ствует в виду соотношения (2.13.1) и того, что β(t) ∈ f(U0). Положим
G(t) = G(t, ϕt), G∗(t) = G∗(t, ϕt), тогда отображение g определяет при
каждом фиксированном t гомеоморфизм gt : G∗(t) → G(t).

Покажем, что для п.в. r ∈ (0, r ′), из равенства |β(t)| = r следу-
ет, что 0 /∈ G ∗(t). Предположим, что 0 ∈ G ∗(t) при некотором t, то-
гда найдется последовательность xk ∈ G ∗(t) такая, что xk → 0 при
k →∞. Не ограничивая общности, можно считать, что последователь-
ность f(xk) → yt ∈ G(t) при k → ∞. Отображение g−1

t является се-
чением отображения f на множестве G(t) ⊂ f(U0) и по предложению
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2.13.6 множество C(yt, g
−1
t ) есть континуум, лежащий на границе обла-

сти U0. Ввиду соотношения (2.13.1) C(yt, g
−1
t ) = {0}, т.е. g−1

t (y) → 0 при
y → yt. Пусть Γ(t) — семейство открытых кривых γt(s) : (0, 1) → Rn,
соединяющих β(t) и yt в G(t), т.е. γt(0) = yt, γt(1) = β(t) и γt(s) ∈ G(t)
при s ∈ (0, 1). Обозначим Γ ∗(t) = g−1

t (Γ(t)) . Тогда каждая кривая
γ ∗t (s) : (0, 1) → U0 семейства Γ ∗(t) такова, что γ ∗t (s) → 0 при s → 0. Обо-
значим Γ ∗ =

⋃
t: 0∈G ∗(t)

Γ ∗(t). По лемме 2.2.1 получаем, что M(g(Γ ∗)) = 0.

С другой стороны [281, § 10.2],

M(g(Γ ∗)) ≥ bn ·
∫

E

dr

r
,

где постоянная bn зависит только от размерности n и E = {|β(t)| :

0 ∈ G ∗(t)} при некотором t. Следовательно, линейная мера Лебега
mes1 (E) = 0, что и требовалось доказать.

Пусть T = {t : 0 ≤ t < 1, |β(t)| /∈ E}. Ввиду (2.13.1) G ∗(t) ⊂ U0 \Bg

при t ∈ T. По предложению 2.13.4 отображение f отображает G ∗(t) го-
меоморфно на G(t). Кроме того, по предложению 2.13.5 f инъективно
в некоторой окрестности G ∗(t). По определению угла ϕt это возможно
только в случае ϕt = π. Следовательно, при каждом t ∈ T множество
G ∗(t) = G ∗(t, π) есть поверхность в U0 \Bg, топологически эквивалент-
ная сфере G(t) и f гомеоморфно отображает G ∗(t) на S(0, |β(t)|). Пусть
D(t) означает ограниченную компоненту множества Rn \ G ∗(t). Поло-
жим T0 = {t ∈ T : 0 ∈ D(t)}. Возможны 2 случая: 1 ∈ T0 и 1 /∈ T0.

1 случай. Предположим, что 1 ∈ T0, тогда найдется возрастающая
последовательность tj ∈ T0 такая, что tj → 1. Положим rj = |β(tj)| и
Dj = D(tj); не ограничивая общности, можно считать, что rj+1 < rj

и, в виду того, что α(tj) → 0 при j → ∞, что Dj+1 ⊂ Dj. Пусть Aj

означает сферическое кольцо B(0, r1) \ B(0, rj). Поскольку отображе-
ние g инъективно в окрестности границы ∂D1 по предложению 2.13.5,
то найдется компонента A ∗

j множества g−1Aj такая, что ∂A ∗
j ⊃ ∂D1.

Отметим, что ∂Dj ∩A ∗
j = ∅, значит, A ∗

j ⊂ U0. Кроме того, в виду того,
что Aj ∩ g(Bg) = ∅, A ∗

j ⊂ U0 \Bg. По предложению 2.13.4 f отображает
A ∗

j гомеоморфно на Aj. В виду приведенного выше построено сечение
sj : Aj → A ∗

j отображения f, такое что sj = sk|Aj
при всех k > j. Более

того, построено сечение s : B(0, r1) \ {0} → U0 \ Bg отображения f в
B(0, r1) \ {0}. По предложению 2.13.6 сечение s может быть продолже-
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но до непрерывного отображения s всего шара B(0, r1), что возможно
лишь при s(0) = 0, откуда вытекает устранимость особенности отобра-
жения f в нуле, что противоречит условию леммы.

2 случай. Предположим теперь, что 1 /∈ T0. Кривую α мы можем
продолжить до α : [−1, 1) → Rn так, что α(−1) ∈ ∂U0 \ {0}, α(−1, 1) ⊂
⊂ U0, α|[0,1) = α и β = f(α(t)) 6= 0 при всех t ∈ [−1, 1). По предпо-
ложению найдется δ, 0 ≤ δ < 1 такое, что [δ, 1) ∩ T0 = ∅. Выберем
возрастающую последовательность точек tj ∈ T ∩ [δ, 1) такую, что

tj → 1 при j →∞ , |β(t)| < rj = |β(tj)| при всех t ∈ (tj, 1) ,

|β(t)| > rj+1 при всех t ∈ [−1, tj] .

Положим Dj = D(tj). Поскольку α(tj) → 0 при j → ∞, то последо-
вательность α(tj) можно выбрать монотонно убывающей и случай 2
можно условно разбить на 2 подслучая:

(a) Dj ⊂ Dj+1 при всех j ∈ N ,

(b) Dj ∩Dj+1 = ∅ для некоторого j ∈ N .

Предположим, что (a) верно. Рассуждаем так, как и в первом слу-
чае. Пусть Aj означает сферическое кольцо B(0, r1) \B(0, rj). Посколь-
ку отображение g инъективно в окрестности границы ∂D1, то найдет-
ся компонента A ∗

j множества g−1Aj такая, что ∂A ∗
j ⊃ ∂D1. Так как

α(t1, 1) ⊂ Rn \ D1, то A ∗
j ⊂ Dj \ D1. Рассуждая, как выше, получа-

ем непрерывное сечение s : B(0, r1) \ {0} → U0 \ Bg отображения f в
B(0, r1)\{0}. В этом случае множество C(0, s) представляет собой невы-
рожденный континуум в U0, что противоречит предложению 2.13.6.

Предположим, что верно (b). В этом случае α(tj, 1) ⊂ Rn \Dj. По-
ложим uj+1 = sup {t : α(tj, t) ⊂ Rn \ Dj+1}. Выберем окрестность Uj+1

границы ∂Dj+1 такую, что сужение f |Uj+1
инъективно (см. предложение

2.13.5). Поскольку β(tj+1, 1) ⊂ B(0, rj+1), то g
(
Uj+1 ∩

(
Rn \Dj+1

)) ⊂
⊂ B(0, rj+1) ввиду инъективности g в Uj+1. Тогда найдется v1 = max{t :

tj < t < uj+1, |β(t)| = rj+1}, причем v1 ∈ T. Отметим, что D(v1) ⊂
⊂ Rn\(Dj∪Dj+1). В таком случае, v ′1 = sup {t : α(tj, t) ⊂ Rn\D(v1)} > tj.
Тогда найдется v2 = max{t : tj < t < v ′1, |β(t)| = rj+1} такое, что
D(v2) ⊂ Rn\Dj∪Dj+1∪D(v1). И так далее. Продолжая этот процесс, по-
лучаем бесконечную последовательность

{
G ∗(vk)

}∞
k=1

компонент связ-
ности множества g−1 (S(0, rj+1)) . Отметим, что существует v = lim

k→∞
vk,
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v ∈ (tj, uj+1), причем каждая окрестность точки α(v) пересекает беско-
нечное число компонент связности множества g−1(S(0, rj+1)). Послед-
нее невозможно, так как ввиду (2.13.2) отображение f есть локальный
гомеоморфизм в точке α(v). Лемма доказана.2

2.13.6. Пример отображения f(z) = e1/z и его изолированной суще-
ственно особой точки z0 = 0 показывает, что лемма 2.13.1 не является
верной при n = 2 даже при Q ≡ 1. Следующая лемма в отличие от
предыдущей справедлива в пространстве любой размерности n ≥ 2, в
том числе при n = 2. Указанная лемма представляет собой аналог из-
вестной из комплексного анализа теоремы Иверсена для аналитических
функций (о включении пикаровских значений функции во множество
его асимптотических пределов) в наиболее общей формулировке.

Лемма 2.13.2. (Аналог теоремы Иверсена). Пусть x0 ∈ D, f :
D \ {x0} → Rn, n ≥ 2, — открытое дискретное кольцевое Q-отображе-
ние в точке x0 ∈ D, где x0 — существенно особая точка отображения f.
Предположим, что найдется ε0 < dist (x0, ∂D) и измеримая по Лебегу
функция ψ(t) : (0, ε0) → [0,∞] со следующим свойством. Для любого
ε2 ∈ (0, ε0] найдется ε1 ∈ (0, ε1] такое, что при всех ε ∈ (0, ε1) выполнено
условие (2.2.1) и, кроме того, при ε → 0 выполнено условие (2.2.2). Тогда
каждая точка множества Rn \ f (D \ {x0}) является асимптотическим
пределом f в точке x0.

Доказательство. Пусть z ∈ Rn \ f (D \ {x0}) . Не ограничивая
общности, можно считать, что z = 0. Выбираем r0 > 0 таким, чтобы
B(x0, r0) ⊂ D, полагаем U0 = B(x0, r0) \ {x0}. Так как 0 /∈ f(D \ {x0}),
то существует r ′ > 0, r ′ < 1 такое, что

B(0, r ′) ∩ f(S(x0, r0)) = ∅. (2.13.4)

По лемме 2.2.1 ввиду (2.13.4) найдется множество G вида (2.13.3), лежа-
щее на сфере S (0, r ′) , такое, что некоторая связная компонента G ∗ мно-
жества f −1(G) целиком содержится в U0. Для фиксированного y ∈ Sn−1

обозначим через γy : (0, r ′] → B(0, r ′) кривую γy(t) = ty. При каждом
r ′y ∈ G пусть γ ∗y означает максимальное поднятие кривой γy с концом
в G ∗, γ ∗y : (ry, r

′] → U0. Покажем, что γ ∗y (t) → x0 при t → ry.

Введем в рассмотрение множество K =
{

x ∈ Rn : x = lim
k→∞

γ ∗y (tk)
}

,

где tk ∈ (ry, r
′] такие, что lim

k→∞
tk = ry; без ограничения общности можно

считать все такие последовательности tk монотонными. Для x ∈ K∩U0

по непрерывности f имеем f
(
γ ∗y (tk)

) → f(x) при k → ∞, где tk ∈
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∈ (ry, r ′), tk → ry при k → ∞. Однако, f
(
γ ∗y (tk)

)
= γy(tk) → γy(ry)

при k → ∞. Отсюда заключаем, что f ≡ γy(ry) на множестве K ∩ U0

в U0. С другой стороны, ввиду монотонности последовательности связ-
ных множеств γ ∗y ((ry, tk]) множество K связно [296, гл. I, § 9.12]. Таким
образом, в силу дискретности f, ввиду соотношения (2.13.4) и приве-
денного выше K не может состоять более чем из одной точки. Пусть
K 6= {x0}, тогда кривая γ ∗y : (ry, r ′] → U0 продолжается до замкнутой
кривой γ ∗y : [ry, r ′] → U0, причем f

(
γ ∗y (ry)

)
= γy(ry). В таком случае

можно построить максимальное поднятие γ ∗ ′y кривой γy|(0, ry ] с концом
в точке γ ∗y (ry), в [175, гл. II, следствие 3.3]. Объединяя поднятия γ ∗y
и γ ∗ ′y , получаем новое поднятие γ ∗ ′′y кривой γy, которое определено на
(r ′y, r

′], что противоречит свойству максимальности исходного поднятия
γ ∗y . Следовательно, K = {x0} и γ ∗y (t) → x0 при t → ry.

Ввиду последнего соотношения нам дополнительно требуется по-
казать, что ry = 0 хотя бы для одного y. Ниже показано, что ry = 0
для п.в. r ′y ∈ G, где ”п.в.” понимается относительно меры Хаусдорфа
Hn−1. Пусть Ei = {y ∈ Sn : r ′y ∈ G, ry > 1/i}, i = 1, 2, . . . . Мы утвер-
ждаем, что Hn−1(Ei) = 0 для каждого i, где Hn−1 — (n − 1)-мерная
мера Хаусдорфа. Для фиксированного i ∈ N обозначим Γi = {γ ∗y : y ∈
∈ Ei}. Учитывая приведенное выше, все кривые семейства Γi стремят-
ся к точке x0, поэтому M(Γi) = 0. По лемме 2.2.1 также M(f(Γi)) = 0.
Отметим, что семейство f(Γi) минорирует семейство ∆ всех отрезков
αy : [1/i, r ′] → Rn, αy(t) = ty, y ∈ Ei. Пусть ρ ∈ adm f(Γi). При каждом
фиксированном y ∈ Ei по неравенству Гельдера имеем оценку

1 ≤
r ′∫

1/i

ρ(ty)dt ≤




r ′∫

1/i

ρn(ty)dt




1/n

,

откуда следует
r ′∫

1/i

ρ(ty)dt ≤
r ′∫

1/i

ρn(ty)dt .

В таком случае, используя теорему Фубини, получаем

∫

Rn

ρn(x)dm(x) ≥
∫

Sn−1




r ′∫

1/i

tn−1ρn(ty) dt


 dA ≥
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≥ 1

in−1

∫

Sn−1

r ′∫

1/i

ρn(ty) dtdA ≥ 1

in−1

∫

Sn−1

r ′∫

1/i

ρ(ty) dtdA ≥

≥ 1

in−1
Hn−1(Fρ) , (2.13.5)

где Fρ = {y ∈ Sn :
r ′∫

1/i

ρ(ty) dt ≥ 1}. По выбору ρ имеет место вклю-

чение Ei ⊂ Fρ. Поскольку M(f(Γi)) = 0, переходя к inf по всем ρ ∈
∈ adm f(Γi) в левой части (2.13.5), получаем Hn−1(Fρ) = 0 и, следова-
тельно, Hn−1(Ei) = 0. Лемма доказана.2

2.13.7. Из доказанных выше лемм 2.13.1 и 2.13.2 вытекают следу-
ющие утверждения.

Лемма 2.13.3. В условиях леммы 2.13.1 имеет место включение:
(
Rn \ f (D \ {x0})

) ⊂ f(Bf ) .

Доказательство следует из лемм 2.13.1 и 2.13.2. Предположим
противное, тогда найдется y0 ∈

(
Rn \ f (D \ {x0})

) \ f(Bf ). Поэтому по
лемме 2.13.2 точка y0 является асимптотическим пределом отображе-
ния f в точке x0. Однако по лемме 2.13.1 имеем y0 ∈ f(Bf ∩ U) для
любой окрестности U точки x0, что противоречит приведенному выше
предположению. 2

Лемма 2.13.4. В условиях леммы 2.13.1 множество f(Bf ) не мо-
жет быть ограниченным, как только y0 = ∞ 6∈ f(D \ {x0}) (рис. 11).

Доказательство. Отметим, что точка y0 = ∞ ∈ Rn\f (D \ {x0}) и
по лемме 2.13.3 существует последовательность yk ∈ f(Bf ), k =

Рис. 11. Свойства множеств точек ветвления кольцевых Q-отображений
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= 1, 2, . . . , такая, что yk →∞ при k →∞. Тем самым, f(Bf ) неограни-
чено, что и требовалось доказать. 2

Лемма 2.13.5. В условиях леммы 2.13.1 имеет место включение:
x0 ∈ Bf , как только y0 = ∞ 6∈ f(D \ {x0}).

Доказательство. Предположим противное, тогда существует ок-
рестность U точки x0 такая, что

(U \ {x0}) ∩Bf = ∅ . (2.13.6)

Отметим, что точка y0 = ∞ ∈ Rn\f(U\{x0}). Применим к отображению
g := f |U\{x0} лемму 2.13.3. Получим, что найдется последовательность
yk ∈ f (Bf ∩ (U \ {x0})) , k = 1, 2, . . . , такая, что yk → ∞ при k →
→∞. Однако, последнее противоречит соотношению (2.13.6), ибо тогда
f (Bf ∩ (U \ {x0})) 6= ∅ и, тем более, Bf ∩ (U \ {x0}) 6= ∅. 2

2.13.8. Из лемм 2.13.1—2.13.5 на основании доказанной ранее лем-
мы 2.3.1 вытекает следующий основной результат данного параграфа.

Теорема 2.13.1. Пусть x0 ∈ D, f : D \ {x0} → Rn, n ≥ 2, —
открытое дискретное кольцевое Q-отображение в точке x0 ∈ D, где x0 —
существенно особая точка f. Предположим, что измеримая по Лебегу
функция Q : D → [0,∞] удовлетворяет, по крайней мере, одному из
следующих условий:

1) Q ∈ FMO(x0) ;
2) при некотором C > 0 и r → 0 выполнено условие (2.3.10);
3) при некотором ε0 = ε(x0) > 0, ε(x0) < dist (x0, ∂D), и произволь-

ных ε ∈ (0, ε0) выполнены условия (2.3.4), (2.3.5). Тогда:
I. Если n ≥ 3 и точка z0 ∈ Rn является асимптотическим пределом

f в точке x0, то для любой окрестности U ⊂ D, содержащей точку x0,
выполнено z0 ∈ f(Bf ∩ U);

II. (Аналог теоремы Иверсена). Каждая точка множества

Rn \ f (D \ {x0})
является асимптотическим пределом f в точке x0;

III. Если n ≥ 3, то имеет место включение
(
Rn \ f (D \ {x0})

) ⊂
⊂ f(Bf );

IV. Если n ≥ 3 и ∞ /∈ f (D \ {x0}) , то
a) множество f(Bf ) неограничено в Rn, b) x0 ∈ Bf .
Замечание 2.13.1. Известно, что даже для отображений с ограни-

ченным искажением заключения лемм 2.13.3—2.13.5, а также утвержде-
ния п. I, III, IV теоремы 2.13.1 нарушаются при n = 2, как показывает
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пример отображения f(z) = e1/z в точке z0 = 0 (для этого отображения
Q ≡ 1).

2.13.9. Следующий результат для отображений с ограниченным
искажением установлен В. Зоричем [301, теорема 1]. Отметим, что ме-
тод, при помощи которого указанный результат был получен, несколько
отличается от того, посредством которого аналогичное утверждение до-
казано в книге.

Следствие 2.13.1. Пусть x0 ∈ D, f : D \ {x0} → Rn, n ≥ 3, —
локальный кольцевой Q-гомеоморфизм в точке x0 ∈ D. Предположим,
что измеримая по Лебегу функция Q : D → [0,∞] удовлетворяет, по
крайней мере, одному из следующих условий:

1) Q ∈ FMO(x0) ;

2) при некотором C > 0 и r → 0 выполнено условие (2.3.10);
3) при некотором ε0 = ε(x0) > 0, ε(x0) < dist (x0, ∂D), и произволь-

ных ε ∈ (0, ε0) выполнены условия (2.3.4), (2.3.5). Тогда f продолжается
до локального гомеоморфизма f : D → Rn.

Доказательство следствия 1.8.1 легко вытекает из заключе-
ния IV. b) теоремы 2.13.1. Возможность непрерывного продолжения f в
точку x0 следует из условия Bf = ∅. Остается показать, что продолжен-
ное отображение f : D → Rn является гомеоморфизмом в некотором
шаре B(x0, ε0). Предположим противное, тогда x0 ∈ Bf . С другой сторо-
ны, для произвольного открытого дискретного отображения g : G → Rn

области G ⊂ Rn, n ≥ 2, хаусдорфова размерность dimH g(Bg) ≥ n − 2,
как только Bg 6= ∅ [117, теорема 3.4]. В нашем случае это означало бы,
что в области D, по крайней мере, были бы еще какие-то точки множе-
ства Bf , кроме точки x0, что противоречит сделанному предположению
о локальной гомеоморфности f в D \ {x0}. 2

Замечание 2.13.2. Пример отображения, построенный в п. 2.12
(см. теорему 2.12.1), показывает, что условия вида (2.2.1), (2.2.2) в лем-
мах 2.13.1—2.13.5, а также условия 1)—3) в теореме 2.13.1 и следствии
2.13.1 нельзя заменить более простым условием Q ∈ Lp ни для како-
го сколь угодно большого p ≥ 1. Более того, условие (2.3.5) в теореме
2.13.1 является точным (см. пример отображения, построенный в тео-
реме 2.12.2). В теореме 2.12.3 построен пример 1-отображения, не явля-
ющегося открытым, который показывает, что в леммах 2.13.2—2.13.5,
а также утверждениях II—IV.a) теоремы 2.13.1 требование открытости
отображения является существенным требованием.
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Тем не менее, заключения I и IV.b) теоремы 2.13.1 в примере, по-
строенном выше, выполнены, так как для указанного выше отображе-
ния G2 множество BG2 представляет собой совокупность гиперплоско-
стей:

BG2 =
∞⋃

i,k=1

Ak,i, Ak,i = {x = (x1, x2, . . . , xi, . . . , xn) ∈ Rn : xi = 2k + 1}

и ∞ ∈ BG2 . Более того, если бы некоторое отображение f : D → Rn

не удовлетворяло бы условию IV.b) теоремы 2.13.1, то f автоматиче-
ски было бы открытым отображением в U \ {x0}, где U — некоторая
окрестность точки x0.

Как прежде, нам неизвестно, можно ли избавиться от требования
дискретности в перечисленных выше результатах, что требует допол-
нительных исследований.

2.14. Устранение особенностей кольцевых Q-отображений
c ограничениями интегрального типа

2.14.1.Рассмотрим еще один важный случай, когда изолированная осо-
бенность открытого дискретного кольцевого Q-отображения является
устранимой. Речь идет о так называемых условиях интегрального ти-
па, т.е. когда заданная функция Q удовлетворяет соотношениям вида

∫

D

Φ(Q(x))dm(x) < ∞ , (2.14.1)

где Φ : [0,∞] → [0,∞] — некоторая измеримая функция. Отметим, что
соотношения типа (2.14.1) могут возникать в связи с рассмотрением са-
мых различных задач [3, 11, 39, 94, 96, 98, 100–102, 144, 147, 181, 265, 300].
Мы же рассматриваем пространственные отображения, которые изуча-
ются в контексте их взаимосвязи с соотношениями вида (2.14.1).

При определенном дополнительном условии на функцию Φ (кото-
рое рассмотрено ниже) из (2.14.1) вытекает расходимость интеграла ви-
да (2.3.5). В этом и заключается основная идея, на которой базируют-
ся главные результаты настоящего параграфа: вопрос об устранении
особенностей отображений, характеристика Q которых удовлетворяет
условию (2.14.1), как показано ниже, сводится к вопросу о расходимо-
сти интеграла в (2.3.5).
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2.14.2. Напомним определение выпуклой функции, которое пона-
добится нам в дальнейшем.

Определение 2.14.1. Функция Φ : [0,∞] → [0,∞] называется вы-
пуклой, если

Φ(λt1 + (1− λ)t2) ≤ λ Φ(t1) + (1− λ)Φ(t2)

при всех t1, t2 ∈ [0,∞] и λ ∈ [0, 1].
Обратная функция Φ−1 может быть корректно определена для лю-

бой неубывающей функции Φ : [0,∞] → [0,∞] :

Φ−1(τ) = inf
Φ(t)≥τ

t . (2.14.2)

Как обычно, inf в (2.14.2) равен ∞, если множество t ∈ [0,∞] таких,
что Φ(t) ≥ τ, пусто. Отметим, что функция Φ−1 также является неубы-
вающей.

Замечание 2.14.1. Из определения очевидно, что

Φ−1(Φ(t)) ≤ t ∀ t ∈ [0,∞] , (2.14.3)

с равенством в (2.14.3), исключая интервалы постоянства функции Φ(t).

Следующее утверждение см. в [202, теорема 2.1]. Здесь, в (2.14.5)
и (2.14.6), мы дополняем определения интегралов∞ при Φp(t) = ∞, со-
ответственно, Hp(t) = ∞ для всех t ≥ T ∈ [0,∞). Интеграл в (2.14.6) по-
нимается в смысле Лебега—Стильтьеса, а интегралы в (2.14.5) и
(2.14.7)—(2.14.10) — как обычные интегралы Лебега.

Предложение 2.14.1. Пусть Φ : [0,∞] → [0,∞] — неубывающая
функция. Полагаем

Hp(t) = log Φp(t) , Φp(t) = Φ (tp) , p ∈ (0,∞) . (2.14.4)

Тогда равенство
∞∫

δ

H ′
p(t)

dt

t
= ∞ (2.14.5)

влечет ∞∫

δ

dHp(t)

t
= ∞ (2.14.6)
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и (2.14.6) эквивалентно соотношению
∞∫

δ

Hp(t)
dt

t2
= ∞ (2.14.7)

для некоторого δ > 0, (2.14.7) эквивалентно каждому из равенств
∆∫

0

Hp

(
1

t

)
dt = ∞ (2.14.8)

при некотором ∆ > 0,
∞∫

δ∗

dη

H−1
p (η)

= ∞ (2.14.9)

при некотором δ∗ > H(+0),

∞∫

δ∗

dτ

τΦ−1
p (τ)

= ∞ (2.14.10)

при некотором δ∗ > Φ(+0).
Более того, (2.14.5) эквивалентно соотношению (2.14.6) и, следова-

тельно, (2.14.5)—(2.14.10) эквивалентны друг другу при дополнитель-
ном условии, что Φ абсолютно непрерывна. В частности, все условия
(2.14.5)—(2.14.10) эквивалентны друг другу при условии, что функция
Φ является выпуклой и неубывающей.

Легко видеть, что условия (2.14.5)—(2.14.10) являются более слабы-
ми при больших p (например (2.14.7)). Поясним, что в правых частях
условий (2.14.5)—(2.14.10) подразумевается символ +∞. При Φp(t) = 0
для t ∈ [0, t∗], Hp(t) = −∞ для t ∈ [0, t∗], и мы полагаем H ′

p(t) := 0 для
t ∈ [0, t∗]. Отметим, что условия (2.14.6) и (2.14.7) исключают случай,
когда t∗ принадлежит интервалу интегрирования в указанных выше со-
отношениях. В противном случае левые части в (2.14.6) и (2.14.7) либо
одновременно равны −∞, либо не определены. Следовательно, можно
предполагать в (2.14.5)—(2.14.7), что δ > t0 и, соответственно, ∆ < 1/t0,
где t0 : = sup

Φp(t)=0

t, t0 = 0, если Φp(0) > 0.

2.14.3. Следующее утверждение является обобщением и усилением
[202, лемма 3.1].
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Лемма 2.14.1. Пусть Q : Bn → [0,∞] — измеримая функция и
Φ : [0,∞] → (0,∞] — неубывающая выпуклая функция. Тогда

1∫

ε

dr

rq
1
p

0 (r)
≥ 1

n

M(ε)
εn∫

eM(ε)

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1
p

∀ p ∈ (0,∞), ε ∈ (0, 1) , (2.14.11)

где q0(r) определено соотношением (1.1.25) при x0 = 0, a

M(ε) =
1

Ωn (1− εn)

∫

A(ε,1,0)

Φ(Q(x)) dm(x)

— среднее интегральное значение функции Φ ◦ Q в кольце A(ε, 1, 0),
определенном в соотношении (1.1.1) при x0 = 0, r1 = ε и r2 = 1.

Доказательство. Обозначим

t∗ = sup
Φp(t)=τ0

t, τ0 = Φ(0) > 0 . (2.14.12)

Полагая
Hp(t) : = log Φp(t) ,

имеем
H −1

p (η) = Φ−1
p (eη) , Φ−1

p (τ) = H−1
p (log τ) . (2.14.13)

Следовательно, получаем

q
1
p

0 (r) = H−1
p

(
log

h(r)

rn

)
= H−1

p

(
n log

1

r
+ log h(r)

)
∀ r ∈ R∗ ,

(2.14.14)

где h(r) : = rnΦ (q0(r)) = rnΦp

(
q

1
p

0 (r)

)
и R∗ = { r ∈ (ε, 1) : q

1
p

0 (r) >

> t∗}. Тогда также

q
1
p

0 (e−s) = H−1
p

(
ns + log h(e−s)

) ∀ s ∈ S∗, (2.14.15)

где S∗ = {s ∈ (0, log 1
ε
) : q

1
p

0 (e−s) > t∗}.
Теперь в силу неравенства Иенсена и выпуклости функции Φ

имеем
log 1

ε∫

0

h(e−s) ds =

1∫

ε

h(r)
dr

r
=

1∫

ε

Φ(q0(r)) rn−1dr ≤
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≤
1∫

ε


 1

ωn−1rn−1

∫

S(0,r)

Φ(Q(x))dA


 rn−1dr ≤ Ωn

ωn−1

·M(ε) =

=
1

n
·M(ε) , (2.14.16)

где мы используем среднее значение функции Φ ◦Q на сфере S(0, r) =
= {x ∈ Rn : |x| = r} относительно меры площади dA. Как обычно, здесь
Ωn и ωn−1 — объем единичного шара и площадь единичной сферы в Rn,
соответственно. Тогда, рассуждая от противного, легко видеть, что

mes1T =

∫

T

ds ≤ 1

n
, (2.14.17)

где T = {s ∈ (0, log 1
ε
) : h(e−s) > M(ε)}. Следующим шагом покажем,

что

q
1
p

0

(
e−s

) ≤ H−1
p (ns + log M(ε)) ∀ s ∈

(
0, log

1

ε

)
\ T∗ , (2.14.18)

где T∗ : = T ∩ S∗. Отметим, что
(
0, log 1

ε

) \ T∗ =
[(

0, log 1
ε

) \ S∗
]∪

∪ [(
0, log 1

ε

) \ T
]

=
[(

0, log 1
ε

) \ S∗
]∪ [S∗ \ T ] . Неравенство (2.14.18) име-

ет место для s ∈ S∗ \ T ввиду (2.14.15), поскольку функция H−1
p —

неубывающая. Отметим также, см. (2.14.12), что

ensM(ε) > Φ(0) = τ0 ∀ s ∈
(

0, log
1

ε

)
,

тогда по (2.14.13)
t∗ < Φ−1

p (ensM(ε)) =

= H−1
p (ns + log M(ε)) ∀ s ∈

(
0, log

1

ε

)
.

Следовательно, (2.14.18) имеет место также для s ∈ (0, log 1
ε
)\S∗. Таким

образом, имеем (2.14.18).
Поскольку функция H−1

p не убывает, ввиду (2.14.17) и (2.14.18) по-
лучаем

1∫

ε

dr

rq
1
p

0 (r)
=

log
1
ε∫

0

ds

q
1
p

0 (e−s)
≥

∫

(
0,log

1
ε

)
\T∗

ds

H−1
p (ns + ∆)

≥
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≥
log

1
ε∫

mes1T∗

ds

H−1
p (ns + ∆)

≥
log

1
ε∫

1
n

ds

H−1
p (ns + ∆)

= 1
n

n log
1
ε
+∆∫

1+∆

dη

H−1
p (η)

,

где ∆ = log M(ε).
Отметим, что 1 + ∆ = log eM(ε). Таким образом,

1∫

ε

dr

rq
1
p

0 (r)
≥ 1

n

log
M(ε)
εn∫

log eM(ε)

dη

H −1
p (η)

,

и после замены переменной η = log τ с учетом (2.14.13) получаем

1∫

ε

dr

rq
1
p

0 (r)
≥ 1

n

M(ε)
εn∫

eM(ε)

dτ

τΦ−1
p (τ)

, Φp(t) := Φ(tp) , (2.14.19)

откуда вытекает (2.14.11). 2

2.14.4. Обозначим для измеримой по Лебегу функции Q(x) через

Q∗(x) так называемую срезку, определенную следующим образом:

Q∗(x) =

{
Q(x), Q(x) ≥ 1,

1, Q(x) < 1 .
(2.14.20)

Из леммы 2.14.1 получаем следующее утверждение.

Следствие 2.14.1. Пусть Φ : [0,∞] → (0,∞] — неубывающая вы-
пуклая функция, Q : Bn → [0,∞] — измеримая по Лебегу функция, а
функция Q∗(x), построенная по функции Q, указана выше. Предполо-
жим, что среднее значение M∗(ε) функции Φ◦Q∗ над кольцом A(ε, 1, 0),
ε ∈ (0, 1), конечно. Тогда

1∫

ε

dr

rq
λ
p

0 (r)
≥ 1

n

M∗(ε)
εn∫

eM∗(ε)

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1
p

∀λ ∈ (0, 1), p ∈ (0,∞) , (2.14.21)

где q0(r) — среднее интегральное значение функции Q(x) на сфере
|x| = r.
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Доказательство. Действительно, пусть q∗(r) — среднее интеграль-
ное значение функции Q∗(x) на сфере |x| = r. Тогда q0(r) ≤ q∗(r) и, кро-

ме того, q∗(r) ≥ 1 для всех r ∈ (0, 1). Таким образом, q
λ
p

0 (r) ≤ q
λ
p
∗ (r) ≤

≤ q
1
p
∗ (r) для всех λ ∈ (0, 1) и по лемме 2.14.1, примененной к функции

Q∗(x), получаем (2.14.21). 2

Замечание 2.14.2. Отметим, что при каждом p ∈ (0,∞) соотно-
шение (2.14.11) эквивалентно неравенству (2.14.19).

2.14.5. Одним из основных результатов настоящего параграфа яв-
ляется следующее утверждение.

Теорема 2.14.1. Пусть Q : Bn → [0,∞] — измеримая функция
такая, что ∫

Bn

Φ(Q(x))dm(x) < ∞ , (2.14.22)

где Φ : [0,∞] → [0,∞] — некоторая неубывающая выпуклая функция
такая, что при некотором δ0 > τ0 : = Φ(0)

∞∫

δ0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1
p

= ∞ , p ∈ (0,∞) . (2.14.23)

Тогда
1∫

0

dr

rq
1
p

0 (r)
= ∞ , (2.14.24)

где, как обычно, q0(r) означает среднее интегральное значение функции
Q(x) на сфере |x| = r.

Доказательство. Не ограничивая общности рассуждений, можно
считать, что Φ(0) > 0. Действительно, пусть Φ(0) = 0, тогда рассмотрим
вспомогательную функцию:

Φ∗(t) =

{
Φ(t), Φ(t) > δ0,

δ0, Φ(t) ≤ δ0 .

Отметим, что функция Φ∗(t) по-прежнему удовлетворяет соотношениям
(2.14.22) и (2.14.23).

В таком случае доказательство теоремы 2.14.1 сводится к лемме
2.14.1. 2
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Замечание 2.14.3. Поскольку [Φ−1(τ)]
1
p = Φ−1

p (τ), где Φp(t) =
= Φ(tp), то соотношение (2.14.23) влечет

∞∫

δ

dτ

τΦ−1
p (τ)

= ∞ ∀ δ ∈ [0,∞) . (2.14.25)

С другой стороны, соотношение вида (2.14.25), выполненное при неко-
тором δ ∈ [0,∞), вообще говоря, не влечет (2.14.23), которое было бы
выполнено при δ0 > Φ(0). Действительно, (2.14.23) влечет (2.14.25) для
δ ∈ [0, δ0), а для δ ∈ (δ0,∞) имеем

0 ≤
δ∫

δ0

dτ

τΦ−1
p (τ)

≤ 1

Φ−1
p (δ0)

log
δ

δ0

< ∞,

поскольку функция Φ−1
p не убывает и Φ−1

p (δ0) > 0. Кроме того, по опре-
делению обратной функции Φ−1

p (τ) ≡ 0 для всех τ ∈ [0, τ0], τ0 = Φp(0),
следовательно, (2.14.25) при δ ∈ [0, τ0) не влечет (2.14.23). Если τ0 > 0,
то

τ0∫

δ

dτ

τΦ−1
p (τ)

= ∞ ∀ δ ∈ [0, τ0). (2.14.26)

Однако соотношение (2.14.26) не несет никакой информации собственно
о функции Q(x) и, следовательно, (2.14.25) при δ < Φ(0) не может влечь
(2.14.24).

Следствие 2.14.2. Если Φ : [0,∞] → [0,∞] — неубывающая вы-
пуклая функция, а Q удовлетворяет условию (2.14.22), то каждое из
условий (2.14.5)—(2.14.10) при p ∈ (0,∞) влечет (2.14.24).

Если, кроме того, Φ(1) < ∞ либо q0(r) ≥ 1 на подмножестве ин-
тервала (0, 1), имеющем положительную меру, то каждое из условий
(2.14.5)—(2.14.10) при p ∈ (0,∞) влечет

1∫

0

dr

rq
λ
p (r)

= ∞ ∀λ ∈ (0, 1) , (2.14.27)

а также
1∫

0

dr

rαq
β
p

0 (r)
= ∞ ∀ α ≥ 1, β ∈ (0, α] . (2.14.28)
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Доказательство. Отметим, что каждое из условий (2.14.5)—
(2.14.10) при p ∈ (0,∞) влечет выполнение соотношения (2.14.24) ввиду
предложения 2.14.1, теоремы 2.14.1 и замечания 2.14.3.

Предположим, что на некотором множестве положительной меры
интервала (0, 1) выполнено неравенство q0(r) ≥ 1. Тогда по теореме
Фубини также Q(x) ≥ 1 при x ∈ A ⊂ Bn, где m(A) > 0. В таком случае
ввиду (2.14.22) получаем

m(A) · Φ(1) ≤
∫

A

Φ(Q(x))dm(x) ≤
∫

Bn

Φ(Q(x))dm(x) < ∞ . (2.14.29)

Из неравенства (2.14.29) следует, что Φ(1) < ∞, и для функции срезки
Q∗(x) из следствия 2.14.1 имеем

∫

Bn

Φ(Q∗(x))dm(x) ≤ Φ(1) ·m {x ∈ Bn : Q(x) < 1}+ (2.14.30)

+

∫

Bn

Φ(Q(x))dm(x) < ∞ .

Соотношение (2.14.30) остается справедливым также при условии
Φ(1) < ∞ независимо от выполнения требования q0(r) ≥ 1 на множестве
положительной меры. Следовательно, соотношение (2.14.27) вытекает
из следствия 2.14.1 с учетом замечания 2.14.3. Наконец, применим в
(2.14.27) неравенство Иенсена при произвольном λ ∈ (0, 1) и α ≥ 1.
Получаем

∞ =

1∫

0

dr

rq
λ
p

0 (r)
≤




1∫

0

dr

rαq
αλ
p

0 (r)




1/α

,

откуда следует, что
1∫
0

dr

rαq
αλ
p

0 (r)

= ∞. Полагая β := αλ и учитывая,

что λ — произвольное число интервала (0, 1), получаем соотношение
(2.14.28) при произвольном α ≥ 1 и β ∈ (0, α]. Следствие 2.14.2 доказа-
но. 2

2.14.6. Следующая теорема связывает соотношения между неко-
торыми функциональными условиями вида (2.14.22), (2.14.23) и инте-
гральное условие (2.3.5). Установим, что указанные условия вида (2.14.23)
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при p = n − 1 влекут выполнение условия расходимости интеграла
(2.3.5). Подобная связь открывает широкие возможности в плане при-
ложений к результатам, полученным в предыдущих параграфах. Имеет
место следующая теорема.

Теорема 2.14.2. Пусть Q : D → [0,∞] — измеримая по Лебегу
функция и Φ : [0,∞] → [0,∞] — неубывающая выпуклая функция,
удовлетворяющая условию (2.14.23) при некотором δ0 > τ0 : = Φ(0) и
p = n− 1. Если функции Φ и Q связаны между собой условием

∫

D

Φ (Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n ≤ M < ∞ , (2.14.31)

то для каждой точки x0 ∈ D и любого ε0 > 0, ε0 < dist (x0, ∂D), имеет
место условие (2.3.5).

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что
Φ(0) > 0. Зафиксируем x0 ∈ D и некоторое произвольное число ε0 <
< dist (x0, ∂D). Делая замену t = r/ε0, при произвольном ε ∈ (0, ε0)
получаем

ε0∫

ε

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

=

1∫

ε/ε0

dt

tq
1

n−1
x0 (tε0)

=

1∫

ε/ε0

dt

tq̃
1

n−1

0 (t)
, (2.14.32)

где q̃0(t) — среднее интегральное значение функции Q̃(x) := Q(ε0x+x0)
над сферой |x| = t, которое определено в соотношении (1.1.25). Приме-
няя лемму 2.14.1, получаем

1∫

ε/ε0

dt

tq̃
1

n−1

0 (t)
≥ 1

n

M∗(ε/ε0)εn
0

εn∫

eM∗(ε/ε0)

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

, (2.14.33)

M∗ (ε/ε0) =
1

Ωn (1− (ε/ε0)
n)

∫

A(1,ε/ε0,0)

Φ (Q(ε0x + x0)) dm(x) =

=
1

Ωn (εn
0 − εn)

∫

A(ε,ε0,x0)

Φ (Q(x)) dm(x) .
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Поскольку при всех x ∈ A(ε, ε0, x0) выполнено неравенство |x| ≤ |x−
−x0|+ |x0| ≤ ε0 + |x0|, то

M∗ (ε/ε0) ≤ βn(x0)

Ωn (εn
0 − εn)

∫

A(ε,ε0,x0)

Φ(Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n ,

где βn(x0) = (1 + (ε0 + |x0|)2)
n
. Следовательно, при ε ≤ / n

√
εn
0 − 1

2

M∗ (ε/ε0) ≤ 2βn(x0)

Ωn

M ,

где M — постоянная из соотношения (2.14.31). Кроме того,

M∗ (ε/ε0) > Φ(0) > 0.

Тогда из соотношений (2.14.32) и (2.14.33) получаем

ε0∫

ε

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

≥ 1

n

Φ(0)εn
0

εn∫

2βn(x0)Me
Ωn

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

.

Однако правая часть последнего соотношения стремится к бесконечно-

сти в силу соотношения (2.14.23), откуда следует, что
ε0∫
0

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

= ∞.

Теорема доказана. 2

Замечание 2.14.4. Условие (2.14.1) влечет соотношение (2.14.31).
Следовательно, (2.14.31) является более общим, чем указанное выше
соотношение. С другой стороны, если область D ограничена, то условие
(2.14.31) влечет условие

∫
D

Φ (Q(x)) dm(x) ≤ M∗, где M∗ = M · (1 + δ2
∗)

n
,

δ∗ = sup
x∈D

|x|.
2.14.7. Ниже сформулированы и доказаны основные результаты

настоящего параграфа.
Теорема 2.14.3. Пусть x0 ∈ D, f : D \ {x0} → Rn — откры-

тое дискретное кольцевое Q-отображение в точке x0, удовлетворяющее
условию cap

(
Rn \ f (D \ {x0})

)
> 0. Предположим, что функция срез-

ки Q∗(x), определенная соотношениями (2.14.20), удовлетворяет усло-
вию (2.14.31), где Φ : [0,∞] → [0,∞] — некоторая неубывающая вы-
пуклая функция, удовлетворяющая условию (2.14.23) при некотором
δ0 > τ0 : = Φ(0) и p = n− 1.
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Тогда f имеет непрерывное продолжение f : D → Rn, иными сло-
вами, точка x0 является либо устранимой особой точкой, либо полюсом
отображения f. Более того, продолженное отображение f является от-
крытым и дискретным.

Доказательство непосредственно вытекает из теорем 2.3.1, 2.4.3
и 2.14.2. 2

Из теоремы 2.14.3 непосредственно вытекает следующее утвер-
ждение.

Теорема 2.14.4. Пусть x0 ∈ D, f : D\{x0} → Rn — открытое дис-
кретное кольцевое Q-отображение в точке x0 = 0. Предположим, что
функция срезки Q∗(x), определенная соотношениями (2.14.20), удовле-
творяет условию (2.14.31), где Φ : [0,∞] → [0,∞] — некоторая неубы-
вающая выпуклая функция, удовлетворяющая условию (2.14.23) при
некотором δ0 > τ0 : = Φ(0) и p = n− 1. Если x0 — существенная особая
точка отображения f, то

cap
(
Rn \ f (U \ {x0})

)
= 0

для любой окрестности U точки x0.

Теорема 2.14.5. Пусть x0 ∈ D, f : D \{x0} → Rn — открытое дис-
кретное кольцевое Q-отображение в точке x0 = 0. Предположим, что
функция срезки Q∗(x), определенная соотношениями (2.14.20), удовле-
творяет условию (2.14.31), где Φ : [0,∞] → [0,∞] — некоторая неубы-
вающая выпуклая функция, удовлетворяющая условию (2.14.23) при
некотором δ0 > τ0 : = Φ(0) и p = n− 1. Тогда точка x0 является устра-
нимой для отображения f в том и только том случае, когда отображение
f ограничено в некоторой окрестности U точки x0.

Доказательство вытекает из теорем 2.14.2 и 2.4.2. 2

Теорема 2.14.6. (Аналог теоремы Сохоцкого—Вейерштрасса).
Пусть x0 ∈ D, f : D \ {x0} → Rn — открытое дискретное кольцевое
Q-отображение в точке x0. Предположим, что функция срезки Q∗(x),
определенная соотношениями (2.14.20), удовлетворяет условию (2.14.31),
где Φ : [0,∞] → [0,∞] — некоторая неубывающая выпуклая функция,
удовлетворяющая условию (2.14.23) при некотором δ0 > τ0 : = Φ(0) и
p = n− 1. Если x0 — существенно особая точка отображения f, то для
любого a ∈ Rn найдется последовательность xk → x0 при k →∞ такая,
что f(xk) → a при k →∞.
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Более того, в этом случае найдется множество C ⊂ Rn типа Fσ в
Rn емкости нуль такое, что

N (y, f, U \ {x0}) = ∞

для любой окрестности U точки x0 и для всех y ∈ Rn \ C.
Доказательство вытекает из теорем 2.14.2, 2.4.4, 2.4.5 и 2.4.2. 2

Теорема 2.14.7. (Аналог теоремы Лиувилля). Пусть f : Rn →
→ Rn — открытое дискретное кольцевое Q-отображение в точке x0 = ∞.
Предположим, что функция срезки Q∗(x), определенная соотношения-
ми (2.14.20), удовлетворяет условию (2.14.31), где Φ : [0,∞] → [0,∞] —
некоторая неубывающая выпуклая функция, удовлетворяющая усло-
вию (2.14.23) при некотором δ0 > τ0 : = Φ(0) и p = n− 1. Тогда

cap
(
Rn \ f (Rn)

)
= 0 .

В частности, f не может отображать все Rn на ограниченную область.
Доказательство. Предположим противное, а именно:

cap
(
Rn \ f (Rn)

)
> 0 .

Тогда для вспомогательного отображения f̃ = f

(
x

|x|2
)

, f̃ :Rn \ {0}→

→Rn, имеем f̃(Rn\{0}) = f (Rn \ {0}) , поэтому cap
(
Rn\f̃ (Rn\{0})

)
=

= cap
(
Rn\f (Rn\{0}))≥cap

(
Rn\f (Rn)

)
> 0 . Отметим, что |J(x, ψ)| =

= (1/|x|)2n . Полагаем Q ′(x) = Q

(
x

|x|2
)

. При этом f̃ является откры-

тым дискретным кольцевым Q ′-отображением в нуле. Согласно приве-
денному, прибегая к замене переменной в интеграле, из (2.14.31) имеем

∫

Rn

Q ′(x)
dm(x)

(1 + |x|2)n =

∫

Rn

Q

(
x

|x|2
)

dm(x)

(1 + |x|2)n =

=

∫

Rn

Q (y) · 1

|y|2n
· dm(y)(

1 + 1
|y|2

)n =

∫

Rn

Q (y)
dm(y)

(1 + |y|2)n ≤ M .

Тогда в силу теоремы 2.14.3 отображение f̃ продолжается по непре-
рывности до открытого дискретного отображения f̃ : Rn → Rn. Это
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равносильно тому, что f также продолжается по непрерывности до от-
крытого дискретного отображения f : Rn → Rn. В таком случае мно-
жество f

(
Rn

)
одновременно открыто и замкнуто в Rn, откуда следует,

что f(Rn) = Rn. Однако, последнее противоречит сделанному предпо-
ложению, что cap

(
Rn \ f (Rn)

)
> 0. 2

Пусть n = 2 и ∆ = {z ∈ C : |z| < 1} . Имеет место следующее утвер-
ждение.

Теорема 2.14.8. (Аналог теоремы Пикара для Q-отображений).
Пусть f : ∆ \ {0} → C — открытое дискретное Q-отображение, Q ∈
∈ L1

loc(∆), которое не принимает, по крайней мере, три значения в C.
Предположим, что функция срезки Q∗(z), определенная соотно-

шениями (2.14.20), удовлетворяет условию (2.14.31), где Φ : [0,∞] →
→ [0,∞] — некоторая неубывающая выпуклая функция, удовлетворя-
ющая условию (2.14.23) при некотором δ0 > τ0 : = Φ(0) и p = 1. Тогда
отображение f может быть непрерывным образом продолжено в ∆ до
открытого дискретного Q-отображения f : ∆ → C.

Доказательство вытекает из теорем 2.14.2 и 2.6.1. 2

Теорема 2.14.9. Пусть f : C → C — открытое дискретное Q-
отображение. Предположим, что функция срезки Q∗(z), определенная
соотношениями (2.14.20), удовлетворяет соотношению (2.14.31), где Φ :
[0,∞] → [0,∞] — некоторая неубывающая выпуклая функция, удовле-
творяющая условию (2.14.23) при некотором δ0 > τ0 : = Φ(0) и p = 1.
Тогда f принимает все значения в C кроме, может быть, двух.

Доказательство. Предположим противное, а именно, что f не
принимает три и более значений в C. Рассмотрим вспомогательное отоб-

ражение f̃ = f

(
z

|z|2
)

, f̃ : C\{0} → C. Имеем f̃ (C \ {0}) = f (C \ {0}) ,

так что f̃ не принимает три и более значений в некоторой окрестности
нуля. Аналогично рассуждениям, приведенным при доказательстве тео-
ремы 2.14.7, видим, что f̃ является открытым дискретным кольцевым

Q ′-отображением в нуле при Q ′(z) = Q

(
z

|z|2
)

, при этом для Q ′ все так-

же выполнено условие (2.14.31). В таком случае ввиду теоремы 2.14.8
f̃ продолжается в точку 0 по непрерывности до открытого дискретного
отображения в C, что также эквивалентно возможности непрерывного
продолжения отображения f в C. Следовательно, f(C) = C, что проти-
воречит сделанному выше предположению о выпускании отображением
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f не менее трех значений в C. Полученное противоречие завершает до-
казательство теоремы. 2

2.14.8. Отличительной особенностью интегральных условий, обес-
печивающих возможность непрерывного продолжения отображений в
точку, есть то, что эти условия являются необходимыми и достаточ-
ными в следующем смысле: как только условие (2.14.23) нарушает-
ся, становится возможным найти кольцевое Q-отображение с услови-
ем (2.14.31) и изолированной существенной сингулярностью. В связи с
этим докажем сначала несколько вспомогательных результатов.

Лемма 2.14.2. Пусть функция Φ : [0,∞] → [0,∞] не убывает
и Φn−1(t) ≥ t при всех t ∈ [0,∞). Если Φ(t) < ∞ при всех t < ∞,
то найдется строго убывающая непрерывная функция K(r) такая, что
K(r) < ∞, r ∈ (0, 1], K(r) →∞ при r → 0 и при этом

K(r) ≥ Φ−1
n−1

(γ

r

)
,

где γ = Φ1/2(1) ≥ 1 и Φn−1(t) := Φ(tn−1).

Доказательство. Функция Ψ(t) : = tΦn−1(t) строго возрастает,
Ψ(1) = Φ(1) и Ψ(t) →∞ при t →∞. Поэтому функциональное уравне-
ние

Ψ(K(r)) =
(γ

r

)2

∀ r ∈ (0, 1] , (2.14.34)

где γ = Φ1/2(1) ≥ 1, разрешимо с K(1) = 1 и строго убывающей непре-
рывной функцией K(r) такой, что K(r) < ∞, r ∈ (0, 1], и K(r) → ∞
при r → 0. Беря логарифм в (2.14.34), имеем

log K(r) + log Φn−1(K(r)) = 2 log
γ

r

и ввиду (2.14.39) получаем

log K(r) ≤ log
γ

r
,

т.е.
K(r) ≤ γ

r
.

Тогда в силу (2.14.34)
Φn−1(K(r)) ≥ γ

r
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и по (2.14.3)

K(r) ≥ Φ−1
n−1

(γ

r

)
. (2.14.35)

Лемма доказана. 2

Лемма 2.14.3. Пусть Q : D → [1,∞] — измеримая по Лебегу
функция, x0 ∈ D, функция Φ : [0,∞] → [0,∞] не убывает и для некото-
рых C > 0 и T ∈ (0,∞) выполнено условие вида

Φ(t) ≥ C · t 1
n−1 ∀ t ∈ [T,∞] . (2.14.36)

Если хотя бы при одном δ0 ∈ (τ0,∞), τ0 : = Φ(0), выполнено условие

∞∫

δ0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

< ∞ , (2.14.37)

то найдутся Q-гомеоморфизм f : D \ {x0} → Rn и M > 0, M < ∞, для
которых выполнено условие (2.14.1), при этом x0 — существенно особая
точка отображения f.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай D = Bn. Мож-
но также предполагать, что Φn−1(t) = t при всех t ∈ [0, 1), поскольку
значения функции Φ на полуинтервале [0, 1) не несут информации от-
носительно Q(x) ≥ 1 в (2.14.1). Предположим, что

∞∫

δ0

dτ

τΦ−1
n−1(τ)

< ∞

для некоторого δ0 ∈ (τ0,∞), где Φn−1(t) : = Φ(tn−1). Тогда также

∞∫

δ

dτ

τΦ−1
n−1(τ)

< ∞ ∀ δ ∈ (τ0,∞), (2.14.38)

поскольку Φ−1(τ) > 0 для всех τ > τ0 и функция Φ−1(τ) не убывает.
Отметим, что по условию (2.14.36)

Φn−1(t) ≥ C · t ∀ t ≥ T
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при некоторых C > 0 и T ∈ (1,∞). Более того, применяя линейное
преобразование αΦ + β, где α = 1/C и β = T (см., например, (2.14.7)),
можно считать, что

Φn−1(t) ≥ t ∀ t ∈ [0,∞) . (2.14.39)

Понятно, что соотношение (2.14.38) влечет условие Φ(t) < ∞ при всех
t < ∞ (см. критерий (2.14.7), а также (2.14.10)).

Согласно лемме 2.14.2 найдется строго убывающая непрерывная
функция K(r) такая, что K(r) < ∞, r ∈ (0, 1], K(r) → ∞ при r → 0 и
для которой выполнено соотношение (2.14.35). Определим следующее
отображение в проколотом единичном шаре Bn \ {0} :

f(x) =
x

|x|ρ(|x|) ,

где
ρ(t) = exp{I(0)− I(t)} , t ∈ [0, 1] ,

I(t) =

1∫

t

dr

rK(r)
,

и K(r) — функция из леммы 2.14.2. Из (2.14.35) получаем

I(0)−I(t) =

t∫

0

dr

rK(r)
≤

t∫

0

dr

rΦ−1
n−1

(
γ
r

) =

∞∫

γ
t

dτ

τΦ−1
n−1(τ)

∀ t ∈ (0, 1] ,

где γ/t ≥ γ ≥ 1 > Φ(0) = 0. Поэтому ввиду (2.14.38)

I(0)− I(t) ≤ I(0) =

1∫

0

dr

rK(r)
< ∞ ∀ t ∈ (0, 1] .

Кроме того, f ∈ C1 (Bn \ {0}) , поскольку функция K(r) непрерывна.

Вычислим KI(x, f), используя подход, изложенный в п. 1.1.9 (см.
предложение 1.1.1). Зафиксируем произвольно ρ ∈ (0, 1) и элемент x ∈
∈ Bn \ {0} так, что |x| = ρ. Используя обозначения предложения 1.1.1,
имеем

λτ (x) =
|f(x)|
|x| =

exp

{
ρ∫
0

dr
rK(r)

}

ρ
, (2.14.40)
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λr(x) =
∂|f(x)|

∂|x| =

exp

{
ρ∫
0

dr
rK(r)

}

ρK(ρ)
. (2.14.41)

Из соотношений (2.14.40) и (2.14.41) вытекает, что λr(x) ≤ λτ (x), по-
скольку K(r) ≥ 1. Следовательно, по соотношению (1.1.15) получаем

KI(x, f) =
λn−1

τ (x) · λr(x)

λn
r (x)

= Kn−1(|x|) . (2.14.42)

Поскольку Kn−1(|x|) — непрерывная функция, то она локально интегри-
руема в Bn\{0}, так что f является Q-отображением при Q = Kn−1(|x|)
ввиду примера 4 ∗ п. 1.3.6. Ввиду (2.14.34)

∫

Bn

Φ (KI(x, fm)) dm(x) ≤
∫

Bn

Φn−1 (K(|x|)) dm(x) =

= ωn−1

1∫

0

Ψ (K(r))

rK(r)
· rndr ≤ γ2ωn−1

1∫

0

dr

rK(r)
≤ M : = γ2ωn−1I(0) < ∞ .

Отметим, что
lim
x→0

|f(x)| = lim
t→0

ρ(t) = e0 = 1 ,

следовательно, f имеет существенную особенность в нуле. Требуемый
пример гомеоморфизма f построен. 2

2.14.9. Имеет место следующий результат.
Теорема 2.14.10. Пусть Q : D → [1,∞] — измеримая по Лебегу

функция, x0 ∈ D, функция Φ : [0,∞] → [0,∞], Φ(t) 6≡ ∞, выпуклая и не
убывает. Если хотя бы для одного δ0 ∈ (τ0,∞), τ0 : = Φ(0), выполнено
условие вида (2.14.37), то найдутся Q-гомеоморфизм f : D \ {x0} → Rn

и M > 0, M < ∞, для которых выполнено условие (2.14.1), при этом
x0 — существенно особая точка отображения f.

Доказательство. Если функция Φ(t) в теореме 2.14.10 является
постоянной, то никаких ограничений на функцию Q не возникает, так
что в этом случае утверждение теоремы не содержательно. (Исклю-
чение составляет случай Φ(t) ≡ ∞, когда соответствующий класс Q-
гомеоморфизмов, характеристика Q которых удовлетворяет соотноше-
нию (2.14.31), пуст). Понятно, что соотношение (2.14.37) влечет условие
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Φ(t) < ∞ при всех t < ∞ (см. критерий (2.14.7), а также (2.14.10)). Со-
гласно известному критерию выпуклости конечных действительнознач-
ных функций [19, гл. I, § 4, п. 3, предложение 5] функция наклона
[Φ(t)− Φ(0)] /t является неубывающей. Следовательно, поскольку функ-
ция Φn−1(t) := Φ(tn−1) также выпуклая и не убывает, то найдутся неко-
торые числа c1 > 0, c1 ∈ R, и t1 > 0 такие, что при всех t ∈ [t1,∞)
имеет место неравенство: Φn−1(t) ≥ c1 · t. В таком случае утверждение
теоремы 2.14.10 вытекает на основании леммы 2.14.3. 2

2.15. Открытость и дискретность отображений,
удовлетворяющих некоторому обратному неравенству

2.15.1. До сих пор мы предполагали рассматриваемые отображения
открытыми и дискретными, особенно не задаваясь вопросом, вытекают
ли условия открытости и дискретности из определяющего соотношения
(1.3.1). Пример отображения g, построенный в теореме 2.12.3, показыва-
ет, что ответ на поставленный вопрос отрицательный, по крайней мере,
в плане открытости отображения, даже если функция Q просто огра-
ничена. Поставим вопрос иначе, а именно: вытекают ли условия откры-
тости и дискретности отображения f из определяющего соотношения
(1.3.1) при дополнительном предположении, что f сохраняет ориента-
цию?

К сожалению, ответ на указанный вопрос неизвестен даже в слу-
чае ограниченных функций Q. (Отметим, что отображения с ограни-
ченным искажением открыты и дискретны [168, гл. II, теоремы 6.3 и
6.4]). Тем не менее, нам удалось установить интересный результат: если
сохраняющее ориентацию отображение удовлетворяет неравенству,
”обратному” к (1.3.1), а функция Q удовлетворяет одному из условий
типа Q ∈ FMO(x0), (2.3.10) либо (2.3.4), (2.3.5), то оно является
открытым и дискретным. Ниже мы уточним смысл слов ”обратное
неравенство”, а также докажем указанное утверждение в наиболее об-
щих предположениях на Q.

2.15.2. Известно, что для произвольного отображения f : D → Rn

с ограниченным искажением имеет место следующее неравенство:

M(Γ) ≤ N(f,A)KO(f)M(f(Γ)) (2.15.1)

для произвольного борелевского множества A в области D такого, что
N(f, A) < ∞, и произвольного семейства Γ кривых γ в A [115, теоре-
ма 3.2], [175, гл. II, теорема 6.7]. В настоящем параграфе рассмотре-

151



Исследование пространственных отображений геометрическим методом

ны отображения, удовлетворяющие при заданной измеримой по Лебегу
функции Q(x), Q : D̃ → [1,∞] более общим, чем (2.15.1), оценкам вида

M(Γ) ≤
∫

D̃

Q(y) · ρn
∗ (y)dm(y) (2.15.2)

∀ ρ∗ ∈ adm f(Γ), где область D̃ ⊂ f(D). Отметим, что в (2.15.2) заданная
функция Q(y) не предполагается ограниченной.

Соотношения вида (2.15.2) установлены для многих классов отоб-
ражений, например, для так называемых отображений с конечным ис-
кажением длины при вполне конкретных значениях Q(y) [125, теоре-
ма 8.5]. Отметим, что когда Q(y) ≤ K п.в., то неравенство (2.15.2) при
дополнительном условии гомеоморфности отображения f определяет
квазиконформные отображения и только их [281, определение 13.1 и
теорема 34.3]. Как отмечено выше, даже в случае ограниченной функ-
ции Q(x) в соотношении (2.15.2) соответствующее отображение f, не
являющееся a priori сохраняющим ориентацию, не обязано быть ни от-
крытым, ни дискретным, тем более гомеоморфным [125, § 8.10].

Попутно отметим, что если в (2.15.1) функция кратности N(f,A)
конечна, то отображение f по определению дискретно, следовательно, в
силу [273, с. 333, следствие] и открыто; выполнение неравенства (2.15.1)
здесь не причем. Поставим теперь обратную задачу: пусть имеем нера-
венство вида (2.15.2), тогда каким есть отображение f в плане его дис-
кретности и открытости?

2.15.3. Следующая лемма включает в себя основной результат на-
стоящего параграфа в более общей формулировке.

Лемма 2.15.1. Пусть f : D → Rn — сохраняющее ориентацию
отображение. Предположим, что для каждой области G ⊂ f(D) такой,
что G ⊂ f(D), существует измеримая по Лебегу функция Q : G → [1,∞]
такая, что

M(Γ) ≤
∫

f(D)

Q(y) · ρn
∗ (y) dm(y) (2.15.3)

для произвольного семейства Γ кривых γ в G и произвольной функ-
ции ρ∗(y) ∈ adm f(Γ). Далее, предположим, что для каждого y0 ∈ G
найдется ε(y0) > 0, для которого выполнено соотношение∫

A(ε,ε(y0),y0)

Q(y) · ψn(|y − y0|) dm(y) = o (In(ε, ε0)) (2.15.4)
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для некоторой борелевской функции ψ(t) : (0, ε(y0)) → [0,∞] такой, что

I(ε, ε(y0)) :=

ε(y0)∫

ε

ψ(t)dt < ∞ (2.15.5)

при всех ε ∈ (0, ε(y0)), где A(ε, ε(y0), y0) определено в (1.1.1) при r1 = ε,
r2 = ε(y0), x0 = y0. Тогда отображение f открыто и дискретно.

Доказательство. Поскольку произвольное сохраняющее ориен-
тацию нульмерное отображение f : D → Rn является открытым и дис-
кретным в области D [273, с. 333, следствие], то для справедливости
леммы достаточно показать, что f — нульмерное отображение.

Предположим противное. Тогда найдется y0 ∈ Rn такое, что множе-
ство {f −1(y0)} не является всюду разрывным. Следовательно, по опре-
делению существует континуум C ⊂ {f −1(y0)}. Поскольку отображение
f сохраняет ориентацию, то f 6≡ y0. Отсюда, согласно теореме о сохра-
нении знака найдутся x0 ∈ D и ε0 > 0 : B(x0, ε0) ⊂ D и

f(x) 6= y0 ∀ x ∈ B(x0, ε0) . (2.15.6)

Выберем произвольным образом область G1 ⊂ D такую, что G1 ⊂ D и
так, чтобы C ∪B(x0, ε0) ⊂ G1. Тогда в силу [141, лемма 1.15]

M
(
Γ

(
C, B(x0, ε0), G1

))
> 0 . (2.15.7)

Отметим, что в силу неравенства (2.15.6) и ввиду соотношения f(C) =

= {y0} ни одна из кривых семейства ∆ = f
(
Γ

(
C, B(x0, ε0), G1

))
не

вырождается в точку. В то же время все кривые указанного выше се-
мейства ∆ имеют одним из своих концов точку y0. Пусть Γi — семейство
кривых αi(t) : (0, 1) → Rn таких, что αi(1) ∈ S(y0, ri), ri < ε(y0), ri —
некоторая строго положительная вещественная последовательность та-
кая, что ri → 0 при i →∞ и αi(t) → 0 при t → 0. Тогда можно записать

Γ
(
C, B(x0, ε0), G1

)
=

∞⋃
i=1

Γ∗i , (2.15.8)

где Γ∗i — подсемейство всех кривых γ из Γ
(
C, B(x0, ε0), G1

)
таких, что

f(γ) имеет подкривую в Γi. Зафиксируем i ∈ N и при каждом ε ∈ (0, ri)
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рассмотрим семейство всех кривых Γi,ε, соединяющих сферы S(y0, ri) и
S(y0, ε) в f(G1). Отметим, что для произвольного ε ∈ (0, ri)

Γi > Γi,ε . (2.15.9)

Из соотношений (2.15.4) и (2.15.5) вытекает, что
A∫
ε

ψ(t)dt →∞ при

ε → 0, поскольку Q ≥ 1, и интеграл слева в (2.15.4) увеличивается при

уменьшении ε. Отсюда I(ε, ri) =
ri∫
ε

ψ(t)dt > 0 при всех ε ∈ (0, ε1) и неко-

тором ε1 ∈ (0, ri]. При указанных ε рассмотрим следующую функцию:

ρi,ε(y) =

{
ψ (|y − y0|) /I(ε, ri), y ∈ A(ε, ri, y0),

0, y ∈ Rn \ A(ε, ri, y0) .

Отметим, что ρi,ε(y) ∈ adm Γi,ε. Действительно, согласно [281, теоре-
ма 5.7] интеграл от произвольной радиальной функции Ψ(|y − y0|) по
кривой, соединяющей сферы S(y0, ri) и S(y0, ε), не меньше, чем соот-
ветствующий интеграл по отрезку (ε, ri) от функции Ψ(t), а именно:

∫

γ

ρi,ε(y) |dx| ≥ 1

I (ε, ri)

ri∫

ε

ψ(t)dt = 1

для произвольной кривой γ ∈ Γi,ε. Следовательно, согласно (2.15.9) так-
же ρi,ε(y) ∈ adm Γi и в силу соотношения (2.15.3)

M(Γ∗i ) ≤
∫

f(D)

Q(y) · ρn
i,ε(y) dm(y) =

=

∫

A(ε,ε(y0),y0)

Q(y) · ρn
i,ε(y) dm(y) ≤ Fi(ε), (2.15.10)

где Fi(ε) =
1

I(ε, ri)
n

∫
A(ε,ε(y0),y0)

Q(y) ψn(|y−y0|) dm(y) и I(ε, ri) =
ri∫
ε

ψ(t)dt.

Учитывая (2.15.4), имеем следующее соотношение:

∫

A(ε,ε(y0),y0)

Q(y) ψn(|y − y0|) dm(y) = G(ε) ·



ε(y0)∫

ε

ψ(t)dt




n

,
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где G(ε) → 0 при ε → 0 по условию леммы. Отметим, что

Fi(ε) = G(ε) ·




1 +

ε(y0)∫
ri

ψ(t)dt

ri∫
ε

ψ(t)dt




n

,

где
ε(y0)∫
ri

ψ(t)dt < ∞ — фиксированное число, а
ri∫
ε

ψ(t)dt →∞ при ε → 0,

поскольку интеграл слева в (2.15.4) увеличивается при уменьшении ε.
Таким образом, Fi(ε) → 0. Переходя к пределу в неравенстве (2.15.10)
при ε → 0, левая часть которого не зависит от ε, получаем, что M(Γ∗i ) =

= 0 при любом натуральном i. Тогда M
(
Γ

(
C, B(x0, ε0), G1

))
= 0 вви-

ду (2.15.8) и (1.1.6), что противоречит неравенству (2.15.7). Полученное
противоречие доказывает, что отображение f является нульмерным,
следовательно, согласно [273, с. 333, следствие] отображение f открыто
и дискретно, что и требовалось доказать. 2

2.15.4. Основной результат данного параграфа приведен в следу-
ющей теореме.

Теорема 2.15.1.Пусть f : D → Rn — сохраняющее ориентацию
отображение. Предположим, что для каждой области D ′ ⊂ f(D), D ′ ⊂
⊂ f(D), существует функция Q : D ′ → [1,∞] такая, что для произ-
вольного семейства Γ кривых γ в D и произвольной функции ρ∗(y) ∈
∈ adm f(Γ) выполнено соотношение вида (2.15.3). Пусть функция Q(y)
удовлетворяет хотя бы одному из следующих условий:

1) Q ∈ FMO(y0) в произвольной точке y0 ∈ D ′;

2) qy0(r) = O
([

log 1
r

]n−1
)
при r → 0 и при всех y0 ∈ D ′, где функ-

ция qy0(r) определена равенством (1.1.25);
3) для каждого y0 ∈ D ′ найдется некоторое число δ(y0) > 0, δ(y0) <

< dist (y0, ∂D ′) такое, что

δ(y0)∫

0

dt

tq
1

n−1
y0 (t)

= ∞ .

Тогда отображение f открыто и дискретно.
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Доказательство. Необходимое заключение немедленно следует из
лемм 2.15.1 и 2.3.1.2

Замечание 2.15.1. Строго говоря, функция Q в формулировке
теоремы 2.15.1 зависит от области D ′ и должна обозначаться как QD ′ .
Мы не прибегаем к подобной записи, дабы в дальнейшем не усложнять
обозначения.

Отметим, что если Q(x) ≡ K = const, то теорема 2.15.1 устанавли-
вает открытость и дискретность для отображений, удовлетворяющих
условию вида M(Γ) ≤ K · M(f(Γ)), где постоянная K = KD ′ зави-
сит от области D ′. Неравенствам такого вида удовлетворяют, в част-
ности, все отображения с ограниченным искажением, когда Q(x) =
= N (f, D ′) KO(f) (см. соотношение (2.15.1)).

Наконец, теорема 2.15.1 остается справедливой также для отобра-
жений вида f : D → Rn при условии, что требования 1)—3) в этой
теореме будут переформулированы в точке y0 = 0 для отображения
f̃ = ϕ ◦ f, где ϕ(x) = x

|x|2 , ϕ : ∞ 7→ 0.

Замечание 2.15.2. Условие Q(x) ≥ 1 обеспечивает, что qx0(r) ≥ 1

при почти всех значениях r. Поэтому в этом случае
ε2∫
ε1

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

≤ log ε2

ε1
<

< ∞ при всех ε1, ε2 > 0.

2.15.5. П Р И М Е Р Ы отображений, удовлетворяющих нера-
венствам вида (2.15.3).

Пример 1. Наиболее важным примером отображений, для кото-
рых выполнены оценки вида (2.15.3), являются так называемые отоб-
ражения с конечным искажением длины [125, гл. 8] (подробнее указан-
ные отображения рассмотрены в п. 4.1). Введение и изучение указанно-
го класса обусловлено необходимостью описать ”минимальные” требо-
вания, налагаемые на отображения, влекущие выполнение каких-либо
оценок искажения модуля семейств кривых при них. Введем некоторые
обозначения. Полагаем

KI

(
y, f −1, E

)
:=

∑

x∈E∩f −1(y)

KO(x, f) ,

где KO(x, f) определено соотношением (1.1.12). Имеет место следующее

Следствие 2.15.1. Пусть f : D → Rn — сохраняющее ориентацию
отображение с конечным искажением длины. Предположим, что для
каждой области G ⊂ f(D), G ⊂ f(D), функция KI (y, f −1, G) в произ-
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вольной точке y0 ∈ G удовлетворяет хотя бы одному из условий 1)—3)
теоремы 2.15.1. Тогда отображение f открыто и дискретно.

Доказательство. Всякое отображение f : D → Rn с конечным
искажением длины удовлетворяет неравенству

M(Γ) ≤
∫

f(E)

KI

(
y, f −1, E

) · ρn
∗ (y)dm(y) (2.15.11)

для любого измеримого множества E ⊂ D, произвольного семейства
Γ ⊂ E кривых γ в E и каждой функции ρ∗(y) ∈ adm f(Γ) [123, гл. 8,
теорема 8.5]. Оставшаяся часть доказательства вытекает из теоремы
2.15.1. 2

Пример 2. От условия сохранения ориентации отображением f в
формулировках всех приведенных выше результатов нельзя избавиться,
как показывает следующий пример.

Пусть x = (x1, . . . , xn). Определим f в замкнутой области {xn ≥ 0}
как тождественное, а при xn < 0 полагаем f(x) = (x1, . . . ,−xn). Это
отображение представляет собой отражение относительно гиперплоско-
сти xn = 0 при xn < 0 (а при неотрицательных значениях xn просто тож-
дественное отображение). Отметим, что f является отображением с ко-
нечным искажением длины, так что ввиду неравенства (2.15.11) f удо-
влетворяет неравенству (2.15.3), например, при Q ≡ 2. Это отображение
является дискретным, но не открытым: например, шар Bn при отобра-
жении f переходит в полушар {y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn : |y| < 1, yi ≥ 0},
который не является открытым множеством в Rn. 2



3. О нормальных семействах кольцевых
Q-отображений

Как известно, нормальные семейства играют важную роль в теории
отображений и находят различные приложения во многих разделах ма-
тематики. Напомним, что семейство отображений нормально, если из
любой последовательности его элементов можно выделить сходящую-
ся (локально равномерно) подпоследовательность отображений. В этой
главе изложены основные факты, касающиеся нормальных семейств
кольцевых Q-отображений и Q-отображений.1

Глава построена следующим образом. В начале приведены основ-
ные сведения о нормальности и равностепенной непрерывности се-
мейств, которые в теории отображений с ограниченным искажением и
квазиконформных отображений считаются хорошо известными (§3.1).
Затем изложены основные факты, касающиеся нормальности семейств:
а) кольцевых Q-гомеоморфизмов (§3.2, 3.3); б) ограниченных откры-
тых дискретных кольцевых Q-отображений (§3.5); в) открытых дис-
кретных кольцевых Q-отображений, не принимающих значения неко-
торого множества положительной емкости (§3.6). В §3.7, 3.8 рассмот-
рен вопрос о равностепенной непрерывности и нормальности семейств
кольцевых Q-гомеоморфизмов и Q-гомеоморфизмов в замыкании обла-
сти. В §3.9 описано решение проблемы о равностепенной непрерывности
обратных Q-гомеоморфизмов. Затем проанализированы вопросы, свя-
занные с невозможностью ослабления различных условий, которые бы-
ли задействованы при доказательстве основных результатов (§3.10). В
§3.11, 3.12 рассмотрен вопрос о равностепенной непрерывности семейств
кольцевых Q-гомеоморфизмов, а также открытых дискретных кольце-
вых Q-отображений, функция Q для которых удовлетворяет ограниче-
ниям интегрального типа. При фиксированном условии на функцию Q
рассмотрен также вопрос о необходимом и достаточном условии равно-
степенной непрерывности семейства открытых дискретных кольцевых
Q-отображений (§3.13). Изучен вопрос о нормальности семейства отоб-
ражений, не принимающих значения множества положительной емко-
сти, когда это множество может зависеть от отображения (§3.14). В
§3.15 проанализирована проблема радиуса инъективности отображений,

1Результаты, касающиеся равностепенной непрерывности и нормальности семейств Q-
гомеоморфизмов (в частности, отображений, характеристика Q которых удовлетворяет
условиям интегрального типа), получены совместно с В.И. Рязановым [191–196, 211, 222,
223,225,228,243,249,258–260].
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а также получен результат о равностепенной непрерывности локальных
кольцевых Q-гомеоморфизмов (при n ≥ 3), не принимающих два фик-
сированных значения в Rn.

Вспомогательные сведения о сходимости отображений изложе-
ны в §3.4.

3.1. О равностепенной непрерывности и нормальности
семейств некоторых известных классов отображений

3.1.1. Начнем с определений.
Определение 3.1.1. Пусть (X, d) и (X ′, d ′) — метрические про-

странства с расстояниями d и d ′ соответственно. Семейство F непре-
рывных отображений f : X → X ′ называется нормальным, если из
любой последовательности отображений fm ∈ F можно выделить под-
последовательность fmk

, которая сходится локально равномерно в X к
непрерывной функции f : X → X ′.

Введенное понятие очень тесно связано со следующим опреде-
лением.

Определение 3.1.2. Семейство F отображений f : X → X ′ назы-
вается равностепенно непрерывным в точке x0 ∈ X, если для любого
ε > 0 найдется δ > 0 такое, что d ′ (f(x), f(x0)) < ε для всех x таких, что
d(x, x0) < δ и для всех f ∈ F. Семейство F равностепенно непрерывно,
если F равностепенно непрерывно в каждой точке x0 ∈ X.

Имеет место следующая версия теоремы Арцела—Асколи [281,
п. 20.4].

Предложение 3.1.1.Если (X, d) — сепарабельное метрическое про-
странство, а (X ′, d ′) — компактное метрическое пространство, то семей-
ство F отображений f : X → X ′ нормально тогда и только тогда, когда
F равностепенно непрерывно.

Таким образом, равностепенная непрерывность и нормальность се-
мейств отображений во многих случаях являются понятиями эквива-
лентными, что обуславливает проведение параллельных исследований
в этих направлениях.

Отметим, что всюду далее, если не оговорено противное, (X, d) =
= (D, | · |), где D — область в Rn, а | · | — евклидова метрика, |x− y| =
=

√
n∑

i=1

(yi − xi)2, где x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn); (X ′, d ′) =
(
Rn, h

)
,

где h — хордальная метрика (см. (2.1.1)). Некоторое семейство отоб-
ражений R(D) будем называть нормальным, если из любой последо-
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вательности fm ∈ R(D) можно выделить подпоследовательность fmk

такую, что
sup
x∈C

h (fmk
(x), f(x)) → 0

при k → ∞ для некоторого непрерывного отображения f : D → Rn и
для произвольного компакта C ⊂ D.

3.1.2. Много работ посвящено проблемам равностепенной непре-
рывности и нормальности плоских и пространственных отображений с
конечным искажением [6,26,65], [75, гл. 19], [86,108,116], [124, гл 3], [125,
гл. 7, § 7.2 и 7.5], [141,142], [175, гл. III, п. 2], [187,200,281]. Остановимся
на нескольких результатах, касающихся отображений с ограниченным
искажением и ставших классическими.

Предложение 3.1.2.Семейство Fr, состоящее из всех квазикон-
формных отображений f : D → Rn \ {af , bf} с общим коэффициентом
квазиконформности K ′′ в соотношении (1.2.1), является равностепенно
непрерывным (нормальным) при условии, что h(af , bf ) ≥ r > 0 (h —
хордальная метрика), где r не зависит от f [281, теорема 19.2].

Следующий результат доказан в работе О. Мартио, С. Рикмана и
Ю. Вяйсяля [116, теорема 3.17], [175, гл. III, следствие 2.7]).

Предложение 3.1.3.Семейство QE, состоящее из всех отображе-
ний с ограниченным искажением f :D→Rn\E с общим коэффициентом
квазиконформности K в условии 3) определения 1.2.1, является равно-
степенно непрерывным (нормальным) при условии, что cap E > 0.

Как видно из предложений 3.1.2 и 3.1.3, условия, касающиеся нор-
мальности семейств отображений с ограниченным искажением, являют-
ся более жесткими, чем аналогичные условия в случае гомеоморфизмов.
В настоящей главе показано, что для Q-отображений имеет место та же
тенденция: условия на отображения с ветвлением жестче аналогичных
ограничений, касающихся гомеоморфизмов. Отметим также, что как
и при доказательстве основных результатов, касающихся устранения
особенностей, теоремы о нормальности семейств Q-отображений даже
в случае гомеоморфизмов не могут быть доказаны при условии локаль-
ной интегрируемости функции Q в некоторой степени. Однако условий
типа FMO либо условий типа (2.3.5) для этого вполне достаточно.

3.1.3. В данной главе рассмотрен вопрос о равностепенной непре-
рывности семейств отображений вплоть до границы. Небольшой исто-
рический очерк по этому вопросу предварим следующим определением.

Определение 3.1.3. Граница ∂D области D ⊂ Rn называется ква-
зиконформно связанной, если каждая точка x0 ∈ ∂D имеет сколь угодно
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малую окрестность V такую, что множество W = V ∩D отображается
при помощи некоторого квазиконформного отображения на единичный
шар в Rn.

Следующее известное утверждение см. в [142, теорема 4.2].
Предложение 3.1.4. Пусть D, D ′ ⊂ Rn, n ≥ 2, — фиксиро-

ванные области, хотя бы одна из которых имеет квазиконформно свя-
занную границу, последовательность K-квазиконформных отображе-
ний fm : D → D ′, fm(D) = D ′, поточечно сходится при m → ∞ к
некоторому гомеоморфизму f в D, причем каждое отображение fm про-
должается до непрерывного отображения fm : D → D ′, fm(D) = D ′. То-
гда отображение f также продолжается до непрерывного отображения
f : D → D ′ такого, что f(D) = D ′, причем имеет место равномерная
сходимость fm → f при m →∞ в D.

В контексте исследования граничного поведения отображений от-
метим работу А. Сычева [269]. Нами далее будет показано, что в пред-
ложении 3.1.4 вместо последовательности квазиконформных отображе-
ний можно взять семейство Q-гомеоморфизмов с общим Q, при этом
границы областей D и D ′ также предполагаются более общими, чем
в предложении 3.1.4. Условия на Q здесь требуются такими же, как
условия типа FMO, (2.3.5) и подобные им.

3.1.4. Здесь также приведены результаты, касающиеся сходимости
гомеоморфизмов, которые являются обратными к некоторым Q-гомео-
морфизмам. Указанные результаты выгодно отличаются от аналогич-
ных теорем, касающихся нормальности (прямых) Q-отображений, по-
скольку для их справедливости достаточно лишь интегрируемости Q в
области D. Классический результат, касающийся сходимости отображе-
ний, обратных к квазиконформным, см. в [281, теорема 21.10].

3.2. Предварительные сведения. Основные леммы об оценках
искажения кольцевых Q-гомеоморфизмов

3.2.1. Данный параграф посвящен проблемам нормальности семейств
кольцевых Q-отображений в частном случае, когда каждое из отобра-
жений предполагается гомеоморфизмом. Рассмотрим следующую зада-
чу: пусть имеется семейство FQ(D), состоящее из кольцевых Q-гомео-
морфизмов f :D→Rn. При каких условиях на Q и, возможно, дополни-
тельных требованиях на f семейство FQ(D) обязано быть нормальным?

Отметим, что ответ на этот вопрос, прежде всего, зависит от того,
какими свойствами обладает функция Q. Понятно, что найдется неко-
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торое семейство Q-гомеоморфизмов с Q ≡ ∞, не являющееся нормаль-
ным. Например, семейство отображений fk(z) = x+ iky, z = x+ iy ∈ C,
k ∈ N, является семейством Q-гомеоморфизмов при Q = k (например,
ввиду утверждения примера 4∗ п. 1.3.6), но не является нормальным,

так как предельное отображение f(x)=

{ ∞, x 6= 0,
0, x = 0

разрывно в нуле.

Даже при Q ≡ 1 семейство FQ(Rn) не нормально, так как, на-
пример, последовательность отображений fn(x) = nx (состоящая из
конформных отображений, соответствующих случаю Q ≡ 1) сходит-

ся к разрывному отображению f(x) =

{ ∞, x 6= 0,
0, x = 0 .

Приведенные за-
мечания свидетельствуют о том, что при изучении данного вопроса
необходимо требовать какие-то дополнительные ограничения на семей-
ство FQ(D), кроме ограничений на Q. Последнее обстоятельство обу-
славливает некоторую схожесть данной проблемы с проблемой устране-
ния особенностей, где также, кроме ограничений на Q, требовались до-
полнительные ограничения емкостного характера вида cap

(
Rn \ f (D\

{x0})) > 0. В этом параграфе показано, в частности, что достаточ-
ные условия, обеспечивающие свойство равностепенной непрерывности
(нормальности) семейств Q-отображений, практически те же, что и
условия, обеспечивающие возможность их непрерывного продолжения
в изолированную точку границы.

3.2.2. Прежде всего, приведем вспомогательные сведения, которые
будут необходимы в дальнейшем. Хотя они не имеют прямого отноше-
ния к теории отображений, однако служат некоторым аппаратом для
доказательства многих основных результатов. Начнем со следующего
определения.

Определение 3.2.1. Кольцом в Rn называется такая область R ⊂
⊂ Rn, дополнение к которой в Rn состоит ровно из двух компонент
связности: C1 и C2. Коротко этот факт записывают следующим образом:

R = R(C1, C2) .

Замечание 3.2.1. Емкость кольца cap R = cap R(C1, C2) может
быть определена по аналогии с емкостью конденсатора (см. определение
1.4.2). А именно, пусть R = R(C1, C2) — кольцо, тогда

cap (R) = inf
u∈ adm (R)

∫

R

|∇u(x)|ndm(x) ,
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где adm (R) обозначает класс всех функций u : Rn → R, непрерывных
в Rn, u ∈ ACL

(
Rn

)
, таких, что u = 0 на C1 и u = 1 на C2 [33, гл. 2].

Известно, что
cap (R) = M (Γ(C1, C2, R)) (3.2.1)

[33, гл. 2, теорема 1].
Здесь свойство ACL в окрестности бесконечности может быть опре-

делено при помощи вспомогательного мебиусова преобразования, а не-
прерывность на бесконечности понимается в смысле хордального рас-
стояния.

Определение 3.2.2. Кольцом Тейхмюллера называется кольцо

RT (t) = R([−1, 0] , [t,∞]) , t > 1 .

Сформулируем теперь важный результат, принадлежащий Герингу [33,
гл. 2], [295, п. 7.37].

Здесь и далее h — хордальная метрика, а h(E) — хордальный диа-
метр множества E ⊂ Rn,

h(E) := sup
x,y∈E

h(x, y) , (3.2.2)

где метрика h определяется соотношением (2.1.1).
Предложение 3.2.1.Пусть R(B, F ) — произвольное кольцо такое,

что континуумы B и F невырождены. Тогда

cap (R(B ,F )) ≥ cap

(
RT

(
1

h (B) h (F )

))
. (3.2.3)

Определение 3.2.3. Кольцом Гретша называется кольцо

RG(t) = R
(
[t,∞] , Bn

)
, t > 1 .

Пусть функция Φ(t) определена следующим соотношением:

cap RG(t) =
ωn−1

(log Φ(t))n−1 ,

[295, п. 7.18]. Известно [295, лемма 7.20], что функция log Φ(t)−log t воз-
растает. Полагаем

log λn = lim
t→∞

(log Φ(t)− log t) . (3.2.4)
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Известно также, что

λn ∈ [4, 2en−1) , λ2 = 4 , λ1/n
n → e

при n → ∞ [33, с. 225, 226], [295, соотношение (7.19) и лемма 7.22]. В
частности, согласно [295, лемма 7.22 и соотношение (7.19)]

cap (RT (t)) =
ωn−1

{ log Ψ(t)}n−1 , (3.2.5)

где Ψ — некоторая функция, удовлетворяющая условиям:

t + 1 ≤ Ψ(t) ≤ λ2
n · (t + 1) < 2λ2

n · t, t > 1 .

Далее мы используем символ λn для обозначения числа из данного вы-
ше определения, если только не оговорено противное. Из соотношения
(3.2.3) и равенства (3.2.5) получаем следующую оценку емкости.

Предложение 3.2.2.Для любых невырожденных непересекающих-
ся континуумов B и F в Rn имеет место соотношение:

cap (R(B, F )) ≥ ωn−1[
log 2λ2

n

h(B)h(F )

]n−1 ,

где постоянная λn зависит только от размерности пространства n и
определена в (3.2.4).

3.2.3. Имеют место следующие леммы.
Лемма 3.2.1. Пусть f : D → Rn — гомеоморфизм такой, что

h(Rn \ f(D)) ≥ ∆ > 0, и пусть x0 ∈ D, y ∈ B(x0, ε0), ε0 < dist (x0, ∂D),

S0 = {x ∈ Rn : |x− x0| = ε0}
и

S = {x ∈ Rn : |x− x0| = |y − x0|} .

Тогда

h(f(y), f(x0)) ≤ αn

∆
· exp

{
−

(
ωn−1

M (Γ (f(S0), f(S), f(D)))

) 1
n−1

}
, (3.2.6)

где αn = 2λ2
n.

Доказательство. Поскольку f — гомеоморфизм, то ввиду теоре-
мы Жордана для заданного кольца A множество f(A) не теряет свой-
ства быть кольцом, т.е. множество Rn \ f(A), как и множество Rn \ A,
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состоит из двух связных компонент. Пусть E обозначает компоненту
множества Rn \ f(A), содержащую f(x0), и F — компоненту, содержа-
щую ∞, где

A = {x ∈ Rn : |y − x0| < |x− x0| < ε0} .

По предложению 3.2.2 имеем

cap R(E,F ) ≥ ωn−1{
log 2 λ2

n

h(E)h(F )

}n−1 (3.2.7)

и, следовательно,

h(E) ≤ 2λ2
n

h(F )
exp

{
−

(
ωn−1

cap R(E, F )

) 1
n−1

}
. (3.2.8)

Ввиду (3.2.1), равенства M(Γ(E, F, D)) = M(Γ(f(S), f(S0), f(A))), соот-
ношений

Γ (f(S0), f(S), f(A)) < Γ (f(S0), f(S), f(D)) ,

Γ (f(S0), f(S), f(A)) ⊂ Γ (f(S0), f(S), f(D))

и свойств модуля семейств кривых (1.1.5) и (1.1.7), из (3.2.8) следует
соотношение (3.2.6). Лемма доказана. 2

В следующей лемме получена основная оценка хордального рассто-
яния для Q-гомеоморфизмов, из которой следуют свойства нормально-
сти (равностепенной непрерывности) семейства таких отображений при
определенном выборе Q.

Лемма 3.2.2. Пусть f : D → Rn, — кольцевой Q-гомеоморфизм
в точке x0 ∈ D такой, что h

(
Rn \ f (D)

) ≥ δ > 0. Если для некоторых
0 < ε0 < dist (x0, ∂D), ε1 ∈ (0, ε0) и измеримой по Лебегу функции
ψ(t) : [0, ε0] → [0,∞], удовлетворяющей условию

0 < I(ε, ε0) :=

ε0∫

ε

ψ(t)dt < ∞ ∀ ε ∈ (0, ε1), (3.2.9)

выполнено соотношение
∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x) ·ψn(|x−x0|) dm(x) ≤ c ·Ip(ε, ε0) , ∀ ε ∈ (0, ε1) (3.2.10)
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при некоторых постоянных p ≤ n и c > 0, то для всех x ∈ B(x0, ε1)
выполняется неравенство

h(f(x), f(x0)) ≤ αn

δ
exp{−βnIγn,p(|x− x0|, ε0)} , (3.2.11)

где

αn = 2λ2
n, βn =

(ωn−1

c

) 1
n−1

, γn,p = 1− p− 1

n− 1
. (3.2.12)

Доказательство. Пусть x0 — произвольная точка области D и ε ∈
∈ (0, ε1). Заметим, что поскольку f — гомеоморфизм, то в обозначениях
леммы 3.2.1 имеет место равенство

M (Γ (f(S0), f(S), f(D))) = M (f (Γ(S0, S, D))) .

В таком случае, обозначая

Aε = {y ∈ Rn : ε < |y − x0| < ε0}

и применяя лемму 3.2.1, учитывая, что f — кольцевой Q-гомеоморфизм
в точке x0, получаем, что при произвольном x ∈ D таком, что |x−x0| =
= ε, выполнено неравенство

h(f(x), f(x0)) ≤

≤ αn

δ
exp




−


 ωn−1∫

Aε

Q(y) ηn(|y − x0|) dm(y)




1
n−1





(3.2.13)

для произвольной измеримой функции η : (ε, ε0) → [0,∞] такой, что
ε0∫
ε

η(r)dr = 1. Полагая

η(t) =
ψ(t)

I(ε, ε0)
,

убеждаемся, что функция η удовлетворяет соотношению (1.3.3). В та-
ком случае, поскольку f — кольцевой Q-гомеоморфизм в точке x0, то
из (3.2.13) получаем

h(f(x), f(x0)) ≤
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≤ αn

δ
exp




−


 ωn−1

1
In(ε,ε0)

∫
Aε

Q(y) ψn(|y − x0|) dm(y)




1
n−1





. (3.2.14)

Из (3.2.10) и (3.2.14) вытекает оценка

h(f(x), f(x0)) ≤ αn

δ
exp



−

ω
1

n−1

n−1

c
1

n−1 I
p−n
n−1 (ε, ε0)



 ,

которая с учетом обозначений в (3.2.12) принимает вид

h(f(x), f(x0)) ≤ αn

δ
exp{−βnIγn,p(ε, ε0)} . (3.2.15)

Вспоминая о том, что ε = |x−x0|, приходим к необходимому соотноше-
нию (3.2.11). 2

3.2.4. Весьма полезным является следующее замечание.

Замечание 3.2.2. В частности, из оценки вида (3.2.15) в силу из-
вестной теоремы Арцела—Асколи (см. предложение 3.1.1) следует, что
класс всех кольцевых Q-гомеоморфизмов HQ,δ = {f : D → Rn} в D
таких, что

h
(
Rn \ f(D)

) ≥ δ > 0 (3.2.16)

и при Q, удовлетворяющих условию (3.2.10) в каждой точке x0 ∈ D,
является нормальным семейством отображений относительно метри-
ки h, как только I(ε, ε0) → ∞ при ε → 0. Кроме того, легко видеть,
что для справедливости заключения о равностепенной непрерывности
и нормальности соответствующего семейства гомеоморфизмов условие
вида (3.2.16) можно заменить требованием: f(z1) = y1, f(z2) = y2 для
некоторых фиксированных (не зависящих от f) элементов z1, y1, z2, y2.

3.2.5. Выбирая в лемме 3.2.2 p = 1, получаем следующее заключе-
ние.

Следствие 3.2.1. В условиях леммы 3.2.2

h(f(x), f(x0)) ≤ αn

δ
exp{−βnI(|x− x0|)},

как только p = 1 в (3.2.10).
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3.3. Равностепенная непрерывность и нормальность семейств
кольцевых Q-гомеоморфизмов. Основные результаты

3.3.1. В предыдущем параграфе мы получили некоторые оценки иска-
жения хордального расстояния при кольцевых Q-гомеоморфизмах та-
кие, как неравенство (3.2.11). Необходимо отметить, что наличие свой-
ства равностепенной непрерывности семейства отображений, удовле-
творяющих этой оценке, зависит от того, каким образом ведет себя ин-
теграл I(ε, ε0), определенный в (3.2.9). Разумеется, если I → ∞ при
ε → 0, то свойство равностепенной непрерывности имеет место. Если
I ведет себя как-то иначе, то в этом случае из оценки (3.2.11) ничего
не следует; невыполнение условия (3.2.11) еще не означает отсутствие
равностепенной непрерывности.

3.3.2. Прежде, чем переходить к основным результатам, сформу-
лируем и докажем еще одно полезное утверждение. Следующая тео-
рема представляет собой оценку искажения хордального расстояния c
использованием интеграла, определенного в (2.7.1).

Теорема 3.3.1. Пусть f : D → Rn — кольцевой Q-гомеоморфизм
в точке x0 ∈ D такой, что h

(
Rn \ f (D)

) ≥ δ > 0. Тогда для каждой
точки x ∈ B(x0, ε(x0)) и произвольного ε(x0) < dist (x0, ∂D) имеет место
неравенство

h(f(x), f(x0)) ≤ αn

δ
exp




−

ε(x0)∫

|x−x0|

dr

rq
1

n−1
x0 (r)





, (3.3.1)

где постоянная αn задается соотношением (3.2.12), а среднее значение
qx0(r) функции Q(x) над сферой |x− x0| = r, как обычно, определено в
(1.1.25).

Доказательство. Пусть x ∈ B(x0, ε(x0)), где ε(x0) < dist (x0, ∂D).

Рассмотрим функцию I(ε, ε(x0)) =
ε(x0)∫

ε

ψ(t)dt, где

ψ(t) =

{
1/(tq

1
n−1
x0 (t)) , t ∈ (ε, ε(x0)) ,

0 , t /∈ (ε, ε(x0)) .

Отметим, что I(ε, ε(x0)) < ∞ при всех ε ∈ (0, ε(x0)) ввиду замечания
2.7.1. Далее, если I(ε, ε(x0)) = 0 при всех ε ∈ (0, ε(x0)), то неравен-
ство (3.3.1) очевидно. Пусть ε1 — наибольшее из всех чисел интерва-
ла (0, ε(x0)), при которых qx0(t) = 0 при почти всех t ∈ (ε1, ε(x0)).
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Тогда I(ε, ε(x0)) > 0 при всех ε ∈ (0, ε1). Применим лемму 3.2.2 к
выбранной функции ψ. Отметим, что соотношение (3.2.10) выполне-
но при c = ωn−1 и p = 1 ввиду соотношений в (2.3.9). Необходимая
оценка (3.3.1) вытекает из леммы 3.2.2 при x ∈ B(x0, ε1), а при x ∈
∈ B(x0, ε(x0)) \ B(x0, ε1) является очевидной, так как при указанных
x выражение под exp в правой части неравенства (3.3.1) обращается в
нуль. Теорема доказана. 2

3.3.3. Для измеримой по Лебегу функции Q : D → [0,∞] обозна-
чим через RQ,∆(x0) класс всех кольцевых Q-гомеоморфизмов f : D →
→ Rn в фиксированной точке x0, таких, что h(Rn \ f(D)) ≥ ∆ > 0.
Аналогично, символом RQ,∆(D) обозначим класс всех кольцевых Q-го-
меоморфизмов f : D → Rn в области D, таких что h(Rn\f(D)) ≥ ∆ > 0
(как и прежде, f — кольцевой Q-гомеоморфизм в D, если условие (1.3.2)
выполнено в каждой точке x0 ∈ D).

Основные результаты настоящего параграфа заключаются в следу-
ющем.

Теорема 3.3.2. I. Семейство отображений RQ,∆(x0) равностепенно
непрерывно в точке x0, как только выполнено хотя бы одно из следую-
щих условий:

1) Q ∈ FMO(x0) ; в частности, в этом случае при некотором ε0 =
= ε0(x0) > 0 и всех x ∈ B(x0, ε0) имеет место оценка

h(f(x), f(x0)) ≤ Cn(x0, ∆)

{
1

log 1
|x−x0|

}p

, (3.3.2)

где степень p = p(n,Q) > 0 зависит только от размерности пространства
n и функции Q, а Cn(x0, ∆) > 0 — от n, ∆ и x0;

2) при некотором C > 0 и r → 0 выполнено условие (2.3.10); в этом
случае при некотором ε0 > 0 и всех x ∈ B(x0, ε0) выполнено соотноше-
ние

h(f(x), f(x0)) ≤ M

(
log 1

|x−x0|

)( 1
C )

1
n−1

, (3.3.3)

где M — некоторая постоянная, зависящая только от размерности про-
странства n, ∆ и точки x0;

3) при некотором ε0 = ε(x0) > 0, ε(x0) < dist (x0, ∂D), выполнено
условие (2.3.5).

II. Семейство отображений RQ,∆(D) нормально, как только хотя бы
одно из условий 1)—3) теоремы 3.3.2 выполнено в каждой точке x0 ∈ D.
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Доказательство. Поскольку, как известно, пространство Rn яв-
ляется компактным, то вторая часть теоремы 3.3.2 есть следствие тео-
ремы Арцела—Асколи (см. предложение 3.1.1). В силу этого достаточно
доказать первую часть теоремы 3.3.2.

Рассмотрим случай 1): пусть Q ∈ FMO(x0). Отметим, что в этом
случае имеют место соотношения (2.3.6) и (2.3.7); иными словами, усло-

вия леммы 3.2.2 выполняются при ψ(t) :=
1

t log 1
t

. Справедливость соот-

ношения (3.3.2) также вытекает из леммы 3.2.2 и соотношений (2.3.6),
(2.3.7).

Аналогично, заключение первой части теоремы справедливо в слу-

чае 2), где также необходимо выбрать функцию ψ вида ψ(t) :=
1

t log 1
t

,

а затем воспользоваться соотношениями в (2.3.8). В частности, оцен-
ка (3.3.3) в случае 2) справедлива ввиду соотношений (2.3.8) и оценки
(3.2.11) леммы 3.2.2.

Заключение 3) вытекает из теоремы 3.3.1. 2

3.3.4. Сформулируем некоторые очевидные следствия из теоре-
мы 3.3.2.

Следствие 3.3.1. Заключения теоремы 3.3.2 имеют место, как
только при ε → 0 выполнено условие (2.3.11).

Следствие 3.3.2. Заключения теоремы 3.3.2 имеют место, как
только Q ∈ BMO(D).

3.3.5. Как и в случае с устранением особенностей отображений,
условие (2.3.5) является не только достаточным, но и необходимым
условием равностепенной непрерывности соответствующего семейства
отображений в точке. Имеет место следующий результат.

Теорема 3.3.3. Пусть D — область в Rn, n ≥ 2, и ε0 > 0,
ε0 < dist (x0, ∂D). Для каждой функции Q : D → [1,∞], Q ∈ L1

loc(D) та-

кой, что
ε0∫
0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

< ∞, найдется семейство равномерно ограниченных

кольцевых Q-гомеоморфизмов в точке x0, не являющееся равностепен-
но непрерывным в этой точке.

Доказательство. Не ограничивая общности рассуждений, можно
считать D = Bn = {x ∈ Rn : |x| < 1} и x0 = 0. Определим последова-
тельность отображений fm : Bn → Rn следующим образом:

fm(x) =
x

|x|ρm(|x|) , fm(0) := 0 ,
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где

ρm(r) = exp



−

1∫

r

dt

tq
1/(n−1)
0,m (t)



 , q0,m(r) :=

1

ωn−1rn−1

∫

|x|=r

Qm(x) dA ,

Qm(x) =

{
Q(x), |x| > 1/m ,

1 , |x| ≤ 1/m .

Каждое из отображений fm, m = 1, 2, . . . , является кольцевым Q-гомео-
морфизмом в точке x0 = 0. Действительно, при произвольном r ∈ (0, 1)
имеем: f(S(0, r)) = S(0, Rm), где

Rm := exp



−

1∫

r

dt

tq
1/(n−1)
0,m (t)



 .

Отметим, что

fm(Γ(S(0, r1), S(0, r2), A(r1, r2, 0))) =

= Γ(S(0, R1,m), S(0, R2,m), A(R1,m, R2,m, 0)) ,

где Ri,m := exp

{
−

1∫
ri

dt

tq
1/(n−1)
0,m (t)

}
, i = 1, 2. Согласно [281, п. 7.5]

M(f(Γ(S(0, r1), S(0, r2), A(r1, r2, 0)))) =
ωn−1(

r2∫
r1

dt

tq
1/(n−1)
0,m (t)

)n−1 ≤

≤ ωn−1(
r2∫
r1

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

)n−1 .

Следовательно, отображение fm — кольцевой Q-гомеоморфизм в нуле
(см., например, предложение 1.3.1 либо теорему 2.7.1). Отметим, что
|fm(x)| ≤ 1 для всех m ∈ N и, таким образом, семейство отображе-
ний {fl(x)}∞l=1 равномерно ограничено. Кроме того, для произвольной
последовательности xm такой, что |xm| = 1/m, m = 1, 2, . . . , имеем
|fm(xm)| ≥ σ, где σ не зависит от m. Окончательно, для некоторо-
го числа σ и произвольного элемента последовательности 1/(m − 1),
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m = 2, 3, . . . , найдутся xm ∈ Bn и элемент семейства отображений
fm ∈ {fl(x)}∞l=1 такие, что |xm − 0| < 1/(m − 1) и в то же время
|fm(xm)− fm(0)| ≥ σ. Таким образом, семейство отображений {fl(x)}∞l=1

не является равностепенно непрерывным в нуле. 2

3.4. Теоремы сходимости Q-гомеоморфизмов

3.4.1. Изложим некоторые аспекты, касающиеся сходимости Q-гомео-
морфизмов. Поскольку сходимость отображений не является целью на-
шего исследования, приведем лишь тот материал, который будет ис-
пользован для дальнейших приложений наших результатов к проблеме
существования решений квазилинейного уравнения Бельтрами (см. в
конце следующей главы). Отметим, что здесь мы требуем выполнения
более сильного условия (1.3.1), чем (1.3.2).

3.4.2. Следующее утверждение см. в [124, теорема 3.7].
Предложение 3.4.1. Пусть f : Bn → Rn — Q-гомеоморфизм, Q ∈

∈ L1 (Bn) , такой, что f(0) = 0, h
(
Rn \ f (Bn)

) ≥ δ > 0 и h (f(z0), 0) ≥ δ
для некоторого z0 ∈ Bn. Тогда найдется строго возрастающая непре-
рывная функция ψ : [0, r) → R, r = min {|z0|/2, 1− |z0|}, ψ(0) = 0,
зависящая только от n, δ и L1-нормы функции Q в Bn, такая, что для
всех x ∈ B(0, r) выполнено неравенство

h (f(x), f(0)) ≥ ψ(|x|) . (3.4.1)

Следствие 3.4.1. В частности, из (3.4.1) вытекает

|f(x)| ≥ ψ(|x|) ,

поскольку h(x1, x2) ≤ |x1 − x2| при всех x1, x2 ∈ Rn.
3.4.3. В различных вопросах анализа важную роль играют про-

блемы, связанные с замкнутостью того или иного класса отображений.
Известно, например, что локально равномерным пределом отображе-
ний с ограниченным искажением (с общим коэффициентом квазикон-
формности) является отображение с ограниченным искажением или по-
стоянная [168, гл. II, теорема 9.2], а локально равномерным пределом
K-квазиконформных отображений — K-квазиконформное отображение
или постоянная [281, следствия 21.3 и 37.3]. Ниже будет показано, что
нечто подобное имеет место также для Q-гомеоморфизмов. Отметим,
что в действительности имеют место более сильные результаты, неже-
ли приведенные в этом параграфе. Именно, можно показать, что класс

172



Глава 3. О нормальных семействах кольцевых Q-отображений

кольцевых Q-гомеоморфизмов замкнут при определенных условиях на
Q. Как мы отметили выше, сходимость гомеоморфизмов не является
предметом нашего исследования, поэтому ограничимся приведением бо-
лее слабых результатов (которых, впрочем, вполне достаточно для на-
ших целей).

Имеет место следующая теорема.
Теорема 3.4.1. Пусть fm : D → Rn — последовательность коль-

цевых Q-гомеоморфизмов, Q ∈ L1
loc, сходящаяся локально равномерно

в D к некоторому отображению f. Тогда либо f — гомеоморфизм в D,
либо f ≡ const в D.

Доказательство. Как локально равномерный предел непрерыв-
ных отображений fm отображение f непрерывно. Пусть f не является
тождественно постоянным в D.

Покажем сначала, что f — дискретное отображение. Предположим
противное. Тогда найдутся точка x0 ∈ D и последовательность xk ∈ D,
xk 6= x0, k = 1, 2 . . . , такие что xk → x0 при k → ∞ с f(xk) = f(x0).
Множество E0 = {x ∈ D : f(x) = f(x0)} замкнуто в D по непрерывно-
сти f и не совпадает с D, так как f 6≡ const. Поэтому x0 можно заменить
не изолированной граничной точкой множества E0.

Без ограничения общности рассуждений можно считать, что x0 =
= 0, fm(0) = f(0) = 0, Bn ⊂ D и, кроме того, найдется хотя бы одна
точка z0 ∈ Bn, где f(z0) 6= 0. В силу непрерывности хордальной метрики

h (fm (z0) , 0) ≥ δ0/2 , m ≥ M ,

где δ0 = h(f(z0), 0) > 0. Так как Bn− компакт в D, fm → f равномерно
в Bn, то для больших m имеем неравенство

h
(
Rn \ fm

(
Bn

)) ≥ δ∗/2 ,

где δ∗ = h
(
Rn \ f

(
Bn

))
. Пусть δ = min {δ0/2, δ∗/2} . По предложению

3.4.1 получаем, что для всех x ∈ B(0, r) и r = min{ |z0|
2

, 1− |z0|}
|fm(x)| ≥ ψ(|x|) , m ≥ M ,

где ψ — строго возрастающая функция, ψ(0) = 0, которая зависит толь-
ко от L1−нормы Q в Bn, n и δ. Переходя в последнем неравенстве к
пределу при m →∞, получаем

|f(x)| ≥ ψ(|x|), x ∈ B (0, r) . (3.4.2)
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Но тогда, в частности,

0 = |f(xk)| ≥ ψ(|xk|), ∀ k ≥ k0,

т.е. ψ(|xk|) = 0 при всех k ≥ k0, что противоречит строгому возрастанию
функции ψ. Полученное противоречие показывает, что f дискретно.

Покажем, что f инъективно в D. Предположим противное, а имен-
но, что существуют x1, x2 ∈ D, x1 6= x2, такие, что f(x1) = f(x2). По-
лагаем Bt = B(x1, t). Пусть t0 — некоторое число такое, что Bt ⊂ D и
x2 6∈ Bt при каждом t ∈ (0, t0]. По теоремеЖордана—Брауэра [262, гл. 4,
§ 7, теорема 15] γm : = fm(∂Bt) = ∂fm(Bt) разбивает Rn на две компо-
ненты:

Cm := fm(Bt), C ∗
m = Rn \ Cm ,

для которых γm является общей границей. Обозначим

B ∗(x0, r) = {x ∈ Rn : h(x0, x) < r}
— хордальный шар с центром в точке x0 радиуса r > 0. По постро-
ению ym := fm(x1) ∈ Cm и zm := fm(x2) ∈ C ∗

m. Отметим, что шар
B ∗(ym, h(ym, ∂Cm)) содержится внутри множества Cm и, следователь-
но, его замыкание лежит в Cm. Тогда

h(ym, ∂Cm) < h(ym, zm), m = 1, 2, . . . . (3.4.3)

В силу компактности множества ∂Cm = fm(∂Bt) найдется последова-
тельность xm, t ∈ ∂Bt такая, что

h(ym, ∂Cm) = h(ym, fm(xm,t)) , m = 1, 2, . . . . (3.4.4)

В силу компактности множества ∂Bt для каждого t ∈ (0, t0] найдется
элемент xt ∈ ∂Bt такой, что h(xmk,t, xt) → 0 при k → ∞ для некоторой
подпоследовательности mk. Поскольку локально равномерная сходи-
мость непрерывных функций в метрическом пространстве влечет непре-
рывную сходимость [103, ч. X, гл. 2, § 21, теорема 3], то получаем

h(fmk
(xmk,t), f(xt)) → 0

при k →∞. Следовательно, из (3.4.3) и (3.4.4) имеем

h(f(x1), f(xt)) ≤ h(f(x1), f(x2)) ∀ t ∈ (0, t0] .

Однако по предположению f(x1) = f(x2) и, следовательно, f(xt) =
= f(x1) для каждого t ∈ (0, t0]. Последнее соотношение противоречит
дискретности отображения f. Следовательно, отображение f инъек-
тивно. Непрерывность обратного отображения f −1 следует также из
(3.4.2). Теорема 3.4.1 доказана. 2
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3.5. Равностепенная непрерывность ограниченных открытых
дискретных кольцевых Q-отображений

3.5.1. Главное отличие исследования открытых дискретных отобра-
жений от гомеоморфизмов состоит прежде всего в том, что при этих
отображениях свойство кольца оставаться кольцом при отображении
не сохраняется. Поэтому ”удобно” оценить емкости колец в образе и
прообразе, но получить необходимые оценки искажения хордального
расстояния (как, например, при доказательстве лемм 3.2.1, 3.2.2) не
представляется возможным. Другим не менее важным препятствием
на этом пути является отсутствие равенства

M(Γ(f(E1), f(E2), f(D)) = M(f(Γ(E1, E2, D))) ,

которое, например, используется при доказательстве леммы 3.2.2. Если
даже можно оценить величину M(Γ(f(E1), f(E2), f(D)) снизу (напри-
мер, по типу неравенства (3.2.7)), то непонятно, как подобная оценка
будет увязана со свойствами кольцевого Q-отображения.

Для того чтобы избежать подобных трудностей, мы (как и ранее)
воспользуемся сохранением свойства пары множеств быть конденсато-
ром при отображении (для непрерывных открытых непрерывных отоб-
ражений f указанное свойство, естественно, имеет место). Для оценки
в нужную сторону величины M(Γ(f(E1), f(E2), f(D)) (которая в силу
равенства (3.2.1) эквивалентна оценке емкости соответствующего кон-
денсатора f(E)) применим технику поднятия кривых, что вполне до-
статочно для наших исследований.

3.5.2. Исследуем вопрос о равностепенной непрерывности (нор-
мальности) семейств открытых дискретных кольцевых Q-отображений.
Вначале рассмотрим случай, когда все отображения семейства предпо-
лагаются ограниченными.

Отметим, что в §3.2, 3.3 оценки искажения хордального расстояния
при кольцевых Q-гомеоморфизмах установлены в явном виде, а именно,
в виде оценок типа (3.2.11), (3.3.1)—(3.3.3). При этом такие оценки спра-
ведливы, как только отображение не принимает два и более значений
в Rn. Однако, как будет показано далее, для произвольных открытых
дискретных кольцевых Q-отображений оценки хордального расстояния
сформулированы в более общем виде, когда свойство равностепенной
непрерывности в точке может быть получено на языке ε-δ. Также от-
метим, что для открытых дискретных кольцевых Q-отображений, не
принимающих двух значений в Rn, свойство равностепенной непрерыв-
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ности (нормальности) уже не имеет места, даже если функция Q тож-
дественно равна 1. Рассмотрим, например, следующее семейство ана-
литических функций на плоскости: fm(z) = zm, m ∈ N, определенное
в области D = B(0, 2) \ {0}. Все отображения семейства не принима-
ют значения 0 и ∞ в указанной области, однако указанное семейство
отображений не является нормальным, так как, например, на отрезке
[1/2, 3/2] последовательность fm(z) сходится к разрывной функции.

3.5.3. Итак, двух значений, не принимаемых семейством отображе-
ний, не достаточно для равностепенной непрерывности семейства даже
при самых ”хороших” Q. Однако имеет место следующий результат
Р. Миньйович: для любой фиксированной постоянной K ≥ 1 найдется
натуральное число l = l(n,K) ∈ N такое, что какие бы ни были эле-
менты a1, . . . , al+1 ∈ Rn такие, что ai 6= aj при i 6= j, 1 ≤ i ≤ l + 1,
1 ≤ j ≤ l + 1, семейство отображений с ограниченным искажением
f : D → Rn \{a1∪ . . .∪al+1} с общей постоянной квазиконформности K
является равностепенно непрерывным (нормальным) семейством отоб-
ражений [139, теорема 4]. Отметим, что в исследуемом нами случае
открытых дискретных Q-отображений и неограниченных Q любого ко-
нечного числа не принимаемых семейством значений может оказаться
недостаточно.

3.5.4. Случай, когда открытые дискретные кольцевые Q-отобра-
жения действуют в ограниченную область, как будет показано ниже,
принадлежит к тому разряду, когда оценки искажения хордального рас-
стояния могут быть получены в явном виде, как и в случае гомеомор-
физмов. Начнем с нескольких вспомогательных утверждений.

3.5.5. Аналог следующей леммы немного в другом виде доказан
в [116, лемма 2.9].

Лемма 3.5.1.Предположим, что E = (A, C) — конденсатор такой,
что A ⊂ B(0, r), r > 0, и множество C является связным. Тогда имеет
место следующее соотношение:

cap E ≥ ωn−1{
log 2λ2

n

h(C)h(Rn \B(0,r))

}n−1 .

Доказательство. Обозначим через U неограниченную компонен-
ту множества Rn \ C. Полагаем C1 := Rn \ U. Понятно, что C ⊂ C1

и C1 \ C — открытое множество, состоящее из всех компонент связ-
ности множества Rn \ C, кроме U. Кроме того, известно, что множе-
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ство C1 является связным [104, гл. 5, § 46, п. III, теорема 5]. Из при-
веденного вытекает, что область R := B(0, r) \ C1 является кольцом:
R = R

(
C1,Rn \B(0, r)

)
.

Осталось показать, что cap E ≥ cap (R), где, как и выше, E =
= (A,C). Пусть u ∈ W∞

0 (E) := W0(E) ∩ C∞(E), при этом предполо-
жим, что u(x) = 1 в некоторой окрестности множества C (см. замечание
1.4.1). Полагаем v(x) = 1 при x ∈ C1 и v(x) = u(x) в противном случае.
Покажем, что v ∈ adm (R). Отметим, что

Rn = U ∪ (C1 \ C) ∪ C .

Точки x0 ∈ U ∩ B(0, r) не могут быть особыми для функции v и ее
производных, поскольку U — открытое множество и u(x) = v(x) для
всех x ∈ U по построению. Множество C1\C также является открытым,
при этом v(x) ≡ 1 в некоторой окрестности произвольной точки x0 ∈
∈ C1 \ C. Наконец, точки x0 ∈ C не могут быть особыми точками для
v и ее производных, поскольку v(x) = u(x) в некоторой окрестности
множества C. Следовательно, v ∈ adm (R), откуда

cap (R) ≤
∫

A

|∇v(x)|ndm(x) ≤
∫

A

|∇u(x)|ndm(x) . (3.5.1)

Из соотношения (3.5.1) и замечания 1.4.1 получаем, что cap (R)≤cap E.
Необходимое утверждение вытекает теперь из предложения 3.2.2. 2

3.5.6. Следующая лемма может быть полезной при исследовании
свойства равностепенной непрерывности открытых дискретных кольце-
вых Q-отображений в наиболее общей ситуации.

Лемма 3.5.2. Пусть f : D → Rn, n ≥ 2 — открытое дискрет-
ное кольцевое Q-отображение в точке x0 ∈ D. Предположим, что для
некоторых чисел ε0 ∈ (0, dist (x0, ∂D)), ε ′0 ∈ (0, ε0) и семейства неотри-
цательных измеримых по Лебегу функций {ψε(t)}, ψε : (ε, ε0) → [0,∞],
ε ∈ (0, ε ′0) , выполнено условие

∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x) · ψn
ε (|x− x0|) dm(x) ≤ F (ε, ε0) ∀ ε ∈ (0, ε ′0) , (3.5.2)

где F (ε, ε0) — некоторая функция и

0 < I(ε, ε0) :=

ε0∫

ε

ψε(t)dt < ∞ ∀ ε ∈ (0, ε ′0) . (3.5.3)
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Тогда
cap f(E) ≤ F (ε, ε0)/I

n(ε, ε0) ∀ ε ∈ (0, ε ′0) , (3.5.4)

где E = (A, C) , A = B (x0, r0) , C = B(x0, ε), r0 = dist (x0, ∂D) .
Доказательство. Рассмотрим конденсатор E = (A, C), где A и C

таковы, как указано в условии леммы. В случае D := Rn полагаем A :=
= Rn. Пара множеств f(E) = (f(A), f(C)) также является конденсато-
ром ввиду открытости и непрерывности отображения f. Если cap f(E) =
= 0, то доказывать нечего. Пусть cap f(E) 6= 0. Не ограничивая общно-
сти, можно считать, что ∞ 6∈ f(A).

Пусть ΓE — семейство всех кривых вида γ : [a, b) → A таких, что
γ(a) ∈ C и |γ| ∩ (A \ F ) 6= ∅ для произвольного компакта F ⊂ A, где
|γ| = {x ∈ Rn : ∃ t ∈ [a, b) : γ(t) = x} — носитель кривой γ. Напом-
ним, что cap E = M(ΓE) (см. предложение 1.4.1). Для конденсатора
f(E) рассмотрим семейство кривых Γf(E). Отметим также, что каждая
кривая γ ∈ Γf(E) имеет максимальное поднятие при отображении f,
лежащее в A с началом в C (см. предложение 1.4.2). Пусть Γ ∗ — семей-
ство всех максимальных поднятий кривых Γf(E) при отображении f с
началом в C. Заметим, что Γ∗ ⊂ ΓE (см. также детали доказательства
леммы 1.4.1). Кроме того, отметим, что Γf(E) > f(Γ∗) и, следовательно,

M
(
Γf(E)

) ≤ M (f(Γ∗)) . (3.5.5)

Рассмотрим

S ε = S(x0, ε) = {x ∈ Rn : |x− x0| = ε} ,

S ε0 = S(x0, ε0) = {x ∈ Rn : |x− x0| = ε0} ,

где ε0 — из условия леммы и ε ∈ (0, ε ′0) . Всюду ниже полагаем

A(r1, r2, x0) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2}.

Поскольку Γ∗ ⊂ ΓE, то Γ (Sε, Sε0 , A(ε, ε0, x0)) < Γ∗ и, следовательно,
f(Γ (Sε, Sε0 , A(ε, ε0, x0))) < f(Γ ∗). Тогда

M (f(Γ∗)) ≤ M (f (Γ (Sε, Sε0 , A(ε, ε0, x0)))) . (3.5.6)

Из соотношений (3.5.5) и (3.5.6) следует

M
(
Γf(E)

) ≤ M (f (Γ (Sε, Sε0 , A(ε, ε0, x0))))
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и, таким образом, по предложению 1.4.1

cap f(E) ≤ M (f (Γ (Sε , Sε0 , A(ε, ε0, x0)))) . (3.5.7)

Рассмотрим семейство измеримых функций ηε(t) = ψε(t)/I(ε, ε0), t ∈
∈ (ε, ε0). Отметим, что для всех таких ε ∈ (0, ε ′0) выполнено равенство
ε0∫
ε

ηε(t) dt = 1. Тогда по определению кольцевого Q-отображения в точке

x0 для любого ε ∈ (0, ε ′0)

M (f (Γ (Sε , Sε0 , A(ε, ε0, x0)))) ≤

≤ 1

In(ε, ε0)

∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x) · ψn
ε (|x− x0|) dm(x) . (3.5.8)

Наконец, из соотношений (3.5.2), (3.5.7) и (3.5.8) следует соотношение
(3.5.4). 2

3.5.7. Здесь приведено утверждение о равностепенной непрерыв-
ности семейства ограниченных открытых дискретных кольцевых Q-
отображений, когда функция Q удовлетворяет ограничениям наиболее
общего характера.

Лемма 3.5.3. Пусть f : D → Rn, n ≥ 2 — открытое дискретное
кольцевое Q-отображение в точке x0 такое, что D ′ = f(D) ⊂ B(0, r).
Предположим, что для некоторых чисел p ≤ n, ε0 ∈ (0, dist (x0, ∂D)),
ε ′0 ∈ (0, ε0) и семейства неотрицательных измеримых по Лебегу функ-
ций {ψε(t)}, ψε : (ε, ε0) → [0,∞], ε ∈ (0, ε ′0) , выполнено условие

∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x)·ψn
ε (|x−x0|) dm(x) ≤ K ·Ip(ε, ε0) ∀ ε ∈ (0, ε ′0) , (3.5.9)

где I(ε, ε0) определено в (3.5.3). Тогда

h(f(x), f(x0)) ≤ αn

δ
exp{−βnI

γn,p(|x− x0|, ε0)} (3.5.10)

для всех x ∈ B(x0, ε0
′), где δ := h

(
Rn \B(0, r)

)
, а λn, αn, βn и γn,p =

= 1− p− 1

n− 1
определены в (3.2.4) и (3.2.12).

Доказательство. При ε ∈ (0, ε ′0) в обозначениях леммы 3.5.2 име-
ем

cap f(E) ≤ K · Ip−n (ε, ε0) . (3.5.11)
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Действительно, соотношение (3.5.11) вытекает непосредственно из (3.5.4)
и (3.5.9) при F (ε, ε0) := K · Ip(ε, ε0).

Далее, так как f(A) ⊂ B(0, r), то в силу леммы 3.5.1

cap f(E) ≥ ωn−1{
log 2λ2

n

h(f(C))h(Rn \B(0,r))

}n−1 , (3.5.12)

где λn ∈ [4, 2en−1). Поскольку согласно введенным обозначениям
δ := h

(
Rn \B(0, r)

)
, то из (3.5.11) и (3.5.12) получаем

h (f(C)) ≤ 2 λ2
n

δ
exp

{
−

(ωn−1

K

) 1
n−1

(I(ε, ε0))
n−p
n−1

}
.

Принимая обозначения αn = 2λ2
n, βn =

(ωn−1

K

) 1
n−1

, γn,p = 1 − p− 1

n− 1
,

получаем
h (f(C)) ≤ αn

δ
exp {−βnIγn,p(ε, ε0)} . (3.5.13)

Пусть теперь x ∈ D такое, что |x−x0| = ε, 0 < ε < ε ′0. Тогда x ∈ B (x0, ε)

и f(x) ∈ f
(
B (x0, ε)

)
= f(C) и из (3.5.13) при всех ε ∈ (0, ε ′0) имеем

оценку

h (f(x), f(x0)) ≤ αn

δ
exp {−βnI

γn,p(|x− x0|, ε0)} . (3.5.14)

В силу произвольности ε ∈ (0, ε ′0) соотношение (3.5.14) имеет место во
всем шаре B(x0, ε

′
0). 2

3.5.8. Теперь можно получить те же результаты, что и для гомео-
морфизмов в п. 3.3.2, 3.3.3, но для более широкого класса открытых
дискретных отображений.

Теорема 3.5.1. Пусть f : D → B(0, r) — открытое дискретное
кольцевое Q-отображение в точке x0 ∈ D. Тогда для каждой точки
x ∈ B(x0, ε(x0)) и произвольного ε(x0) < dist (x0, ∂D) имеет место нера-
венство

h(f(x), f(x0)) ≤ αn

δ
exp




−

ε(x0)∫

|x−x0|

dr

rq
1

n−1
x0 (r)





, (3.5.15)
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где δ := h
(
Rn \B(0, r)

)
, постоянная αn задается соотношением (3.2.12),

а среднее значение qx0(r) функции Q(x) над сферой |x − x0| = r, как
обычно, определено в (1.1.25).

Доказательство. Пусть x ∈ B(x0, ε(x0)), где ε(x0) < dist (x0, ∂D).

Рассмотрим функцию I(ε, ε(x0)) =
ε(x0)∫

ε

ψ(t)dt, где

ψ(t) =

{
1/(tq

1
n−1
x0 (t)) , t ∈ (ε, ε(x0)) ,

0 , t /∈ (ε, ε(x0)) .
(3.5.16)

Отметим, что I(ε, ε(x0)) < ∞ при всех ε ∈ (0, ε(x0)) ввиду замечания
2.7.1. Далее, если I(ε, ε(x0)) = 0 при всех ε ∈ (0, ε(x0)), то неравен-
ство (3.5.15) очевидно. Пусть ε1 — наибольшее из всех чисел интервала
(0, ε(x0)), при которых qx0(t) = 0 при почти всех t ∈ (ε1, ε(x0)). Тогда
I(ε, ε(x0)) > 0 при всех ε ∈ (0, ε1). Применим лемму 3.5..3 к выбранной
функции ψ. Отметим, что соотношение (3.5.9) выполнено при K = ωn−1

и p = 1 ввиду соотношений в (2.3.9). Необходимая оценка (3.5.15) выте-
кает из леммы 3.5.3 при x ∈ B(x0, ε1), а при x ∈ B(x0, ε(x0)) \ B(x0, ε1)
является очевидной, так как при указанных x выражение под exp в пра-
вой части неравенства (3.5.15) обращается в нуль. Теорема доказана. 2

3.5.9. Для измеримой по Лебегу функции Q : D → [0,∞] обо-
значим через RQ,r(x0) класс всех открытых дискретных кольцевых Q-
отображений f : D → B(0, r) в фиксированной точке x0. Аналогично,
символом RQ,r(D) обозначим класс всех открытых дискретных кольце-
вых Q-отображений f : D → B(0, r) в области D (как и прежде, f —
кольцевое Q-отображение в D, если условие (1.3.2) выполнено в каждой
точке x0 ∈ D).

3.5.10. Основные результаты параграфа заключаются в следу-
ющем.

Теорема 3.5.2. I. Семейство отображений RQ,r(x0) равностепенно
непрерывно в точке x0, как только выполнено хотя бы одно из следую-
щих условий:

1) Q ∈ FMO(x0) ; в частности, в этом случае при некотором ε0 =
= ε0(x0) > 0 и всех x ∈ B(x0, ε0) имеет место оценка

h(f(x), f(x0)) ≤ Cn(x0, r)

{
1

log 1
|x−x0|

}p

,

где степень p = p(n,Q) > 0 может зависеть только от размерности
пространства n и функции Q, а Cn(x0, r) > 0 — от n, r и x0;
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2) при некотором C > 0 и r → 0 выполнено условие (2.3.10); в этом
случае при некотором ε0 > 0 и всех x ∈ B(x0, ε0) выполнено соотноше-
ние

h(f(x), f(x0)) ≤ M

(
log 1

|x−x0|

)( 1
C )

1
n−1

,

где M — некоторая постоянная, зависящая только от размерности про-
странства n, r и x0;

3) при некотором ε0 = ε(x0) > 0, ε(x0) < dist (x0, ∂D), выполнено
условие (2.3.5).

II. Семейство отображений RQ,r(D) нормально, как только хотя бы
одно из условий 1)—3) выполнено в каждой точке x0 ∈ D.

Доказательство теоремы 3.5.2 полностью аналогично доказатель-

ству теоремы 3.3.2 и опирается на выбор функции ψ ≡ ψε =
1

t log 1/t
в лемме 3.5.3 в случаях 1) и 2), а в случае 3) — на теорему 3.5.1. 2

3.6. Равностепенная непрерывность отображений, не прини-
мающих значения положительной емкости

3.6.1. Итак, мы частично ответили на вопрос, будет ли семейство огра-
ниченных открытых дискретных кольцевых Q-отображений нормаль-
ным (равностепенно непрерывным) при надлежащих условиях на Q.
Осталось исследовать случай, когда семейство не обязано принимать
значения из ограниченного множества. Как оказалось, для равносте-
пенной непрерывности (нормальности) указанных отображений доста-
точно, чтобы рассматриваемое семейство не принимало значения неко-
торого множества положительной емкости. Тем не менее, в этом случае
качество результата несколько снижается, поскольку оценки искажения
хордального расстояния получаем лишь в неявном виде. Следующие
утверждения позволяют внести ясность в изучение данной проблемы.

Лемма 3.6.1. Пусть E ⊂ Rn — компактное множество положи-
тельной емкости, FQ,E(x0) — семейство открытых дискретных кольце-
вых Q-отображений f : D → Rn \ E в точке x0 ∈ D. Предположим,
что ∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x) · ψn
ε (|x− x0|) dm(x) = o (In(ε, ε0)) (3.6.1)

для некоторой точки x0 ∈ D, 0 < ε0 < dist (x0, ∂D), где {ψε(t)} —
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семейство измеримых (по Лебегу) неотрицательных на (0, ε0) функций
таких, что при некотором ε ′0 ∈ (0, ε0) выполнено условие (3.5.3). Тогда
семейство отображений FQ,E равностепенно непрерывно в точке x0.

Доказательство. Рассмотрим конденсатор E = (A, C), где

A = B (x0, r0) , C = B(x0, ε) ,

а r0 = dist (x0, ∂D) . Как прежде, r0 := ∞ при D = Rn. Выберем произ-
вольно число a > 0. Для этого числа найдется число δ = δ(a), для ко-
торого выполнено условие предложения 2.2.1 относительно множества
E, соответствующего условию леммы 3.6.1. Используя оценку (3.5.4)
из леммы 3.5.2, из условия (3.6.1) получаем cap f (E) ≤ α(ε) для всех
ε ∈ (0, ε ′0), где α(ε) → 0 при ε → 0. Тогда для числа δ = δ(a) найдется
ε∗ = ε∗(a) такое, что

cap f (E) ≤ δ ∀ ε ∈ (0, ε∗(a)) . (3.6.2)

Используя соотношение (3.6.2), имеем

cap
(
Rn \ E, f

(
B(x0, ε)

))
≤

≤ cap
(
f (B(x0, r0)) , f

(
B(x0, ε)

))
≤ δ

при ε ∈ (0, ε∗(a)) .

Тогда из предложения 2.2.1 следует, что h
(
f

(
B(x0, ε)

))
< a. Окон-

чательно, для любого a > 0 существует ε∗ = ε∗(a) такое, что

h
(
f

(
B(x0, ε)

))
< a

как только ε ∈ (0, ε∗(a)) . Лемма доказана. 2

3.6.2. Обозначим, как прежде, символом FQ,E(x0) семейство всех
открытых дискретных кольцевых Q-отображений f : D → Rn \ E в
точке x0 ∈ D, а через FQ,E(D) — семейство открытых дискретных коль-
цевых Q-отображений f : D → Rn \E, принадлежащих классу FQ,E(x0)
в каждой точке x0 ∈ D. Основной результат настоящего параграфа за-
ключается в следующем.

Теорема 3.6.1. Пусть E ⊂ Rn — компактное множество положи-
тельной емкости.

I. Семейство отображений FQ,E(x0) равностепенно непрерывно в
точке x0 ∈ D, как только выполнено одно из следующих условий:
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1) Q ∈ FMO(x0);

2) qx0(r) = O

([
log

1

r

]n−1
)

при r → 0;

3) при некотором ε0 = ε(x0) > 0, ε(x0) < dist (x0, ∂D), выполнено
условие (2.3.5).

II. Семейство отображений FQ,E(D) нормально, как только хотя бы
одно из условий 1)—3) выполнено в каждой точке области D.

Доказательство. Отметим, что вторая часть теоремы есть след-
ствие теоремы Арцела—Асколи (см. предложение 3.1.1), так что доста-
точно установить первую часть теоремы.

Первая часть теоремы вытекает непосредственно из лемм 2.3.1 и
3.6.1; отметим, что условие (2.3.4) выполнено автоматически ввиду за-
мечания 2.7.1. 2

3.7. Равностепенная непрерывность кольцевых Q-гомеомор-
физмов в замыкании области

3.7.1. До сих пор речь шла о свойстве равностепенной непрерывно-
сти (нормальности) семейств отображений внутри области, не включая
граничные точки. Однако, как показано далее, аналогичные результа-
ты имеют место и в соответствующих замкнутых областях. Разумеется,
все изложенное выше справедливо лишь для областей, имеющих специ-
альные границы, когда исходное отображение (по крайней мере) может
быть продолжено на границу непрерывным образом. Отметим, что ав-
тором разработана определенная техника, касающаяся равностепенной
непрерывности в замыкании Q-гомеоморфизмов. Относительно откры-
тых дискретных отображений, то подобные вопросы, по-видимому, еще
не изучены в достаточной мере.

3.7.2. Исследование граничного поведения рассматриваемых клас-
сов отображений можно условно разбить на две части следующим обра-
зом. Первая часть касается равностепенной непрерывности кольцевых
Q-гомеоморфизмов, когда вместо условия (1.3.1) рассматривается более
слабое условие (2.11.1). В этой части исследований ослабление условий
на отображение ”компенсируется” довольно жесткими требованиями на
границу области (такими, как, например, условие QED-области, см. ни-
же). Эта часть исследования приведена далее.

Вторая часть касается исследований свойств равностепенной непре-
рывности (нормальности) Q-гомеоморфизмов, однако при этом требо-
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вания на границы выглядят значительно слабее, нежели в первой части.
Эта часть исследований изложена в следующем параграфе.

3.7.3. Следующий результат касается возможности непрерывного
продолжения на границу Q-гомеоморфизмов [125, леммы 6.7 и 13.3],
[189, лемма 5.1].

Предложение 3.7.1. Пусть x0 ∈ ∂D, f : D → Rn — Q-гомеомор-
физм в области D. Предположим, что найдется ε0 = ε(x0) > 0 такое,
что выполнено соотношение (3.6.1), где {ψε(t)} — некоторое семейство
измеримых (по Лебегу) неотрицательных на (0, ε0) функций таких, что
I(ε, ε0) → ∞ при ε → 0, где, как и прежде, I(ε, ε0) определено соотно-
шением (3.5.3).

Предположим, что область D локально связна в точке x0, а гра-
ница ∂D ′ области D ′ = f(D) сильно достижима. Тогда отображение f
продолжается в точку x0 непрерывным образом.

В связи с утверждением, приведенным выше, необходимо сделать
следующее замечание.

Замечание 3.7.1. Предложение 3.7.1 остается справедливым, если
f является кольцевым Q-гомеоморфизмом в точке x0 [261, лемма 4].

3.7.4. Рассмотрим следующее определение.
Определение 3.7.1. Согласно [34] область D в Rn будем назы-

вать областью квазиэкстремальной длины, сокращенно QED-обла-
стью, если

M(Γ(E, F,Rn)) ≤ A ·M(Γ(E,F, D)) (3.7.1)

для конечного числа A ≥ 1 и всех континуумов E и F в D.
Отметим, что произвольные QED-области в Rn имеют сильно до-

стижимые границы [125, § 13.10, замечание 13.10], а также определение
сильно достижимой границы (определение 2.11.3), обратное заключение
неверно.

Имеет место следующее замечание.
Замечание 3.7.2. Известно [66, с. 173, теорема 2.8], что если D

является QED-областью, то в этом случае (3.7.1) выполнено также для
каждой пары непересекающихся континуумов E и F в D. Кроме того,
определения, аналогичные приведенным выше, в частности, определе-
ние QED-области, могут быть также даны для области D ⊂ Rn.

С помощью следующей леммы можно установить оценки искаже-
ния при отображении f для произвольного континуума, лежащего сколь
угодно близко к некоторой точке x0 границы области D.

Лемма 3.7.1. Пусть x0 ∈ ∂D, x0 6= ∞, область D локально связна
в любой точке своей границы, f : D → Rn — кольцевой Q-гомеоморфизм
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в точке x0 (в смысле определения 2.11.1). Предположим, что b ′0 = f(b0)
для некоторых b0 ∈ D и b ′0 ∈ D ′ = f(D), а область D ′ является QED-
областью. Кроме того, предположим, что найдется ε0 < dist (x0, ∂D)
и измеримая по Лебегу функция ψ(t) : (0, ε0) → [0,∞] со следующим
свойством. Для любого ε2 ∈ (0, ε0] найдется ε1 ∈ (0, ε1] такое, что

0 < I(ε, ε2) :=

ε2∫

ε

ψ(t)dt < ∞ (3.7.2)

при всех ε ∈ (0, ε1) и, кроме того, при тех же ε
∫

A(ε,ε0,x0)

Q(x) · ψ n(|x− x0|) dm(x) ≤ K · Ip(ε, ε0) , (3.7.3)

где, как обычно, сферическое кольцо A(ε, ε0, x0) определено как в (1.1.1).
Тогда найдется число ε̃0 = ε̃0(x0) ∈ (0, ε0) такое, что при каждом

σ ∈ (0, ε̃0) и любом континууме E1 ⊂ B(x0, σ) ∩D выполнено неравен-
ство

h(f(E1)) ≤ αn

δ
exp

{−βnIγn,p(σ, ε0) · (α(σ, ε̃0, ε0))
−1/(n−1)

}
, (3.7.4)

где h(f(E1), как обычно, обозначает хордальный диаметр множества
f(E1) (см. (3.2.2)),

α(σ, ε̃0, ε0) =


1 +

ε0∫
ε̃0

ψ(t) dt

ε̃0∫
σ

ψ(t) dt




n

, (3.7.5)

δ =
1

2
· h (b ′0, ∂D ′) , αn — некоторая постоянная, зависящая только от

n, A — постоянная, участвующая в определении QED-области D ′ (см.

(3.7.1)), βn =
(ωn−1

KA

) 1
n−1

, а γn,p = 1− p− 1

n− 1
.

Доказательство. Если граница ∂D области D содержит еще хотя
бы одну точку y0 ∈ ∂D, y0 6= ∞, то введем ее в рассмотрение. В про-
тивном случае полагаем y0 := ∞. Выберем ε̃0 ∈ (0, ε0) так, чтобы точка
b0 могла быть соединена непрерывной кривой с точкой y0, лежащей це-
ликом в D \B(x0, ε̃0), кроме своей концевой точки y0. Отметим, что это
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возможно, так как область D, по условию, предполагалась локально
связной в любой точке границы [125, гл. 13, предложение 13.2]. Послед-
нюю кривую обозначим через E3. Известно, что предельное множество
C(∂G, g) лежит на границе области G ′ := g(G), как только g : G → G ′ —
гомеоморфизм; [125, гл. 13, предложение 13.5], [189, предложение 2.5].
Учитывая приведенное выше, C(y0, f) ∈ ∂D ′. Отсюда вытекает, что
найдется точка a0 ∈ E3 такая, что

h (b ′0, f(a0)) ≥ 1

2
· h (b ′0, ∂D ′) := δ . (3.7.6)

Замкнутую подкривую кривой E3, соединяющую точки a0 и b0 в D,
обозначим через E2. Пусть ε ∈ (0, ε̃0), E1 ⊂ B(x0, ε) ∩ D — произволь-
ный континуум. По условию леммы I(ε, ε̃0) больше нуля при малых ε.
Рассмотрим измеримую функцию

ηε(t) =

{
ψ(t)/I(ε, ε̃0), t ∈ (ε, ε̃0),

0, t 6∈ (ε, ε̃0) ,

где, как и прежде, I(a, b) определяется соотношением I(a, b) =
b∫

a

ψ(t) dt.

Отметим, что функция ηε(t) удовлетворяет соотношению вида (2.11.2),
где вместо r1 и r2 участвуют ε и ε̃0, соответственно. В таком случае
согласно соотношению (2.11.1), с учетом (3.7.3) получаем

M (f (Γ (E1, E2, D))) = M (Γ (f(E1), f(E2), f(D))) ≤

≤ K · Ip(ε, ε0)

In(ε, ε̃0)
= K · Ip−n(ε, ε0) · α(ε, ε̃0, ε0) , (3.7.7)

где α(ε, ε̃0, ε0) определяется из соотношения (3.7.5) при σ = ε. Так как по
условию область D ′ = f(D) является QED-областью, то при некоторой
постоянной A < ∞, см. (3.7.1), из (3.7.7) получаем

M
(
Γ

(
f(E1), f(E2),Rn

)) ≤ K · A · Ip−n(ε, ε0) · α(ε, ε̃0, ε0) . (3.7.8)

Тогда по предложению 3.2.2 из (3.7.8) находим

ωn−1[
log 2λ2

n

h(f(E1))h(f(E2))

]n−1 ≤ K · A · Ip−n(ε, ε0) · α(ε, ε̃0, ε0) ,
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откуда
h(f(E1)) ≤

≤ 2λ2
n

h(f(E2))
exp

{
−

(ωn−1

KA

) 1
n−1

I
n−p
n−1 (ε, ε0) · (α(ε, ε̃0, ε0))

− 1
n−1

}
. (3.7.9)

Ввиду (3.7.6), из (3.7.9) следует

h(f(E1)) ≤ αn

δ
exp

{
−βnIγn,p(ε, ε0) · (α(ε, ε̃0, ε0))

− 1
n−1

}
. (3.7.10)

Из соотношения (3.7.10) в силу произвольности ε ∈ (0, ε̃0) следует тре-
буемое соотношение (3.7.4) для любого континуума E1 ⊂ B(x0, σ)∩D и
σ := ε. 2

3.7.5. Для заданных областей D, D ′ ⊂ Rn, n ≥ 2, измеримой по
Лебегу функции Q(x) : Rn → [0,∞], Q(x) ≡ 0 при x 6∈ D, b0 ∈ D,
b ′0 ∈ D ′, обозначим через Gb0,b ′0,Q (D,D ′, x0) семейство всех кольцевых
Q-гомеоморфизмов f : D → D ′ в точке x0, таких, что f(D) = D ′,
b ′0 = f(b0). Символом Gb0,b ′0,Q

(
D,D ′, D

)
обозначим семейство таких

же отображений, удовлетворяющих аналогичным условиям в каждой
точке x0 ∈ D. Если каждое отображение Gb0,b ′0,Q

(
D, D ′, D

)
продолжа-

ется в произвольную точку границы ∂D по непрерывности, то семей-
ство всех продолженных таким образом отображений обозначаем через
Gb0,b ′0,Q

(
D, D ′, D

)
. В следующей лемме устанавливается равностепенная

непрерывность (нормальность) вплоть до границы семейства кольцевых
Q-гомеоморфизмов в наиболее общей формулировке.

Лемма 3.7.2. Пусть D локально связна в точке x0 ∈ ∂D, D ′

является QED-областью и для точки x0 ∈ ∂D, x0 6= ∞, найдется
ε0 = ε(x0) > 0 и измеримая по Лебегу функция ψ(t), удовлетворяю-
щая условию (3.7.3). Предположим, что I(ε, ε0) < ∞ при всех ε ∈ (0, ε0)
и, кроме того, I(ε, ε0) →∞ при ε → 0 (где I(ε, ε0) определено в (3.7.2)).
Тогда каждое f ∈ Gb0,b ′0,Q (D, D ′, x0) продолжается по непрерывности в
точку x0 ∈ ∂D и, кроме того, семейство Gb0,b ′0,Q (D, D ′, x0), состоящее
из всех продолженных таким образом отображений f : D ∪ {x0} → D ′,
является равностепенно непрерывным в точке x0 ∈ ∂D.

Доказательство. Прежде всего, условие (3.7.2) автоматически
выполнено ввиду предположения, что I(ε, ε0) →∞ при ε → 0.

Заключение о возможности непрерывного продолжения отображе-
ния f ∈ Gb0,b ′0,Q (D,D ′, x0) в точку x0 есть утверждение предложе-
ния 3.7.1 и замечания 3.7.1. Покажем равностепенную непрерывность
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семейства Gb0,b ′0,Q (D, D ′, x0) (обозначения не меняем) в точке x0. Пред-
положим противное, тогда найдется число a > 0 такое, что для каждого
m = 1, 2, . . . существуют точка xm ∈ D и элемент fm ∈ Gb0,b ′0,Q (D, D ′, x0)
такие, что |x0 − xm| < 1/m и

h (fm(xm), fm(x0)) ≥ a . (3.7.11)

В силу локальной связности области D в точке x0 найдется последова-
тельность окрестностей Vm точки x0 такая, что множества Wm := D∩Vm

являются связными и Wm ⊂ B(x0, 2
−m). Тогда найдется возрастающая

последовательность номеров mk, k = 1, 2, . . . , такая, что xmk
∈ Wmk

.
Можно считать, что B(x0, 2

−mk) ⊂ B(x0, ε̃0) при всех k ∈ N, где ε̃0 —
число из формулировки леммы 3.7..1. Поскольку граничные точки обла-
сти, локально связной на границе, являются достижимыми из D неко-
торым локально спрямляемым путем [125, гл. 13, предложение 13.2],
можно соединить точки xmk

и x0 непрерывной кривой γk(t) : [0, 1] → Rn

такой, что γk(0) = xmk
, γk(1) = x0 и γk(t) ∈ Wmk

при t ∈ (0, 1).
Далее применим лемму 3.5.1 для некоторой части кривой γk, кото-

рая в обозначениях леммы 3.7.1 играет роль E1. Отметим, что мы не
имеем права применять эту лемму для всей кривой γk := E1, поскольку
эта кривая одним своим концом лежит на границе области D. Здесь мы
обязаны рассмотреть аппроксимирующую последовательность точек на
кривой, сходящуюся к этому концу.

Для этого рассмотрим при фиксированном k ∈ N произвольную
последовательность {tl}∞l=1 такую, что tl ∈ (0, 1) и tl → 1 при l → ∞ и
соответствующую подкривую γl

k(t) = γk|[0,tl] кривой γk(t). При каждых
фиксированных k, l ∈ N континуум E1 := γl

k(t), t ∈ [0, tl], удовлетворяет
условию леммы 3.5.1. Тогда по неравенству (3.7.4) получаем

h(fmk
(xmk

), fmk
(γk(tl))) ≤

≤ αn

δ
exp{−βnI

γn,p(2−mk , ε0) · (α(2−mk , ε̃0, ε0))
−1/(n−1)} , (3.7.12)

где функция α взята из формулировки леммы 3.7.1, см. соотношение
(3.7.5); также учтено, что γk(0) = xmk

. Из этого же соотношения (3.7.5),
учитывая условие I(ε, ε0) →∞ при ε → 0, видно, что α(ε, ε̃0, ε0) → 1 при
ε → 0. В последнем соотношении (3.7.12) правая часть не зависит от l.
Переходим здесь к пределу при l →∞. Учитывая, что fmk

непрерывно
в точке x0, а γk(tl) → γ(1) = x0 при l →∞, получаем

h(fmk
(xmk

), fmk
(x0)) ≤
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≤ αn

δ
exp{−βnIγn,p(2−mk , ε0) · (α(2−mk , ε̃0, ε0))

−1/(n−1)} . (3.7.13)

Так как по условию I(ε, ε0) →∞ при ε → 0, а γn,p = 1− p−1
n−1

, см. форму-
лировку леммы 3.7.1, то из (3.7.13) следует, что h(fmk

(xmk
), fmk

(x0)) →
→ 0 при k →∞. Однако последнее противоречит предположению, сде-
ланному в (3.7.11). 2

3.7.6. Основные результаты настоящего параграфа содержат сле-
дующее утверждение.

Теорема 3.7.1. I. Пусть область D локально связна в точке x0 ∈
∈ ∂D, ∂D содержит не менее одной конечной точки, а область D ′ яв-
ляется QED-областью. Тогда семейство отображений Gb0,b ′0,Q (D, D ′, x0)
равностепенно непрерывно в точке x0 ∈ ∂D, как только выполнено одно
из следующих условий:

1) Q ∈ FMO(x0);

2) qx0(r) = O
([

log 1
r

]n−1
)
при r → 0;

3) при некотором ε0 = ε(x0) > 0 выполнены условия (2.3.4) и (2.3.5).
II. Пусть область D локально связна в каждой точке x0 ∈ ∂D, ∂D

содержит не менее одной конечной точки, а область D ′ 6= Rn является
QED-областью. Тогда семейство отображений Gb0,b ′0,Q

(
D, D ′, D

)
нор-

мально, как только хотя бы одно из условий 1)—3) выполнено в каждой
точке x0 ∈ D.

Доказательство. Как и ранее, вторая часть теоремы является
прямым следствием первой части и теоремы 3.3.2 ввиду теоремы Арцела—
Асколи (см. предложение 3.1.1). Докажем первую часть теоремы.

Доказательство этой части вытекает из леммы 3.7.2. Выбирая в

качестве ψ(t) =
1

t log(1/t)
, получаем, что в случае 1) требуемое дока-

зательство вытекает из соотношений (2.3.6), (2.3.7), в случае 2) — из
соотношения (2.3.8), а в случае 3) — из соотношения (2.3.9). Иными
словами, доказательство теоремы 3.7.1 отчасти аналогично доказатель-
ству леммы 2.3.1, а в остальном опирается на лемму 3.7.2. 2

3.8. Равностепенная непрерывность Q-гомеоморфизмов
в замыкании области

3.8.1. Рассмотрим вопрос о равностепенной непрерывности гомеомор-
физмов, удовлетворяющих более жесткому условию (1.3.1). При этом
значительно упрощаются требования на границы областей.
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Здесь мы отказываемся от требования QED-области для D ′ (см.
(3.7.1)), рассматривая более общие условия на ∂D ′. При этом исследуем
семейства гомеоморфизмов, удовлетворяющих (1.3.1) вместо (2.11.1),
фиксирующих уже не одну, а две внутренних точки D.

3.8.2. Следующее утверждение см. в [281, теорема 10.12, а также
соотношения (10.4) и (10.11)].

Предложение 3.8.1. Пусть 0 < a < b, E, F ⊂ D ⊂ Rn, E∩F = ∅,
и при каждом t ∈ (a, b) выполнено условие E ∩S(0, t) 6= ∅ 6= F ∩S(0, t).
Предположим, что A(a, b, 0) ⊂ D, (1.1.1). Тогда

M(Γ(E, F, D)) ≥ cn log
b

a
,

где cn — некоторая постоянная, зависящая только от размерности про-
странства n.

3.8.3. Следующая лемма позволяет более четко получить пред-
ставление о границах областей, удовлетворяющих условиям типа (2.11.3).

Лемма 3.8.1. Пусть x0 ∈ ∂D, x0 6= ∞, и для любой окрестности
U точки x0 найдутся компакт E ⊂ D, окрестность V ⊂ U точки x0 и
число δ > 0 такие, что соотношение (2.11.3) выполнено для любого кон-
тинуума F в D, пересекающего ∂U и ∂V. Тогда для любой окрестности
U точки x0 и произвольного континуума E ∗ ⊂ D найдутся окрестность
V ⊂ U точки x0 и число δ ∗ > 0 такие, что

M (Γ(E ∗, F, D)) ≥ δ ∗

для каждого континуума F в D, такого что F ∩ ∂U 6= ∅ 6= F ∩ ∂V.

Доказательство. Проведем доказательство, используя подход, из-
ложенный в [141, теорема 1.16]. Пусть E —- компакт из условия леммы
3.8.1, см. также соотношение (2.11.3), E ∗ —- любой другой континуум
в D. Не ограничивая общности рассуждений, можно считать, что

E ∩ E ∗ = ∅ . (3.8.1)

Пусть U — произвольная окрестность точки x0. Выберем в качестве V
произвольную окрестность точки x0, которая содержится во множестве
B(x0, t0) ∩ U, t0 = dist (x0, E)/2, для которой соотношение (2.11.3) уже
имеет место. Пусть F — произвольный континуум в D такой, что F∩
∩∂U 6= ∅ 6= F ∩ ∂V. Учитывая (3.8.1), имеем

4r := min {dist (E, E ∗), dist (E, ∂D), dist (E, B(x0, t0))} > 0 .
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Обозначим через E1, . . . , Ep конечное покрытие компакта E замкнуты-
ми шарами с центрами в точках ei ∈ Ei радиусов r, i = 1, . . . , p. Учиты-
вая известный факт о положительности модуля семейства кривых, со-
единяющих два континуума в произвольной области D [141, лемма 1.15],
полагаем

Γ ∗
i = Γ (Ei, E

∗, D) , M(Γ ∗
i ) = δi > 0 , (3.8.2)

δ ∗ = 3−n min {δ/p, δ1, . . . , δp, cn log 2} , (3.8.3)

где cn — постоянная из формулировки предложения 3.8.1,

Γ = Γ(E, F, D) , Γi = Γ(Ei, F, D) , Γ ∗ = Γ (E ∗, F, D) .

Учитывая свойство полуаддитивности модуля (1.1.6) и свойство (2.11.3),
имеем

0 < δ ≤ M(Γ) ≤ M

(
Γ

(
p⋃

i=1

Ei, F, D

))
≤

p∑
i=1

M(Γi) . (3.8.4)

Из (3.8.4) следует, что хотя бы для одного i0 ∈ {1, . . . , p} выполнено
M(Γi0) ≥ δ/p; не ограничивая общности, можно считать, что

M(Γ1) ≥ δ/p . (3.8.5)

Покажем, что
M(Γ ∗) ≥ δ ∗ . (3.8.6)

Как отмечено ранее, модуль семейства кривых, содержащих хотя бы
одну постоянную кривую, бесконечен (см. комментарии после опреде-
ления 1.1.9). Исходя из приведенного выше, достаточно рассмотреть
случай, когда E ∗ ∩ F 6= ∅. Выберем произвольно ρ ∈ adm Γ ∗. Если
выполнено хотя бы одно из следующих двух условий:

∫

γ1

ρ |dx| ≥ 1/3 ,

∫

γ ∗1

ρ |dx| ≥ 1/3 , (3.8.7)

для каждой γ1 ∈ Γ1, γ ∗1 ∈ Γ ∗
1 , то получаем 3ρ ∈ adm Γ1 и 3ρ ∈ adm Γ ∗

1 ,
соответственно, что, в свою очередь, влечет соотношение

∫

D

ρn(x) dm(x) ≥ 3−n min{M(Γ1),M(Γ∗1)} . (3.8.8)
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Однако соотношение (3.8.8) c учетом (3.8.2), (3.8.3) и (3.8.5) влечет
(3.8.6).

Пусть теперь найдется хотя бы пара кривых γ1 ∈ Γ1 и γ∗1 ∈ Γ∗1, для
которых соответствующие соотношения в (3.8.7) нарушены. Предполо-
жим сначала, что F ∩B(e1, 2r) = ∅. Пусть

R1 := {x ∈ Rn : r < |x− e1| < 2r} , ∆1 := Γ (γ1, γ
∗
1 , R1) .

Так как ρ ∈ adm Γ ∗, то по выбору γ1 и γ∗1
∫

α1

ρ |dx| ≥ 1/3

для каждой кривой α1 ∈ ∆1. Отметим, что при каждом t ∈ (r, 2r)
выполнено γ1 ∩ S(e1, t) 6= ∅ 6= γ ∗1 ∩ S(e1, t), а B(e1, 2r) ⊂ D, поэтому,
применяя предложение 3.8.1, получаем оценку

∫

D

ρn(x) dm(x) ≥ 3−ncn log 2 . (3.8.9)

Однако соотношение (3.8.9) с учетом (3.8.3) доказывает (3.8.6). Пред-
положим, что F ∩B(e1, 2r) 6= ∅. Пусть

R ∗
1 := {x ∈ Rn : 2r < |x− e1| < 4r} , ∆ ∗

1 := Γ (F, γ∗1 , R
∗
1 ) .

В этом случае ∫

α ∗1

ρ |dx| ≥ 1/3

для каждой кривой α ∗
1 ∈ ∆ ∗

1 . Кроме того, по выбору r и ввиду условий
V ⊂ B(x0, t0), t0 = dist (x0, E)/2 и F ∩∂U 6= ∅ 6= F ∩∂V заключаем, что
континуум F пересекает сферу S(e1, t) при любом t ∈ (2r, 4r.) Снова,
применяя предложение 3.8.1, получаем оценку

∫

D

ρn(x) dm(x) ≥ 3−ncn log 2 . (3.8.10)

Однако соотношение (3.8.10) с учетом (3.8.3) снова доказывает (3.8.6). 2
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3.8.4. Для областей D, D ′ ⊂ Rn, z1, z2 ∈ D, z1 6= z2, z′1, z′2 ∈ D′ и
произвольной измеримой по Лебегу функции Q(x) : Rn → [0,∞] такой,
что Q(x) ≡ 0 при x 6∈ D, обозначим Rz1,z2,z ′1,z ′2,Q(D, D ′) семейство всех
Q-гомеоморфизмов f : D → D ′, f(D) = D ′, таких, что

f(z1) = z′1, f(z2) = z′2 . (3.8.11)

Если каждое f ∈ Rz1,z2,z ′1,z ′2,Q(D, D ′) продолжается в произвольную точ-
ку границы по непрерывности, то семейство продолженных таким об-
разом отображений обозначаем символом Rz1,z2,z ′1,z ′2,Q(D, D ′, D).

Лемма 3.8.2. Пусть Q ∈ L1
loc(D), область D локально связна в

точке x0 ∈ ∂D, а ∂D ′ сильно достижима. Предположим, что найдется
ε0 = ε(x0) > 0 и измеримая по Лебегу функция ψ(t), удовлетворя-
ющая условиям (3.7.2) и (3.6.1) при ψε ≡ ψ. Тогда каждый элемент
f ∈ Rz1,z2,z ′1,z ′2,Q(D,D ′) продолжается до непрерывного отображения
f : D ∪ {x0} → D ′. Если, кроме того, исходное семейство отображе-
ний Rz1,z2,z ′1,z ′2,Q(D, D ′) является равностепенно непрерывным в D, то
семейство Rz1,z2,z ′1,z ′2,Q(D, D ′, x0), состоящее из всех продолженных та-
ким образом отображений f : D ∪ {x0} → D ′, является равностепенно
непрерывным в точке x0.

Доказательство. Ввиду следствия 1.9.1 имеем, что Q(x) ≥ 1 по-
чти всюду в области D. Тогда из условия (3.6.1) вытекает, что I(ε, ε0) →
→ ∞ при ε → 0. В таком случае возможность продолжения каждого
элемента f семейства Rz1,z2,z ′1,z ′2,Q(D, D ′) в точку x0 есть утверждение
предложения 3.7.1.

Покажем, что семейство Rz1,z2,z ′1,z ′2,Q(D,D ′) (обозначения не меня-
ем) при сделанных предположениях равностепенно непрерывно в точке
x0. Предположим противное. Тогда найдется число a > 0 такое, что для
каждого m = 1, 2, . . . существуют точка xm ∈ D и элемент fm семейства
Rz1,z2,z ′1,z ′2,Q(D, D ′) такие, что |x0 − xm| < 1/m и

h (fm(xm), fm(x0)) ≥ a . (3.8.12)

Поскольку всякое замкнутое подмножество компактного пространства
компактно (см. [104, часть II, гл. 4, § 41, теорема 2]), то множество D ′

является компактом в Rn. Следовательно, существует возрастающая
подпоследовательность номеров mk и y0 ∈ ∂D ′ такие, что

h(fmk
(x0), y0) → 0 (3.8.13)
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при k →∞. Можно считать, что

h (fmk
(x0), y0) ≤ a/2 ∀ k ∈ N . (3.8.14)

Тогда из (3.8.12), (3.8.14) и неравенства треугольника следует

h (fmk
(xmk

), y0) ≥ a/2

при всех k ∈ N. В силу локальной связности области D в точке x0 най-
дется последовательность окрестностей Vm точки x0 с diam Vm → 0 при
m → ∞ такая, что множества D ∩ Vm являются областями и xmk

∈
∈ D ∩ Vmk

. Так как граничные точки области, локально связной на
границе, являются достижимыми из D некоторым локально спрямляе-
мым путем [125, гл. 13, предложение 13.2], то можно соединить точки
xmk

и x0 непрерывной кривой γk(t) : [0, 1] → Rn такой, что γk(0) = x0,
γk(1) = xmk

и γk(t) ∈ Vmk
при t ∈ (0, 1). Обозначим через Ck образ кри-

вой γk(t) при отображении fmk
. Ввиду нормальности (равностепенной

непрерывности) Rz1,z2,z ′1,z ′2,Q(D, D ′) в D можно считать, что fmk
→ f

при k → ∞ локально равномерно в D. В таком случае ввиду теоремы
3.4.1 и условий нормировки (3.8.11) предельное отображение f явля-
ется гомеоморфизмом в D. Так как граница ∂D ′ по условию сильно
достижима, а Ck — последовательность континуумов в D ′ таких, что
h (Ck, y0) → 0 при k →∞, см. (3.8.13), то ввиду леммы 3.8.1 для любого
континуума C ⊂ f(D) = D ′, некоторого δ > 0 и достаточно больших
k ∈ N выполнено неравенство

M (Γ (Ck, C, D ′)) ≥ δ . (3.8.15)

Так как f — гомеоморфизм, при k →∞ последовательность f −1
mk

→ f −1

сходится локально равномерно в f(D) [195, лемма 2], то C ⊂ f(D),
компакты Kmk

:= f−1
mk

(C) при k → ∞ сходятся к компакту f −1(C) в
смысле хаусдорфовой метрики. Тогда, учитывая, что x0 ∈ ∂D, имеем
ε1 := inf

k∈N
dist

(
x0, f

−1
mk

(C)
)

> 0. Полагаем ε2 := min{ε0, ε1}. Пусть Γε,k —

семейство кривых, соединяющих шар B(x0, ε), ε ∈ (0, ε2), с компак-
том Kmk

.
Согласно лемме 2.10.1 найдется борелевская функция ψ∗(t) такая,

что ψ∗(t) = ψ(t) при п.в. t [28, п. 2.3.6].
Поскольку I(ε, ε0) →∞ при ε → 0, то можно считать, что I(ε, ε2) =

=
ε2∫
ε

ψ(t) dt > 0 при всех ε ∈ (0, ε2). Тогда функция

ρε(x) =

{
ψ∗(|x− x0|)/I(ε, ε2), x ∈ {ε < |x− x0| < ε2} ∩D,

0, x ∈ Rn \ {ε < |x− x0| < ε2} ∩D
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определена корректно, является борелевской и для всякой (локально
спрямляемой) кривой γ ∈ Γε,k выполнено неравенство

∫

γ

ρε |dx| ≥ 1

I (ε, ε2)

ε2∫

ε

ψ∗(t) dt = 1

[281, теорема 5.7]. Следовательно, ρε ∈ adm Γε,k. Полагаем

F(ε) :=
1

I(ε, ε2)
n

∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x) ψn
∗ (|x− x0|) dm(x) .

Отметим, что F(ε) → 0 ввиду условия (3.6.1). Следовательно,

M (fmk
(Γε,k)) → 0 (3.8.16)

при ε → 0 и каждом фиксированном k ∈ N. С другой стороны, для
любого ε ∈ (0, ε2) при больших k имеет место включение D ∩ Vmk

⊂
⊂ B(x0, ε), следовательно, Ck ⊂ fmk

(B(x0, ε)) . Кроме того, при тех же
k ∈ N, имеем: Γ(Ck, C,D ′) ⊂ fmk

(Γε,k) . Тогда в силу (1.1.5)

M (Γ(Ck, C, D ′)) ≤ M(fmk
(Γε,k)) ,

откуда в силу (3.8.15) следует, что при всех k ≥ k0 и произвольном
фиксированном ε > 0

M(fmk
(Γε,k)) ≥ δ . (3.8.17)

Однако соотношение (3.8.17) противоречит (3.8.16). Полученное проти-
воречие доказывает лемму. 2

3.8.5. Основные результаты настоящего параграфа заключаются
в следующем.

Теорема 3.8.1. Предположим, что Q(x) : Rn → [0,∞], Q(x) ≡ 0
при x 6∈ D — измеримая по Лебегу функция.

I. Предположим, что D локально связна в точке x0 ∈ ∂D, а ∂D ′

сильно достижима. Пусть также выполнено по крайней мере одно из
следующих условий:

1) Q ∈ FMO(x0);

2) qx0(r) = O
([

log 1
r

]n−1
)
при r → 0;

3) при некотором ε0 = ε(x0) > 0 выполнены условия (2.3.4) и (2.3.5).
Тогда f продолжается по непрерывности в точку x0. Если, кро-

ме того, семейство Rz1,z2,z ′1,z ′2,Q(D, D ′) нормально в D и Q ∈ L1
loc(D),
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то семейство отображений Rz1,z2,z ′1,z ′2,Q(D, D ′, x0), состоящее из всех та-
ким образом продолженных отображений f в точку x0, равностепенно
непрерывно в этой точке.

II. Предположим, что D локально связна в каждой точке x0 ∈ ∂D,
а ∂D ′ сильно достижима. Семейство отображений Rz1,z2,z ′1,z ′2,Q(D, D ′, D)

нормально в D, как только Q ∈ L1
loc(D) и хотя бы одно из условий 1)—3)

выполнено в каждой точке x0 ∈ D.
Доказательство. Докажем первую часть теоремы. Доказатель-

ство этой части вытекает из леммы 3.8.2, где в качестве ψ нужно вы-

брать функцию ψ(t) =
1

t log(1/t)
. Тогда необходимое заключение в слу-

чае 1) следует из соотношений (2.3.6), (2.3.7), в случае 2) — из соотно-
шения (2.3.8). В случае 3) мы выбираем функцию ψ по правилу (3.5.16)
и требуемое заключение следует из соотношения (2.3.9).

Вторая часть теоремы является следствием первой части, а также
доказанной ранее теоремы 3.3.2 и критерия Арцела—Асколи (см. пред-
ложение 3.1.1). 2

3.9. Равностепенная непрерывность обратных
Q-гомеоморфизмов

3.9.1. До сих пор мы рассматривали равностепенную непрерывность
(нормальность) семейства прямых отображений, не затрагивая вопрос
о сходимости обратных гомеоморфизмов. Здесь показано, что подоб-
ная сходимость имеет место при довольно простом предположении Q ∈
∈ L1(D) и соответствующих условиях нормировки.

3.9.2. Для областей D, D ′ ⊂ Rn, z0, x0 ∈ D, z0 6= x0, z ′0, x
′
0 ∈ D ′,

z′0 6= x′0, и произвольной измеримой по Лебегу функции Q(x) : Rn →
→ [0,∞], Q(x) ≡ 0 при x 6∈ D обозначим через Hz0,x0,z ′0,x ′0,Q(D, D ′) се-
мейство всех Q-гомеоморфизмов f : D → D ′, f(D) = D ′, таких, что
f(z0) = z ′0, f(x0) = x ′0.

Теорема 3.9.1. Предположим, что область D локально связна во
всех граничных точках, D является компактом, D ′ является QED-об-
ластью и Q ∈ L1(D). Тогда каждый элемент g семейства отображе-
ний H−1

z0,x0,z ′0,x ′0,Q(D,D ′), состоящего из всех обратных гомеоморфизмов
{g = f−1 : D ′ → D} , где отображение f ∈ Hz0,x0,z ′0,x ′0,Q(D, D ′), может
быть продолжен по непрерывности до отображения g = f −1 : D ′ →
→ D, причем семейство гомеоморфизмов H−1

z0,x0,z ′0,x ′0,Q(D,D ′), состоящее
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из всех продолженных отображений g : D ′ → D, g ∈ H−1
z0,x0,z ′0,x ′0,Q(D, D ′),

является равностепенно непрерывным в D ′.

Доказательство. Так как область D ′ является QED-областью,
то каждый обратный гомеоморфизм f −1 ∈ Hz0,x0,z ′0,x ′0,Q(D,D ′) имеет
непрерывное продолжение на границу D ′ [125, гл. 13, теорема 13.3].

Осталось показать равностепенную непрерывность семейства отоб-
ражений H−1

z0,x0,z ′0,x ′0,Q(D, D ′) (обозначения не меняем) в области D ′.

Покажем сначала, что H−1
z0,x0,z ′0,x ′0,Q(D, D ′) равностепенно непрерыв-

но в D ′ \ {z ′0}. Предположим противное, т.е. найдутся y0 6= z ′0 и ε0 > 0
такие, что для любого m ∈ N существует ym ∈ D ′ с h(ym, y0) < 1/m и
элемент f −1

m ∈ H−1
z0,x0,z ′0,x ′0,Q(D,D ′) такие, что

|f −1
m (ym)− f −1

m (y0)| ≥ ε0 . (3.9.1)

Так как по условию D является компактом, то существует возрас-

тающая подпоследовательность номеров mk и x1
0, x

2
0 ∈ D таких, что

f −1
mk

(ymk
) → x1

0 и f −1
mk

(y0) → x2
0 при k → ∞. В силу неравенства (3.9.1)

|x1
0 − x2

0| ≥ ε0/2. Поскольку D локально связна на границе, то суще-
ствуют окрестности Ui точек xi

0, i = 1, 2, такие, что множества Wi =
= Ui ∩ D являются связными, причем Wi ⊂ B(xi

0, ε0/6). Отметим, что
dist (W1,W2) ≥ ε0/6. Можно считать, что x0 лежит вне W2, а z0 — вне
W1. Соединим точки x0 и x1

0 замкнутой кривой C1, лежащей в области
D, кроме, возможно, одной концевой точки, а z0 и x2

0 — замкнутой кри-
вой C2 так, что C1 ∩ C2 = ∅. Рассмотрим множества A1 := W1 ∪ C1 и
A2 := W2∪C2. Отметим, что dist (A1, A2) = δ > 0. Пусть Γ — семейство
кривых, соединяющих множества A1 и A2 в D, тогда функция

ρ(x) =

{
1
δ
, x ∈ D

0, x /∈ D

является допустимой для семейства Γ и

M(fmk
(Γ)) ≤ 1

δn

∫

D

Q(x) dm(x) := c(δ) < ∞ , (3.9.2)

так как Q ∈ L1(D). С другой стороны, z ′0 и y0 ∈ fmk
(A2) и diam fmk

(A2) ≥
≥ h(z ′0, y0) ≥ δ2 > 0, поскольку по предположению z ′0 6= y0. Аналогично,
x ′0 и ymk

∈ fmk
(A1) и diam fmk

(A1) ≥ h(x ′0, ymk
) ≥ 1

2
h(x ′0, y0) > δ1 > 0,
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так как h(ymk
, y0) → 0 при k → ∞ и x ′0 6= y0, ибо в противном случае

fmk
(x0) = y0 ∈ fmk

(A1), однако, также y0 ∈ fmk
(A2), что противоречит

гомеоморфности fmk
. Кроме того, h(fmk

(A1), fmk
(A2)) → 0 при k →∞,

так как h(ymk
, y0) < 1/mk и, следовательно, h

(
fmk

(A1), fmk
(A2)

)
→ 0

при k →∞. Отметим, что

fmk
(Γ) = Γ

(
fmk

(A1), fmk
(A2), D

′
)

. (3.9.3)

Так как D ′ является QED-областью (ввиду замечания 3.7.2 и свойства
сближающихся континуумов [67, лемма 3.20]), то, учитывая соотноше-
ние (3.9.3), получаем

A ·M(fmk
(Γ)) = A ·M

(
Γ

(
fmk

(A1), fmk
(A2), D

′
))

≥

≥ M
(
Γ

(
fmk

(A1), fmk
(A2),Rn

))
→∞

при k → ∞. Однако последнее соотношение противоречит (3.9.2). По-
лученное противоречие доказывает равностепенную непрерывность се-
мейства отображений H−1

z0,x0,z ′0,x ′0,Q(D,D ′) в D ′ \ {z ′0}.
Аналогично, семейство H−1

z0,x0,z ′0,x ′0,Q(D,D ′) равностепенно непрерыв-
но в D ′\{x ′0}, откуда следует равностепенная непрерывность семейства
отображений H−1

z0,x0,z ′0,x ′0,Q(D,D ′) в D ′. 2

3.10. О существенном значении некоторых условий,
связанных с равностепенной непрерывностью
Q-отображений

3.10.1. При исследовании свойства равностепенной непрерывности Q-
отображений мы преимущественно имели дело с теми же условиями на
функцию Q, при которых делалось заключение о возможности устране-
ния их изолированной особенности (см. гл. 2). Теперь проясним вопрос о
необходимости этих условий, точнее — о невозможности их ослабления в
каком-то смысле. Также рассмотрим условия фиксации отображениями
одной или нескольких точек, которые, например, неявно присутствова-
ли в формулировках основных результатов §3.7 и 3.8.

3.10.2. Прежде всего, в §3.2 отмечено, что условие выпускания
семейством отображений не менее двух значений не может быть отбро-
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шено даже для Q ≡ 1 и в случае гомеоморфизмов (см. п. 3.2.1). Остано-
вимся теперь на условиях вида (3.2.9), (3.2.10), а также условиях типа
FMO, (2.3.5), (2.3.10) и им подобным.

Отметим, что условие (2.3.5) — точное, как показывает теорема
3.3.3. Теперь более подробно рассмотрим вопрос о невозможности за-
менить указанные условия требованием локальной интегрируемости в
сколь угодно большой степени.

Полагаем D := Bn \ {0} ⊂ Rn, D ′ := B(0, 2) \ {0} ⊂ Rn. Обозна-
чим через AQ семейство всех Q-гомеоморфизмов g : Bn \ {0} → Rn.
Справедливо следующее заключение.

Теорема 3.10.1. Для каждого p ≥ 1 существуют функция Q :
Bn → [1,∞], Q(x) ∈ Lp(Bn) и последовательность gm ∈ AQ такие, что
каждое gm продолжается в точку x0 = 0 по непрерывности и при этом
семейство {gm(x)}∞m=1 не является равностепенно непрерывным в точке
x0 = 0.

Доказательство. Рассмотрим следующий пример. Зафиксируем
числа p ≥ 1 и α ∈ (0, n/p(n− 1)). Можно считать, что α < 1 в силу про-
извольности выбора p. Зададим последовательность гомеоморфизмов
gm : Bn \ {0} → Rn следующим образом:

gm(x) =

{
1+|x|α
|x| · x , 1/m ≤ |x| ≤ 1,

1+(1/m)α

(1/m)
· x , 0 < |x| < 1/m .

Отметим, что каждое отображение gm переводит проколотый шар D =

= Bn \ {0} в кольцо D ′ = B(0, 2) \ {0}, которое, как известно, является
QED-областью, что точка x0 = 0 является устранимой особенностью
каждого gm, m ∈ N, причем lim

x→0
gm(x) = 0, и что последовательность gm

постоянна при |x| ≥ 1/m, а именно, gm(x) ≡ g(x) при всех x : 1
m

< |x| <
< 1, m = 1, 2 . . . , где g(x) = 1+|x|α

|x| · x.

Отметим, что gm ∈ ACL(Bn). Действительно, отображения g
(1)
m (x) =

= 1+(1/m)α

(1/m)
· x, m = 1, 2, . . . , являются отображениями класса C1, напри-

мер, в шаре B(0, 1/m + ε) при малых ε > 0, а отображения g
(2)
m (x) =

= 1+|x|α
|x| · x — отображениями класса C1, например, в кольце

A(1/m− ε, 1, 0) = {x ∈ Rn : 1/m− ε < |x| < 1}
при малых ε > 0. Отсюда вытекает, что гомеоморфизмы gm являются
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липшицевыми в Bn и, следовательно, gm ∈ ACL(Bn) [281, гл. 5, с. 12].
Далее, в каждой регулярной точке x ∈ D отображения f : D → Rn

рассмотрим внутреннюю дилатацию отображения f в точке x (см. соот-
ношение (1.1.11)). Поскольку каждое gm имеет вид (1.1.17), то согласно
предложению 1.1.1 можно вычислить KI(x, f) для f := gm, а именно

KI(x, gm) =

{ (
1+|x|α
α|x|α

)n−1

, 1/m ≤ |x| ≤ 1,

1 , 0 < |x| < 1/m .

Отметим, что при каждом фиксированном m ∈ N, KI(x, gm) ≤ cm при
некоторой постоянной cm ≥ 1. Тогда gm ∈ W 1,n

loc (Bn) и g−1
m ∈ W 1,n

loc (B(0, 2)),
поскольку условие KI(x, gm) ≤ cm влечет, что gm и g−1

m квазиконформ-
ны [281, следствие 13.3 и теорема 34.6]. Ввиду примера 4 п. 1.3.6 гомео-
морфизмы gm являются Q-гомеоморфизмами в области D = Bn\{0} при
Q = Qm(x) := KI(x, gm). Более того, отсюда следует, что gm являются

Q-гомеоморфизмами при Q =

(
1 + |x|α
α|x|α

)n−1

. Поскольку αp(n−1) < n,

то имеем, что Q ∈ Lp(Bn) (см. рассуждения, приведенные при доказа-
тельстве теоремы 2.12.1). С другой стороны, легко видеть, что

lim
x→0

|g(x)| = 1 , (3.10.1)

и g отображает проколотый шар Bn \ {0} на кольцо 1 < |y| < 2. Тогда
ввиду (3.10.1) получаем

|gm(x)| = |g(x)| ≥ 1 ∀ x : |x| ≥ 1/m, m = 1, 2, . . . ,

т.е. семейство {gm}∞m=1 не является равностепенно непрерывным в
нуле. 2

Замечание 3.10.1. В построенном выше примере в силу конструк-
ции каждое отображение gm фиксирует бесконечное множество точек
из D, кроме того, gm продолжается по непрерывности на сферу Sn−1.
Поэтому, учитывая утверждение предложения 3.1.4 и теорему 3.10.1,
необходимо отметить коренное различие между семействами отображе-
ний, удовлетворяющих неравенствам вида (1.3.1), соответственно, при
ограниченных и неограниченных Q. В случае неограниченных Q теоре-
ма 3.10.1 показывает, что продолжение каждого элемента gm семейства
AQ(D) на границу по непрерывности еще не влечет его равностепенную
непрерывность в D.
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3.10.3. Следующий пример показывает важность условия откры-
тости каждого отображения семейства в результатах, приведенных в
§3.5, 3.6.

Теорема 3.10.2. Для функции Q(x) ≡ 1 найдется последователь-
ность дискретных (но не открытых) Q-отображений gm : Rn → Rn, не
являющаяся равностепенно непрерывной в точке x0 = 0 и, следователь-
но, не являющаяся нормальным семейством отображений в Rn.

Доказательство. Всюду далее [a] означает целую часть числа
a ∈ R. Для точки x0 ∈ Rn, x0 = (x0

1, . . . , x
0
i , . . . , x

0
n), пусть отображение

σi(x0) означает симметрическое отражение точки x от гиперплоскости
xi = [x0

i ] при условии, что [x0
i ] > 2, гиперплоскости xi = [x0

i ] + 1 при
условии, что [x0

i ] < −2, а для всех x0 таких, что −2 ≤ [x0
i ] ≤ 2, отоб-

ражение σi определяем как тождественное: σi(x0) = x0. Рассмотрим
последовательность

fm(x) : Rn \
n∏

i=1

[−1, 1] → Rn ,

определенную следующим образом:

f1(x) = σ1 ◦ σ2 ◦ . . . σn(x) ,

f2(x) = σ1 ◦ σ2 ◦ . . . σn(f1(x)) ,

fm(x) = σ1 ◦ σ2 ◦ . . . σn(fm−1(x)) ,

· · · · · · · · · ,

состоящую из дискретных отображений, являющихся Q-отображениями
при Q(x) ≡ 1. Действительно, по построению каждое fm сохраняет дли-
ны кривых, дифференцируемо почти всюду, обладает N и N −1-свой-
ствами Лузина. Кроме того, заметим, что KI(x, fm) = 1 почти всюду,
так что каждое fm является 1-отображением ввиду [125, следствие 8.3
и теорема 8.6]. Понятно также, что каждое из отображений fm являет-
ся дискретным. Полагаем fm(∞) = ∞, при этом отметим, что каж-
дое отображение fm, m ∈ N, непрерывно в точке ∞. Укажем, что
fm сходится поточечно к отображению такого же типа, что и отобра-
жение G2 из теоремы 2.12.3, являющееся разрывным в точке ∞. Бе-
ря инверсию gm(x) := fm ◦ G3(x), где G3(x) = x

|x|2 , получаем после-
довательность, не являющуюся равностепенно непрерывной в нуле. А
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именно, из приведенного выше вытекает, что gm(0) = ∞ и можно вы-
брать последовательность xm ∈ Rn такую, что xm → 0 при m → ∞ и
h (gm(0), gm(xm)) →

√
2

2
при m → ∞. Построенная последовательность

по определению не принимает значения множества
n∏

i=1

[−1, 1], имеющего
положительную емкость. 2

3.10.4. Сделаем следующее замечание.
Замечание 3.10.2. Как в условиях леммы 3.7.2 и теоремы 3.7.1,

так и в условиях леммы 3.8.2 и теоремы 3.8.1, даже в случае Q(x) ≡ 1,
от условия фиксации, по крайней мере, одной внутренней точки обла-
сти D каждым гомеоморфизмом f соответствующего семейства отобра-
жений отказаться нельзя. Изложенное выше подтверждает следующий
пример семейства конформных (Q(x) ≡ 1) отображений на плоскости:

ft(z) =
z − t

1− tz
, которое при каждом фиксированном t ∈ (−1, 1) перево-

дит область D = B2 ⊂ C на D ′ = B2 ⊂ C [47, гл. V, § 1, соотноше-
ние (12)]. При этом при каждом фиксированном z ∈ B2, ft(z) → −1 при
t → 1, в то же время ft(1) = 1 при всех t ∈ (−1, 1), откуда следует, что
семейство ft(z) не является равностепенно непрерывным в точке z0 = 1.

Что касается условия фиксации не менее двух точек области, то
как в лемме 3.8.2 и теореме 3.8.1, это условие может относиться к ме-
тоду доказательства и формально не быть необходимым. Также труд-
но привести окончательную оценку использованию в указанных выше
утверждениях более сильной оценки (1.3.1), нежели (2.11.1).

3.11. Равностепенная непрерывность кольцевых Q-гомеомор-
физмов с ограничениями интегрального типа

3.11.1. Как и в §2.14 (см. гл. 2), рассмотрим семейство кольцевых Q-
гомеоморфизмов, характеристика квазиконформности Q которых удо-
влетворяет ограничениям вида (2.14.31). Используя теоремы 3.3.2 и
2.14.2, легко видеть, что семейство всех Q-гомеоморфизмов, не прини-
мающих два фиксированных значения в Rn, характеристика Q которых
удовлетворяет условиям типа (2.14.31) и (2.14.23) при p = n − 1, явля-
ется равностепенно непрерывным в рассматриваемой области. Однако
ниже приведен более сильный результат.

3.11.2. Предположим, что заданы функция Φ : [0,∞] → [0,∞] и
числа M > 0 и ∆ > 0. Обозначим через RΦ

M,∆ семейство всех кольцевых
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Q-гомеоморфизмов в D таких, что h
(
Rn \ f(D)

) ≥ ∆ и
∫

D

Φ (Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n ≤ M . (3.11.1)

Имеет место следующий результат.
Теорема 3.11.1. Пусть Φ : [0,∞] → [0,∞] — неубывающая выпук-

лая функция. Если
∞∫

δ0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ (3.11.2)

для некоторого δ0 > τ0 := Φ(0), то класс RΦ
M,∆ является равностепенно

непрерывным и, следовательно, образует нормальное семейство отобра-
жений при всех M ∈ (0,∞) и ∆ ∈ (0, 1).

Доказательство. По теореме 3.3.1 получаем

h (f(x), f(x0)) ≤ αn

∆
exp




−

ρ∫

|x−x0|

dr

rq
1

n−1
x0 (r)





(3.11.3)

для всех x ∈ B(x0, ρ) и каждого положительного ρ = ρ(x0) < dist (x0, ∂D).
После замены y = (x − x0)/ρ интеграл в правой части (3.11.3) по

лемме 2.14.1 оценивается следующим образом:

ρ∫

|x−x0|

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

=

1∫

ε

dr

rq
1

n−1 (r)
≥ 1

n

M(ε)
εn∫

eM(ε)

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

, (3.11.4)

где ε = |x− x0|/ρ, q(r) = qx0(ρr) и

M(ε) =
1

Ωnρn (1− εn)

∫

R

Φ (Q(z)) dm(z) ,

R = {z ∈ Rn : |x− x0| < |z − x0| < ρ} — кольцо с центром в точке x0 и
Ωn — объем единичного шара Bn в Rn. Так как |z| ≤ |z − x0| + |x0| ≤
≤ ρ(x0) + |x0|, то имеем

M(ε) ≤ βn(x0)

Ωn(1− εn)

∫

R

Φ(Q(z))
dm(z)

(1 + |z|2)n ,
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где βn(x0) = (1 + (ρ(x0) + |x0|)2)
n
/ρn(x0). Тогда, при ε ≤ 1/ n

√
2

Φ(0) ≤ M(ε) ≤ 2βn(x0)

Ωn

M .

Из неравенств (3.11.3) и (3.11.4) следует, что для всех x таких, что
|x− x0| < ρ(x0)/2,

h (f(x), f(x0)) ≤ αn

∆
exp




− 1

n

Φ(0)ρn(x0)
|x−x0|∫

λnβn(x0)M

dτ

τ [Φ−1(r)]
1

n−1





,

где постоянная λn = 2e/Ωn зависит только от n. Следовательно, семей-
ство f ∈ RΦ

M,∆ является равностепенно непрерывным в точке x0. 2

Следствие 3.11.1.Каждое из условий (2.14.5)—(2.14.10) при p ∈
∈ (0, n−1] влечет равностепенную непрерывность и нормальность клас-
са RΦ

M,∆ для всех M ∈ (0,∞) и ∆ ∈ (0, 1).
3.11.3. Как и в случае устранения изолированной особенности,

условие расходимости вида (3.11.2) является не только достаточным, но
и необходимым условием равностепенной непрерывности соответствую-
щего семейства отображений.

Введем обозначения. Обозначим через SΦ
M,∆ семейство всех кольце-

вых Q-гомеоморфизмов в D таких, что Q(x) ≥ 1 почти всюду и, кроме
того, h

(
Rn \ f(D)

) ≥ ∆ и выполнено условие (3.11.1). Справедлив сле-
дующий результат.

Теорема 3.11.2. Предположим, что класс отображений RΦ
M,∆ рав-

ностепенно непрерывен (нормален) при неубывающей выпуклой функ-
ции Φ : [0,∞] → [0,∞], Φ(t) 6≡ ∞, для всех M ∈ (0,∞), ∆ ∈ (0, 1).
Тогда

∞∫

δ∗

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞

для всех δ∗ ∈ (τ0,∞), где τ0 : = Φ(0).
Доказательство. Достаточно рассмотреть случай D = Bn. По-

скольку класс RΦ
M,∆ нормален, то класс SΦ

M,∆ также нормален. Таким
образом, не ограничивая общности рассуждений, можно считать, что
Q(x) ≥ 1 почти всюду. Если функция Φ(t) в теореме 3.11.2 постоянна,
то утверждение теоремы не содержательно. Из условия теоремы так-
же вытекает, что функция Φ(t) всюду конечна (см. критерий (2.14.7),
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а также (2.14.10)). В таком случае согласно известному критерию вы-
пуклости конечных действительнозначных функций [19, гл. I, § 4, п. 3,
предложение 5] функция наклона [Φ(t)− Φ(0)] /t является неубываю-
щей. Следовательно, поскольку функция Φn−1(t) := Φ(tn−1) также вы-
пукла и не убывает, и значения Φ на [0, 1] не несут в себе информа-
ции о функции Q, можно считать, что Φn−1(t) = t при всех t ∈ [0, 1]

и Φ(t) ≥ t
1

n−1 при всех t > 0. Следовательно, можно воспользовать-
ся утверждением леммы 2.14.2. Согласно этой лемме найдется строго
убывающая непрерывная функция K(r) такая, что K(r) < ∞, r ∈ (0, 1],
K(r) →∞ при r → 0 и при этом

K(r) ≥ Φ−1
n−1

(γ

r

)
, (3.11.5)

где γ = Φ1/2(1) ≥ 1 и Φn−1(t) := Φ(tn−1).
Определим следующие отображения в единичном шаре Bn \ {0} :

f(x) =
x

|x|ρ(|x|) , fm(x) =
x

|x| ρm(|x|) , m = 1, 2, . . . ,

где
ρ(t) = exp{I(0)− I(t)} , ρm(t) = exp{I(0)− Im(t)} ,

I(t) =

1∫

t

dr

rK(r)
, Im(t) =

1∫

t

dr

rKm(r)

и

Km(r) =

{
K(r), r ≥ 1/m,

K
(

1
m

)
, r ∈ (0, 1/m) .

Из (3.11.5) получаем

I(0)−I(t) =

t∫

0

dr

rK(r)
≤

t∫

0

dr

rΦ−1
n−1

(
γ
r

) =

∞∫

γ
t

dτ

τΦ−1
n−1(τ)

∀ t ∈ (0, 1] ,

где γ/t ≥ γ ≥ 1 > Φ(0) = 0. Поэтому ввиду (2.14.38)

I(0)− I(t) ≤ I(0) =

1∫

0

dr

rK(r)
< ∞ ∀ t ∈ (0, 1] .
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Кроме того, fm и f ∈ C1 (Bn \ {0}) , поскольку Km(r) и K(r) непрерыв-
ны. Отметим, что

fm(x) ≡ f(x) ∀x :
1

m
< |x| < 1, m = 1, 2 . . . , (3.11.6)

и KI(x, f) = Kn−1(|x|) (см. (2.14.42)). Используя методологию, изло-
женную в п. 1.1.9 (см. предложение 1.1.1), получаем, что KI(x, fm) =
= KI(x, f) = Kn−1(|x|) для 1

m
< |x| < 1 и KI(x, fm) = Kn−1(1/m) для

0 < |x| < 1
m

. Таким образом, fm есть квазиконформными в Bn, поэто-
му fm и f являются Q-гомеоморфизмами при Q(x) = Kn−1(|x|), кроме
того, ввиду (2.14.34)

∫

Bn

Φ (KI(x, fm)) dm(x) ≤
∫

Bn

Φn−1 (K(|x|)) dm(x) =

= ωn−1

1∫

0

Ψ (K(r))

rK(r)
·rndr ≤ γ2ωn−1

1∫

0

dr

rK(r)
≤ M : = γ2ωn−1I(0) < ∞ .

Отметим, что fm отображают единичный шар Bn на шар с центром в
начале координат радиуса R = eI(0) < ∞. Таким образом, fm ∈ SΦ

M,∆

при некотором ∆ > 0, где M указано выше. С другой стороны, легко
видеть, что

lim
x→0

|f(x)| = lim
t→0

ρ(t) = e0 = 1 , (3.11.7)

т.е. f отображает проколотый шар Bn\{0} на кольцо 1 < |y| < R = eI(0).
Тогда в силу (3.11.6) и (3.11.7) получаем

|fm(x)| = |f(x)| ≥ 1 ∀ x : |x| ≥ 1/m, m = 1, 2, . . . ,

т.е. семейство {fm}∞m=1 не является равностепенно непрерывным в нуле.
Полученное противоречие доказывает теорему.2

3.12. Равностепенная непрерывность открытых дискретных
кольцевых Q-отображений с ограничениями интеграль-
ного типа

3.12.1. В предыдущем параграфе исследована равностепенная непре-
рывность гомеоморфизмов, характеристика которых удовлетворяет не-
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которым интегральным условиям. Рассмотрим свойство равностепен-
ной непрерывности аналогичных классов открытых дискретных отоб-
ражений.

3.12.2. Пусть E — компактное множество в Rn такое, что его кон-
формная емкость положительна, cap E > 0. Обозначим через RQ

M,E се-
мейство всех открытых дискретных кольцевых Q-отображений f : D →
→ Rn \ E.

Имеют место следующие утверждения.
Теорема 3.12.1. Пусть Φ : [0,∞] → [0,∞] — неубывающая выпук-

лая функция. Если для некоторого δ0 > τ0 := Φ(0) выполнены соотно-
шения вида

∫

D

Φ (Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n ≤ M (3.12.1)

и
∞∫

δ0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ (3.12.2)

при некотором δ0 > 0, то класс RΦ
M,E является равностепенно непрерыв-

ным и, следовательно, образует нормальное семейство отображений при
всех M ∈ (0,∞).

Доказательство. Необходимое заключение вытекает из теорем
3.6.1 и 2.14.2, поскольку, в частности, из условий (3.12.1) и (3.12.2) вы-
текает расходимость интеграла в (2.3.5). 2

Замечание 3.12.1. Отметим принципиальную разницу между ре-
зультатами теорем 3.11.1 и 3.12.1. В определении класса отображений
RΦ

M,∆, участвующего в теореме 3.11.1, функция Q (по определению)
не фиксирована, а класс в целом определяется функцией Φ. Напротив,
в теореме 3.12.1 предполагается, что Q — фиксированная функция, а
условия (3.12.1) и (3.12.2) являются лишь некоторыми условиями на
функцию Q.

3.12.3. Отметим следующий результат.
Теорема 3.12.2. Пусть Φ : [0,∞] → [0,∞] — заданная неубы-

вающая выпуклая функция. Предположим, что для всех множеств E,
имеющих положительную емкость, и всех чисел M > 0 класс отображе-
ний RQ

M,E является равностепенно непрерывным (нормальным). Тогда
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для всех δ∗ ∈ (τ0,∞), τ0 : = Φ(0), выполнено условие

∞∫

δ∗

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ .

Доказательство непосредственно вытекает из утверждения тео-
ремы 3.11.2. 2

3.13. Необходимые и достаточные условия равностепенной
непрерывности. Аналог теоремы Миньйович

3.13.1. До сих пор мы рассматривали различные достаточные условия,
при которых то или иное семейство кольцевых Q-отображений являет-
ся равностепенно непрерывным (нормальным), не вдаваясь особо в во-
просы, касающиеся необходимости этих условий. Далее мы углубимся
в изучение данной проблемы, т.е. зафиксируем какое-либо условие на
функцию Q и предположим, что семейство кольцевых Q-отображений
равностепенно непрерывно. Какие локальные свойства семейства отоб-
ражений вытекают из указанного свойства его равностепенной непре-
рывности?

Ответ на этот вопрос в случае ограниченной функции Q получен в
работе Р. Миньйович [139]. Сформулируем основной результат указан-
ной работы [139, теорема 1].

Предложение 3.13.1. Пусть F — семейство отображений с огра-
ниченным искажением, имеющих общую постоянную квазиконформно-
сти K. Тогда семейство F нормально тогда и только тогда, когда для
каждого компактного множества E ⊂ D найдется конечное число M
такое, что h(f(x1), f(x2)) < M(hα(x1, x2)) для всех x1 ∈ E, x2 ∈ D и
f ∈ F, где α = K1/(n−1), а h, как обычно, — хордальная метрика.

В настоящем параграфе эта проблема решена для случая, когда
функция Q может оказаться неограниченной.

3.13.2. Напомним, что мебиусовым преобразованием U : Rn → Rn

называют отображение, представляющее собой композицию конечного
числа преобразований подобия и инверсий относительно сферы [168,
гл. I, § 2.2]. Отметим, что согласно теореме Лиувилля любое конформ-
ное отображение области D пространства Rn, n ≥ 3, является сужением
на D некоторого мебиусова преобразования (см. соответствующий ре-
зультат в [61] для класса C1, а также [175, гл. I, теорема 2.5]). При этом
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для области D := Rn указанный результат верен также при n = 2 [140].
Обратно, сужение каждого мебиусова преобразования U : Rn → Rn на
произвольную область D \ {∞, U −1(∞)} по определению является кон-
формным отображением, поэтому M(U(Γ)) = M(Γ) для каждого меби-
усова отображения U : Rn → Rn и произвольного семейства кривых Γ
в Rn [281, теорема 8.1].

3.13.3. Следующая лемма определяет характер локального пове-
дения классов кольцевых Q-отображений, являющихся равностепенно
непрерывными (нормальными).

Лемма 3.13.1. Пусть FQ — некоторое семейство открытых дис-
кретных кольцевых Q-отображений f : D → Rn в точке x0, n ≥ 2. Пред-
положим, что найдутся числа p < n, ε0 ∈ (0, dist (x0, ∂D)), ε ′0 ∈ (0, ε0) и
неотрицательная измеримая по Лебегу функция ψ : (0, ε0) → [0,∞], для
которых выполнено условие вида (3.5.9), где ψε ≡ ψ для всех ε ∈ (0, ε ′0),
функция I(a, b) определена соотношением (3.5.3) и, кроме того, выпол-
нено условие: I(ε, ε0) →∞ при ε → 0.

Тогда семейство FQ является равностепенно непрерывным в точке
x0 тогда и только тогда, когда найдутся εi =εi(x0), i=1,2, 0<ε1 <ε2 <ε0,
такие, что для любого f ∈FQ и всех x∈B(x0, ε1) выполнена оценка

h(f(x), f(x0)) ≤ αn exp{−β̃nIγn,p(|x− x0|, ε2)} , (3.13.1)

где β̃n =
(

ωn−1

2K

) 1
n−1 , а αn и γn,p, как и прежде, определены в соотношении

(3.2.12).
Доказательство. Достаточность утверждения леммы очевидна,

поскольку из соотношения (3.13.1) при p < n и условия I(ε, ε0) → ∞
при ε → 0 немедленно следует равностепенная непрерывность семей-
ства отображений FQ. Покажем необходимость утверждения леммы.
Предположим, что семейство FQ равностепенно непрерывно в точке x0.
Тогда для произвольного σ > 0 найдется ∆ = ∆(σ, x0) такое, что

h(f(x), f(x0)) < σ, (3.13.2)

как только |x − x0| < ∆. Можно считать, что ∆ < ε0. Для фиксиро-
ванного отображения f ∈ FQ и точки x0 ∈ D определим мебиусово
преобразование U : Rn → Rn как такое, что

U(f(x0)) = 0, h(U(f(x)), U(f(x0))) = h(f(x), f(x0)) (3.13.3)

(такое мебиусово преобразование U существует [281, теорема 12.2]). В
силу сделанных перед леммой 3.13.1 замечаний отображение v := U ◦ f
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также является кольцевым Q-отображением в точке x0, при этом из
оценки (3.13.2) при достаточно малом значении σ и соотношений (3.13.3)
вытекает, что при некотором ε2 = ε2(x0) < ∆ и всех x ∈ B(x0, ε2)
выполнено неравенство: |v(x)| ≤ 1. Рассмотрим сужение отображения
v на шар B(x0, ε2), g := v|B(x0, ε2). Так как I(ε, ε0) → ∞ при ε → 0, то
0 < I(ε, ε0) < 2 ·I(ε, ε2) < ∞ при некотором ε1 ∈ (0, ε2) и всех ε ∈ (0, ε1).
Тогда из условия (3.5.9) вытекает

∫

ε<|x−x0|<ε2

Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) ≤

≤ 2K · Ip(ε, ε2) ∀ ε ∈ (0, ε1) . (3.13.4)

Однако условие (3.13.4) совпадает с условием (3.5.9), где роль ε0 играет
ε2, роль ε ′0 играет ε1, а роль K — новая постоянная 2K. Необходимое
заключение следует теперь из леммы 3.5.3, примененной к отображению
g, и соотношений (3.13.3). 2

В дальнейшем нам понадобится еще одна лемма, которая является
некоторой вариацией леммы 3.13.1.

Лемма 3.13.2. Пусть FQ — семейство открытых дискретных коль-
цевых Q-отображений f : D → Rn в точке x0, n ≥ 2. Предположим, что
существует число ε̃0 ∈ (0, dist (x0, ∂D)), обладающее следующим свой-
ством. Для любого числа ε0 ∈ (0, ε̃0) найдется число ε ′0 ∈ (0, ε0) и неот-
рицательная измеримая по Лебегу функция ψ : (0, ε̃0) → [0,∞] такая,
что

0 < I(ε, ε0) :=

ε0∫

ε

ψ(t)dt < ∞ ∀ ε ∈ (0, ε ′0) (3.13.5)

и, кроме того, выполнено условие вида
∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) ≤ K · Ip(ε, ε0) ∀ ε ∈ (0, ε ′0) . (3.13.6)

Тогда если семейство FQ является равностепенно непрерывным в
точке x0, то найдутся такие числа εi = εi(x0), i = 1, 2, 0 < ε1 < ε2 < ε̃0,
что для всех f ∈ FQ и x ∈ B(x0, ε1) выполнена оценка

h(f(x), f(x0)) ≤ αn exp{−βnIγn,p(|x− x0|, ε2)} , (3.13.7)

где αn, βn и γn,p, как и прежде, определены в соотношении (3.2.12).
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Доказательство. Предположим, что семейство FQ равностепен-
но непрерывно в точке x0. Тогда для произвольного σ > 0 найдется
∆ = ∆(σ, x0) такое, что выполнено соотношение (3.13.2). Для фикси-
рованного отображения f ∈ FQ и точки x0 ∈ D определим мебиусо-
во преобразование U : Rn → Rn как такое, что выполнены равенства
(3.13.3). В силу сделанных перед леммой 3.13.1 замечаний отображе-
ние v := U ◦ f также является кольцевым Q-отображением в точке
x0, при этом из оценки (3.13.2) при достаточно малом значении σ и
соотношений (3.13.3) вытекает, что при некотором ε2 = ε2(x0) < ∆ и
всех x ∈ B(x0, ε1) выполнено |v(x)| ≤ 1. Рассмотрим сужение отобра-
жения v на шар B(x0, ε2), g := v|B(x0,ε2). Отметим, что в силу условия
(3.13.5) при некотором ε1 ∈ (0, ε2) и всех ε ∈ (0, ε1) выполнено условие
0 < I(ε, ε2) < ∞. Тогда из (3.13.6) вытекает

∫

ε<|x−x0|<ε2

Q(x) ·ψn(|x−x0|) dm(x) ≤ K · Ip(ε, ε2) ∀ ε ∈ (0, ε1) . (3.13.8)

Однако (3.13.8) совпадает с условием (3.5.9). Необходимое заключение
следует теперь из леммы 3.5.3, примененной к отображению g, и ра-
венств в (3.13.3). 2

Замечание 3.13.1. Заключения лемм 3.13.1 и 3.13.2 получены при
различных предположениях и не сравнимы между собой. В частно-
сти, утверждение леммы 3.13.2 более точное, чем утверждение лем-
мы 3.13.1, поскольку в правой части соотношения (3.13.7) постоянная
βn = (

ωn−1

K
)1/(n−1) больше постоянной β̃n = (

ωn−1

2K
)1/(n−1), стоящей в пра-

вой части соотношения (3.13.1). Однако условия леммы 3.13.1 предпо-
лагают выполнение соотношений (3.5.3), (3.5.9) лишь при одном фик-
сированном ε0, в то время как в лемме 3.13.2 такие условия должны
быть выполнены при каждом достаточно малом ε0 и одной и той же
постоянной K > 0. Как показано в следующем параграфе, обе леммы
имеют свои приложения к конкретным классам функций Q.

3.13.4. Имеют место следующие утверждения.
Теорема 3.13.1. Семейство открытых дискретных кольцевых Q-

отображений f : D → Rn в точке x0 ∈ D таких, что Q ∈ FMO(x0),
равностепенно непрерывно в точке x0 ∈ D тогда и только тогда, когда
при некоторых p = p(n,Q) > 0, Cn(x0) > 0, ε0 = ε0(x0) > 0 и всех
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x ∈ B(x0, ε0) выполнено неравенство

h(f(x), f(x0)) ≤ Cn(x0)

{
1

log 1
|x−x0|

}p

. (3.13.9)

Доказательство. Полагаем ψ(t) :=
1

t log 1/t
. Пусть ε0 < e−1 —

произвольно. Тогда в сделанных выше обозначениях

I(ε, ε0) =

ε0∫

ε

ψ(t) dt = log
log 1

ε

log 1
ε0

,

при этом условие I(ε, ε0) →∞ при ε → 0 проверяется непосредственно,
а условие (3.5.9) при p = 1 выполнено в силу предложения 2.3.1. Условие
(3.13.9) вытекает из (3.13.1) при выбранной функции ψ. 2.

Теорема 3.13.2. Семейство открытых дискретных кольцевых Q-
отображений f : D → Rn в точке x0 ∈ D таких, что при некотором
ε0 = ε0(x0) ∈ (0, dist (x0, ∂D)) выполнено условие

ε0∫

0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

= ∞, (3.13.10)

равностепенно непрерывно в точке x0 ∈ D тогда и только тогда, когда
при некотором ε ′0 < ε0, ε ′0 > 0, и всех x ∈ B(x0, ε

′
0) выполнено соотно-

шение

h(f(x), f(x0)) ≤ αn · exp




−

ε0∫

|x−x0|

dt

tq
1

n−1
x0 (t)





, (3.13.11)

где αn — постоянная из формулировки леммы 3.13.1.
Доказательство. Достаточность утверждения теоремы непосред-

ственно вытекает из условий (3.13.10) и (3.13.11). Докажем необходи-
мость. При достаточно малых ε рассмотрим функцию

ψ(t) =

{
1/[tq

1
n−1
x0 (t)] , t ∈ (ε, ε0),

0 , t /∈ (ε, ε0) ,
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а функцию I(ε, ε0), как и прежде, определим по правилу I(ε, ε0) :=

=
ε0∫
ε

ψ(t)dt. В силу условия (3.13.10) для каждого достаточно малого

ε0 > 0 найдется ε ′0 ∈ (0, ε0) такое, что I(ε, ε0) > 0 при всех ε ∈ (0, ε ′0).
Кроме того, I(ε, ε0) < ∞ при всех ε ∈ (0, ε0) (см. замечание 2.7.1).
Наконец, функция ψ удовлетворяет также соотношению (4.4.15) при
p = 1 и K = ωn−1, поскольку несложные вычисления показывают, что

∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = ωn−1 · I(ε, ε0) .

Необходимое заключение следует теперь из леммы 3.13.2. 2

Из теоремы 3.13.2 непосредственно вытекает следующее
Следствие 3.13.1. Семейство открытых дискретных кольцевых

Q-отображений f : D → Rn в точке x0 ∈ D таких, что при некотором
ε0 = ε(x0) ∈ (0, dist (x0, ∂D))

qx0(r) ≤ C

(
log

1

r

)n−1

∀ r ∈ (0, ε0) ,

равностепенно непрерывно в точке x0 ∈ D тогда и только тогда, когда
при некотором ε ′0 < ε0, ε ′0 > 0, и всех x ∈ B(x0, ε

′
0) выполнено соотно-

шение

h(f(x), f(x0)) ≤ M

(
log 1

|x−x0|

)( 1
C )

1
n−1

,

где M — некоторая постоянная, зависящая только от размерности про-

странства n и точки x0.

3.14. Равностепенная непрерывность семейств отображений,
не принимающих значения из переменного множества.
Аналог теоремы Вуоринена

3.14.1. В §3.6 приведены некоторые результаты о равностепенной не-
прерывности семейств отображений, не принимающих значения из фик-
сированного множества E положительной емкости. В настоящем пара-
графе речь идет о том, что указанное условие, касающееся наличия
такого фиксированного множества, может быть несколько ослаблено.
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Точнее, множество E не будет предполагаться фиксированным и может
зависеть от отображения f из данного семейства. При этом E все равно
должно удовлетворять некоторым дополнительным ограничениям.

Поясним изложенное выше более подробно. Понятно, что наличие
”общего” E для всего семейства отображений может оказаться суще-
ственным: простой пример семейства отображений fm(z) = zm, z ∈ C,
рассматриваемых в круге B(0, 2) = {z ∈ C : |z| < 2}, и не являющегося
семейством, равностепенно непрерывным в точках сферы S1 = {z ∈ C :
|z| = 1} (а также нормальным в указанной области B(0, 2)), показыва-
ет, что если каждое отображение в отдельности не принимает значения
некоторого множества положительной емкости Em, то равностепенная
непрерывность этого семейства не следует даже в случае Q(z) ≡ 1.
Однако при определенных условиях на E результат о равностепенной
непрерывности семейства отображений остается справедливым, даже
если множество E = Ef будет зависеть от f.

Отметим еще одну особенность. Результат Р. Миньйович [139] утвер-
ждает, что для равностепенной непрерывности (нормальности) семейств
отображений в случае ограниченных Q и n ≥ 2 достаточно, чтобы се-
мейство отображений не принимало l + 1 различных значений, где на-
туральное число l вполне определяется коэффициентом квазиконформ-
ности K и размерностью пространства n [139, теорема 4]. Что касается
изучаемого случая неограниченных функций Q, то конечного числа не
принимаемых значений может оказаться недостаточно.

3.14.2. Дальнейшее изложение тесно связано с работой М. Вуо-
ринена [294], в которой исследованы отображения с ограниченным ис-
кажением. Нами рассмотрены аналогичные вопросы, соответствующие
случаю, когда функция Q из (1.3.2) ограничена. Как и при ограничен-
ных функциях Q, введем специальную функцию множеств c(·).

Как и прежде, для множеств E и F ⊂ Rn символ Γ(E, F, D) обо-
значает семейство всех кривых γ : [a, b] → Rn, которые соединяют E и
F в D, т.е. γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F и γ(t) ∈ D при a < t < b. При D := Rn по-
лагаем Γ(E, F ) := Γ(E, F,Rn). Пусть Q(x, t) = {y ∈ Rn : h(x, y) < t} —
сферический шар с центром в точке x радиуса t. Для x ∈ Rn, множества
E ⊂ Rn и чисел 0 < r < t < 1 полагаем x̃ = − x

|x|2 ,

{
mt(E, r, x) = M(Γ(∂Q(x, t), E ∩Q(x, r))) ,

m(E, x) = m√
3/2(E,

√
2

2
, x)
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и, кроме того,
{

c(E, x) = max{m(E, x),m(E, x̃)} ,
c(E) = inf

x∈Rn
c(E, x) . (3.14.1)

Отметим, что для компактного множества E ⊂ Rn имеет место
следующая взаимосвязь: c(E) = 0 тогда и только тогда, когда cap E = 0
[294, следствие 3.19].

Обозначим через FQ,δ(x0) семейство всех открытых дискретных коль-
цевых Q-отображений f : D → Rn \ Ef в точке x0 ∈ D таких, что
c(Ef ) ≥ δ > 0, где множество Ef компактно, а функция множества c(·)
определена соотношением (3.14.1).

Следующий вспомогательный результат можно доказать для семей-
ства отображений FQ,δ(x0) в наиболее общей формулировке.

Лемма 3.14.1. Предположим, что найдется ε0 >0, ε0 <dist(x0,∂D),
ε1 ∈ (0, ε0) и функция ψ : (0, ε0) → [0,∞] такие, что

0 < I(ε, ε0) =

ε0∫

ε

ψ(t)dt < ∞ ∀ ε ∈ (0, ε1)

и ∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = o (In (ε, ε0)) (3.14.2)

при ε → 0. Тогда семейство отображений FQ,δ(x0) равностепенно непре-
рывно в точке x0.

Доказательство. Для фиксированного отображения f ∈ FQ,δ(x0)
рассмотрим конденсаторы E = (A,C) и f(E) = E ′ = (f(A), f(C)), где
C := B(x0, ε), ε ∈ (0, ε1), A = B(x0, r0), r0 = dist (x0, ∂D). Пусть ΓE ′

и ΓE — семейства кривых в смысле предложения 1.4.1. Заметим, что
Γ(f(C), Ef ) > ΓE ′ [104, гл. I, § 46 теорема 1] и, следовательно, в силу
свойства минорирования модуля (1.1.7), леммы 3.5.2 и условия (3.14.2)

M(Γ(f(C), Ef )) ≤ M(ΓE ′) = cap f(E) ≤ α(ε) , (3.14.3)

где α(ε) → 0 при ε → 0. С другой стороны, согласно [294, теорема 3.14]

M(Γ(f(C), Ef )) ≥ βn min{c(f(C)), c(Ef )} , (3.14.4)

где постоянная βn зависит только от n. Поскольку для каждого связного
множества F в Rn имеет место неравенство c(F ) ≥ anh(F ), где h(F ) —
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хордальный диаметр множества F, а an — некоторая постоянная [294,
следствие 3.13], то имеем

c(f(C)) ≥ an · h(f(C)) . (3.14.5)

Известно, что c(E) ≤ ωn−1 ·
(
log

√
3
)1−n

для любого множества E ⊂ Rn

[294, соотношение (3.7)], а также см. определение функции c(·) в (3.14.1),
так что

c(E)

ωn−1 ·
(
log

√
3
)1−n ≤ 1 ∀ E ⊂ Rn . (3.14.6)

Предположим, что min в правой части (3.14.4) равен c(f(C)), тогда в
силу соотношений (3.14.5) и (3.14.6)

M(Γ(f(C), Ef )) ≥ βn · an · h(f(C)) ≥ βn · an · h(f(C))c(Ef )

ωn−1 ·
(
log

√
3
)1−n . (3.14.7)

Пусть min{c(f(C)), c(Ef )} = c(Ef ), тогда из (3.14.4) следует

M(Γ(f(C), Ef )) ≥ βn · c(Ef ) ≥ βn · h(f(C))c(Ef ) . (3.14.8)

Полагая cn := min

{
βn,

βn · an

ωn−1 ·
(
log

√
3
)1−n

}
, из (3.14.7) и (3.14.8) имеем

M(Γ(f(C), Ef )) ≥ cn · h(f(C))c(Ef ) ≥ cnδh(f(C)) . (3.14.9)

Из соотношений (3.14.3) и (3.14.9) вытекает

h(f(C)) ≤ α(ε)

cnδ
. (3.14.10)

Поскольку α(ε) → 0 при ε → 0, то из (3.14.10) следует, что для любого
σ > 0 найдется ∆ = ∆(σ) такое, что h(f(C)) < σ как только ε < ∆.
Тем самым, h(f(x), f(x0)) < σ при всех x ∈ B(x0, ε), ε < ∆. Таким обра-
зом, неравенство h(f(x), f(x0)) < σ имеет место для всех x ∈ B(x0, ∆)
и всех f ∈ FQ,δ(x0), что и доказывает равностепенную непрерывность
семейства отображений FQ,δ(x0) в точке x0. 2

3.14.3. Имеет место следующий результат.
Теорема 3.14.1. Семейство FQ,δ(x0) всех открытых дискретных

кольцевых Q-отображений f : D → Rn \ Ef в точке x0 ∈ D таких, что
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c(Ef ) ≥ δ > 0, где множество Ef компактно, а c(·) — функция множе-
ства, определенная в соотношении (3.14.1), равностепенно непрерывно
в точке x0 ∈ D, как только выполнено хотя бы одно из следующих
условий: 1) Q ∈ FMO(x0); 2) qx0(r) ≤ C · (log 1

r
)n−1 при r → 0, где

C > 0 — некоторая постоянная; 3) при некотором ε0 = ε0(x0), ε0 > 0,
ε0 < dist (x0, ∂D), имеет место соотношение

ε0∫

0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

= ∞ . (3.14.11)

Доказательство немедленно следует из лемм 3.14.1 и 2.3.1. 2

3.14.4. Конечно, условие вида c(Ef ) ≥ δ > 0 может оказаться за-
труднительным для проверки ввиду сложности вычисления c(Ef ). Од-
нако в большинстве случаев можно обойтись иными сравнительно про-
стыми условиями, проверяющимися непосредственно. По этой причине
рассмотрим два случая: 1) когда множества Ef являются связными для
каждого f ; 2) когда множество Ef не обязано быть связным. Имеют ме-
сто следующие утверждения.

Следствие 3.14.1. Семейство AQ,δ(x0), состоящее из всех откры-
тых дискретных кольцевых Q-отображений f : D → Rn\Ef в точке x0 ∈
∈ D таких, что h(Ef ) ≥ δ > 0, где множество Ef компактно и связ-
но, равностепенно непрерывно в точке x0 ∈ D, как только выполнено
хотя бы одно из следующих условий: 1) Q ∈ FMO(x0); 2) qx0(r) ≤
≤ C · (log 1

r
)n−1 при r → 0, где C > 0 — некоторая постоянная; 3) при

некотором ε0 = ε0(x0) имеет место соотношение (3.14.11).
Доказательство. Для произвольного связного множества Ef ⊂

⊂ Rn имеет место неравенство: c(Ef ) ≥ an · h(Ef ), где, как и прежде,
функция множеств c(·) определена в (3.14.1), а h(·) — хордальный диа-
метр множества [294, п. (4), теорема 1.1]. Таким образом, для любого
отображения f ∈ AQ,δ(x0) выполнено условие c(Ef ) ≥ an ·δ. Заключение
следствия 3.14.1 вытекает теперь на основании теоремы 3.14.1. 2

Пусть h(E, F ) означает хордальное расстояние между множества-
ми E, F ⊂ Rn, h(E, F ) = sup

x∈E,y∈F
h(x, y). Обозначим символом BQ,δ(x0)

семейство всех открытых дискретных кольцевых Q-отображений f :
D → Rn \ Ef в точке x0 ∈ D, где множество Ef компактно, таких, что
для каждого f найдется компактное множество Ẽf ⊂ Rn, для которого
h(Ef , Ẽf ) ≥ δ > 0 и M(Γ(Ef , Ẽf ,Rn)) ≥ δ. Имеет место следующее
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Следствие 3.14.2. Семейство отображений BQ,δ(x0) равностепен-
но непрерывно в точке x0 ∈ D, как только выполнено хотя бы одно
из следующих условий: 1) Q ∈ FMO(x0); 2) qx0(r) ≤ C · (log 1

r
)n−1 при

r → 0, где C > 0 — некоторая постоянная; 3) при некотором ε0 = ε0(x0)
имеет место соотношение (3.14.11).

Доказательство. Ввиду [294, теорема 3.15] для каждого из отоб-
ражений f ∈ BQ,δ(x0) имеет место соотношение

c(Ef ) ≥ min{c(Ef ), c(Ẽf )} ≥ 1

α
·M(Γ(Ef , Ẽf ,Rn)) ≥ δ

α
,

где постоянная α > 0 зависит только от размерности пространства n и
δ. Тогда заключение следствия 3.14.2 вытекает из теоремы 3.14.1. 2

Замечание 3.14.1. Как показывает все тот же пример семейства
отображений fm(z) = zm, z ∈ B(0, 2)\{0}, условие связности множества
Ef в формулировке следствия 3.14.1 является существенным. Указанное
семейство не является нормальным в данной области, хотя каждое из
отображений этого семейства не принимает значения множества Ef =
= {0,∞}, при этом h(Ef ) = 1 для всех f. Причина такого обстоятель-
ства заключается в том, что множество Ef не связно.

Замечание 3.14.2. Аналогично приведенному выше пример се-
мейства отображений fm(z) = zm, z ∈ B(0, 2) \ {0}, показывает, что ни
одно из условий

h(Ef , Ẽf ) ≥ δ > 0; M(Γ(Ef , Ẽf ,Rn)) ≥ δ ,

входящих в определение класса BQ,δ(x0) из формулировки следствия
3.14.2, не может быть отброшено.

В связи с этим рассмотрим вместо класса BQ,δ(x0) семейство отоб-
ражений B ′

Q,δ(x0), состоящее из открытых дискретных кольцевых Q-
отображений f : D → Rn\Ef в точке x0 ∈ D, где множество Ef компакт-
но, таких, что для каждого f найдется компактное множество Ẽf ⊂ Rn,

для которого h(Ef , Ẽf ) ≥ δ > 0, а также семейство B ′ ′
Q,δ(x0), состоящее

из открытых дискретных кольцевых Q-отображений f : D → Rn \ Ef

в точке x0 ∈ D, где множество Ef компактно, таких, что для каждого
f найдется компактное множество Ẽf ⊂ Rn, для которого выполнено
условие M(Γ(Ef , Ẽf ,Rn)) ≥ δ.

Пусть x0 — произвольная точка области B(0, 2)\{0}. Отметим, что
семейство отображений fm(z) = zm, z ∈ B(0, 2)\{0}, представляет собой
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пример семейства как класса B ′
Q,δ(x0) при Q ≡ 1, так и класса B ′ ′

Q,δ(x0)
при Q ≡ 1. В первом случае указанное семейство принадлежит B ′

1,δ(x0)
при некотором δ, поскольку оно не принимает два фиксированных зна-
чения 0 и ∞. Во втором случае семейство отображений fm(z) = zm,
z ∈ B(0, 2)\{0}, принадлежит классу B ′ ′

1,δ(x0) при некотором δ, так как
для любого m ∈ N можно указать Rm > 0 так, что fm (B(0, 2) \ {0}) ⊂
⊂ B(0, Rm), но тогда для множества Em := C \ B(0, 2Rm) будем иметь:

M(Γ(Em, B(0, Rm),C)) =
2π

log 2
:= δ > 0, где δ > 0 не зависит от m.

И в первом, и во втором случаях причина того, что семейство отоб-
ражений fm(z) = zm, z ∈ B(0, 2) \ {0}, не является нормальным, за-
ключается в том, что одно из условий из определения класса BQ,δ(x0) :

(условие M(Γ(Ef , Ẽf ,Rn)) ≥ δ, либо условие h(Ef , Ẽf ) ≥ δ > 0,) в точ-
ности нарушается.

3.15. Радиус инъективности локальных кольцевых
Q-гомеоморфизмов. Равностепенная непрерывность

3.15.1. Семейство открытых дискретных кольцевых Q-отображений
равностепенно непрерывно, как только выполнены некоторые ограни-
чения на возрастание функции Q, а семейство не принимает значения
множества положительной емкости (см. §3.6 и 3.14). Однако для ло-
кальных гомеоморфизмов при n > 2 требование выпускания множества
положительной емкости, как приведено ниже, является слишком жест-
ким. Далее показано, что в этом случае достаточно лишь выпускания
пары значений семейством отображений, как и в случае гомеоморфиз-
мов (см. §3.3).

3.15.2. С проблемой равностепенной непрерывности локальных ко-
льцевых Q-гомеоморфизмов тесно связана так называемая проблема о
радиусе инъективности, с которой мы начнем дальнейшее изложение.

Как указано ранее, локальным гомеоморфизмом называется отоб-
ражение, обладающее следующим свойством: каждая точка области
определения отображения имеет окрестность, в которой это отображе-
ние является гомеоморфизмом (см. определение 1.1.5). Конечно, ра-
диус этой окрестности (который в этом случае называется радиусом
инъективности отображения) зависит от отображения f. Однако неко-
торые специальные классы отображений имеют радиус инъективности
”универсальный”, зависящий только от класса в целом и независящий
от конкретного отображения в отдельности.
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В 70-х годах XX столетия О. Мартио, С. Рикманом и Ю. Вяйся-
ля было установлено, что при n ≥ 3 каждое локально гомеоморфное
отображение с ограниченным искажением имеет радиус инъективности,
зависящий только от размерности пространства и постоянной квазикон-
формности. Следующий результат доказан в работе [117, теорема 2.3],
см. также [175, гл. III, теорема 3.4] и [90].

Пусть f : Bn → Rn, n ≥ 3, — локально гомеоморфное отображе-
ние с ограниченным искажением с коэффициентом квазиконформно-
сти K. Тогда отображение f является инъективным в некотором ша-
ре B (0, ψ(n,K)) , где ψ — положительная величина, зависящая только
от n и K.

Аналогичное утверждение при n = 2 оказалось неверным, как по-
казывает простой пример последовательности аналитических функций
fm(z) = emz, z ∈ C, m ∈ N. Несколько позднее О. Мартио и У. Сребро
обобщили результат О. Мартио, С. Рикмана иЮ. Вяйсяля на отображе-
ния с ограниченным искажением, допускающие бесконечное значение
(квазимероморфные отображения) [128].

Результат, приведенный в настоящем параграфе, касается доказа-
тельства аналогичного утверждения для локальных кольцевых Q-го-
меоморфизмов.

3.15.3. Следующее утверждение см. в [175, гл. III, лемма 3.3].
Предложение 3.15.1. Пусть f : G → Rn — локальный гомеомор-

физм, A,B ⊂ G, при этом f гомеоморфно в A и B. Если A ∩ B 6= ∅ и
множество f(A)∩ f(B) является связным, то f гомеоморфно в A∪B.

Далее нам понадобится следующее утверждение [90, лемма 3.1].
Предложение 3.15.2. Пусть n ≥ 1, r > 0, a 6= b, a, b ∈ S(0, r).

Тогда найдется точка p = p(a, b) ∈ B(0, r) такая, что для каждого t ∈
∈

(
r

2
,

√
3r

2

)
либо

0, b ∈ B(p, t) и a 6∈ B(p, t) ,

либо
a, b ∈ B(p, t) и 0 6∈ B(p, t) .

Приведем еще один результат, принадлежащий Ю. Вяйсяля [281,
теорема 10.2]. Пусть S = S(x0, r), r > 0, x0 ∈ Rn, n ≥ 2.

Определение 3.15.1. Сферической шапочкой условимся называть
множество вида H ∩ S, где H — открытое полупространство в Rn.
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Определение 3.15.2. Модулем MS(Γ) семейства кривых Γ отно-
сительно S будем называть величину

MS(Γ) = inf
ρ∈ admΓ

∫

S

ρn(x)dHn−1 .

Имеет место следующее заключение [281, теорема 10.2].
Предложение 3.15.3. Пусть K — произвольная сферическая ша-

почка сферы S, а E и F — непустые непересекающиеся подмножества
K. Пусть Γ = Γ(E,F,K), тогда

MS(Γ) ≥ bn/r ,

где постоянная bn зависит только от размерности пространства n.
3.15.4. Главную смысловую нагрузку настоящей работы несет сле-

дующая лемма.
Лемма 3.15.1. Предположим, что n ≥ 3, Q : Bn → [0,∞] — из-

меримая по Лебегу функция и f : Bn → Rn — локальный кольцевой
Q-гомеоморфизм в точке x0 = 0. Предположим, что найдется измери-
мая по Лебегу функция ψ : (0, 1) → [0,∞] и постоянная C = C(n,Q, ψ)
такие, что

0 < I(r1, r2) :=

r2∫

r1

ψ(t) dt < ∞ ∀ r1, r2 ∈ (0, 1) (3.15.1)

и при некотором α > 0
∫

r1<|x|<r2

Q(x)ψn(|x|) dm(x) ≤ C · In−α(r1, r2) . (3.15.2)

Если

I(0, 1) :=

1∫

0

ψ(t)dt = ∞ , (3.15.3)

то отображение f инъективно в некотором шаре B (0, δ(n,Q, ψ)) , где
δ — положительное число, зависящее только от n и функций Q и ψ.

Доказательство.
1 шаг. Не ограничивая общности рассуждений, можно считать,

что f(0) = 0. Пусть r0 = sup{r ∈ R : r > 0, U(0, r) ⊂ Bn}, где U(0, r)
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означает компоненту связности множества f −1(B(0, r)), содержащую
точку 0. Очевидно, что r0 > 0. Зафиксируем число r < r0 и положим
U = U(0, r),

l ∗ = l ∗(0, f, r) = inf{|z| : z ∈ ∂U} ,

L ∗ = L ∗(0, f, r) = sup{|z| : z ∈ ∂U} .

По предложению 2.13.4 f отображает множество U на B(0, r) гомео-
морфно. Следовательно, f инъективно в шаре B(0, l ∗) и, значит, доста-
точно найти нижнюю границу для l ∗.

2 шаг. Отметим, что L ∗ → 1 при r → r0. Действительно, пусть
L ∗ 6→ 1 при r → r0. Тогда:

1) отметим, что U(0, r1) ⊂ U(0, r2) при 0 < r1 < r2 < r0. Действи-
тельно, если бы нашелся элемент x ∈ U(0, r1) \ U(0, r2), то, посколь-
ку f(U(0, ri)) = B(0, ri), i = 1, 2, мы бы имели f(x) = y ∈ B(0, r1)
и f(z) = y ∈ B(0, r1), z 6= x. Однако это противоречит предложению
3.15.1, поскольку по этому предложению f должно гомеоморфно отоб-
ражать объединение множеств U(0, r1) ∪ U(0, r2);

2) из пункта a) вытекает, что функция L ∗ возрастает по r и, следо-
вательно, существует предел L ∗ при r → r0. Тогда L ∗ → ε0 при r → r0,
где ε0 ∈ (0, 1). В таком случае все множества U(0, r), 0 < r < r0, лежат
в фиксированном шаре B(0, ε0);

3) отметим, что B(0, r0) ⊂ f(B(0, ε0)). Действительно, пусть y ∈
∈ B(0, r0), тогда также y ∈ B(0, r1) при некотором r1 ∈ (0, r0), откуда
следует, что найдется x ∈ U(0, r1) такой, что f(x) = y, следовательно,
y ∈ f(B(0, ε0)), т.е. B(0, r0) ⊂ f(B(0, ε0));

4) отметим, что B(0, r0) ⊂ f(B(0, ε0)) и ввиду локальной гомео-
морфности отображения f при произвольном ε1 ∈ (ε0, 1) множество
f(B(0, ε1)) содержит некоторую окрестность множества B(0, r0). Зна-
чит, компонента связности U(0, r0) лежит внутри замкнутого шара
B(0, ε0), что противоречит определению r0. Противоречие, полученное
выше, означает, что L ∗ → 1 при r → r0, что и требовалось установить.

3 шаг. Выберем x и y ∈ ∂U такими, что |x| = L ∗ и |y| = l ∗. По
определению множества U имеем: f(x), f(y) ∈ S(0, r). По предложению

3.15.2 найдется точка p ∈ B(0, r) такая, что для каждого t ∈
(

r

2
,

√
3r

2

)
,

элемент f(x) ∈ B(p, t) и либо 0 ∈ B(p, t) и f(y) 6∈ B(p, t), либо 0 6∈
6∈ B(p, t) и f(y) ∈ B(p, t). Зафиксируем какое-либо такое t. Отметим,
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что 0 и f(y) ∈ f(B(0, l ∗)) и, следовательно, f(B(0, l ∗)) ∩ B(p, t) 6= ∅ 6=
6= f(B(0, l ∗))\B(p, t). Поскольку множество f(B(0, l ∗)) связно, найдется
точка zt ∈ S(p, t) ∩ f(B(0, l ∗)) [104, часть I, гл. 5, § 46, теорема 1 ].

Пусть z ∗t — единственная точка множества f −1(zt)∩B(0, l ∗), Ct(ϕ) ⊂
⊂ S(p, t) — сферическая шапочка с центром в точке zt и раствором угла
ϕ, определенная равенством

Ct(ϕ) = {y ∈ Rn : |y − p| = t, (zt − p, y − p) > t 2 cos ϕ} .

Обозначим символом ϕt точную верхнюю грань тех углов ϕ, для ко-
торых компонента связности множества f −1(Ct(ϕ)), содержащая точку
z ∗t , отображается гомеоморфно на множество Ct(ϕ). Обозначим Ct =
= Ct(ϕt) и через C ∗

t — компоненту связности множества f −1(Ct), со-
держащую точку z ∗t .

4 шаг. Покажем, что множества C ∗
t и S(0, L ∗) имеют общую точку.

Предположим противное:
1) поскольку множество C ∗

t связно и C ∗
t ∩ B(0, L ∗) 6= ∅, отсюда

вытекает, что C ∗
t ⊂ B(0, L ∗) [104, часть I, гл. 5, §46, теорема 1]). В

таком случае, множество C ∗
t является компактным подмножеством U.

По предложению 2.13.4 отображение f переводит C ∗
t на Ct гомеоморф-

но (что не является верным при n = 2, поскольку множество Ct(π)
не является относительно локально связным в этом случае). По пред-
ложению 2.13.5 f инъективно в некоторой окрестности множества C ∗

t .
Следовательно, ϕt = π, Ct = S(p, t) и C ∗

t топологически эквивалент-
но (n− 1)-мерной сфере в Rn. Отметим, что ограниченная компонента
связности D множества Rn \ C ∗

t содержится в B(0, L ∗). Тогда f(D) —
компактное подмножество f(Bn) и, поскольку f — открытое отображе-
ние, ∂f(D) ⊂ f(∂D);

2) покажем, что f(D) ⊂ B(p, t). Предположим противное, тогда
найдется y ∈ f(D)\B(p, t). В таком случае

(
f(Bn) \B(p, t)

)
∩f(D) 6= ∅.

Поскольку f(D) — компактная подобласть f(Bn), имеем
(
f(Bn)\B(p,t)

)
\

f(D) 6= ∅. Так как f(Bn)\B(p, t) связно, отсюда вытекает, что найдется
z ∈ ∂f(D) ∩

(
f(Bn) \B(p, t)

)
[104, часть I, гл. 5, § 46, теорема 1], что

противоречит включению ∂f(D) ⊂ S(p, t). Таким образом, включение
f(D) ⊂ B(p, t) установлено;

3) отметим, что B(p, t) ⊂ f(D). Действительно, пусть найдется a ∈
∈ B(p, t) \ f(D). Поскольку множество B(p, t) связно и B(p, t)∩ f(D) 6=
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6= ∅, отсюда следует, что ∂f(D) ∩ B(p, t) 6= ∅ [104, часть I, гл. 5, § 46,
теорема 1]. Последнее противоречит включению ∂f(D) ⊂ S(p, t);

4) таким образом, из включений f(D) ⊂ B(p, t) и B(p, t) ⊂ f(D),
установленных выше в п. 2) и 3), вытекает, что f(D) = B(p, t). По
определению область D является компонентой связности множества
f −1(B(p, t)). В силу предложения 2.13.4 отображение f переводит D

на B(p, t) гомеоморфно;
5) поскольку z ∗t ∈ C ∗

t ∩U, имеем D∩U 6= ∅. Так как f гомеоморфно
отображает U на B(0, r), то отображение f инъективно в U ∪ D по
предложению 3.15.1. Последнее невозможно, поскольку из равенства
f(D) = B(p, t) и того, что f(x) ∈ B(p, t), вытекает существование точки
x1 6= x, x1 ∈ D, такой, что f(x1) = f(x). Следовательно, множества C ∗

t

и S(0, L ∗) имеют непустое пересечение, что и требовалось установить.
5 шаг. Пусть k ∗t ∈ C ∗

t ∩ S(0, L ∗) и kt = f(k ∗t ). Обозначим через
Γ ′

t семейство всех кривых, соединяющих точки kt и zt в Ct. Пусть Γ ′ —

объединение семейств кривых Γ ′
t , t ∈

(
r

2
,

√
3r

2

)
. Обозначим через ft

сужение отображения f на множество C ∗
t . Тогда ft гомеоморфно отоб-

ражает C ∗
t на Ct. Обозначим

Γ =
⋃

t∈
(

r
2
,
√

3r
2

)

{
f −1

t ◦ γ : γ ∈ Γ ′
t

}
.

Отметим, что при каждом t ∈
(

r

2
,

√
3r

2

)
выполнено: z ∗t ∈ B(0, l ∗) и

kt ∈ S(0, L ∗). Тогда по определению кольцевого Q-отображения в точке
0 для каждой измеримой по Лебегу функции η : (l ∗, L ∗) → [0,∞] такой,
что

L ∗∫

l ∗

η(r)dr ≥ 1 , (3.15.4)

выполнено неравенство

M(f(Γ(S(0, l ∗), S(0, L ∗), A(0, l ∗, L ∗)))) ≤

≤
∫

A(0,l ∗,L ∗)

Q(x) · η n(|x|)dm(x) . (3.15.5)
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Полагаем η(t) = ψ(t)/I(l ∗, L ∗), где ψ — функция из условия леммы.
Отметим, что выбранная таким образом функция η удовлетворяет со-
отношению (3.15.4). Тогда из условий (3.15.2) и (3.15.5) вытекает

M(Γ ′) = M(f(Γ(S(0, l ∗), S(0, L ∗), A(0, l ∗, L ∗)))) ≤

≤
∫

A(0, l ∗, L ∗)

Q(x) · η n(|x|)dm(x) ≤ C/I α(l ∗, L ∗) . (3.15.6)

По предложению 3.15.3
∫

S(p,t)

ρn(x)dA ≥ C ′
n

t
(3.15.7)

для каждой функции ρ ∈ adm Γ ′
t и некоторой положительной постоян-

ной C ′
n. Интегрирование неравенства (3.15.7) по всем указанным выше

значениям t и применение теоремы Фубини [203, гл. III, теорема 8.1]
приводит к неравенству

M(Γ ′) ≥ Cn , (3.15.8)

где постоянная Cn зависит только от n. Из (3.15.6) и (3.15.8) вытекает

Cn ≤ C/I α(l ∗, L ∗) ≤ C/I α(l ∗(0, f, r0), L
∗(0, f, r)), (3.15.9)

поскольку I(ε1, ε2) > I(ε3, ε2) при ε3 > ε1. Переходя к пределу в (3.15.9)
при r → r0, получаем

Cn ≤ C/I α(l ∗(0, f, r0), 1) . (3.15.10)

Отметим, что из (3.15.10) вытекает неравенство I(ε, 1) < ∞ при каж-
дом ε ∈ (0, 1). Пусть l ∗(0, fk, r0) → 0 для некоторой последовательно-
сти локальных кольцевых Q-гомеоморфизмов, удовлетворяющих усло-
вию леммы. Тогда из (3.15.3) следует, что правая часть соотношения
(3.15.10) стремится к нулю, что противоречит (3.15.10). Следовательно,
l ∗(0, f, r0) ≥ δ для всех рассматриваемых f. Доказательство завер-
шено. 2

3.15.5. Перейдем к основным результатам, касающихся поиска ра-
диуса инъективности локальных кольцевых Q-гомеоморфизмов. Имеет
место следующее утверждение.
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Теорема 3.15.1. Пусть f : Bn → Rn, n ≥ 3, — локальный кольце-
вой Q-гомеоморфизм в точке x0 = 0 такой, что Q ∈ L1

loc(Bn) и

1∫

0

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

= ∞ . (3.15.11)

Тогда отображение f инъективно в некотором шаре B (0, δ(n,Q)) , где
δ — положительное число, зависящее только от n и функции Q.

Кроме того, условие (3.15.11) является точным в следующем смыс-
ле: для каждого δ > 0 и функции Q ∈ L1

loc(Bn) такой, что Q(x) ≥ 1
п.в. и

1∫

0

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

< ∞, (3.15.12)

найдется локальный кольцевой Q-гомеоморфизм f = fQ : Bn → Rn в
точке x0 = 0, не являющийся инъективным в шаре B(0, δ).

Доказательство. Как обычно, придерживаемся соотношений:
a/∞ = 0 при a 6= ∞, a/0 = ∞ при a > 0 и 0 · ∞ = 0 [203, гл. I,
§ 3, с. 18]. Для произвольных 0 < r1 < r2 < r0 = 1 рассмотрим функцию

ψ(t) =

{
1/[tq

1
n−1

0 (t)] , t ∈ (r1, r2) ,
0 , t /∈ (r1, r2) .

Отметим, что функция ψ удовлетворяет всем условиям леммы 3.15.1,

в частности, ввиду замечания 2.7.1 имеем неравенство:
r2∫
r1

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

<

< ∞. Согласно теореме Фубини [203, гл. III, теорема 8.1] имеем∫
r1<|x|<r2

Q(x)ψn(|x|) dm(x) = ωn−1 · I(r1, r2). Таким образом, первая

часть заключения теоремы 3.15.1 следует из леммы 3.15.1.

Для доказательства второй части теоремы выберем δ > 0 и про-
извольную функцию Q ∈ L1

loc(Bn), Q ≥ 1 п.в., для которой выполнено
соотношение (3.15.12). Полагаем

f(x) =
x

|x|ρ(|x|) .
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Здесь

ρ(r) = exp



−

1∫

r

dt

tq̃
1/(n−1)
0 (t)



 , q̃0(r) :=

1

ωn−1rn−1

∫

|x|=r

Q̃(x) dA ,

Q̃(x) =

{
Q(x), |x| > δ ,
1/K , |x| ≤ δ ,

где постоянная величина K ≥ 1 будет выбрана ниже. Отметим, что
отображение f является кольцевым Q̃-гомеоморфизмом в точке x0 =
= 0. Действительно, непосредственные вычисления приводят к равен-

ству f(S(0, r)) = S(0, R), где R := exp

{
−

1∫
r

dt

tq̃
1/(n−1)
0 (t)

}
. В таком случае

f(Γ(S(0, r1), S(0, r2), A(r1, r2, 0))) = Γ(S(0, R1), S(0, R2), A(R1, R2, 0)) ,

где Ri := exp

{
−

1∫
ri

dt

tq̃
1/(n−1)
0 (t)

}
, i = 1, 2, а A(r1, r2, 0) обозначает сфе-

рическое кольцо с центром в нуле и радиусами 0 < r1 < r2 < 1 (см.
(4.4.10)). Ввиду [281, § 7.5]

M(f(Γ(S(0, r1), S(0, r2), A(r1, r2, 0)))) =
ωn−1(

r2∫
r1

dt

tq̃
1/(n−1)
0 (t)

)n−1 .

В таком случае f — кольцевой Q̃-гомеоморфизм в точке x0 = 0 вви-
ду предложения 1.3.1 и, значит, кольцевой Q-гомеоморфизм в нуле,
поскольку Q̃(x) ≤ Q(x) почти всюду. Отметим, что при δ → 0 об-
раз f(B(0, δ)) шара B(0, δ) при отображении f содержит шар B(0, σ),
где σ может быть выбрано не зависящим от δ. Отобразим теперь шар
B(0, σ) при помощи некоторого отображения g, которое преднамеренно
выберем отображением с ограниченным искажением с постоянной ква-
зиконформности K ≥ 1, являющимся локальным гомеоморфизмом и
не являющимся инъективным в шаре B(0, σ). Например, в качестве g
можно выбрать так называемое закручивание вокруг оси, ось вращения
которого не содержится в шаре Bn = f(B(0, 1)) [168, гл. I, § 5.2]. При
этом постоянная квазиконформности K не зависит от δ. Таким обра-
зом, построен локальный кольцевой K · Q(x)-гомеоморфизм f2 в нуле,
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f2 = g ◦ f, не являющийся инъективным в шаре B(0, δ). Поскольку
Q — произвольная локально интегрируемая функция, удовлетворяю-
щая условиям Q ≥ 1 и (3.15.12), то можно заменить Q на Q/K в первой
части доказательства. Таким образом, мы получили локальный коль-
цевой Q(x)-гомеоморфизм в нуле с требуемыми свойствами. 2

Простым следствием из первой части теоремы 3.15.1 является сле-
дующее утверждение.

Следствие 3.15.1. Пусть f : Bn → Rn, n ≥ 3, — локальный коль-
цевой Q-гомеоморфизм в точке x0 = 0 такой, что при некоторой посто-
янной C > 0 и r → 0

q0(r) ≤ C · logn−1 1

r
. (3.15.13)

Тогда отображение f инъективно в некотором шаре B (0, δ(n,Q)) , где
δ — положительное число, зависящее только от n и функции Q.

Доказательство. Необходимое заключение следует из теоремы
3.15.1, поскольку из условия (3.15.13) в силу теоремы Фубини [203,
гл. III, теорема 8.1] вытекает, что Q ∈ L1

loc(Bn), кроме того, из (3.15.13)
вытекает также справедливость соотношения (3.15.11). 2

Ниже изложен важный частный случай, когда локальный гомео-
морфизм f имеет окрестность, зависящую только от размерности про-
странства n и мажоранты Q, в которой отображение f гомеоморфно.

Теорема 3.15.2. Пусть g : Bn → Rn, n ≥ 3, — локальный коль-
цевой Q-гомеоморфизм в точке x0 = 0 такой, что Q ∈ FMO(0). Тогда
отображение g инъективно в некотором шаре B (0, δ(n,Q)) , где δ —
некоторое положительное число, зависящее только от n и функции Q.

Доказательство. Пусть ε0 > 0 — число из формулировки пред-
ложения 2.3.1. Рассмотрим отображение f := g(xε0), x ∈ Bn. Отметим,
что g является локальным кольцевым Q(ε0x)-гомеоморфизмом в нуле.

Применим лемму 3.15.1 для отображения g и функции ψ =
1

ε0t log 1
ε0t

.

Согласно предложению 2.3.1 для указанной выше функции выполнено
соотношение (3.15.2) при α = n, кроме того, выполнены также соотно-
шения (3.15.1) и (3.15.3). Необходимое заключение вытекает из леммы
3.15.1. 2

3.15.6. Результаты настоящего пункта представляют собой комби-
нацию полученных выше результатов с результатами §3.3.

Обозначим символом FQ,∆(x0) семейство всех локальных кольцевых
Q-гомеоморфизмов f : D → Rn в точке x0 таких, что h(Rn\f(D)) ≥ ∆ >
> 0. Далее FQ,∆(D) обозначает семейство всех локальных гомеоморфиз-
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мов f : D → Rn в области D таких, что h(Rn\f(D)) ≥ ∆ > 0. Имеет
место следующее утверждение.

Теорема 3.15.3. Семейство отображений FQ,∆(x0) является рав-
ностепенно непрерывным в точке x0 ∈ D, как только выполнено хотя
бы одно из следующих условий: 1) при некотором ε(x0) > 0, ε(x0) <

< dist (x0, ∂D),
ε(x0)∫
0

dt

tq
1/(n−1)
x0 (t)

= ∞; 2) qx0(r) ≤ C · logn−1 1

r
при r → 0

и некоторой постоянной C > 0; 3) Q ∈ FMO(x0). Кроме того, если
хотя бы одно из условий 1)—3) выполнено в каждой точке x0 ∈ D, то
семейство отображений FQ,∆(D) является равностепенно непрерывным
(нормальным) в области D.

Доказательство. Из условий теоремы вытекает, что каждое отоб-
ражение f ∈ FQ,∆(x0) не принимает, по крайней мере, два значения af

и bf в Rn. Пусть Tf — мебиусово преобразование, переводящее точку
bf в∞. Поскольку, как известно, мебиусовы преобразования сохраняют
модуль семейства кривых [281, теорема 8.1], то семейство отображений
F̃Q,∆(x0) = {f̃ = Tf ◦ f : f ∈ FQ,∆(x0)} состоит из локальных кольце-
вых Q-гомеоморфизмов f : D → Rn в точке x0, не принимающих два
значения: ãf ∈ Rn и ∞. В каждом из случаев: 1)—3) найдется окрест-
ность точки x0, радиус которой зависит только от n и Q, в которой
каждое из отображений f̃ ∈ F̃Q,∆(x0) инъективно (см. теоремы 3.15.1,
3.15.2 и следствие 3.15.1, соответственно). Тогда семейство F̃Q,∆(x0), а
следовательно, и семейство FQ,∆(x0), равностепенно непрерывно в точке
x0 ввиду теоремы 3.3.2. Аналогичные заключения относительно семей-
ства FQ,∆(D) вытекают из доказанного выше, а также из приведенного
критерия нормальности Арцела—Асколи (см. предложение 3.1.1). 2

Замечание 3.15.1. Результаты, изложенные выше, не являются
верными при n = 2, как показывает пример последовательности 1-
отображений fm(z) = emz, m ∈ N, z ∈ B2, каждое из которых является
локальным гомеоморфизмом в B2, при этом радиус r шара B(0, r), в ко-
тором инъективно каждое из отображений, зависит от m. Кроме того,
данное семейство отображений не является нормальным в Bn.



4. Приложения теорий Q-отображений и кольцевых
Q-отображений

В данной главе1 приведены результаты, касающиеся так называемых
отображений с конечным искажением длины, введенных в рассмот-
рение О. Мартио, В. Рязановым, У. Сребро и Э. Якубовым в 2002 г.
[123, 125] и являющихся важным частным случаем Q-отображений. В
этих работах показано, что отображения с конечным искажением длины
удовлетворяют соотношению (1.3.1) при Q = KI(x, f) [123, теоремы 4.6
и 6.10], [125, теоремы 8.1 и 8.6]. Таким образом, техника, касающаяся
кольцевых Q-отображений и Q-отображений, а также приведенные для
них в главах 1—3 результаты, автоматически переносятся на указанный
класс. Тем самым теории кольцевых Q-отображений и Q-отображений
доказывают свое право на существование.

В § 4.1 изложена минимально необходимая информация об отобра-
жениях с конечным искажением длины, а также исторические сведения,
касающиеся рассматриваемых ниже проблем. В частности, упомянуто о
важном неравенстве, доказанном Ю. Вяйсяля для отображений с огра-
ниченным искажением [282]. В § 4.2 приведено доказательство анало-
гичного неравенства типа Вяйсяля для отображений с конечным иска-
жением длины. Полезные следствия из этого неравенства изложены в
§ 4.3, в частности, доказаны оценки емкостей конденсаторов при ука-
занных отображениях. Параграф 4.4 посвящен вопросу об устранении
изолированной особенности отображений с конечным искажением дли-
ны в случае, когда это отображение в окрестности точки не слишком
сильно возрастает; при этом никаких условий типа выпускания мно-
жества положительной емкости не требуется. В § 4.5 приведено дока-
зательство аналога леммы Е.А. Полецкого, на основе чего к широким
классам отображений на плоскости и в пространстве может быть при-
менена модульная техника. В § 4.6 получена теорема существования
для вырожденного квазилинейного уравнения Бельтрами.

4.1. Вспомогательные сведения и исторические комментарии

4.1.1. Приведем определение и примеры отображений с конечным ис-
кажением длины [123,125]. Отображения с конечным искажением дли-
ны — это дифференцируемые почти всюду отображения, обладающие

1Результаты, изложенные в главе, получены автором и опубликованы в работах [232–
234,238,247,250–252,256,259].
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N -свойством в прямую и обратную сторону относительно меры Лебега в
Rn, а также линейной меры на кривых. Указанный класс отображений,
по-видимому, является ”минимальным” классом, в котором выполнены
какие-либо модульные неравенства. Отображения с конечным искаже-
нием длины включают класс отображений с ограниченным искажением
(в частности, сюда входят все квазиконформные отображения), а также
гомеоморфизмы класса W 1,n

loc , обратные к которым также класса W 1,n
loc .

4.1.2. Прежде всего приведем необходимые вспомогательные све-
дения.

Пусть x ∈ E ⊂ Rn, ϕ : E → Rn — некоторое отображение. Полагаем

L(x, ϕ) = lim sup
y→x,y∈E

|ϕ(x)− ϕ(y)|
|y − x| , l(x, ϕ) = lim inf

y→x,y∈E

|ϕ(x)− ϕ(y)|
|y − x| .

Определение 4.1.1. Отображение f : D → Rn называется отоб-
ражением с конечным метрическим искажением, f ∈ FMD, если f
обладает N -свойством Лузина и для п.в. x ∈ D

0 < l(x, f) ≤ L(x, f) < ∞ .

Иными словами, f — отображение с конечным метрическим искаже-
нием, если его минимальное отклонение l и максимальное отклонение
L отделены как от нуля, так и от бесконечности в почти всех точках
области D.

Пусть M⊂ R — открытый интервал числовой прямой, γ :M→ Rn —
локально спрямляемая кривая. Тогда существует единственная неубы-
вающая функция длины lγ :M→Mγ ⊆ R, удовлетворяющая условию
lγ(t0) = 0, t0 ∈M, такая, что значение lγ(t) равно длине подкривой
γ |[t0, t] кривой γ, если t > t0, и длине подкривой γ |[t0, t] со знаком
”-”, если t < t0, t ∈M . Пусть g : |γ| → Rn — непрерывное отображение,
где |γ| = γ(M) ⊆ Rn. Предположим, что кривая γ̃ = g ◦ γ также локаль-
но спрямляема. Тогда существует единственная неубывающая функция
Lγ, g :Mγ→Mγ̃ такая, что

Lγ, g (lγ(t)) = lγ̃(t) ∀ t ∈M .

Определение 4.1.2. Кривая γ ∈ D называется поднятием кривой
γ̃ ∈ Rn при отображении f : D → Rn, если γ̃ = f ◦ γ.

Определение 4.1.3. Отображение f : D → Rn обладает (L)-
свойством, если выполнены следующие условия:
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(L1) для п.в. кривых γ ∈ D кривая γ̃ = f◦γ локально спрямляема
и функция Lγ, f обладает N -свойством;

(L2) для п.в. кривых γ̃ ∈ f(D) каждое поднятие γ кривой γ̃ ло-
кально спрямляемо и функция Lγ, f обладает N −1-свойством.

Определение 4.1.4. Отображение f : D → Rn является отобра-
жением с конечным искажением длины, f ∈ FLD, если f ∈ FMD и
обладает (L)-свойством.

Перечислим некоторые известные свойства отображений с конеч-
ным искажением длины.

Предложение 4.1.1. Пусть f : D → Rn — отображение класса
FMD. Тогда:
(i) f дифференцируемо почти всюду и

J(x, f) 6= 0 п.в.;

(ii) f обладает N −1-свойством;
(iii) для каждой измеримой функции g : Rn → [0,∞) и для каждого из-
меримого множества E ⊂ D имеет место формула замены переменных:

∫

E

g(f(x))|J(x, f)| dm(x) =

∫

Rn

g(y)N(y, f, E) dm(y) .

В частности, если f — отображение с конечным искажением длины,
то имеет место каждое из заключений (i)—(iii).

4.1.3. Принадлежность отображения классу отображений с конеч-
ным искажением длины может оказаться сложной для проверки. В свя-
зи с этим приведем дополнительные сведения, позволяющие установить
указанную принадлежность сравнительно нетрудными способами.

Следующее утверждение представляет собой критерий принадлеж-
ности отображения классу отображений с конечным метрическим иска-
жением.

Предложение 4.1.2. Отображение f : D → Rn принадлежит
классу отображений с конечным метрическим искажением, f ∈ FMD,
тогда и только тогда, когда f дифференцируемо почти всюду и обла-
дает N и N −1-свойствами [123, следствие 3.14], [125, следствие 8.1].

Здесь и далее свойства N либо N −1 понимаются относительно меры
m Лебега Rn (если не оговорено противное).

Приведем теперь некоторые сведения, касающиеся выполнения (L)-
свойства отображений. Рассмотрим следующие определения.
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Определение 4.1.5. Отображение f : D → Rn называется сла-
бо нульмерным, если множество f −1(y) не содержит невырожденную
кривую ни для какого y ∈ Rn.

Определение 4.1.6. Отображение f : D → Rn принадлежит клас-
су ACP (абсолютно непрерывно на путях) в области D f ∈ ACP, если
для почти всех кривых γ в области D кривая γ̃ = f ◦γ локально спрям-
ляема и функция длины Lγ, f , введенная выше, абсолютно непрерывна
на всех замкнутых интервалах, лежащих в ∆γ, для почти всех кривых
γ в D.

Определение 4.1.7. Предположим, что f : D → Rn — слабо
нульмерное отображение, тогда может быть определена функция L−1

γ, f .

В таком случае f обладает свойством ACP −1 в области D, пишем
f ∈ ACP−1, если для почти всех кривых γ̃ ∈ f(D) каждое поднятие
γ при отображении f, f ◦ γ = γ̃, является локально спрямляемой кри-
вой и, кроме того, обратная функция L−1

γ, f абсолютно непрерывна на
всех замкнутых интервалах, лежащих в ∆γ̃, для почти всех кривых γ̃ в
f(D) и каждого поднятия γ кривой γ̃ = f ◦ γ.

Отметим, что проверка свойств ACP и ACP −1 во многих случаях
не представляет затруднений, так как согласно лемме Фугледе W 1,n

loc ⊂
⊂ ACP [281, теорема 28.2]. В частности, C1 ⊂ ACP.

Имеет место следующее утверждение.
Предложение 4.1.3. Отображение f : D → Rn обладает (L)-свой-

ством тогда и только тогда, когда f — слабо нульмерно и, кроме того,
f ∈ ACP ∩ ACP −1 [123, предложение 4.3], [125, предложение 8.5].

Из предложений 4.1.2 и 4.1.3 получаем следующее
Предложение 4.1.4. Отображение f : D → Rn является отобра-

жением с конечным искажением длины, f ∈ FLD, тогда и только тогда,
когда f дифференцируемо почти всюду, обладает N и N −1-свойствами,
слабо нульмерно и f ∈ ACP ∩ ACP −1.

4.1.4. П Р И М Е Р Ы отображений с конечным искажением
длины.

1. Произвольное отображение f : D → Rn с ограниченным ис-
кажением является отображением с конечным искажением длины. (В
частности, любое конформное либо квазиконформное отображение есть
отображение с конечным искажением длины).

Действительно, поскольку f — отображение с ограниченным ис-
кажением, то f открыто и, кроме того, f ∈ W 1,n

loc ; следовательно, f
обладает N -свойством ввиду результата Малого и Мартио [112, след-
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ствие B]. Далее, f дифференцируемо почти всюду ввиду леммы Вяйся-
ля о дифференцируемости [279, лемма 3], и f обладает N −1-свойством
по теореме Боярского—Иванца [15, теорема 8.1]. Отметим, что ввиду
леммы Фугледе W 1,n

loc ⊂ ACP [281, теорема 28.2], так что f ∈ ACP. Вви-
ду результата Решетняка f — дискретно и, значит, слабо нульмерно.
Наконец, f ∈ ACP −1 ввиду леммы Полецкого [149, лемма 6].

Таким образом, принадлежность отображения f классу отображе-
ний с конечным искажением длины вытекает на основании предложе-
ния 4.1.4.

2. Каждый гомеоморфизм f ∈ W 1,n
loc (D) такой, что f −1 ∈ W 1,n

loc (D),
является отображением с конечным искажением длины.

Действительно, поскольку f ∈ W 1,n
loc , то отображение f обладает N -

свойством ввиду теоремы Решетняка [161, § 4, теорема 3]. Аналогично,
f обладает N −1-свойством ввиду той же теоремы. Кроме того, f диф-
ференцируемо почти всюду [279, лемма 3]. Наконец, f ∈ ACP ∩ACP −1

ввиду леммы Фугледе [281, теорема 28.2]. Принадлежность отображе-
ния f классу отображений с конечным искажением длины снова выте-
кает на основании предложения 4.1.4.

3. Произвольное открытое дискретное отображение f ∈ W 1,n
loc (D)

такое, что мера множества точек ветвления Bf отображения f равна
нулю и KO(x, f)n−1 ∈ Ln−1

loc (D) (KO(x, f) — внешняя дилатация отоб-
ражения f в точке x, является отображением с конечным искажением
длины. Это утверждение было вначале сформулировано в виде гипоте-
зы в [125, замечание 8.5], а позднее доказано в [233, теорема 1 и след-
ствие 3]. Доказательство этого утверждения приведено в §4.5 настоящей
главы.

4.1.5. Отметим, что одним из важнейших свойств отображений с
конечным искажением длины является выполнение модульного нера-
венства вида (1.3.1). Справедливо следующее заключение [123, теоре-
ма 6.10], [125, теорема 8.6].

Предложение 4.1.5. Пусть f : D → Rn — отображение с конеч-
ным искажением длины, тогда

M(f(Γ)) ≤
∫

D

KI(x, f) · ρn(x)dm(x) (4.1.1)

для произвольного семейства кривых Γ и ∀ ρ ∈ adm Γ.
Однако, как показано далее в настоящей главе, для отображений с

конечным искажением длины имеет место даже более сильное неравен-
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ство, нежели (4.1.1). Одним из важнейших вопросов, рассмотренным
в данной главе, является доказательство так называемого неравенства
типа Вяйсяля для отображений указанного класса. Неравенство типа
Вяйсяля впервые было установлено в 1972 г. в работе [282, теорема 3.1]
для отображений с ограниченным искажением, см. также [175, гл. II,
теорема 9.1]. Суть этого неравенства заключается в том, что вместо со-
отношения (4.1.1), выполненного для произвольного семейства Γ кри-
вых γ и ρ ∈ adm Γ, выполняется условие

M(f(Γ)) ≤ 1

m

∫

D

KI(x, f) · ρn(x) dm(x) , (4.1.2)

где m — некоторая постоянная, зависящая от кратности отображения

i(x, f). Показатель
1

m
в правой части (4.1.2), в частности, позволяет

более точно оценить емкость конденсатора благодаря связи между мо-
дулем и емкостью, см. предложение 1.4.1. В связи с упоминанием нера-
венства типа Вяйсяля отметим также работы [69, теорема 7], [89, тео-
рема 4.1].

4.1.6. Одним из применений неравенства типа Вяйсяля является
решение проблемы об устранении особенностей для различных клас-
сов отображений. Как отмечено в главе 2. (см., например, §2.2, 2.3),
для положительного решения вопроса об устранении изолированных
особенностей открытых дискретных кольцевых Q-отображений необхо-
димо требовать дополнительные условия вида

cap
(
Rn \ f (D \ {x0})

)
> 0 .

Пример отображения f(z) = e1/z, z ∈ C\{0}, показывает, что даже при
Q ≡ 1 такие требования необходимы (содержательны).

Однако, как оказалось, альтернативным требованием может высту-
пать условие слабого роста отображений в окрестности точки, т.е. когда
отображение f удовлетворяет оценке вида |f(x)| ≤ ϕ(x), где ϕ возрас-
тает “настолько слабо, насколько нужно”. По этому поводу Ю. Вяйсяля
установил следующий результат [282, теорема 4.2].

Предложение 4.1.6. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — отоб-
ражение с ограниченным искажением. Предположим, что существует
некоторое число δ > 0 такое, что при всех x ∈ B(b, δ) \ {0} имеет место
неравенство

|f(x)| ≤ C|x− b|−p ,
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где p > 0 и C > 0 — некоторые постоянные. Тогда точка b является для
отображения f либо полюсом, либо устранимой особой точкой.

В этой книге мы установим аналог предложения 4.1.6 для более
общих классов.

4.1.7. Следующим важным моментом, который мы рассматрива-
ем, является доказательство аналога одной леммы Е.А. Полецкого [149,
лемма 6]. В указанной лемме установлено ACP −1-свойство отображе-
ний с ограниченным искажением, на чем основано дальнейшее доказа-
тельство для них модульного неравенства вида (1.3.1) (см. замечание
1.2.3). Аналогичный результат доказан нами для более широкого клас-
са открытых дискретных отображений f ∈ W 1,n

loc (D), мера множества
точек ветвления Bf которых равна нулю и KO(x, f)n−1 ∈ Ln−1

loc (D).
4.1.8. Этот пункт посвящен доказательству существования гомео-

морфного ACL-решения квазилинейного уравнения Бельтрами, имею-
щего вид

fz = ν (z, f(z)) fz , (4.1.3)
где производные fz и fz определены в п. 1.9.4, а заданная функция
ν = ν (z, w) : D × C → D удовлетворяет условиям Каратеодори (т.е. ν
измерима по z ∈ D при каждом фиксированном w ∈ C и непрерывна
по w ∈ C при п.в. z ∈ D). Покажем, что уравнение (4.1.3) имеет гомео-
морфное решение класса ACL, как только функция Kµ(z), определен-
ная соотношением (1.9.7), удовлетворяет соотношению Kµ(z) ≤ Q(z),
где Q(z) удовлетворяет одному из условий (2.2.1), (2.2.2), Q ∈ FMO,
(2.3.10) либо (2.3.5). Отметим, что классический результат по этому
вопросу в случае, когда максимальная дилатация Kµ(z) ограничена,
принадлежит Б. Боярскому [13, теорема 8.2]. Кроме того, в случае, ко-
гда функция ν зависит только от z, аналогичное утверждение доказано
В. Рязановым, У. Сребро и Э. Якубовым [125, гл. 11], [187, гл. 4]. От-
метим, наконец, что линейные уравнения Бельтрами с вырождением
исследовали многие авторы [20,54,59,75,93,107,121,136,147,277].

4.2. Неравенство типа Вяйсяля для отображений с конечным
искажением длины

4.2.1. Хотя, в основном, результаты настоящего параграфа касаются
отображений с конечным искажением длины, большая часть утвержде-
ний, сформулированных ниже, приводится и доказывается для более
широкого класса. Далее рассмотрены дифференцируемые почти всюду
отображения, f ∈ ACP −1, обладающее N и N −1-свойствами Лузина.
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4.2.2. Пусть E — множество в Rn и γ : ∆ → Rn — некоторая
кривая. Обозначим

γ ∩ E = γ (∆) ∩ E .

Пусть кривая γ локально спрямляема и функция длины lγ(t) такова,
как определено в предыдущем параграфе. Полагаем

l (γ ∩ E) := m1 (Eγ), Eγ = lγ
(
γ−1 (E)

)
.

Здесь, как обычно, m1 (A) обозначает длину (линейную меру Лебега)
множества A ⊂ R. Отметим, что

Eγ = γ −1
0 (E) ,

где γ0 : ∆γ → Rn — натуральная параметризация кривой γ, и

l (γ ∩ E) =

∫

γ

χE(x) |dx| =
∫

∆γ

χEγ (s) dm1(s) ,

[281, гл. 4, с. 8]. Следующее утверждение связывает свойства функции
длины локально спрямляемой кривой со свойствами произвольного из-
меримого множества в Rn [125, теорема 9.1].

Предложение 4.2.1. Пусть E — множество в области D ⊂ Rn, n ≥
≥ 2. Тогда множество E измеримо тогда и только тогда, когда множе-
ство γ∩E измеримо для почти всех кривых γ в D. Более того, m(E) = 0
тогда и только тогда, когда l(γ ∩E) = 0 для почти всех кривых γ в D.

4.2.3. Весьма полезным для дальнейшего исследования является
следующее замечание.

Замечание 4.2.1. Пусть γ : [a, b] → Rn — спрямляемая кривая и
S(γ, [a, t]) обозначает длину кривой γ|[a,t]. Отметим, что свойства функ-
ции Lγ,f между натуральными параметрами lγ(t) и lγ̃(t) (локально спрям-
ляемых) кривых γ и γ̃ таких, что γ̃ = f ◦ γ, не зависят от выбора t0 ∈
∈ (a, b). В случае замкнутой кривой γ считаем, что t0 = a, поскольку
при заданном t0 ∈ (a, b) выполнено равенство S(γ, [a, t]) = S(γ, [a, t0])+
+lγ(t). Пусть I = [a, b]. Для спрямляемой кривой γ : I → Rn определя-
ем функцию длины lγ(t) по следующему правилу: lγ(t) = S (γ, [a, t]) . В
дальнейшем для замкнутых кривых мы отождествляем функции lγ(t)
и S (γ, [a, t]) , если не оговорено противное.

Определение 4.2.1. Пусть α : [a, b] → Rn — спрямляемая за-
мкнутая кривая в Rn, n ≥ 2, l(α) — ее длина. Нормальным представ-
лением кривой α называется кривая α0 : [0, l(α)] → Rn такая, что
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α(t) = α0 (S (α, [a, t])) = α0 ◦ lα(t). Отметим, что такая кривая α 0 суще-
ствует и единственна, при этом S (α0, [0, t]) = t при t ∈ [0, l(α)] [281, тео-
рема 2.4].

4.2.4. Далее I означает открытый, замкнутый или полуоткрытый
конечный интервал числовой оси. Следующее определение см. в [175,
гл. II, п. 5].

Пусть f : D → Rn — дискретное отображение, β : I0 → Rn —
замкнутая спрямляемая кривая и α : I → D — кривая такая, что f◦
◦α ⊂ β. Если функция длины lβ : I0 → [0, l(β)] постоянна на некотором
интервале J ⊂ I, то β постоянна на J и в силу дискретности f кривая α
также постоянна на J. Следовательно, существует единственная кривая
α ∗ : lβ(I) → D такая, что α = α ∗◦(lβ|I). Будем считать, что α ∗ является
f -представлением кривой α относительно β.

4.2.5. Следующее утверждение содержит в себе критерий выпол-
нения свойства ACP −1 относительно произвольного отображения f в
терминах абсолютной непрерывности соответствующих кривых.

Лемма 4.2.1. Слабо нульмерное отображение f : D → Rn облада-
ет ACP −1-свойством тогда и только тогда, когда кривая γ ∗ является
спрямляемой и абсолютно непрерывной для почти всех замкнутых кри-
вых γ̃ = f ◦ γ.

Здесь и далее γ ∗ означает f -представление кривой γ по отношению
к γ̃.

Доказательство. Необходимость.Пусть f обладает ACP −1
p -свой-

ством. Тогда, во-первых, L−1
γ,f определена корректно для почти всех кри-

вых γ̃ таких, что γ̃ = f ◦γ. Во-вторых, кривая γ ∗ является спрямляемой
для p почти всех замкнутых кривых γ̃, как только γ̃ = f ◦ γ, поскольку
(γ ∗) 0 = γ 0 [281, теорема 2.6]. Кроме того, для почти всех замкнутых
кривых γ̃ и всех γ таких, что γ̃ = f ◦ γ, мы получаем равенство

γ(t) = γ ∗ ◦ lγ̃(t) = γ 0 ◦ lγ(t) = γ 0 ◦ L−1
γ,f (lγ̃(t)) .

Полагая lγ̃(t) := s, имеем

γ ∗(s) = γ 0 ◦ L−1
γ,f (s) .

Таким образом, кривая γ ∗ абсолютно непрерывна, поскольку L−1
γ,f (s)

абсолютно непрерывна и

|γ 0(t1)− γ 0(t2)| ≤ |t1 − t2|
для всех t1, t2 ∈ [0, l(γ)]).
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Достаточность. Согласно предположению кривая γ ∗ спрямляема
для почти всех замкнутых кривых γ̃ = f ◦ γ; в частности, γ ∗ 0 = γ 0.
Более того, для таких кривых lγ ∗(s) = L−1

γ,f (s) и функция L−1
γ,f опреде-

лена корректно. Следовательно, для почти всех замкнутых кривых γ̃
и всех γ таких, что γ̃ = f ◦ γ, кривая γ спрямляема и функция L−1

γ,f (s)
абсолютно неперервна [281, теорема 1.3]. Пусть Γ1 — семейство всех за-
мкнутых кривых α̃ = f ◦ α в области f(D) таких, что кривая α ∗ либо
не спрямляема, либо функция L−1

α,f (s) не абсолютно непрерывна. Пусть
Γ — семейство всех кривых γ̃ = f ◦ γ в области f(D) таких, что γ либо
не локально спрямляема, либо функция L−1

γ,f (s) не локально абсолют-
но непрерывна. Тогда Γ > Γ1 и, следовательно, ввиду свойства (1.1.7)
M(Γ) ≤ M(Γ1) = 0, что и требовалось доказать. 2

4.2.6. Следующий результат доказан в [125, гл. 8, леммы 8.2 и 8.3].
Предложение 4.2.2. Пусть отображение f : D → Rn почти всю-

ду дифференцируемо и обладает N и N −1-свойствами Лузина. Тогда
найдется не более чем счетная последовательность компактных мно-

жеств C ∗
k ⊂ D такая, что m(B) = 0, где B = D \

∞⋃
k=1

C ∗
k и f |C ∗

k
взаимно

однозначно и билипшицево для каждого k = 1, 2, . . . . Более того, f
дифференцируемо при всех x ∈ C ∗

k и выполнено условие J(x, f) 6= 0.
4.2.7. Всюду ниже в данном параграфе мы предполагаем, что отоб-

ражение f сохраняет ориентацию. Здесь и далее i(x, f) — локальный
топологический индекс отображения f в точке x (см. п. 1.1.2). Имеет
место следующий результат.

Теорема 4.2.1. (Аналог неравенства типа Вяйсяля). Пусть I — от-
крытый, полуоткрытый или замкнутый конечный интервал веществен-
ной прямой, f : D → Rn — открытое дискретное дифференцируемое
почти всюду отображение, f ∈ ACP −1, обладающее N и N −1-свойст-
вами Лузина, Γ — семейство кривых в D, Γ ′ — семейство кривых в Rn и
m̃ — натуральное число такое, что выполнено следующее условие. Для
каждой кривой β ∈ Γ ′, β : I → Rn, найдутся кривые α1, . . . , αm̃ семей-
ства Γ такие, что f ◦ αj ⊂ β для всех j = 1, . . . , m̃, и, кроме того, при
каждом фиксированном x ∈ D и каждом фиксированном t ∈ I равен-
ство вида αj(t) = x возможно лишь не более, чем при i(x, f) индексах
j. Тогда

M(Γ ′) ≤ 1

m̃

∫

D

KI(x, f) · ρn(x)dm(x) (4.2.1)

для каждой функции ρ ∈ adm Γ.
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Доказательство. Отметим, прежде всего, что m(Bf ) = 0 [125,
предложение 8.4]. Пусть множества B и C ∗

k таковы, как указано в пред-
ложении 4.2.2. Полагаем B0 = B ∪Bf , B1 = C ∗

1 \Bf , B2 = C ∗
2 \B1 . . . ,

Bk = C ∗
k \

(
k−1⋃

l=1

Bl ∪Bf

)
.

Таким образом, мы получим не более, чем счетное покрытие области
D борелевскими множествами Bk, k = 0, 1, . . . , причем Bl ∩ Bj = ∅

при l 6= j и m(B0) = 0, где B0 = D \
∞⋃

k=1

Bk. Поскольку отображение f

обладает N -свойством, получаем m(f(B0)) = 0. По предложению 4.2.1
l (γ ∩ f(B0)) = 0 для п.в. кривых γ в области f(D). Следовательно,
γ̃ 0(s) 6∈ f(B0) для почти всех замкнутых кривых γ̃ в области f(D) и
почти всех s ∈ [0, l(γ̃)]; здесь γ̃ 0(s) обозначает нормальное представ-
ление кривой γ̃(s). Кроме того, согласно лемме 4.2.1 кривая γ ∗, явля-
ющаяся f -представлением кривой γ, абсолютно непрерывна для почти
всех замкнутых кривых γ̃ = f ◦ γ. Здесь f -представление γ ∗ кривой γ
корректно определено для почти всех кривых γ̃ = f ◦ γ, поскольку по
предположению f — дискретное отображение.

Пусть теперь Γ1 — семейство всех кривых γ1 в Rn, для которых
существует спрямляемая замкнутая подкривая β1, β1 = f ◦ α1 такая,
что f -представление α ∗

1 кривой α1 либо не является спрямляемой кри-
вой, либо не является абсолютно непрерывной кривой. Обозначим че-
рез Γ2 семейство всех замкнутых спрямляемых кривых β2, β2 = f ◦ α2

таких, что f -представление α ∗
2 кривой α2 либо не является спрямля-

емой кривой, либо не является абсолютно непрерывной кривой. Со-
гласно доказанному выше M(Γ2) = 0. С другой стороны, Γ1 > Γ2 и,
следовательно, M(Γ1) ≤ M(Γ2) = 0. Наконец, пусть Γ3 — семейство
всех локально спрямляемых кривых в Rn, для которых найдется под-
кривая β3, β3 = f ◦ α3 такая, что f -представление α ∗

3 кривой α3 либо
не является локально спрямляемой кривой, либо не является локаль-
но абсолютно непрерывной кривой. Тогда Γ3 > Γ1 и, следовательно,
M(Γ3) ≤ M(Γ1) = 0.

Пусть ρ ∈ adm Γ. Полагаем

ρ∗(x) =

{
ρ(x)/l (f ′(x)) , x ∈ D \B0,

0, x ∈ B0 ,
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где, как обычно, l (f ′(x)) = min
h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h| . Рассмотрим следующую

функцию:

ρ̃(y) =
1

m̃
· χf(D\B0)(y) sup

C

∑
x∈C

ρ ∗(x) , (4.2.2)

где C пробегает все подмножества f−1(y) в D\B0, количество элементов
которых не больше m̃. Отметим, что

ρ̃(y) =
1

m̃
· sup

s∑
i=1

ρki
(y) , (4.2.3)

где sup в (4.2.3) берется по всем возможным наборам {ki1 , . . . , kis} та-
ким, что i ∈ N, ki ∈ N, ki 6= kj при i 6= j, всех s ≤ m̃ и

ρk(y) =

{
ρ∗

(
f−1

k (y)
)
, y ∈ f(Bk),

0, y /∈ f(Bk) ,

а каждое из отображений fk = f |Bk
, k = 1, 2, . . . , инъективно. Из (4.2.3)

следует, что функция ρ̃(y) является борелевской, поскольку множества
f(Bk) — борелевские [28, п. 2.3.2]. Пусть β — произвольная кривая се-
мейства Γ ′. По условию найдутся кривые α1, . . . , αm̃ семейства Γ такие,
что f ◦ αj ⊂ β для всех j = 1, 2, . . . , m̃, и при каждом фиксированном
x ∈ D и t ∈ I равенство αj(t) = x справедливо не более, чем при i(x, f)
индексах j.

Покажем, что функция ρ̃ ∈ adm Γ ′ \ Γ0, где M(Γ0) = 0. Без огра-
ничения общности можно считать, что все кривые β семейства Γ ′ ло-
кально спрямляемы [281, гл. 6, с. 18]. Пусть β — замкнутая кривая и β0 :
[0, l(β)] → Rn — нормальное представление кривой β, β(t) = β0 ◦ lβ(t).
Обозначим символами α ∗

j (s) : Ij → D соответствующие f -представле-
ния кривых αj относительно кривой β, т.е. αj(t) = α∗j ◦ lβ(t), t ∈ Ij,

f ◦ α∗j ⊂ β0. Обозначим

hj(s) = ρ ∗
(
α∗j (s)

)
χIj

(s) , s ∈ [0, l(β)] , Js := {j : s ∈ Ij} .

Поскольку по предположению β0(s) 6∈ f(B0) при почти всех s ∈ [0, l(β)],
то при этих же s точки α ∗

j (s) ∈ f −1(β0(s)), j ∈ Js, являются различны-
ми ввиду условия теоремы, что равенство αj(t) = x возможно не более,
чем при i(x, f) индексах j, а i(x, f) = 1 на каждом Bk по построению.
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Тогда по определению функции ρ̃ в (4.2.2)при почти всех s ∈ [0, l(β)]

ρ̃(β0(s)) ≥ 1

m̃
·

m̃∑
j=1

hj(s) . (4.2.4)

Из соотношения (4.2.4) получаем

∫

β

ρ̃(y) |dy| =
l(β)∫

0

ρ̃(β0(s)) ds ≥

≥ 1

m̃
·

m̃∑
j=1

l(β)∫

0

hj(s)ds =
1

m̃
·

m̃∑
j=1

∫

Ij

ρ ∗
(
α∗j (s)

)
dm1(s) . (4.2.5)

Осталось показать, что
∫

Ij

ρ ∗
(
α∗j (s)

)
dm1(s) ≥ 1 (4.2.6)

для почти всех кривых β ∈ Γ ′. Поскольку согласно сделанному вы-
ше предположению кривая β 0(s) локально спрямляема, то β 0(s) диф-
ференцируема почти всюду по s ∈ I [281, теорема 1.3]. Кроме того,
согласно приведенному выше кривая α ∗

j из f -представления кривой
β является абсолютно непрерывной. Отметим также, что из условия
β0(s) 6∈ f(B0) при почти всех s ∈ [0, l(β)] вытекает, что α ∗

j (s) 6∈ B0

при почти всех s ∈ Ij и, следовательно, производные f ′ (α ∗
j (s)

)
и α ∗′

j (s)
существуют при почти всех s ∈ Ij. Учитывая изложенное выше и ис-
пользуя формулу для производной суперпозиции функций, а также тот
факт, что модуль производной по натуральному параметру равен еди-
нице [281, п. (5), теорема 1.3], получаем следующее соотношение:

1 =
∣∣∣
(
f ◦ α ∗

j

) ′
(s)

∣∣∣ =
∣∣f ′ (α ∗

j (s)
)
α ∗′

j (s)
∣∣ =

=

∣∣∣∣f ′ (α ∗
j (s)

) · α ∗′
j (s)

|α ∗′
j (s)|

∣∣∣∣ · |α ∗′
j (s)| ≥ l

(
f ′ (α ∗

j (s)
)) · |α ∗′

j (s)| . (4.2.7)

Из (4.2.7) следует

ρ ∗
(
α∗j (s)

)
=

ρ(α∗j (s))

l
(
f ′ (α ∗

j (s)
)) ≥ ρ(α∗j (s)) · |α ∗′

j (s)| . (4.2.8)
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Учитывая абсолютную непрерывность кривой α ∗
j , из (4.2.8) по опре-

делению функции ρ и по формуле подсчета интеграла по абсолютно
непрерывной кривой [281, теорема 4.1] получаем

1 ≤
∫

αj

ρ(x)|dx| =

=

∫

Ij

ρ
(
α∗j (s)

) · |α ∗′
j (s)|dm1(s) ≤

∫

Ij

ρ ∗
(
α∗j (s)

)
dm1(s) . (4.2.9)

Из (4.2.9) вытекает соотношение (4.2.6). Общий случай, когда β — не
обязательно замкнутая кривая, получают взятием sup по всем замкну-
тым подкривым β ′ кривой β в выражении

∫
β ′

ρ̃(y)|dy|. Следовательно,
функция ρ̃ ∈ adm Γ ′ \ Γ0, где M(Γ0) = 0, и, значит,

M (Γ ′) ≤
∫

f(D)

ρ̃ n(y) dm(y) . (4.2.10)

Согласно [28, теорема 3.2.5] для m = n получаем
∫

Bk

KI(x, f) · ρn(x) dm(x) =

∫

f(D)

ρn
k(y) dm(y) . (4.2.11)

По неравенству Гельдера для сумм
(

1

m̃
·

s∑
i=1

ρki
(y)

)n

≤ 1

m̃
·

s∑
i=1

ρn
ki

(y) (4.2.12)

для произвольного 1 ≤ s ≤ m̃ и любого набора {k1, . . . , ks} длины s,
1 ≤ i ≤ s, ki ∈ N, ki 6= kj, если i 6= j. Тогда по теореме об аддитивности
интеграла Лебега [203, гл. I, § 12, теорема 12.3] из (4.2.10), (4.2.11) и
(4.2.12) получаем

1

m̃
·
∫

D

KI(x, f) · ρn(x) dm(x) =

=
1

m̃
·

∫

f(D)

∞∑

k=1

ρn
k(y) dm(y) ≥
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≥ 1

m̃
·

∫

f(D)

sup
{k1,...,ks}, ki∈N,

ki 6=kj, i6=j

s∑
i=1

ρn
ki

(y) dm(y) ≥

≥
∫

f(D)

ρ̃n(y) dm(y) ≥ M(Γ ′) .

Теорема доказана. 2

4.2.8. Следующий результат немедленно вытекает из теоремы 4.2.1
и определения отображений с конечным искажением длины (см. также
предложение 4.1.4).

Следствие 4.2.1. Пусть I — открытый, полуоткрытый или за-
мкнутый конечный интервал вещественной прямой, f : D → Rn — дис-
кретное отображение с конечным искажением длины, Γ — семейство
кривых в D, Γ ′ — семейство кривых в Rn и m̃ — натуральное число
такое, что выполнено следующее условие. Для каждой кривой β ∈ Γ ′,
β : I → Rn, найдутся кривые α1, . . . , αm̃ семейства Γ такие, что f◦αj ⊂ β
для всех j = 1, . . . , m̃, и, кроме того, при каждом фиксированном x ∈ D
и каждом фиксированном t ∈ I равенство вида αj(t) = x возможно
лишь не более, чем при i(x, f) индексах j. Тогда

M(Γ ′) ≤ 1

m̃

∫

D

KI(x, f) · ρn(x)dm(x)

для любого семейства Γ путей γ в D и для каждой ρ ∈ adm Γ.

4.3. Некоторые следствия из оценки (4.2.1)

4.3.1. Отметим некоторые полезные следствия из теоремы 4.2.1, свя-
занные, в частности, с оценками емкостей конденсаторов. Следующая
конструкция является обобщением определения 1.4.3.

Определение 4.3.1. Пусть x1, . . . , xk — k различных точек мно-
жества f−1 (β(a)) и

m̃ =
k∑

i=1

i(xi, f) . (4.3.1)

Последовательность кривых α1, . . . , αm̃ является максимальной после-
довательностью поднятий кривой β при отображении f с началом в
точках x1, . . . , xk, если
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(a) каждая кривая αj является максимальным поднятием кривой
β при отображении f,

(b) card {j : aj(a) = xi} = i(xi, f), 1 ≤ i ≤ k ,
(c) card {j : aj(t) = x} ≤ i(x, f) при всех x ∈ D и всех t ∈ Ij, где

Ij — область определения кривой αj.
Отметим, что количество кривых m̃ может быть больше, чем ко-

личество соответствующих точек k, см. соотношение (4.3.1). Следующее
утверждение является более общим, нежели предложение 1.4.2
[175, гл. II, теорема 3.2].

Предложение 4.3.1. Пусть f — открытое дискретное отобра-
жение и точки x1, . . . , xk ∈ f−1 (β(a)) . Тогда кривая β имеет макси-
мальную последовательность поднятий при отображении f с началом
в точках x1, . . . , xk.

4.3.2. Напомним, что область G ⊂ D, G ⊂ D, называется нормаль-
ной, если ∂f(G) ⊂ f (∂G) (см. п. 1.1.2). Здесь и далее, как обычно, |α|
обозначает носитель кривой α, т.е. |α| = {x ∈ Rn : ∃ t ∈ R : x = α(t)}.
Согласно [175, гл. II, следствие 3.4] справедливо следующее утвержде-
ние.

Предложение 4.3.2. Пусть f : G → Rn — открытое дискретное
отображение, область G нормальна, m̃ = N(f, G), β : [a, b) → f(G) —
некоторая кривая. Тогда найдутся кривые αj : [a, b) → G, 1 ≤ j ≤ m̃,
удовлетворяющие следующим свойствам:

1) f ◦ αj = β,
2) card {j : αj(t) = x} = i(x, f) для всех x ∈ G ∩ f−1(β(t)),
3) |α1| ∪ . . . ∪ |αm̃| = G ∩ f−1(|β|).
Предыдущий вариант предложения 4.3.2 был доказан Е.А. Полец-

ким в работе [149, лемма 4]. Однако его справедливость в этом случае
установлена при более жестких ограничениях на отображение f и кри-
вую β, см. там же.

4.3.3. Для данного семейства Γ кривых γ в Rn обозначим

MKI(·, f)(Γ) = inf
ρ∈ adm Γ

∫

Rn

ρn(x) KI(x, f) dm(x) .

Пусть E = (A,C) — произвольный конденсатор, ω — неотрицательная
измеримая функция. Тогда весовая ω-емкость конденсатора E порядка
p определяется следующим образом:

capω E = capω (A,C) = inf

∫

A

|∇u(x)|n ω(x) dm(x) , (4.3.2)
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где inf в (4.3.2) берется по всем функциям u ∈ C∞
0 (A) таким, что u ≥ 1

на C. При ω ≡ 1 полагаем cap E := cap1 E.
4.3.4. Следующие утверждения распространяют хорошо извест-

ные в теории отображений с ограниченным искажением модульные и
емкостные неравенства на классы отображений с неограниченной ха-
рактеристикой квазиконформности [175, гл. II, п. 9 и 10]. Имеет место
следующая

Теорема 4.3.1. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное диффе-
ренцируемое почти всюду отображение, f ∈ ACP −1, обладающее N и
N −1-свойствами Лузина, G — нормальная область для f, Γ ′ — семей-
ство кривых в G ′ = f(G), Γ — семейство α всех кривых в G таких, что
f ◦ α ⊂ Γ ′ и m̃ = N(f,G). Тогда

M(Γ ′) ≤ 1

N(f, G)

∫

D

KI (x, f) · ρn(x)dm(x)

для всякой функции ρ ∈ adm Γ. В частности,

M(Γ ′) ≤ 1

N(f,G)
MKI(·, f)(Γ) .

Доказательство следует непосредственно из теоремы 4.2.1 и пред-
ложения 4.3.2. 2

Пусть f : D → Rn — открытое дискретное отображение и E =
= (A,C) — конденсатор в D. Назовем величину

M(f, C) = inf
y ∈ f(C)

∑

x∈ f −1(y)∩C

i(x, f)

минимальной кратностью отображения f в C.
Теорема 4.3.2. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное диффе-

ренцируемое почти всюду отображение, f ∈ ACP −1, обладающее N и
N −1-свойствами Лузина, E = (A,C) — конденсатор в D. Тогда

cap f(E) ≤ 1

M(f, C)
capKI

(·, f) E . (4.3.3)

Доказательство. Пусть E = (A,C) — конденсатор в области D,
тогда пара множеств f(E) = (f(A), f(C)) также является конденсато-
ром в области f(D) ввиду открытости и непрерывности отображения f.
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Пусть ΓE и Γf(E) — семейства кривых в смысле обозначений предложе-
ния 1.4.1. Полагаем m̃ = M(f, C). Пусть β : [a, b) → f(A) — произ-
вольная кривая семейства Γf(E). Тогда C ∩ f −1 (β(a)) содержит точки
x1, . . . , xk такие, что

m ′ =
k∑

l=1

i(xl, f) ≥ m̃ .

По предложению 4.3.1 существует максимальная последовательность
поднятий αj : [a, cj) → D кривой β, 1 ≤ j ≤ m ′, при отображении f с
началом в точках x1, . . . , xk. Нетрудно видеть, что в этом случае каждая
кривая αj принадлежит семейству ΓE в смысле обозначений предложе-
ния 1.4.1. Отсюда вытекает, что семейства Γ = ΓE и Γ ′ = Γf(E) удовле-
творяют условиям теоремы 4.2.1. Следовательно, по предложению 1.4.1
и теореме 4.2.1

cap f(E) ≤ 1

M(f, C)
·MKI(·, f)(ΓE) .

Отметим, что функция ρ(x) = |∇u(x)| допустима для семейства ΓE для
каждой функции u такой, что u ∈ C∞

0 (A) и u ≥ 1 на множестве C. Дей-
ствительно, пусть γ ∈ ΓE, γ локально спрямляема и s — натуральный
параметр на γ, γ 0 — нормальное представление кривой γ. Фиксиру-
ем произвольное число s0 ∈ (0, l(γ)). Тогда, используя геометрический
смысл градиента функции, для функции ρ(x) = |∇u(x)| получаем

∫

γ

ρ(x)|dx| =
∫

γ

|∇u(x)||dx| =
l(γ)∫

0

|∇u(γ 0(s))| ds ≥
s0∫

0

∣∣∣∣
du(γ 0(s))

ds

∣∣∣∣ ds ≥

≥
∣∣∣∣∣∣

s0∫

0

du(γ 0(s))

ds
ds

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣u(γ 0(s0))− u(γ 0(0))
∣∣ → 1

при s0 → l(γ). Здесь мы воспользовались тем, что функция r(s) =
= u(γ 0(s)) абсолютно непрерывна по параметру s для каждой замкну-
той подкривой кривой γ, поскольку функция u ∈ C∞

0 (A) является ло-
кально липшицевой. Следовательно, ρ(x) = |∇u(x)| ∈ adm ΓE и, значит,

MKI(·, f)(ΓE) ≤ capKI(·, f) E ,

откуда и вытекает соотношение (4.3.3). 2
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Из теорем 4.3.1 и 4.3.2, а также предложения 4.1.4 вытекают сле-
дующие очевидные следствия.

Следствие 4.3.1. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное отоб-
ражение с конечным искажением длины, G — нормальная область для
f, Γ ′ — семейство кривых в G ′ = f(G), Γ — семейство α всех кривых в
G таких, что f ◦ α ⊂ Γ ′ и m̃ = N(f,G). Тогда

M(Γ ′) ≤ 1

N(f, G)

∫

D

KI (x, f) · ρn(x)dm(x)

для всякой функции ρ ∈ adm Γ. В частности,

M(Γ ′) ≤ 1

N(f,G)
MKI(·, f)(Γ) .

Следствие 4.3.2. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное отоб-
ражение с конечным искажением длины, E = (A, C) — конденсатор в
D. Тогда

cap f(E) ≤ 1

M(f, C)
capKI

(·, f) E .

4.4. Устранение особенностей отображений с конечным
искажением длины

4.4.1. Всюду ниже в данном параграфе мы предполагаем, что отобра-
жение f сохраняет ориентацию. Далее приведено одно из важнейших
приложений неравенства типа Вяйсяля — решение проблемы устране-
ния изолированной особенности отображений класса ACP −1. Для этих
целей в некоторых случаях выполнения более слабого неравенства вида
(1.3.1) может оказаться недостаточно.

Отметим, что неравенство типа Вяйсяля было установлено ранее в
частном случае, когда m̃ = 1 [123, гл. 4], [125, гл. 8]. Однако в приложе-
нии к проблеме устранения особенностей оно использовано в наиболее
общей форме.

4.4.2. Основной целью настоящего параграфа является поиск усло-
вий на отображение f : D \ {b} → Rn, являющееся отображением с ко-
нечным искажением длины, при которых это отображение продолжает-
ся в точку b непрерывным образом. Известно, что даже аналитическая
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функция ϕ : D \ {b} → C, D ⊂ C, заданная в области D \ {b} комплекс-
ной плоскости C (без дополнительного условия выпускания множества
положительной емкости), вообще говоря, не продолжается в точку b по
непрерывности (ϕ(z) = exp{1/z}, b = 0). Однако, как следует из по-
лученных ниже результатов, при определенных условиях на рост f (на
рост ϕ) это, все же, справедливо. Необходимо также отметить, что для
отображений с ограниченным искажением аналогичные вопросы были
исследованы в работе Ю. Вяйсяля [282].

4.4.3. Имеет место следующее утверждение [175, гл. I, лемма 4.9].
Предложение 4.4.1. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное

отображение. Тогда для каждого x ∈ D существует sx такое, что при
всех s ∈ (0, sx) компонента связности множества f−1 (B(f(x), s)) , содер-
жащая точку x, и обозначаемая символом U(x, f, s), является нормаль-
ной окрестностью точки x при отображении f, при этом f (U(x, f, s)) =
= B(f(x), s) и d(U(x, f, s)) → 0 при s → 0. (Здесь, как и прежде, d(A)
обозначает евклидов диаметр множества A ⊂ Rn).

4.4.4. Следующая лемма является фундаментальным утверждени-
ем настоящего параграфа.

Лемма 4.4.1. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — открытое дис-
кретное дифференцируемое почти всюду отображение, f ∈ ACP−1, об-
ладающее N и N −1-свойствами Лузина. Предположим, что существует
некоторое число δ > 0, такое, что при всех x ∈ B(b, δ) \ {b} и некоторой
строго убывающей функции ϕ : (0,∞) → (0,∞), для которой ϕ(t) →∞
при t → 0 имеет место неравенство

|f(x)| ≤ C · ϕp(|x− b|) , (4.4.1)

где p > 0 и C > 0 — некоторые постоянные. Пусть, кроме того, суще-
ствуют измеримая по Лебегу функция Q : D → [1,∞], числа ε0 > 0,
ε0 < dist (b, ∂D) , ε ′0 ∈ (0, ε0), A > 0 и борелевская функция ψ(t) :
(0, ε0) → [0,∞] такие, что KI(x, f) ≤ Q(x) при почти всех x ∈ B(0, δ) \
{b} и ε → 0 :

∫

ε<|x−b|<ε0

Q(x) · ψn(|x− b|) dm(x) ≤ A · In(ε, ε0)

(log ϕ(ε))n−1 , (4.4.2)

где

0 < I(ε, ε0) :=

ε0∫

ε

ψ(t)dt < ∞ ∀ ε ∈ (0, ε ′0) . (4.4.3)
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Тогда точка b является для отображения f либо полюсом, либо устра-
нимой особой точкой.

Доказательство. Предположим противное, а именно, что точка
b является существенно особой точкой отображения f. Не ограничивая
общности рассуждений, можно считать, что b = 0, δ < dist (0, ∂D) и
C = 1. В таком случае сфера S(0, δ) является компактным множеством
в D \ {0}, поэтому найдется R > 0 такое, что

f (S(0, δ)) ⊂ B(0, R) . (4.4.4)

В силу теоремы 4.2.1 отображение f является кольцевым Q-отображе-
нием в точке b = 0. Поскольку b = 0 является существенно особой
точкой отображения f, то в виду условий (4.4.2) и (4.4.3) по лемме
2.4.5 отображение f в B(0, δ) \ {0} принимает все значения в Rn, за
исключением, может быть, некоторого множества емкости нуль, т.е.
N (y, f,Bn \ {0}) = ∞ при всех y ∈ Rn \ E, где cap E = 0. Так как E
имеет емкость нуль, то множество Rn \E не может быть ограниченным.
В таком случае найдется y0 ∈ Rn \ (E ∪B(0, R)) .

Пусть k0 >
4Apn−1

ωn−1

, k0 ∈ N. Поскольку N (y0, f,Bn \ {0}) = ∞,

то найдутся точки x1, . . . , xk0 ∈ f−1(y0) ∩ (B(0, δ) \ {0}) . По предло-
жению 4.4.1 при некотором фиксированном r > 0 каждая точка xj,
j = 1, . . . , k0, имеет нормальную окрестность Uj := U(xj, f, r) такую,
что Ul ∩ Um̃ = ∅ при всех l 6= m̃, l, m̃ ∈ N, 1 ≤ l ≤ k0 и 1 ≤ m̃ ≤ k0.

Полагаем d := min
{
ε0, dist

(
0, U1 ∪ . . . ∪ Uk0

)}
. Пусть a ∈ (0, d) и

V := B(0, δ) \ B(0, a). В силу неравенства (4.4.1), строгого убывания
функции ϕ, а также предположения о том, что C = 1, имеем

f(V ) ⊂ B (0, ϕp(a)) . (4.4.5)

Поскольку z0 := y0+re ∈ B(y0, r) = f
(
U(xj, f, r)

)
, j = 1, . . . , k0, где e —

единичный вектор, то найдется последовательность точек x̃1, . . . , x̃k0 ,

x̃j ∈ Uj, 1 ≤ j ≤ k0 такая, что f(x̃j) = z0. Заметим, что k0 ≤
k0∑

j=1

i(x̃j, f) =

= m ′. Отметим, что z0 ∈ f(V ). Обозначим через H полусферу

H =
{
e ∈ Sn−1 : (e, y0) > 0

}
,

через Γ ′ — семейство всех кривых β : [r, ϕp(a)) → Rn вида β(t) = y0 + te,
e ∈ H, t ∈ [r, ϕp(a)), а через Γ — максимальную последовательность под-
нятий кривой β при отображении f относительно области V с началом
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в точках x̃1, . . . , x̃k0 , x̃j ∈ Uj, 1 ≤ j ≤ k0, состоящую из m ′ кривых, m ′ =

=
k0∑

j=1

i(x̃j, f), которая существует в силу предложения 4.3.1. По теоре-

ме 4.2.1

M(Γ ′) ≤ 1

m ′

∫

D

KI (x, f) · ρn(x)dm(x) ≤

≤ 1

k0

∫

D

KI (x, f) · ρn(x)dm(x) (4.4.6)

для каждой функции ρ ∈ adm Γ.
При любом фиксированном e ∈ H покажем, что для каждой кри-

вой β = y0 + te и каждого максимального ее поднятия α(t) : [r, c) → V
с началом в точке x̃j0 , α ∈ Γ, 1 ≤ j0 ≤ k0, существует последователь-
ность rk ∈ [r, c) такая, что rk → c− 0 при k →∞ и dist (α(rk), ∂V ) → 0
при k → ∞. Предположим противное, тогда найдется e0 ∈ H такое,
что кривая α(t), t ∈ [r, c), являющаяся максимальным поднятием кри-
вой β = y0 + te0, лежит внутри V вместе со своим замыканием. Пусть,
как и прежде, C(c, α(t)) обозначает предельное множество кривой α
при t → c − 0, тогда для каждого x ∈ C(c, α(t)) найдется последо-
вательность tk → c − 0 при k → ∞ такая, что x = lim

k→∞
α(tk). Ввиду

непрерывности f поскольку по предположению C(c, α(t)) ⊂ V, име-
ем f(x) = f( lim

k→∞
α(tk)) = lim

k→∞
β(tk) = β(c), откуда следует, что отоб-

ражение f постоянно на множестве C(c, α(t)). Так как по условию f
дискретно, а множество C(c, α(t)), очевидно, является связным, имеем
C(c, α(t)) = p1 ∈ V.

Полагаем b0 := ϕp(a). Пусть c 6= b0. Тогда можно построить новое
максимальное поднятие α ′ кривой β с началом в точке p1. Объединяя
поднятия α и α ′, получаем еще одно поднятие α ′′ кривой β с началом
в точке x̃j0 , что противоречит свойству максимальности исходного под-
нятия α. Значит, c = b0.

В таком случае C(b0, α(t)) — континуум внутри V, при этом

C(b0, α(t)) = p ′1 ∈ V

и, значит, α продолжается до замкнутой кривой, определенной на от-
резке [r, ϕp(a)] . Обозначим эту кривую снова через α (обозначения не
меняем). Тогда при всех t ∈ [r, ϕp(a)] имеем β(t) = f(α(t)) ⊂ f(V ), в
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частности, полагая t := ϕp(a), рассмотрим элемент z1, определяемый по
правилу z1 := y0 + ϕp(a)e0. Ввиду включения (4.4.5) имеем

z1 = y0 + ϕp(a)e0 ∈ f(V ) ⊂ B (0, ϕp(a)) . (4.4.7)

Однако, поскольку e0 ∈ H, то

|z1| = |y0 + ϕp(a)e0| =
√
|y0|2 + 2 (y0, ϕp(a)e0) + ϕ2p(a) ≥

≥
√
|y0|2 + ϕ2p(a) ≥ ϕp(a) . (4.4.8)

Однако соотношение (4.4.8) противоречит (4.4.7), что в свою очередь
опровергает предположение о включении замыкания кривой α(t) во
множество V.

Следовательно, dist (α(rk), ∂V ) → 0 при k → ∞ и некоторой по-
следовательности rk ∈ [r, c) такой, что rk → c − 0 и k → ∞, что и
требовалось установить.

Отметим, что ситуация, когда dist (α(rk), S(0, δ)) → 0 при k → ∞,
исключена. Действительно, пусть эта ситуация имеет место. Тогда най-
дутся p2 ∈ S(0, δ) и подпоследовательность номеров kl, l ∈ N, такие,
что α(rkl

) → p2 при l →∞. Отсюда по непрерывности f получаем, что
β(rkl

) → f(p2) при l → ∞, что невозможно ввиду соотношения (4.4.4),
поскольку при каждом фиксированном e ∈ H и t ∈ [r, ϕp(a)) имеем
|β(t)| = |y0 + te| =

√
|y0|2 + 2t(y0, e) + t2 ≥ |y0| > R по выбору y0.

Из приведенного следует, что найдется последовательность rk ∈
∈ [r, c) такая, что rk → c− 0 при k →∞, и α(rk) → p3 ∈ S(0, a). Кроме
того, каждая такая кривая α ∈ Γ пересекает сферу S(0, d), посколь-
ку согласно построению α имеет начало вне шара B(0, d). Из условий
KI(x, f) ≤ Q(x) почти всюду и (4.4.2) вытекает, что I(a, d) → ∞ при
a → 0, так что I(a, d) > 0 при малых a. Рассмотрим функцию

ρa(x) =

{
ψ(|x|)/I(a, d), x ∈ B(0, d) \B(0, a),

0, x ∈ Rn \ (B(0, d) \B(0, a)) ,

где I(a, d) определено так же, как в (4.4.3), а ψ — функция из условия
леммы. Поскольку функция ρa(x) является борелевской и, кроме того,
ρa(x) является радиальной функцией, то в силу установленных выше
свойств кривых из семейства Γ, а также в силу [281, теорема 5.7] для
любой (локально спрямляемой) кривой α ∈ Γ имеем

∫

α

ρa(x)|dx| ≥ 1

I(a, d)

d∫

a

ψ(t)dt = 1 ,
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т.е. ρa(x) ∈ adm Γ. В таком случае из соотношения (4.4.6) получаем

M(Γ ′) ≤ 1

k0 · In(a, d)

∫

a<|x|<d

KI (x, f) · ψn(|x|)dm(x) ≤

≤ In(a, ε0)

k0 · In(a, d) · In(a, ε0)

∫

a<|x|<ε0

Q(x) · ψn(|x|)dm(x) =

=

(
1 +

I(d, ε0)

I(a, d)

)n
1

k0 · In(a, ε0)

∫

a<|x|<ε0

Q(x) · ψn(|x|)dm(x) ≤

≤ 2

k0 · In(a, ε0)

∫

a<|x|<ε0

Q(x) · ψn(|x|)dm(x) (4.4.9)

при всех a ∈ (0, d1) и некотором d1, d1 ≤ d, поскольку в силу соотноше-
ния (4.4.2) In(a, d) →∞ при a → 0. Снова из (4.4.2) и (4.4.9) получаем,
что при a ∈ (0, d1)

M(Γ ′) ≤ 2A

k0 (log ϕ(a))n−1 . (4.4.10)

С другой стороны, в силу [281, замечание 7.7]

M(Γ′) =
1

2

ωn−1(
log ϕp(a)

r

)n−1 . (4.4.11)

Тогда из неравенства (4.4.10) и равенства (4.4.11) получаем

1

2

ωn−1(
log ϕp(a)

r

)n−1 ≤
2A

k0 (log ϕ(a))n−1 ,

откуда

log

(
ϕp(a)

r

)(
2

ωn−1

) 1
n−1




n−1

≥
(

log (ϕ(a))(
k0
2A)

1
n−1

)n−1

,

log

(
ϕp(a)

r

)(
2

ωn−1

) 1
n−1

≥ log (ϕ(a))(
k0
2A)

1
n−1

,
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1

r

(
2

ωn−1

) 1
n−1

≥ (ϕ(a))
( k0

2A)
1

n−1−p
(

2
ωn−1

) 1
n−1

.

Поскольку по выбору k0 > 4Apn−1

ωn−1
, то в правой части последнего со-

отношения ϕ(a) берется в некоторой положительной степени. Переходя
здесь к пределу при a → 0 и учитывая, что по условию леммы ϕ(a) →∞
при a → 0, находим

1

r

(
2

ωn−1

) 1
n−1

≥ ∞ ,

что невозможно. Полученное противоречие означает, что точка b = 0
не может быть существенно особой для отображения f. 2

4.4.5. Отдельный случай леммы 4.4.1 представляет собой ситуа-
ция, когда I(ε, ε0) ≤ M · log ϕ(ε) при некоторой постоянной M > 0 и
ε → 0. Покажем, что в этом случае при указанных в формулировке
леммы 4.4.1 отображениях, предполагающихся ограниченными, имеет
место явная оценка искажения хордального расстояния.

Следующее утверждение может быть получено как следствие из
леммы 3.5.3.

Лемма 4.4.2. Предположим, что b ∈ D, f : D → B(0, R) — от-
крытое дискретное дифференцируемое почти всюду отображение, f ∈
∈ ACP−1, обладающее N и N −1-свойствами Лузина, при этом, суще-
ствуют измеримая по Лебегу функция Q : D → [1,∞], числа ε0 > 0,
ε0 < dist (b, ∂D) и A > 0 такие, что KI(x, f) ≤ Q(x) почти всюду в D,
при этом, при ε → 0 имеют место соотношения (4.4.2), (4.4.3). Пусть,
кроме того, существует постоянная M > 0 и ε1 > 0, ε1 ∈ (0, ε0) такие,
что при всех ε ∈ (0, ε1) выполнено условие

I(ε, ε0) ≤ M · log ϕ(ε) , (4.4.12)

где I(ε, ε0) определяется соотношением (4.4.3), а ϕ : (0,∞) → [0,∞) —
некоторая функция. Тогда при всех x ∈ B(b, ε1) имеет место оценка

|f(x)− f(b)| ≤ αn(1 + R2)

δ
exp{−βnI (|x− b|, ε0)} , (4.4.13)

где постоянные αn и βn =
( ωn−1

AMn−1

)1/(n−1)

зависят только от n, а δ —
от R.
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Доказательство. Из теоремы 4.2.1 при m̃ = 1 вытекает, что отоб-
ражение f является кольцевым Q-отображением в точке b. Из соотно-
шения (4.4.2) с учетом (4.4.12) следует, что при ε ∈ (0, ε1)

∫

ε<|x−b|<ε0

Q(x) · ψn(|x− b|) dm(x) ≤ AMn−1 · I(ε, ε0) . (4.4.14)

Поскольку |f(x) − f(b)| ≤ (1 + R2) · h(f(x), f(b)), то из (4.4.14) и лем-
мы 3.5.3 вытекает соотношение (4.4.13). 2

4.4.6. Мы показали, что при определенных условиях изолирован-
ная особенность отображений, более общих, чем отображения с конеч-
ным искажением длины, является либо полюсом, либо устранимой осо-
бой точкой. Однако, как приведено ниже, при еще более сильных огра-
ничениях на рост отображения f ситуация, когда изолированная точ-
ка границы является полюсом, также исключена. Подобный результат
может быть получен как следствие из оценки хордального расстояния
(4.4.13). Имеет место следующее утверждение.

Следствие 4.4.1. Предположим, что в условиях леммы 4.4.1 по-
мимо соотношений (4.4.2) и (4.4.3) имеет место условие (4.4.12), а вместо
условия (4.4.1) — более сильное предположение:

lim
x→b

|f(x)| · exp{−βnI (|x− b|, ε0)} = 0 , (4.4.15)

где βn =
( ωn−1

AMn−1

)1/(n−1)

. Тогда точка x = b является устранимой изо-
лированной особой точкой отображения f.

Доказательство. Не ограничивая общности рассуждений, можно
считать, что b = 0. По лемме 4.4.1 точка b не может быть существенно
особой для f. Предположим, что b = 0 является для отображения f
полюсом. Тогда рассмотрим композицию отображений h = g ◦ f, где
g(x) =

x

|x|2 — инверсия относительно единичной сферы Sn−1. Заме-

тим, что h ∈ ACP−1, обладает N и N −1-свойствами Лузина, при этом
KI(x, f) = KI(x, h) и h(0) = 0. Кроме того, в некоторой окрестности
нуля отображение h (по построению) является ограниченным. В таком
случае найдутся ε0 > 0 и R > 0 такие, что |h(x)| ≤ R при |x| < ε0. Сле-
довательно, возможно применение леммы 4.4.2. По неравенству (4.4.13)
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|h(x)| = 1

|f(x)| ≤
αn(1+R2)

δ
exp{−βnI (|x|, ε0)}. Отсюда следует

|f(x)| · exp{−βnI (|x|, ε0)} ≥ δ

αn(1 + R2)
.

Однако последнее соотношение противоречит (4.4.15). Полученное про-
тиворечие доказывает, что точка b = 0 является устранимой для отоб-
ражения f. 2

4.4.7. Сформулируем и докажем основные результаты настоящего
параграфа.

4.4.8. Имеет место следующее утверждение.
Теорема 4.4.1. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — открытое

дискретное дифференцируемое почти всюду отображение, f ∈ ACP−1,
обладающее N и N −1-свойствами Лузина, при этом для некоторых ε0 >
0, ε0 < dist (b, ∂D) и ε ′0 ∈ (0, ε0) имеет место условие

∫

ε<|x−b|<ε0

Q(x)

|x− b|n logn 1
|x−b|

dm(x) ≤ A · log
log 1

ε

log 1
ε0

∀ ε ∈ (0, ε ′0) ,

(4.4.16)
кроме того,

lim
x→b

|f(x)|(
log 1

|x−b|

)βn
= 0 , (4.4.17)

где βn =
(

ωn−1

A

)1/(n−1)
. Тогда точка x = b является устранимой для

отображения f.
Доказательство. Полагаем ϕ(t) := log 1

t
и ψ(t) := 1

t log 1
t

. Отметим,
что в этом случае выполнено соотношение (4.4.12) при M = 1 и соот-
ношение (4.4.15), которое соответствует соотношению (4.4.17) при ука-

занном выборе функций ϕ и ψ (где, как и прежде, I(ε, ε0) =
ε0∫
ε

ψ(t)dt).

Кроме того, выполнены соотношения (4.4.2), (4.4.3). Тогда необходимое
заключение следует из следствия 4.4.1. 2

4.4.9. Справедлив следующий результат, касающийся случая, ко-
гда функция Q — конечного среднего колебания в фиксированной
точке.

Теорема 4.4.2. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — открытое
дискретное дифференцируемое почти всюду отображение, f ∈ ACP−1,
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обладающее N и N −1-свойствами Лузина. Предположим, что существу-
ет некоторое число δ > 0 такое, что при всех x ∈ B(b, δ)\{b} имеет место
неравенство

|f(x)| ≤ C

(
log

1

|x− b|
)q

, (4.4.18)

где q > 0 и C > 0 — некоторые постоянные. Пусть, кроме того, су-
ществует измеримая по Лебегу функция Q : D → [1,∞] такая, что
KI(x, f) ≤ Q(x) при почти всех x ∈ D \ {b} и Q(x) ∈ FMO(b). Тогда
точка b является для отображения f либо полюсом, либо устранимой
особой точкой.

Доказательство. Выберем в лемме 4.4.1 в качестве ϕ(t) := log
1

t
и

ψ(t) :=
1

t log 1
t

. Тогда доказательство теоремы 4.4.2 вытекает из леммы

4.4.1 и оценки (4.4.16), справедливой для некоторого ε0 > 0 и произ-
вольной функции Q ∈ FMO(b) (см. предложение 2.3.1), а также лем-
мы 4.4.1. 2

Следующее утверждение указывает на возможность устранения изо-
лированной особенности отображений, исключая полюс, в случае, когда
налагаемые требования на рост отображения в окрестности этой особен-
ности являются несколько более сильными.

Следствие 4.4.2. В условиях теоремы 4.4.2 найдется число p0 > 0
такое, что точка b является для отображения f устранимой особой точ-
кой, как только Q ∈ FMO(b) и

lim
x→b

|f(x)|(
log 1

|x−b|

)p0
= 0 .

Доказательство следствия 4.4.2 немедленно следует из теорем
4.4.1 и 4.4.2, поскольку, как отмечено выше, условия вида (4.4.16) вы-
полняются для произвольных функций класса FMO в соответствую-
щей точке. 2

4.4.10. Следующий важный результат об устранении особенностей
отображений более общих, чем отображения с конечным искажением
длины, касается логарифмического роста средних значений функции Q.

Теорема 4.4.3. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — открытое дис-
кретное дифференцируемое почти всюду отображение, f ∈ ACP−1, об-
ладающее N и N −1-свойствами Лузина. Предположим, что существует
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некоторое число δ > 0, такое, что при всех x ∈ B(b, δ) \ {b} имеет место
неравенство (4.4.18), где q > 0 и C > 0 — некоторые постоянные. Пусть,
кроме того, существуют измеримая по Лебегу функция Q : D → [1,∞]
и число L > 0 такие, что KI(x, f) ≤ Q(x) при почти всех x ∈ D \ {b} и

qb(r) ≤ L ·
(

log
1

r

)n−1

при r → 0. Тогда точка b является для отображе-

ния f либо полюсом, либо устранимой особой точкой.

Если, кроме того, при p0 =

(
1

L

)1/(n−1)

имеет место оценка

lim
x→b

|f(x)|(
log 1

|x−b|

)p0
= 0 ,

то точка b является устранимой для отображения f.
Доказательство. Не ограничивая общности рассуждений, можно

считать, что b = 0. Фиксируем ε0 < min { dist (0, ∂D) , 1} . Полагаем

ψ(t) =
1

t log 1
t

. Отметим, что

∫

ε<|x|<ε0

Q(x)dm(x)(
|x| log 1

|x|

)n =

ε0∫

ε




∫

|x|= r

Q(x)dm(x)(
|x| log 1

|x|

)n dA


 dr ≤ L ·ωn−1 · I(ε, ε0) ,

где, как и прежде, I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε

ψ(t)dt = log
log 1

ε

log 1
ε0

. Отсюда заключаем,

что при указанной выше функции ψ и ϕ = log 1/t имеют место усло-
вия (4.4.2) и (4.4.3) леммы 4.4.1, где A = Lωn−1. Таким образом, первая
часть заключения теоремы 4.4.3 установлена. Вторая часть утвержде-
ния этой теоремы вытекает из следствия 4.4.1, поскольку, в частности,
соотношение (4.4.12) имеет место при M = 1. 2

4.4.11. Сформулируем еще один важный результат, основанный на
расходимости интеграла вида (2.3.5).

Теорема 4.4.4. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — открытое
дискретное дифференцируемое почти всюду отображение, f ∈ ACP−1,
обладающее N и N −1-свойствами Лузина, а Q : D → [1,∞) — некото-
рая функция такая, что KI(x, f) ≤ Q(x) при почти всех x ∈ D \ {b}.
Предположим, что существуют некоторые числа δ, C, q > 0 и ε0 > 0,
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ε0 < dist (b, ∂D), такие, что при всех x ∈ B(b, δ) \ {b} имеет место нера-
венство

|f(x)| ≤ C · exp





q

ε0∫

|x−b|

dt

tq
1/(n−1)
b (t)





. (4.4.19)

Пусть, кроме того,
ε0∫
0

dt

tq
1/(n−1)
b (t)

= ∞. Тогда точка b является для отоб-

ражения f либо полюсом, либо устранимой особой точкой. Если вместо
условия (4.4.19) имеет место более сильное предположение:

lim
x→b

|f(x)| · exp




−

ε0∫

|x−b|

dt

tq
1/(n−1)
b (t)





= 0 ,

то точка x = b является для отображения f устранимой особой точкой.
Доказательство. В лемме 4.4.1 полагаем

ψ(t) = 1/tq
1/(n−1)
b (t), ϕ(t) = exp





ε0∫

t

dr

rq
1/(n−1)
b (r)



 .

Отметим, что при указанных ограничениях на Q(x) < ∞ (по теореме
Фубини) при почти всех r ∈ (0, ε0) имеем qb(r) < ∞, откуда вытекает
строгое убывание функции ϕ и положительность функции ψ. Кроме
того, по теореме Фубини имеем

∫

ε<|x−b|<ε0

Q(x) · ψn(|x− b|)dm(x) =

=

ε0∫

ε

∫

S(b,r)

Q(x) · ψn(|x− b|) dA dr = ωn−1 ·
ε0∫

ε

rn−1ψn(r)qb(r)dr =

= ωn−1 · I(ε, ε0) = ωn−1 · log ϕ(ε) .

Отсюда, в частности, следует, что условие (4.4.12) выполнено при M =
= 1. Оставшаяся часть утверждения следует из леммы 4.4.1 и след-
ствия 4.4.1. 2
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4.4.12. Полагая в лемме 4.4.1 в качестве функции ψ(t) = 1/t, а в
качестве ϕ(t) = t−q, q > 0, получаем следующее утверждение.

Теорема 4.4.5. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — открытое
дискретное дифференцируемое почти всюду отображение, f ∈ ACP −1,
обладающее N и N −1-свойствами Лузина. Предположим, что существу-
ет некоторое число δ > 0 такое, что при всех x ∈ B(b, δ)\{b} имеет место
неравенство |f(x)| ≤ C|x − b|−q, где q > 0 и C > 0 — некоторые посто-
янные. Пусть, кроме того, существуют измеримая по Лебегу функция
Q : D → [1,∞] и число ε0 ∈ (0, 1) такие, что KI(x, f) ≤ Q(x) при почти
всех x ∈ B(b, δ) \ {b} и при ε → 0

∫

ε<|x−b|<ε0

Q(x)

|x− b|n dm(x) ≤ C1 · log
1

ε
,

где C1 = C1(b) — некоторая положительная постоянная. Тогда точка
b является для отображения f либо полюсом, либо устранимой особой
точкой. Кроме того, существует постоянная p > 0 такая, что оценка
lim
x→b

|f(x)| · |x − b|p = 0 влечет, что точка b является устранимой для
отображения f.

Доказательство. Отметим, что I(ε, ε0) = log ε0

ε
, где, как и преж-

де, I(ε, ε0) задается соотношением вида (4.4.3). Все остальное непосред-
ственно вытекает из леммы 4.4.1 и следствия 4.4.1. 2

4.4.13. Следующее утверждение также касается случая, когда сред-
ние значения функции Q имеют логарифмический рост.

Теорема 4.4.6. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — открытое
дискретное дифференцируемое почти всюду отображение, f ∈ ACP−1,
обладающее N и N −1-свойствами Лузина. Предположим, что существу-
ет некоторое число δ > 0 такое, что при всех x ∈ B(b, δ) \ {b} имеет
место неравенство (4.4.1) при ϕ(t) = exp log

n−α−1
n−1 (1/t) при некотором

α ∈ (0, n− 1), где p > 0 и C > 0 — фиксированные постоянные. Пусть,
кроме того, существует измеримая по Лебегу функция Q : D → [1,∞]
такая, что KI(x, f) ≤ Q(x) при почти всех x ∈ D \ {b} и при некотором
L > 0

qb(r) ≤ L ·
(

log
1

r

)α

(4.4.20)

при r → 0. Тогда точка b является для отображения f либо полюсом,
либо устранимой особой точкой.
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Доказательство. Пусть ε0 > 0, ε0 ∈ (0, min {1, dist (b, ∂D)}) . По-

лагаем ψ(t) = 1/t, I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε

ψ(t)dt. Тогда при некоторой постоянной

C1 > 0 и ε → 0, учитывая условие (4.4.20), имеем

1

In(ε, ε0)

∫

ε<|x−b|<ε0

Q(x)dm(x)

|x− b|n ≤ C1 · 1

logn−α−1(1/ε)
= C1 log1−n ϕ(ε) ,

откуда вытекает выполнение условий (4.4.2), (4.4.3) леммы 4.4.1. При-
меняя эту лемму, заключаем, что точка b не может быть существенно
особой для отображения f. 2

Следствие 4.4.3. Пусть b ∈ D и f : D \{b} → Rn — открытое дис-
кретное дифференцируемое почти всюду отображение, f ∈ ACP−1, об-
ладающее N и N −1-свойствами Лузина. Тогда найдется положительная
постоянная γ > 0, γ ≤ 1, со следующим свойством. Если при некотором
ε0 > 0, ε0 ∈ (0, min{1, dist (b, ∂D)}) , отображение f удовлетворяет более
сильному, чем (4.4.1) (при ϕ(t) = exp log

n−α−1
n−1 (1/t)), условию:

lim
x→b

|f(x)| · exp
{
−γ log

n−1−α
n−1 (ε0/|x− b|)

}
= 0 , (4.4.21)

α ∈ (0, n − 1), при этом, KI(x, f) ≤ Q(x) при почти всех x ∈ D и при
r → 0 выполнено условие (4.4.20), то f имеет устранимую особенность
в точке b.

Доказательство. По теореме 4.4.6 точка b не может быть суще-
ственно особой для отображения f. Осталось показать, что при выпол-
нении условий (4.4.20), (4.4.21) точка b для отображения f также не
может быть и полюсом. Отметим, что при достаточно большом M1 > 0,
некотором ε1 ∈ (0, ε0) и всех ε ∈ (0, ε1)

∫

ε<|x−b|<ε0

Q(x)dm(x)

|x− b|n ≤ M1 · Iα+1(ε, ε0) , (4.4.22)

где ψ(t) = 1/t, I(ε, ε0) =
ε0∫
ε

ψ(t)dt. Предположим, что точка b явля-

ется для отображения f полюсом. Рассмотрим композицию отображе-

ний h = g ◦ f, где g(x) =
x− b

|x− b|2 — инверсия относительно единич-

ной сферы S(b, 1). Отображение h является дифференцируемым почти
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всюду, h ∈ ACP −1, обладает N и N −1-свойствами Лузина, при этом
KI(x, f) = KI(x, h) и h(0) = 0. Кроме того, в некоторой окрестности
нуля отображение h по построению является ограниченным. В таком
случае найдутся ε2 > 0, ε2 < ε1, и R > 0 такие, что |h(x)| ≤ R при
|x− b| < ε2. Согласно лемме 3.5.3 и оценке (4.2.1) при m̃ = 1, учитывая
соотношение (4.4.22) в контексте неравенства (3.5.9), получаем

|h(x)| = 1

|f(x)| ≤
αn(1 + R2)

δ
exp

{
−γ · log

n−1−α
n−1

ε0

|x− b|
}

,

где постоянные αn и γ =
(

ωn−1

M1

)1/(n−1)

зависят только от n, а δ — от R.

Здесь можно считать, что M1 > ωn−1, т.е. γ < 1. Тогда

|f(x)| · exp

{
−γ · log

n−1−α
n−1

ε0

|x− b|
}
≥ δ

αn(1 + R2)
.

Однако, если при этом выполнено условие (4.4.21), то приходим к про-
тиворечию, что и доказывает следствие. 2

4.4.14. Следующая теорема касается случая, когда функция удо-
влетворяет некоторым ограничениям интегрального типа.

Теорема 4.4.7. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — открытое
дискретное дифференцируемое почти всюду отображение, f ∈ ACP −1,
обладающее N и N −1-свойствами Лузина, а Q : D → [1,∞) — некото-
рая функция такая, что KI(x, f) ≤ Q(x) при почти всех x ∈ D \ {b}.
Предположим, что существуют некоторые числа δ, C, q > 0 такие, что
при всех x ∈ B(b, δ) \ {b} и некотором ε0 > 0, ε0 < dist (b, ∂D), имеет
место неравенство (4.4.19). Кроме того, предположим, что существуют
число M > 0, неубывающая выпуклая функция Φ : [0,∞] → [0,∞] и
окрестность U точки b такие, что

∫

U

Φ (Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n ≤ M (4.4.23)

и ∞∫

δ0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ (4.4.24)

при некотором δ0 > Φ(0). Тогда точка b является для отображения f
либо полюсом, либо устранимой особой точкой.
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Доказательство. Из условий (4.4.23), (4.4.24) следует расходи-

мость интеграла вида
ε0∫
0

dt

tq
1/(n−1)
b (t)

= ∞ (см. теорему 2.14.2). Все осталь-

ное следует из теоремы 4.4.4. 2

4.4.15. Из сформулированных выше результатов на основании пред-
ложения 4.1.4 вытекают такие следствия для отображений с конечным
искажением длины.

Следствие 4.4.4. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — откры-
тое дискретное отображение с конечным искажением длины. Предпо-
ложим, что существует некоторое число δ > 0 такое, что при всех
x ∈ B(b, δ) \ {b} имеет место неравенство

|f(x)| ≤ C

(
log

1

|x− b|
)q

,

где q > 0 и C > 0 — некоторые постоянные. Пусть, кроме того, су-
ществует измеримая по Лебегу функция Q : D → [1,∞] такая, что
KI(x, f) ≤ Q(x) при почти всех x ∈ D \ {b} и Q(x) ∈ FMO(b). Тогда
точка b является для отображения f либо полюсом, либо устранимой
особой точкой.

Следствие 4.4.5. В условиях следствия 4.4.4 найдется число p0 >
> 0 такое, что точка b является для отображения f устранимой особой
точкой, как только Q ∈ FMO(b) и

lim
x→b

|f(x)|(
log 1

|x−b|

)p0
= 0 .

Следствие 4.4.6. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — откры-
тое дискретное отображение с конечным искажением длины. Предпо-
ложим, что существует некоторое число δ > 0 такое, что при всех x ∈
∈ B(b, δ)\{b} имеет место неравенство (4.4.18), где q > 0 и C > 0 — неко-
торые постоянные. Пусть, кроме того, существуют измеримая по Лебегу
функция Q : D → [1,∞] и число L > 0 такие, что KI(x, f) ≤ Q(x) при

почти всех x ∈ D \ {b} и qb(r) ≤ L ·
(

log
1

r

)n−1

при r → 0. Тогда точка

b является для отображения f либо полюсом, либо устранимой особой
точкой.
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Если, кроме того, при p0 =
(

1
L

)1/(n−1) имеет место оценка вида

lim
x→b

|f(x)|(
log 1

|x−b|

)p0
= 0 ,

то точка b является устранимой для отображения f.
Следствие 4.4.7. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — открытое

дискретное отображение с конечным искажением длины, а Q : D →
→ [1,∞) — некоторая функция такая, что KI(x, f) ≤ Q(x) при почти
всех x ∈ D \ {b}. Предположим, что существуют некоторые числа δ, C,
q > 0 и ε0 > 0, ε0 < dist (b, ∂D), такие, что при всех x ∈ B(b, δ) \ {b}
имеет место неравенство

|f(x)| ≤ C · exp





q

ε0∫

|x−b|

dt

tq
1/(n−1)
b (t)





.

Пусть, кроме того,
ε0∫
0

dt

tq
1/(n−1)
b (t)

= ∞. Тогда точка b является для отоб-

ражения f либо полюсом, либо устранимой особой точкой. Если вместо
условия (4.4.19) имеет место более сильное предположение:

lim
x→b

|f(x)| · exp




−

ε0∫

|x−b|

dt

tq
1/(n−1)
b (t)





= 0 ,

то точка x = b является для отображения f устранимой особой точкой.
Следствие 4.4.8. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — откры-

тое дискретное отображение с конечным искажением длины. Предпо-
ложим, что существует некоторое число δ > 0 такое, что при всех
x ∈ B(b, δ) \ {b} имеет место неравенство |f(x)| ≤ C|x− b|−q, где q > 0 и
C > 0 — некоторые постоянные. Пусть, кроме того, существуют изме-
римая по Лебегу функция Q : D → [1,∞] и число ε0 ∈ (0, 1) такие, что
KI(x, f) ≤ Q(x) при почти всех x ∈ B(b, δ) \ {b} и при ε → 0

∫

ε<|x−b|<ε0

Q(x)

|x− b|n dm(x) ≤ C1 · log
1

ε
,
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где C1 = C1(b) — некоторая положительная постоянная. Тогда точка
b является для отображения f либо полюсом, либо устранимой особой
точкой. Кроме того, существует постоянная p > 0 такая, что оценка
lim
x→b

|f(x)| · |x − b|p = 0 влечет, что точка b является устранимой для
отображения f.

Следствие 4.4.9. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — откры-
тое дискретное отображение с конечным искажением длины. Предпо-
ложим, что существует некоторое число δ > 0 такое, что при всех x ∈
B(b, δ)\{b} имеет место неравенство (4.4.1) при ϕ(t) = exp log

n−α−1
n−1 (1/t)

при некотором α ∈ (0, n − 1), где p > 0 и C > 0 — фиксированные по-
стоянные. Пусть, кроме того, существует измеримая по Лебегу функция
Q : D → [1,∞] такая, что KI(x, f) ≤ Q(x) при почти всех x ∈ D \ {b} и
при некотором L > 0

qb(r) ≤ L ·
(

log
1

r

)α

при r → 0. Тогда точка b является для отображения f либо полюсом,
либо устранимой особой точкой.

Следствие 4.4.10. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — открытое
дискретное отображение с конечным искажением длины. Тогда найдет-
ся положительная постоянная γ > 0, γ ≤ 1, со следующим свойством.
Если при некотором ε0 > 0, ε0 ∈ (0, min{1, dist (b, ∂D)}) , отображение f

удовлетворяет более сильному, чем (4.4.1) (при ϕ(t) = exp log
n−α−1

n−1 (1/t)),
условию:

lim
x→b

|f(x)| · exp
{
−γ log

n−1−α
n−1 (ε0/|x− b|)

}
= 0 ,

α ∈ (0, n − 1), при этом KI(x, f) ≤ Q(x) при почти всех x ∈ D и при
r → 0 выполнено условие (4.4.20), то f имеет устранимую особенность
в точке b.

Следствие 4.4.11. Пусть b ∈ D и f : D \ {b} → Rn — открытое
дискретное отображение с конечным искажением длины, а Q : D →
→ [1,∞) — некоторая функция такая, что KI(x, f) ≤ Q(x) при почти
всех x ∈ D \ {b}. Предположим, что существуют некоторые числа δ, C,
q > 0 такие, что при всех x ∈ B(b, δ) \ {b} и некотором ε0 > 0, ε0 <
< dist (b, ∂D), имеет место неравенство (4.4.19). Кроме того, предполо-
жим, что существуют число M > 0, неубывающая выпуклая функция
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Φ : [0,∞] → [0,∞] и окрестность U точки b такие, что
∫

U

Φ (Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n ≤ M

и ∞∫

δ0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞

при некотором δ0 > Φ(0). Тогда точка b является для отображения f
либо полюсом, либо устранимой особой точкой.

4.5. Аналог одной леммы Полецкого для классов Соболева

4.5.1. Как отмечено ранее, отображения с конечным искажением дли-
ны включают в себя многие известные классы отображений (см. при-
меры п. 4.1.1). Здесь мы докажем утверждение примера 3 из п. 4.1.1,
которое, пожалуй, является наиболее важным по отношению к указан-
ным выше примерам. Ниже доказано, что некоторый широкий подкласс
открытых дискретных отображений f ∈ W 1,n

loc включен в класс отоб-
ражений с конечным искажением длины и, следовательно, указанные
отображения удовлетворяют модульным неравенствам вида (1.3.1).

4.5.2. В работе известного математика Е.А. Полецкого получен
один важный, на наш взгляд, результат [149, лемма 6]. Пусть f : D →
→ Rn, n ≥ 2, — отображение с ограниченным искажением, определен-
ное в области D в Rn, тогда для почти всех замкнутых кривых γ̃ ∈ f(D)
таких, что γ̃ = f ◦ γ, f -представление γ ∗ кривой γ по отношению к γ̃
является абсолютно непрерывной кривой.

Докажем аналогичное утверждение для открытых дискретных отоб-
ражений f ∈ W 1,n

loc , для которых мера множества точек ветвления равна
нулю, а внутренняя дилатация локально интегрируема. Как следствие,
установим взаимосвязь указанного класса с отображениями с конеч-
ным искажением длины (см. предложение 4.1.4). В частности, отсюда
вытекает также их связь с Q-отображениями (см. предложение 4.1.5).

Вскользь мы упоминали о том, что интересующий нас факт (фор-
мулировка и доказательство которого приведены ниже) впервые был
анонсирован в работе [123] без доказательства (см. также [125, заме-
чание 8.5]). Независимо от этого, несколько позже в работе [89, теоре-
ма 2.1, теорема 4.1 и следствие 4.1] встречались утверждения подоб-
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ного плана, они касались совсем других классов отображений. Мето-
дология, которая приведена в этих работах, имела достаточно слож-
ный и громоздкий аппарат. Отметим, что упомянутые утверждения, на
наш взгляд, доказаны при несколько перегруженных условиях, что обу-
словливает дополнительные основания для изучения данной проблемы
более доступными способами. Отметим, что доказательство основных
результатов настоящего параграфа целиком базируется на подходах из
упомянутой работы Е.А. Полецкого [149] (см. теорему 4.5.1).

4.5.3. Наиболее трудной и важной деталью доказательства взаимо-
связи классов Соболева и отображений с конечным искажением длины
является установление ACP −1-свойства для этих классов (см. предло-
жение 4.1.4). Как показано ниже, остальная часть свойств согласно из-
вестных результатов может быть установлена сравнительно легко.

Здесь и далее lγ — функция длины, определенная в соответствии с
замечанием 4.2.1, т.е. для кривой γ : [a, b] → Rn значение lγ(t) определе-
но как длина кривой γ на отрезке [a, t]. Формулировки и доказательства
следующих утверждений см. в работе [149].

Предложение 4.5.1. Пусть γ1 : I = [0, l] → Rn — спрямляемая
кривая и B = B ⊂ I, lγ1(B) = 0. Пусть кривая γ2 : I → Rn спрямляема
на I \B и γ1(t) = γ2(t) при t ∈ B. Тогда кривая γ2 также спрямляема и
lγ2(B) = 0 [149, лемма 1].

Предложение 4.5.2. Пусть γ : I = [0, l] → Rn — кривая, B =
= B ⊂ I и множество E ⊂ I такое, что E ⊂ E ∪B и E ∩B = ∅. Если γ
спрямляема на I\(E∪B), кроме того, для любой точки t ∈ I\B найдется
окрестность V, в которой γ спрямляема и lγ(V ) = lγ(V \ E), то тогда γ
спрямляема на I\B и выполнено условие: lγ(I\B) = lγ (I \ (E ∪B)) [149,
лемма 2].

Предложение 4.5.3. Пусть γ : I → Rn — спрямляемая кри-
вая. Если lγ(B) = 0 для произвольного множества B ⊂ I такого, что
mes1 (B) = 0, то функция lγ(t) абсолютно непрерывна [149, лемма 3].

Пусть V ⊂ D — нормальная область и f(V ) = V ∗. Определим
отображение gV : V ∗ → Rn следующим образом: пусть y ∈ V ∗, f −1(y)∩
∩V = {xi}, тогда

gV (y) =
1

m

∑
i

i(xi, f)xi , (4.5.1)

где m =
∑

i(xi, f) = µ(f, V ). Отметим, что величина µ(y, f, V ) = µ(y, V )
постоянна в f(V ) для нормальных областей V и равна N(f, V ), где
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N — функция кратности [175, гл. I, предложение 4.4, п. D1 и предложе-
ние 4.10, п. (2)].

Предложение 4.5.4. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное
отображение, f ∈ W 1,n

loc (D) такое, что KO(x, f) ∈ Ln−1
loc (либо KI(x, f) ∈

∈ L1
loc) и m(Bf ) = 0. Тогда отображение gV (y) непрерывно в V ∗ и

gV (y) ∈ ACLn(V ∗) [89, теорема 2.1].
4.5.4. Одним из основных результатов настоящего параграфа яв-

ляется следующее утверждение.
Лемма 4.5.1. (Аналог леммы Полецкого). Пусть f : D → Rn —

открытое дискретное отображение, f ∈ W 1,n
loc (D), такое, что KO(x, f) ∈

∈ Ln−1
loc (либо KI(x, f) ∈ L1

loc) и m(Bf ) = 0. Тогда f ∈ ACP −1.
Доказательство. Согласно лемме 4.2.1 достаточно показать, что

для почти всех замкнутых кривых γ̃ в области D таких, что f ◦ γ = γ̃,
f -представление γ ∗ кривой γ относительно γ̃ является спрямляемым и
абсолютно непрерывным. Достаточно также доказать утверждение для
семейства кривых Γ̃, принадлежащих компактной подобласти U ′ обла-
сти D (общий случай может быть доказан при помощи рассмотрения
исчерпания {Vi}∞i=1 области f(D) компактными подобластями Vi ⊂ D,

Vi ⊂ D). Пусть I — отрезок, являющийся областью определения пара-
метра s∗.

1. Обозначим через γ̃ 0 нормальное представление замкнутой спрям-
ляемой кривой γ̃, лежащей в области U ′, γ̃ = f ◦ γ, а через γ ∗ — f -
представление кривой γ по отношению к γ̃. Тогда γ̃ 0 : [0, l(γ)] → Rn,
γ ∗ : [0, l(γ)] → Rn. Полагаем I := [0, l(γ)]. Покажем, что для почти
всех замкнутых кривых γ̃ кривая γ ∗ спрямляема на I \ γ ∗(Bf ), где
γ ∗(Bf ) = {s : γ ∗(s) ∈ Bf} . Накроем множество U ′ \ Bf счетной систе-
мой окрестностей {Al} , в каждой из которых отображение fl = f |Al

является гомеоморфным. Пусть hl = f −1
l . Поскольку согласно сде-

ланному предположению KO(x, f) ∈ Ln−1
loc (либо KI(x, f) ∈ L1

loc), hl =

= (hl1, . . . , hln) ∈ W 1,n
loc [64, теорема 6.1], [89, следствие 2.3] соответствен-

но. Следовательно, отображение hl абсолютно непрерывно на почти
всех кривых [281, п. 28.2]. Отметим следующее: если γ ∗(s) ∈ Al ∩Aj, то
hl (γ̃

0(s)) = hj (γ̃ 0(s)) . Поскольку кривая γ̃ 0 параметризована при по-
мощи параметра s, то можно определить отображение g : γ̃ 0|I\γ ∗(Bf ) →
→ Rn такое, что если γ ∗(s) ∈ Ak, то g(γ̃ 0(s)) = hk (γ̃ 0(s)) . Полагаем
∂gl

∂yj

(s∗) =
∂hkl

∂yj

(γ̃(s∗)) . Из приведенного выше вытекает, что кривая γ ∗

локально абсолютно непрерывна на каждом открытом интервале мно-
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жества I \ γ ∗(Bf ) для почти всех кривых γ̃ = f ◦ γ. Следовательно,
согласно [281, теорема 1.3, соотношение (6)] получаем

lγ ∗ (I \ γ ∗(Bf )) =

∫

I\γ ∗(Bf )

|γ ∗ ′(s)| dm1(s) ≤

≤
∫

I\γ ∗(Bf )

(∑

l,j

(
∂gl

∂yj

(s)

)2
)1/2

dm1(s)

для почти всех кривых γ̃ = f ◦ γ. Поскольку hl ∈ W 1,n
loc и m (U ′) < ∞,

то ∫

I\γ ∗(Bf )

(∑

l,j

(
∂gl

∂yj

(s)

)2
)1/2

dm1(s) < ∞

для почти всех кривых γ̃ = f ◦γ ∗ [29, теорема 3, п. (e)]. Следовательно,
для почти всех замкнутых кривых γ̃ ∈ Γ̃ кривая γ ∗ спрямляема на
I \ γ ∗(Bf ).

2. Более того, lγ ∗(C) = 0 для почти всех кривых γ̃ и каждого мно-
жества C, C ⊂ I \ γ ∗(Bf ), такого, что mes1 (C) = 0. Действительно,
lγ ∗(C) =

∫
C

|γ ∗ ′(s)| dm1(s) = 0 для почти всех кривых γ̃ = f ◦ γ.

3. Пусть Bl — множество всех точек ветвления x таких, что i(x, f) =
= l и γ ∗(Bl) = {s ∈ I : γ ∗(s) ∈ Bl} . Покажем, что для почти всех за-
мкнутых кривых γ̃ кривая γ ∗ спрямляема на I\ ⋃

k > l

γ ∗(Bk) при всех l ∈ N
и lγ ∗(C) = 0 для произвольного множества C такого, что mes1 (C) = 0
и C ⊂ I \ ⋃

k > l

γ ∗(Bk). Доказательство проведем индукцией по l. При

l = 1 утверждение доказано. Предположим, что это утверждение спра-
ведливо при l = j − 1. Покажем его справедливость также и при l = j.
Отметим, что отображение f обладает N -свойством ввиду [112, след-
ствие B], так что из равенства m(Bf ) = 0, выполненного по условию
леммы, вытекает, что также m(f(Bf )) = 0.

4. Покроем Bj не более, чем счетной системой нормальных областей
{Ul}∞l=1 таких, что µ (f, Ul) = j, при этом µ (f, Ul) = N(f, Ul). (Такая
система областей существует [115, лемма 2.9]). По предложению 4.5.4
отображение gl = gUl

, определенное соотношением (4.5.1), абсолютно
непрерывно на почти всех кривых в U∗

l = f(Ul) [281, п. 28.2]. Отме-
тим, что при γ̃ 0(s) ∈ f (Bj ∩ Ul) выполнено условие gl (γ̃

0(s)) = γ ∗(s).
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Обозначим αk,l := gl

(
γ̃(k)(s)

)
, где γ̃ 0|f(Ul) =

∞⋃
k=1

γ̃(k)(s), l = 1, 2, . . . .

Учитывая абсолютную непрерывность gl на почти всех кривых,
lαk,l

(αk,l (Bj ∩ Ul)) = 0 для почти всех кривых γ̃ таких, что γ̃ = f ◦ γ, и,
следовательно, по предложению 4.5.1 получаем

lγ ∗ (γ ∗ (Bj ∩ Ul)) = 0

для все тех же кривых γ̃ и γ. Суммируя по всем окрестностям Ul, полу-
чаем, что lγ ∗(γ

∗(Bj)) = 0 для почти всех кривых γ̃ таких, что γ̃ = f◦γ. В
предложении 4.5.2 полагаем B :=

⋃
k > j

γ ∗(Bk) и E := γ ∗(Bj). Отметим,

что множество B есть замкнутым, поскольку локальный топологиче-
ский индекс i(x, f) является функцией, полунепрерывной снизу [117,
лемма 4.5], [175, гл. VI, § 8, лемма 8.13]. По предположению индукции
получаем, что кривая γ ∗ спрямляема на I \ ⋃

k > j

γ ∗(Bk), выполнено усло-

вие lγ ∗(C) = 0 для C ⊂ I \ ⋃
k > j

γ ∗(Bk) и mes1 (C) = 0. Поскольку U ′ —

компакт, то найдется M ∈ N такое, что i(x, f) ≤ M. Тогда по дока-

занному выше lγ ∗

(
M⋃

j =2

γ ∗(Bj)

)
= 0 для почти всех кривых γ̃ таких,

что γ̃ = f ◦ γ. По предложению 4.5.3 кривая γ ∗ абсолютно непрерыв-
на и спрямляема для п.в. замкнутых кривых γ̃ = f ◦ γ, γ̃ ∈ Γ̃. Лемма
доказана. 2

4.5.5. На основе леммы 4.5.1 может быть доказана следующая тео-
рема.

Теорема 4.5.1. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное отоб-
ражение, f ∈ W 1,n

loc (D), такое, что KO(x, f) ∈ Ln−1
loc (либо KI(x, f) ∈ L1

loc)
и m(Bf ) = 0. Тогда f является отображением с конечным искажением
длины.

Доказательство. Поскольку отображение f является открытым
в D и принадлежит классу W 1,n

loc (D), то отображение f дифференцируе-
мо почти всюду [279, лемма 3], а также обладает N -свойством [112, след-
ствие B]. Также f обладает N −1-свойством [87, теорема 1.2]. Наконец,
поскольку f ∈ W 1,n

loc , то отображение f ∈ ACP [281, п. 28.2]. По лем-
ме 4.5.1 f ∈ ACP −1. Необходимое заключение вытекает на основании
предложения 4.1.4. 2

4.5.6. Следующее утверждение относится к случаю, когда рассмат-
риваемое отображение a priori не является открытым и дискретным.
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Следствие 4.5.1. Пусть f : D → Rn — отображение класса W 1,n
loc

такое, что KO(x, f) ∈ Lp
loc при некотором p > n − 1 и, кроме того,

m(Bf ) = 0. Тогда f является отображением с конечным искажением
длины.

Доказательство вытекает на основании того, что из условия

KO(x, f) ∈ Lp
loc , p > n− 1 ,

следует открытость и дискретность отображения f [113, 114], а также
из теоремы 4.5.1. 2

Наиболее важным для нас является следующее
Следствие 4.5.2. Пусть f : D → Rn — открытое дискретное отоб-

ражение, f ∈ W 1,n
loc (D) такое, что KO(x, f) ∈ Ln−1

loc (либо KI(x, f) ∈ L1
loc)

и m(Bf ) = 0. Тогда f является Q-отображением при Q = Kn−1
O (x, f), а

также Q-отображением при Q = KI(x, f).
Доказательство непосредственно вытекает из предложения 4.1.5

и теоремы 4.5.1.2
Замечание 4.5.1. Из следствия 4.5.2 вытекает, что все результа-

ты, полученные в главах 1—3, могут быть применены к открытым дис-
кретным отображениям класса W 1,n

loc таким, что KO(x, f) ∈ Ln−1
loc (ли-

бо KI(x, f) ∈ L1
loc) и m(Bf ) = 0. Для справедливости этих результа-

тов необходимо полагать Q = Kn−1
O (x, f) (либо, соответственно, Q =

= KI(x, f)) и рассматривать те же самые условия на Q, что и в указан-
ных парагрфах.

4.6. Существование решения квазилинейного уравнения
Бельтрами с вырождением

4.6.1. Рассмотрим вопрос, который никак не связан с результатами
§4.2—4.5, однако представляет большой интерес с точки зрения прило-
жений развитой в главах 1—3 теории.

Одна из наиболее известных работ, касающихся изучения квази-
линейных уравнений Бельтрами, принадлежит выдающемуся ученому,
академику Б. Боярскому [13]. В ней сформулирован ряд фундаменталь-
ных теорем, частный случай одной из которых приведен ниже. Для
комплекснозначной функции f : D → C, заданной в области D ⊂ C,
имеющей частные производные по x и y при п.в. z = x + iy, полагаем
∂f = fz = (fx + ify) /2 и ∂f = fz = (fx − ify) /2.

Определение 4.6.1. Функция ν = ν (z, w) : D × C → D удовле-
творяет условиям Каратеодори, если ν измерима по z ∈ D при каждом
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фиксированном w ∈ C и непрерывна по w ∈ C при п.в. z ∈ D.
В единичном круге D = {z ∈ C : |z| < 1} рассмотрим уравнение

fz = ν (z, f(z)) fz , (4.6.1)

называемое квазилинейным уравнением Бельтрами. Имеет место сле-
дующее утверждение [13, теорема 8.2].

Предложение 4.6.1. Предположим, что функция ν (z, w) удовле-
творяет условиям Каратеодори и

|ν (z, w) | ≤ k < 1 (4.6.2)

для п.в. z ∈ D при каждом фиксированном w ∈ C. Тогда уравнение
(4.6.1) имеет гомеоморфное решение f : D→ C, удовлетворяющее усло-
виям нормировки f(0) = 0 и f(1) = 1. Здесь и далее под решением
уравнения (4.6.1) понимается отображение f : D→ C класса ACL, удо-
влетворяющее уравнению (4.6.1) при п.в. z ∈ D. Напомним, что любой
гомеоморфизм f : D → C класса ACL является дифференцируемым
почти всюду [108, с. 128]. Таким образом, для гомеоморфизмов класса
ACL запись (4.6.1) имеет смысл; в дальнейшем будем применять ре-
шения уравнения (4.6.1) в указанном выше смысле только для класса
ACL гомеоморфизмов.

4.6.2. Основная цель настоящего параграфа заключается в том,
чтобы установить теоремы существования для уравнения (4.6.1), минуя
условия вида (4.6.2). Тематика вырожденных уравнений типа Бельтра-
ми, т.е. уравнений, для которых комплексный коэффициент ν может
быть близок к единице, достаточно интенсивно изучается, [20, 54, 121,
125, 185] и др. В то же время известно, что в контексте разрешимости
уравнения (4.6.1) в классе ACL-гомеоморфизмов условие ограниченно-
сти левой части в (4.6.2) нельзя, например, заменить на условие ло-
кальной суммируемости соответствующей максимальной дилатации в
произвольной сколь угодно большой степени p ≥ 1 даже в том простом
случае, когда ν зависит только от z. (Напомним, что определение мак-
симальной дилатации дано формулой (1.9.7)). Условия, гарантирующие
существование решений указанного выше уравнения, как и во многих
других вопросах (например, об устранении изолированных особенно-
стей, см. гл.2), являются предметом более тонкого анализа.

4.6.3. Всюду далее D — область в комплексной плоскости C; m —
мера Лебега в C. Напомним, что якобиан (сохраняющего ориентацию)
гомеоморфизма f : D → C класса ACL почти всюду неотрицателен:

J(z, f) = |fz|2 − |fz|2 ≥ 0 (4.6.3)
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[108, с. 10]. Гомеоморфизм f : D → C класса ACL называется регуляр-
ным, если для него неравенство в (4.6.3) строгое. Аналогично, решение
f : D→ C уравнения (4.6.1) называется регулярным, если для этого ре-
шения Jf (z) > 0 п.в. в D. Определения комплексной µ(z) и максималь-
ной дилатаций Kµ(z), которые будут использоваться ниже, см. в п. 1.9.4.
Отметим, что в силу условия (4.6.3), всегда |µ(z)| ≤ 1 п.в. и Kµ ≥ 1 п.в.
Кроме того, любой гомеоморфизм класса ACL удовлетворяет уравне-
нию (4.6.1), где ν (z, f (z)) = µf (z) . Гомеоморфизм f : D → C класса
ACL условимся называть Q(z)-квазиконформным, если Kµ(z) ≤ Q(z)
при п.в. z ∈ D.

В дальнейшем используем следующее утверждение.
Предложение 4.6.2. Пусть D ⊂ C, fn : D → C — последователь-

ность гомеоморфизмов класса ACL, имеющих комплексные дилатации

µn(z), которые удовлетворяют условию
1 + |µn(z)|
1− |µn(z)| ≤ Q(z) ∈ L1

loc при

всех n = 1, 2, . . . . Если fn → f локально равномерно в D при n →∞ и
f — гомеоморфизм в D, то f ∈ ACL и ∂fn, ∂fn сходятся слабо в L1

loc к
∂f и ∂f, соответственно. В этом случае отображение f является Q(z)-
квазиконформным. Более того, если µn → µ при n → ∞, то ∂f = µ∂f
п.в. [198, теорема 3.1 и замечание 3.1].

4.6.4. В наиболее общей форме главный результат параграфа со-
держится в следующей лемме.

Лемма 4.6.1. Пусть функция ν = ν (z, w) : D× C→ D удовлетво-
ряет условиям Каратеодори и найдется измеримая по Лебегу функция
Q : D→ [1,∞] такая, что

Kν (z, w) :=
1 + |ν(z, w)|
1− |ν(z, w)| ≤ Q(z) ∈ L1

loc (D) (4.6.4)

при п.в. z ∈ D для любого w ∈ C. Предположим, что для любого z0 ∈ D
и некотором ε0 < dist (z0, ∂D) выполнено соотношение

∫

ε<|z−z0|<ε0

Q(z) · ψ 2(|z − z0|) dm(z) ≤ c · I p(ε) , (4.6.5)

где I(ε) →∞ при ε → 0, p — некоторая постоянная такая, что 0 < p ≤ 2,
и ψ(t) — некоторая неотрицательная измеримая функция на (0,∞)

такая, что 0 < I(ε) =
ε0∫
ε

ψ(t)dt < ∞, ε ∈ (0, ε ′0), где ε ′0 — некото-

рое положительное число, не превосходящее ε0. Тогда уравнение (4.6.1)
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имеет регулярное гомеоморфное решение f класса W 1,1
loc в D такое, что

f −1 ∈ W 1,2
loc (f (D)) .

Доказательство. Рассмотрим последовательность функций:

νn (z, w) =

{
ν (z, w) , Q(z) ≤ n,w ∈ C,

0 , Q(z) > n, w ∈ C.
(4.6.6)

Отметим, что Kνn(z, w) ≤ n при п.в. z ∈ D и всех w ∈ C. Следовательно,
νn (z, w) ≤ n−1

n+1
< 1, поэтому уравнение (4.6.1), где вместо ν в правой

части взято ν := νn, а νn определено соотношениями (4.6.6), имеет го-
меоморфное решение fn : D → C с нормировками fn(0) = 0, fn(1) = 1,
которое является n-квазиконформным в D [13, теорема 8.2]. Одновре-
менно fn являются Q(z)-квазиконформными в силу соотношения (4.6.4)
и того, что Kνn(z, w) ≤ Kν(z, w). Следовательно, согласно [108, гл. V,
соотношение (6.6)] каждое fn является Q-гомеоморфизмом, а значит, и
кольцевым Q-гомеоморфизмом. По лемме 3.2.2 и замечанию 3.2.2, учи-
тывая соотношение (4.6.5), получаем, что последовательность {fn}∞n=1

имеет подпоследовательность fnk
, которая сходится локально равномер-

но в C к некоторому отображению f. В силу теоремы 3.4.1 и предложе-
ния 4.6.2, а также условий нормировки fn(0) = 0, fn(1) = 1, предельное
отображение f является Q(z)-квазиконформным. Отметим, что для п.в.
z ∈ D существует номер k0 = k0(z) : νnk

(z, w) = ν(z, w) при nk ≥ nk0(z)
и всех w ∈ C. Поэтому для п.в. z, µnk

(z) = νnk
(z, fnk

(z)) → ν (z, f(z))
при k → ∞. Пусть µf (z) — характеристика предельного отображения
f. Снова по предложению 4.6.2 получаем, что п.в. ν (z, f(z)) = µf (z).
Но это и означает, что отображение f является решением исходного
уравнения (4.6.1).

Осталось показать, что отображение f — регулярное и f −1 ∈ W 1,2
loc .

Так как f — гомеоморфизм, то f −1
n → f −1 локально равномерно при

n → ∞. Обозначим gn = f −1
n . Отметим, что комплексная характери-

стика обратного отображения g = f −1 связана с характеристикой f
соотношением µg = −µf ◦ g [3, гл. I, п. C, соотношение 4]. В таком
случае имеем ∫

B

|∂gn(w)| 2 dm(w) =

=

∫

B

(
|∂gn(w)| 2 −

∣∣∂gn(w)
∣∣ 2

)
· |∂gn(w)| 2 dm(w)(
|∂gn(w)| 2 −

∣∣∂gn(w)
∣∣ 2

) =
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=

∫

B

|J(w, gn)| · 1

1−
∣∣∣∂gn(w)
∂gn(w)

∣∣∣
2 dm(w) =

∫

gn(B)

dm(z)

1− |µn(z)|2 ≤

≤
∫

B ∗

Q(z) dm(z) < ∞

для достаточно больших n, где B и B ∗ — относительно компактные
области в f(D) и D, соответственно, такие, что gn(B) ⊂ B ∗. Замена
переменных в интегралах справедлива, ибо gn, fn ∈ W 1,2

loc [28, теоре-
ма 3.2.5]. Из последней оценки следует, что f −1 ∈ W 1,2

loc (f (D)) [168,
гл. III, лемма 3.5]. Отсюда следует, что f обладает N −1-свойством вви-
ду результата Ю.Г. Решетняка [161, § 4, теорема 3], что в свою очередь
эквивалентно тому, что J(z, f) 6= 0 п.в. [151, теорема 1]. Наконец, для
произвольного компакта C ⊂ D в силу неравенства Шварца норму про-
изводных ∂f и ∂f в L1(C) можно оценить следующим образом:

‖∂f‖ ≤ ‖∂f‖ ≤ ‖Q(z)‖1/2 · ‖J(z, f)‖1/2 ≤ ‖Q(z)‖1/2 · (m (f(C)))1/2 ,

откуда следует, что f ∈ W 1,1
loc (D) (см. предложение 1.1.2). Лемма 4.6.1

доказана. 2

4.6.5. Лемма 4.6.1, сформулированная и доказанная выше, явля-
ется неплохим инструментом, позволяющим сформулировать основные
результаты настоящего параграфа. Обозначим через qz0(r) среднее зна-

чение функции Q(z) над окружностью {|z − z0| = r} , qz0(r) = =
1

2π

2π∫
0

Q(z0+

re iθ) dθ.
Справедливы следующие результаты.
Теорема 4.6.1. Пусть функция ν(z, w) : D×C→ D удовлетворяет

условиям Каратеодори и пусть Kν(z, w) ≤ Q(z) ∈ L1
loc(D). Предполо-

жим, что
δ(z0)∫

0

dr

rqz0(r)
= ∞ ,

где δ(z0) — некоторое положительное число, δ(z0) < dist (z0, ∂D) . То-
гда уравнение (4.6.1) имеет регулярное гомеоморфное решение f класса
W 1,1

loc в D такое, что f −1 ∈ W 1,2
loc (f(D)) .

Доказательство. Отметим, что Q(z) не меньше единицы, ибо по
определению Kν(z, w) ≥ 1 при п.в. z и каждом фиксированном w. Сле-
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довательно, qz0(t) ≥ 1 при п.в. t. Полагаем

ψ(t) =





1

tqz0(t)
, t ∈ (0, δ(z0)),

0 , t /∈ (0, δ(z0)).

Отметим, что
δ(z0)∫
ε

ψ(t) dt > 0 ∀ ε ∈ (0, δ(z0)), поскольку в против-

ном случае qz0(t) = ∞ при п.в. t ∈ (0, δ(z0)), что невозможно, ибо по

условию теоремы Q(z) ∈ L1
loc(D). Кроме того,

δ(z0)∫
ε

ψ(t) dt ≤
δ(z0)∫
ε

dt

t
<

< ∞∀ ε ∈ (0, δ(z0)). Таким образом, к указанной выше функции ψ
можно применить лемму 4.6.1, из которой следует требуемое заклю-
чение. 2

Теорема 4.6.2. Пусть функция ν(z, w) : D × C → D удовлетво-
ряет условиям Каратеодори. Предположим, что Kν(z, w) ≤ Q(z) ∈
∈ FMO(D). Тогда уравнение (4.6.1) имеет регулярное гомеоморфное
решение f класса W 1,1

loc в D такое, что f −1 ∈ W 1,2
loc (f(D)) .

Доказательство. Пусть z0 ∈ D, ε0 < min { dist (z0, ∂D) , e−1} .

На основании предложения 2.3.1 для функции 0 < ψ(t) =
1

t log 1
t

име-
ем ∫

ε<|z−z0|<ε0

Q(z) · ψ2(|z − z0|) dm(z) = O

(
log log

1

ε

)
.

Отметим также, что I(ε) :=
ε0∫
ε

ψ(t) dt = log
log 1

ε

log 1
ε0

. Утверждение теоре-

мы 4.6.2 следует теперь из леммы 4.6.1. 2

Следствие 4.6.1. В частности, если в каждой точке z0 ∈ D

lim sup
ε→0

1

πε2

∫

B(z0, ε)

Q(z) dm(z) < ∞ ,

то уравнение (4.6.1) имеет регулярное гомеоморфное решение f класса
W 1,1

loc в D такое, что f −1 ∈ W 1,2
loc (f(D)) .

Теорема 4.6.3. Пусть функция ν(z, w) : D×C→ D удовлетворяет
условиям Каратеодори. Предположим, что Kν(z, w) ≤ Q(z), где

qz0(r) = O

(
log

1

r

)
∀ z0 ∈ D (4.6.7)
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при r → 0. Тогда уравнение (4.6.1) имеет регулярное гомеоморфное
решение f класса W 1,1

loc в D такое, что f −1 ∈ W 1,2
loc (f(D)) .

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно вы-
брать в лемме 4.6.1 произвольно ε0 < dist (z0, ∂D) и функцию ψ(t) =

=
1

t log 1
t

. Отметим, что

∫

ε < |z−z0|< ε0

Q(z)dm(z)(
|z − z0| log 1

|z−z0|

)2 =

=

ε0∫

ε




∫

|z−z0|= r

Q(z)dm(z)(
|z − z0| log 1

|z−z0|

)2 dA


 dr ≤

≤ 2π

ε0∫

ε

dr

r log 1
r

= 2π log
log 1

ε

log 1
ε0

= 2π · I(ε) ,

где I(ε) :=
ε0∫
ε

ψ(t) dt. Заключение теоремы следует теперь из леммы

4.6.1. 2

Следствие 4.6.2. Условие (4.6.7) и заключение теоремы 4.6.3 вы-
полнены, если потребовать, чтобы в каждой точке z0 ∈ D, Q(z) ≤
≤ C · log

1

|z − z0| для некоторой постоянной C (которая может зависеть

от z0) при z → z0.
Замечание 4.6.1. Отметим, что решения квазилинейного уравне-

ния Бельтрами, которые приведены в данном параграфе, вообще гово-
ря, не единственны. Единственность решений для уравнения Бельтра-
ми — предмет отдельных исследований, требующих применения иной
техники, не связанной с теорией сходимости отображений.
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Helsinki, 1914.

[78] John F. On functions of bounded mean oscillation / F. John, L. Nirenberg // Comm.
Pure Appl. Math. — 1961. — 14. — P. 415—426.

[79] Kauhanen J. Mappings of finite distortion: discreteness and openness / J. Kauhanen,
P. Koskela and J. Maly // Arch. Rational Mech. Anal. — 2001. — 160. — P. 135—151.

[80] Kauhanen J. Mappings of finite distortion: condition N / J. Kauhanen, P. Koskela and
J. Maly // Michigan Math. J. — 2001. — 49. — P. 169—181.

[81] Kovtonyuk D. On the theory of mappings with finite area distortion / D. Kovtonyuk,
V. Ryazanov // J. d’ Anal. Math. — 2008. — 104. — P. 291—306.

[82] Ковтонюк Д.А. К теории нижних Q-гомеоморфизмов / Д.А. Ковтонюк, В.И. Ряза-
нов // Укр. матем. вестник. — 2008. — 5, № 2. — С. 159—184.

[83] Коллингвуд Э. Теория предельных множеств / Э. Коллингвуд и А. Ловатер. — М.:
Мир, 1971. — 312 с.

283



Исследование пространственных отображений геометрическим методом

[84] Копылов А.П. Устойчивость в C-норме классов отображений. — Новосибирск: Наука,
1990.

[85] Koskela P. Mappings of finite distortion: the zero set of the Jacobian / P. Koskela and
J. Maly // J. Eur. Math. Soc. — 2003. — 5, N 2. — P. 95—105.

[86] Koskela P. Mappings of finite distortion: the sharp modulus of continuity / P. Koskela
and J. Onninen // Trans. Amer. Math. Soc. — 2003. — 355, N 5. — P. 1905—1920.

[87] Koskela P. Mappings of finite distortion: The zero set of Jacobian / P. Koskela, J. Maly //
J. Eur. Math. Soc. — 2003. — 5, N 2. — P. 95—105.

[88] Koskela P. Removability theorems for quasiregular mappings / P. Koskela and
O. Martio // Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A1. Math. — 1990. — 15. — P. 381—399.

[89] Koskela P. Mappings of finite distortion: Capacity and modulus inequalities / P. Koskela
and J. Onninen // J. Reine Angew. Math. — 2006. — 599. — P. 1—26.

[90] Koskela P. Mappings of finite distortion: Injectivity radius of a local homeomorphism
/ P. Koskela, J. Onninen and K. Rajala // Future Trends in Geometric Function
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