
ÍÀÖÈÎÍÀËÜÍÀß ÀÊÀÄÅÌÈß ÍÀÓÊ ÓÊÐÀÈÍÛ

ÈÍÑÒÈÒÓÒ ÏÐÈÊËÀÄÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ È ÌÅÕÀÍÈÊÈ

Ä.À. ÊÎÂÒÎÍÞÊ, Ð.Ð. ÑÀËÈÌÎÂ, Å.À. ÑÅÂÎÑÒÜßÍÎÂ

Ê ÒÅÎÐÈÈ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ

ÊËÀÑÑÎÂ ÑÎÁÎËÅÂÀ

È ÎÐËÈ×À-ÑÎÁÎËÅÂÀ

Ïîä îáùåé ðåäàêöèåé
ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà

Â.È. Ðÿçàíîâà

ÊÈÅÂ
ÍÀÓÊÎÂÀ ÄÓÌÊÀ

2013



ÓÄÊ 517.54

Â ìîíîãðàôèè ïîäâåäåíû èòîãè èññëåäîâàíèé Äîíåöêîé øêîëû ïî òåîðèè îòîáðàæå-

íèé, êîòîðûå ïðîâîäèëèñü â ïîñëåäíèå ãîäû ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåí-êîððåñïîíäåíòà ÍÀÍ

Óêðàèíû Â.ß. Ãóòëÿíñêîãî è çàâåäóþùåãî îòäåëîì òåîðèè ôóíêöèè Èíñòèòóòà ïðèêëàä-

íîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÍÀÍ Óêðàèíû Â.È. Ðÿçàíîâà. Êíèãà íàïèñàíà íà îñíîâå ðàáîò

ìîëîäûõ ó÷åíûõ. Â êíèãå ðàññìîòðåí øèðîêèé êðóã ïðîáëåì, îòíîñÿùèõñÿ ê òðàäèöèîí-

íûì çàäà÷àì òåîðèè îòîáðàæåíèé, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ëîêàëüíûì è ãðàíè÷íûì ïîâåäåíèåì,

äëÿ êëàññà Ñîáîëåâà W 1,1
loc íà ïëîñêîñòè è êëàññîâ Îðëè÷à-Ñîáîëåâà W 1,φ

loc ïðè óñëîâèè òèïà

Êàëüäåðîíà íà ôóíêöèþ φ â ïðîñòðàíñòâàõ Rn ïðè n ≥ 3, â ÷àñòíîñòè, êëàññîâ Ñîáîëåâà

W 1,p
loc ïðè p > n− 1. Èññëåäîâàíèÿ îñíîâàíû íà ìîäóëüíîé è åìêîñòíîé òåõíèêå. Ïðèâåäåíû

ïðèëîæåíèÿ ê êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè ñ âûðîæäåíèåì è ðèìàíîâûì

ìíîãîîáðàçèÿì.

Äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â îáëàñòè òåî-

ðèè ôóíêöèé è îòîáðàæåíèé.

Ó ìîíîãðàôi¨ ïiäâåäåíî ïiäñóìêè äîñëiäæåíü äîíåöüêî¨ øêîëè ç òåîði¨ âiäîáðàæåíü, ùî

ïðîâîäèëèñÿ â îñòàííi ðîêè ïiä êåðiâíèöòâîì ÷ëåí-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍÓêðà¨íè Â.ß. Ãóòëÿí-

ñüêîãî i çàâiäóâà÷à âiääiëîì òåîði¨ ôóíêöié IÏÌÌ ÍÀÍ Óêðà¨íè Â.I. Ðÿçàíîâà. Êíèãó íà-

ïèñàíî íà îñíîâi ïðàöü ìîëîäèõ â÷åíèõ. Ó êíèçi ðîçãëÿíóòî øèðîêå êîëî ïðîáëåì, ùî âiä-

íîñÿòüñÿ äî òðàäèöiéíèõ çàâäàíü òåîði¨ âiäîáðàæåíü, ïîâ'ÿçàíèõ ç ëîêàëüíîþ i ãðàíè÷íîþ

ïîâåäiíêîþ, äëÿ êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,1
loc íà ïëîùèíi i êëàñiâ Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà W 1,φ

loc çà óìîâè

òèïó Êàëüäåðîíà íà ôóíêöiþ φ ó ïðîñòîðàõ Rn ïðè n ≥ 3, çîêðåìà, êëàñiâ Ñîáîë¹âà W 1,p
loc

ïðè p > n − 1. Äîñëiäæåííÿ çàñíîâàíî íà ìîäóëüíié i ¹ìíiñíèé òåõíiöi. Íàâåäåíî çàñòîñó-

âàííÿ äî êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ç âèðîäæåííÿì òà ðiìàíîâèì áàãàòîâèäàì.

Äëÿ íàóêîâöiâ, àñïiðàíòiâ i ñòóäåíòiâ, ùî ñïåöiàëiçóþòüñÿ â ãàëóçi òåîði¨ ôóíêöié i

âiäîáðàæåíü.

Ïîä îáùåé ðåäàêöèåé äîêòîðà ôèç.-ìàò. íàóê,

ïðîôåññîðà Â.È. Ðÿçàíîâà

Ðåöåíçåíòû:

äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð Þ.Á. Çåëèíñêèé,

äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê À.Ô. Òåäååâ

Óòâåðæäåíî ê ïå÷àòè ó÷åíûì ñîâåòîì

Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÍÀÍ Óêðàèíû

Âèäàííÿ çäiéñíåíå çà äåðæàâíèì êîíòðàêòîì

íà âèïóñê íàóêîâî¨ äðóêîâàíî¨ ïðîäóêöi¨

Íàó÷íî-èçäàòåëüñêèé îòäåë ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé è òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðû

Ðåäàêòîð Â.Â. Âåðîöêàÿ

ISBN 978-966-00-1325-4 ÍÏÏ "Èçäàòåëüñòâî

�Íàóêîâà äóìêà�

ÍÀÍ Óêðàèíû

äèçàéí, 2013

c⃝ Ä.À. Êîâòîíþê, Ð.Ð. Ñàëèìîâ

Å.À. Ñåâîñòüÿíîâ, 2013



Îãëàâëåíèå

Îãëàâëåíèå 3

Ïðåäèñëîâèå 7

×àñòü I. Ê òåîðèè êëàññîâ îòîáðàæåíèé ñ ìîäóëüíûìè
óñëîâèÿìè 11

Ãëàâà 1. Î ñõîäèìîñòè è êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ
ãîìåîìîðôèçìîâ 11
1.1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2. Ôóíêöèè êëàññîâ BMO, VMO è FMO . . . . . . . . . . . . 15
1.3. Î íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ . . . . . . . . . . 17
1.4. Ñõîäèìîñòü îáùèõ ãîìåîìîðôèçìîâ . . . . . . . . . . . . . 24
1.5. Ñõîäèìîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ ñ ìîäóëüíûìè óñëîâèÿìè . . 27
1.6. Ïîëíîòà êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ . . . . . . . . . . . 35
1.7. Íîðìàëüíûå ñåìåéñòâà êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ . . . 36
1.8. Êîìïàêòíîñòü ñåìåéñòâ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ . . 40
1.9. Òî÷íîñòü óñëîâèé ñõîäèìîñòè, íîðìàëüíîñòè, êîìïàêòíîñòè 42

Ãëàâà 2. Ïðîäîëæåíèå êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ íà
ãðàíèöó â Rn 47
2.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.2. Ëåììà î íåïðåðûâíîì ïðîäîëæåíèè íà ãðàíèöó . . . . . . 48
2.3. Îñíîâíûå ñëåäñòâèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.4. Ïðîäîëæåíèå íà ãðàíèöó îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé . . . . . . 52
2.5. Óñòðàíåíèå èçîëèðîâàííûõ îñîáåííîñòåé . . . . . . . . . . 53

Ãëàâà 3. Î íèæíèõ è êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìàõ îò-
íîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ 55
3.1. Êîëüöåâûå Q-ãîìåîìîðôèçìû îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ . . . 55
3.2. Õàðàêòåðèçàöèÿ êîëüöåâûõQ-ãîìåîìîðôèçìîâ îòíîñèòåëü-

íî p-ìîäóëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.3. Èñêàæåíèå îáúåìà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.4. Ïîâåäåíèå â òî÷êå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3



Îãëàâëåíèå

3.5. Êîíå÷íàÿ ëèïøèöåâîñòü êîëüöåâûõQ-ãîìåîìîðôèçìîâ îò-
íîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.6. Ìîäóëè ñåìåéñòâ ïîâåðõíîñòåé . . . . . . . . . . . . . . . . 72
3.7. Íèæíèå Q-ãîìåîìîðôèçìû îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ . . . . 75
3.8. Âçàèìîñâÿçü íèæíèõ è âåðõíèõ ìîäóëüíûõ íåðàâåíñòâ . . 77

Ãëàâà 4. Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîð-
ôèçìîâ â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ 79
4.1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
4.2. Íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà ãðàíèöó . . . . . . . . . . . . 85
4.3. Äàëüíåéøèå ñëåäñòâèÿ è ïðèëîæåíèÿ . . . . . . . . . . . . 88
4.4. Ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå íà ãðàíèöó . . . . . . . . . . . 90

×àñòü II. Ê òåîðèè îòîáðàæåíèé êëàññîâ Ñîáîëåâà íà
ïëîñêîñòè 91

Ãëàâà 5. Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå è çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ
óðàâíåíèé Áåëüòðàìè 91
5.1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
5.2. Ñâÿçü êëàññà W 1,1

loc
ñ íèæíèìè Q-ãîìåîìîðôèçìàìè . . . . 93

5.3. Ñâÿçü W 1,1
loc

ñ êîëüöåâûìè Q-ãîìåîìîðôèçìàìè . . . . . . . 96
5.4. Îá îáëàñòÿõ ñ ðåãóëÿðíûìè ãðàíèöàìè . . . . . . . . . . . 100
5.5. Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå ãîìåîìîðôíûõ ðåøåíèé . . . . . . . 103
5.6. Ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â îäíîñâÿçíûõ îá-

ëàñòÿõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
5.7. Ïñåâäîðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ â ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ . . . 111
5.8. Ìíîãîçíà÷íûå ðåøåíèÿ â ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ . . . . . 113

Ãëàâà 6. Ê òåîðèè îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè èíòå-
ãðàëüíîãî òèïà 115
6.1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
6.2. Òåîðåìû ñõîäèìîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
6.3. Òåîðåìû íîðìàëüíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
6.4. Òåîðåìû êîìïàêòíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

Ãëàâà 7. Ê òåîðèè îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííîãî òèïà 126
7.1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
7.2. Òåîðåìû ñõîäèìîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
7.3. Òåîðåìû íîðìàëüíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
7.4. Òåîðåìû êîìïàêòíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

4



Îãëàâëåíèå

×àñòü III. Ê òåîðèè îòîáðàæåíèé êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà
â ïðîñòðàíñòâå 139

Ãëàâà 8. Ê îáùåé òåîðèè êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà 139
8.1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
8.2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
8.3. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü îòêðûòûõ îòîáðàæåíèé . . . . . . . 148
8.4. Óñëîâèå Ëóçèíà è ñâîéñòâî Ñàðäà íà ïîâåðõíîñòÿõ . . . . 150
8.5. Î êîìïàêòíûõ êëàññàõ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà . . . . . . . . . . 155
8.6. Íèæíèå è êîëüöåâûå Q-ãîìåîìîðôèçìû . . . . . . . . . . . 159
8.7. Íèæíèå Q-ãîìåîìîðôèçìû è êëàññû Îðëè÷à�Ñîáîëåâà . . 162

Ãëàâà 9. Ëîêàëüíîå è ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå êëàññîâ Îðëè÷à�
Ñîáîëåâà 166
9.1. Ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûå ñåìåéñòâà ãîìåîìîðôèçìîâ . 166
9.2. Îá îáëàñòÿõ ñ ðåãóëÿðíûìè ãðàíèöàìè . . . . . . . . . . . 171
9.3. Íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà ãðàíèöó . . . . . . . . . . . . 174
9.4. Ïðîäîëæåíèå íà ãðàíèöó îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé . . . . . . 177
9.5. Ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå íà ãðàíèöó . . . . . . . . . . . 179
9.6. Óñòðàíåíèå èçîëèðîâàííûõ îñîáåííîñòåé . . . . . . . . . . 181
9.7. Óñòðàíåíèå NED-ìíîæåñòâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

Ãëàâà 10. Ñõîäèìîñòü è êîìïàêòíîñòü îòîáðàæåíèé êëàñ-
ñîâ Ñîáîëåâà 187
10.1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
10.2. Ñõîäèìîñòè ãîìåîìîðôèçìîâ êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà . 188
10.3. Íîðìàëüíûå ñåìåéñòâà ãîìåîìîðôèçìîâ . . . . . . . . . . . 193
10.4. Êëàññû Îðëè÷à�Ñîáîëåâà è èíòåãðàë Äèðèõëå . . . . . . . 195
10.5. Îñíîâíàÿ ëåììà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
10.6. Ïîëóíåïðåðûâíîñòü äèëàòàöèé â ñðåäíåì . . . . . . . . . . 205
10.7. Êîìïàêòíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ êëàññîâ Ñîáîëåâà . . . . . 217
10.8. Òî÷íîñòü óñëîâèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

5



Îãëàâëåíèå

×àñòü IV. Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå îòîáðàæåíèé íà ìíîãî-
îáðàçèÿõ 229

Ãëàâà 11. Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîð-
ôèçìîâ 229
11.1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229
11.2. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . 230
11.3. Î íåïðåðûâíîì ïðîäîëæåíèè íà ãðàíèöó . . . . . . . . . . 236
11.4. Î ïðîäîëæåíèè íà ãðàíèöó îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé . . . . 240
11.5. Î ãîìåîìîðôíîì ïðîäîëæåíèè íà ãðàíèöó . . . . . . . . . 240

Ãëàâà 12. Îá îòîáðàæåíèÿõ êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà íà
ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ 242
12.1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242
12.2. Ñâÿçü W 1,φ

loc
ñ íèæíèìè Q-ãîìåîìîðôèçìàìè . . . . . . . . 244

12.3. Ñâÿçü íèæíèõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ ñ êîëüöåâûìè . . . . . . 249
12.4. Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå íèæíèõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ . . . . . 252
12.5. Ñëåäñòâèÿ äëÿ êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà . . . . . . . . . . 256

Ïðèëîæåíèå À.
Î äèôôåðåíöèðóåìîñòè àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé ïî Êàëüäåðîíó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259

Ïðèëîæåíèå Á.
Îá îöåíêàõ åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâåííûõ
îáëàñòÿõ ïî Â.È. Êðóãëèêîâó . . . . . . . . . . . . . . . . . 271

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 276

Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü 286

6



Ïîñâÿùàåòñÿ 95-ëåòèþ Íàöèíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû

ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Òåîðèÿ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ âûñîêîðàçâèòîé ÷àñòüþ ñîâðåìåííîãî ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ýòà òåîðèÿ áåðåò ñâîå íà÷àëî ñî çíàìåíèòûõ ðà-
áîò Áåëüòðàìè, Ãàócñà, Ãèëüáåðòà, Ëèóâèëëÿ, Ïóàíêàðå, Ðèìàíà, Øâàð-
öà è äðóãèõ èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ. Òåîðèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
äàâíî óæå ñòàëà îáðàçöîì íàèáîëåå ðàçâèòûõ è òùàòåëüíûõ ðàçðàáî-
òàííûõ âåòâåé ìàòåìàòèêè. Â ýòîé òåîðèè îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü
êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèÿì, êîòîðûå íàøëè ìíîãî÷èñëåííûå âàæíûå
ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ïîòåíöèàëà, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, óíèôîðìè-
çààöèè, ãèäðî- è àýðîäèíàìèêå, ýëåêòðî- è ìàãíèòîñòàòèêå.

Â êîíöå 20-õ � íà÷àëå 30-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ Ãð�å÷, Ëàâðåí-
òüåâ è Ìîððè ââåëè áîëåå îáùèé êëàññ îòîáðàæåíèé, âïîñëåäñòâèè íà-
çâàííûõ êâàçèêîíôîðìíûìè. Âñêîðå îíè áûëè ïðèìåíåíû ê êëàññè÷å-
ñêèì ïðîáëåìàì î íàêðûâàþùèõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé (Àëüôîðñ),
ìîäóëÿõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé (Òåéõìþëëåð) è êëàññèôèêàöèè îä-
íîñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé (Âîëêîâûñêèé). Âïîñëåäñòâèè êâà-
çèêîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ áûëè îïðåäåëåíû â âûñøèõ ðàçìåðíîñòÿõ
(Ëàâðåíòüåâ, Ãåðèíã, Âÿéñÿëÿ), à çàòåì îáîáùåíû äî îòîáðàæåíèé ñ îãðà-
íè÷åííûì èñêàæåíèåì (Ðåøåòíÿê), èìåíóåìûõ òàêæå êâàçèðåãóëÿðíû-
ìè îòîáðàæåíèÿìè (Ìàðòèî, Ðèêìàí, Âÿéñÿëÿ). Îòìåòèì, ÷òî êâàçèðå-
ãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ ìîãóò èìåòü òî÷êè âåòâëåíèÿ è ÿâëÿþòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííûì àíàëîãîì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Êâàçèêîíôîðìíûå è
êâàçèðåãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ îêàçàëèñü ïîëåçíûìè ïðè èçó÷åíèè êëåé-
íîâûõ ãðóïï, êîìïëåêñíîé äèíàìèêè, ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé, â òîïî-
ëîãèè, òåîðèè óïðóãîñòè, â ãèäðîäèíàìèêå, ýëåêòðî- è ìàãíèòîñòàòèêå
â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ. Â ðàáîòàõ Àëüôîðñà Ë., Àíäðåÿí Êàçàêó Ê.,
Áåëèíñêîãî Ï.Ï., Áîÿðñêîãî Á.Â., Âåêóà È.Í., Âîäîïüÿíîâà Ñ.Ê., Âèð-
òàíåíà Ê., Âîëêîâûñêîãî Ë.È., Âóîðèíåíà Ì., Âÿéñÿëÿ Þ., Ãåðèíãà Ô.,
Ãîëüäøòåéíà Â.Ì., Ãóòëÿíñêîãî Â.ß., Êàðàìàíà Ï., Êðóøêàëÿ Ñ.Ë.,
Ëàâðåíòüåâà Ì., Ëåõòî Î., Ìàðòèî Î., Ìèêëþêîâà Â.Ì., Ïåñèíà È.Í.,
Ðåøåòíÿêà Þ.Ã., Ðèêìàíà Ñ., Øàáàòà Á.Â. è äðóãèõ áûëè èçó÷åíû
îñíîâíûå ñâîéñòâà òàêèõ îòîáðàæåíèé.
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Ïðåäèñëîâèå

Â êîíöå 20 � íà÷àëå 21 ñòîëåòèÿ ïðîèçîøåë ïåðåõîä îò îòîáðàæå-
íèé ñ îãðàíè÷åííûì èñêàæåíèåì ïî Ðåøåòíÿêó ê èçó÷åíèþ òàê íàçûâà-
åìûõ îòîáðàæåíèé ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì ïî Èâàíöó, õàðàêòåðèñòèêè
êîòîðûõ óæå íå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè â îáëàñòè çàäàíèÿ, à ëèøü
êîíå÷íûìè ïî÷òè âñþäó. Îòìåòèì, ÷òî ýòîìó íà ñàìîì äåëå ïðåäøå-
ñòâîâàëî èçó÷åíèå íàøèìè îòå÷åñòâåííûìè ìàòåìàòèêàìè òàê íàçûâàå-
ìûõ îòîáðàæåíèé êâàçèêîíôîðìíûõ â ñðåäíåì, áåðóùèõ ñâîå íà÷àëî ñ
ðàáîò Êðóøêàëÿ Ñ.Ë., óïîìÿíåì òàêæå ðàáîòû Ãîëüáåðãà À., Ãóòëÿí-
ñêîãî Â.ß., Çîðè÷à Â., Êðóãëèêîâà Â.È., Êóäüÿâèíà Â.Ñ., Êþíàó Ð.,
Ìèêëþêîâà Â.Ì., Ïåðîâè÷à Ì., Ïåñèíà È.Í., Ðÿçàíîâà Â.È. è äðóãèõ
àâòîðîâ. Â ýòîé æå ñâÿçè íåîáõîäèìî òàêæå óïîìÿíóòü îòîáðàæåíèÿ ñ
îãðàíè÷åííûì èíòåãðàëîì Äèðèõëå, â ðàçâèòèå òåîðèè êîòîðûõ áîëü-
øîé âêëàä âíåñëà äîíåöêàÿ øêîëà ïî òåîðèè îòîáðàæåíèé âî ãëàâå ñ
÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì ÍÀÍ Óêðàèíû Ñóâîðîâûì Ã.Ä. Â ÷àñòíîñòè,
Ñóâîðîâ Ã.Ä. âíåñ áîëüøîé ëè÷íûé âêëàä â òåîðèþ ãðàíè÷íîãî ïîâåäå-
íèÿ, à òàêæå òåîðèþ ñõîäèìîñòè òàêèõ îòîáðàæåíèé.

Â ñòàòüå Áèøîïà-Ãóòëÿíñêîãî-Ìàðòèî-Âóîðèíåíà (2000) äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé áûëî ïîëó÷åíî ìîäóëü-
íîå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå âïîñëåäñòâèè ëåãëî â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ íî-
âûõ êëàññîâ òàê íàçûâàåìûõQ-ãîìåîìîðôèçìîâ (òåðìèí ïðåäëîæåí ïðî-
ôåññîðîì Îëëè Ìàðòèî). Ïî ñóùåñòâó ýòî áûëè òàêæå îòîáðàæåíèÿ ñ
êîíå÷íûì èñêàæåíèåì, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Q íå ïðåäïîëàãàëàñü îãðàíè-
÷åííîé, íî îïðåäåëåíèå íîñèëî ãåîìåòðè÷åñêèé õàðàêòåð è áûëî àíàëî-
ãè÷íî îïðåäåëåíèþ Âÿéñÿëÿ äëÿ êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé. Èçó-
÷åíèå ýòèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé íà÷èíàëîñü ñ ðàáîò Ìàðòèî-Ðÿçàíîâà-
Ñðåáðî-ßêóáîâà (2004-2005). Â ðàáîòå Ðÿçàíîâà-Ñàëèìîâà (2007) ýòè êëàñ-
ñû áûëè ðàñïðîñòðàíåíû è èçó÷àëèñü èìè â ïðîèçâîëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðàìè. Óïîìÿíåì òàêæå ñòàòüè ðóìûíñêèõ ìàòåìàòè-
êîâ Àíäðåÿí Êàçàêó Ê. è åå ó÷åíèêà Êðèñòåà Ì., êîòîðûå òàêæå èçó÷àþò
îòîáðàæåíèÿ ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì ìåòîäîì ìîäóëåé.

Âñëåä çà ýòèì â ðàáîòå Ðÿçàíîâà-Ñðåáðî-ßêóáîâà (2005) íà÷àëè èçó-
÷àòüñÿ áîëåå øèðîêèå êëàññû îòîáðàæåíèé òàê íàçûâàåìûõ êîëüöåâûõ
Q-ãîìåîìîðôèçìîâ, êîòîðûå áûëè ìîòèâèðîâàíû êîëüöåâûì îïðåäåëå-
íèåì êâàçèêîíôîðìíîñòè ïî Ãåðèíãó è îêàçàëèñü áîëåå âàæíûìè äëÿ
ïðèëîæåíèé. Ïåðâîíà÷àëüíî ýòè îòîáðàæåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü èìè â
ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèÿìè óðàâíåíèé Áåëüòðàìè íà ïëîñêîñòè è òîëüêî äëÿ
âíóòðåííèõ òî÷åê. Âïîñëåäñòâèè ïîíÿòèå êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìà
áûëî ðàñïðîñòðàíåíî èìè â ãðàíè÷íûå òî÷êè îáëàñòåé, ÷òî ïðåâðàòèëî
èõ â ìîùíûé èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ ãðàíè÷íîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé.
Çàòåì â ðàáîòàõ Ðÿçàíîâà-Ñåâîñòüÿíîâà, à òàêæå Àôàíàñüåâîé Å.Ñ. è
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Ëîìàêî Ò.Â., ýòè êëàññû áûëè ðàñïðîñòðàíåíû è èçó÷àëèñü èìè â Rn,
n > 3, à çàòåì è â ïðîèçâîëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðàìè.

Âåñüìà ïîëåçíûì èíñòðóìåíòîì ïðè èññëåäîâàíèè ïëîñêèõ è ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ îòîáðàæåíèé îêàçàëèñü òàêæå òàê íàçûâàåìûå íèæíèå
Q-ãîìåîìîðôèçìû, êîòîðûå áûëè âïåðâûå ââåäåíû è èçó÷àëèñü â ðàáî-
òå Êîâòîíþêà-Ðÿçàíîâà (2008). Èõ îïðåäåëåíèå òàêæå íîñèò ãåîìåòðè-
÷åñêèé õàðàêòåð è ìîòèâèðîâàíî êîëüöåâûì îïðåäåëåíèåì Ãåðèíãà äëÿ
êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé. Îòìåòèì, ÷òî ìíîãèå ðåçóëüòàòû óïî-
ìÿíóòûõ èññëåäîâàíèé óæå áûëè îòðàæåíû â ìîíîãðàôèÿõ [188] è [252].
Îäíàêî, íåäàâíî â ðàáîòàõ Ãîëüáåðãà À. è Ñàëèìîâà Ð.Ð. ïîìèìî êîëü-
öåâûõ è íèæíèõ Q-ãîìåîìîðôèçìû îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ
ñòàëè èçó÷àòüñÿ êîëüöåâûå è íèæíèå Q-ãîìåîìîðôèçìîâ îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâîëüíîãî p-ìîäóëÿ. Êðîìå òîãî, â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå ýòè êëàññû
îòîáðàæåíèé íàøëè âàæíûå ïðèëîæåíèÿ êàê â òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè íà ïëîñêîñòè, òàê è â òåîðèè ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ãîìåîìîðôèçìîâ êëàññîâ Ñîáîëåâà è áîëåå îáùèõ êëàññîâ Îðëè÷à-
Ñîáîëåâà. Ýòèì ïðèëîæåíèÿì è ïîñâÿùåíà äàííàÿ êíèãà.

Ïåðâàÿ ÷àñòü êíèãè ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ òåîðèè êîëüöåâûõ è íèæ-
íèõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ êàê îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ, òàê è
îòíîñèòåëüíî áîëåå îáùèõ p-ìîäóëåé. Çäåñü ïîëó÷åí øèðîêèé êðóã ðå-
çóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì ñõîäèìîñòè, êîìïàêòíîñòè,
ëîêàëüíîãî è ãðàíè÷íîãî ïîâåäåíèÿ óêàçàííûõ îòîáðàæåíèé. Ýòà ÷àñòü
ñîñòàâëÿåò ìåòîäîëîãè÷åñêóþ áàçó âñåé êíèãè.

Âòîðàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò òåîðèþ ãîìåîìîðôèçìîâ êëàññà Ñîáîëåâà
W 1,1

loc
íà ïëîñêîñòè. Ïî ñóùåñòâó ýòî ýêâèâàëåíòíî èçó÷åíèþ ãîìåîìîðô-

íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Áåëüòðàìè ñ îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè. Çäåñü
óñòàíîâëåí ðÿä òåîðåì î ãðàíè÷íîì ïîâåäåíèè òàêèõ ðåøåíèé è íà ýòîé
îñíîâå ïîëó÷åíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé çàäà÷è
Äèðèõëå â îäíîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ è ïñåâäîðåãóëÿðíûõ è ìíîãîçíà÷íûõ
ðåøåíèé â êîíå÷íîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ. Êðîìå òîãî, çäåñü óñòàíîâëåí ðÿä
òåîðåì ñõîäèìîñòè è êîìïàêòíîñòè äëÿ êëàññîâ ðåøåíèé óðàâíåíèé Áåëü-
òðàìè ñ îãðàíè÷åíèÿìè èíòåãðàëüíîãî è òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî õà-
ðàêòåðà íà êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò.Ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû âàæíû êàê
äëÿ òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ â öåëîì, òàê è äëÿ òåîðèè âàðèàöèé â
ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Áåëüòðàìè.

Òðåòüÿ ÷àñòü êíèãè ïîñâÿùåíà òåîðèè îòîáðàæåíèé â Rn, n > 3,
êëàññîâ Ñîáîëåâà W 1,p

loc
ïðè p > n− 1, à òàêæå êëàññîâ Îðëè÷à-Ñîáîëåâà

W 1,φ
loc

ïðè óñëîâèÿõ òèïà Êàëüäåðîíà íà ôóíêöèþ φ. Äëÿ òàêèõ êëàññîâ
îòîáðàæåíèé óñòàíîâëåí öåëûé ðÿä òåîðåì ñõîäèìîñòè è êîìïàêòíîñòè
è òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè òàêèõ îòîáðàæåíèé íà ãðàíèöó.
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Íàêîíåö, â ÷åòâåðòîé ÷àñòè êíèãè ïðåäñòàâëåíà òåîðèÿ ãðàíè÷íîãî
ïîâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõMn, n ≥ 3, êëàññîâ
Îðëè÷à-ÑîáîëåâàW 1,φ

loc
ñ óñëîâèÿìè òèïà Êàëüäåðîíà íà φ è, â ÷àñòíîñòè,

êëàññîâ Ñîáîëåâà W 1,p
loc

ïðè p > n− 1.
Çàìåòèì, ÷òî, êàê ýòî áûëî âïåðâûå îáíàðóæåíî åù�å â ðàáîòàõ Á.Â. Áî-

ÿðñêîãî è Ô. Ãåðèíãà, êâàçèêîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ â Rn, n > 2, ïðè-
íàäëåæàò êëàññó W 1,p

loc
ïðè íåêîòîðîì p > n. Îäíàêî, êàê ýòî ñòàëî ïî-

íÿòíî, íàïðèìåð, óæå èç ðàáîòû Ãè Äàâèäà (1988), ïðè íåîãðàíè÷åííûõ
äèëàòàöèÿõ îòîáðàæåíèÿ ïðèíàäëåæàò, âîîáùå ãîâîðÿ, ëèøü êëàññàì
Ñîáîëåâà W 1,p

loc
ïðè p < n, äàæå åñëè äèëàòàöèè èíòåãðèðóåìû â ëþáîé

ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ñòåïåíè.
Òàêèì îáðàçîì, ðàçâèòàÿ íàìè òåîðèÿ ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü îñ-

íîâíóþ ÷àñòü òåîðèè êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé íà çíà÷èòåëüíî
áîëåå øèðîêèå êëàññû îòîáðàæåíèé íà ïëîñêîñòè, â ïðîñòðàíñòâå, íà
ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðàìè.

Àâòîðû õîòåëè áû âûðàçèòü èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ÷ëåíó-êîð-
ðåñïîíäåíòó ÍÀÍ Óêðàèíû Â.ß. Ãóòëÿíñêîìó çà åãî ïîñòîÿííîå âíèìà-
íèå ê íàøåé ðàáîòå, ïðîôåññîðó Â.È. Ðÿçàíîâó çà îáùåå íàó÷íîå ðóêî-
âîäñòâî è ðåäàêòèðîâàíèå òåêñòîâ, à òàêæå ê.ô.-ì.í. Å.Ñ. Àôàíàñüåâîé
(Ñìîëîâîé) è Ò.Â. Ëîìàêî çà ëþáåçíî ïðåäîñòàâëåííûå ìàòåðèàëû èõ
ñòàòåé è äèññåðòàöèé è ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêå ìîíîãðàôèè. Íàêîíåö,
àâòîðû ïðèçíàòåëüíû Îëå Òêà÷åíêî çà áîëüøóþ òåõíè÷åñêóþ ðàáîòó,
âûïîëíåííóþ â ïðîöåññå ïîäãîòîâêè ìîíîãðàôèè ê ïóáëèêàöèè.
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×àñòü I.

Ê òåîðèè êëàññîâ îòîáðàæåíèé ñ

ìîäóëüíûìè óñëîâèÿìè

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ÷àñòè ìîíîãðàôèè ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ïî ëî-
êàëüíîìó è ãðàíè÷íîìó ïîâåäåíèþ îòîáðàæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðå-
äåëåííûì ìîäóëüíûì è åìêîñòíûì óñëîâèÿì, ÷òî ñîñòàâëÿåò ìåòîäî-
ëîãè÷åñêóþ áàçó âñåé êíèãè. Ìîäóëè ñåìåéñòâ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé
ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì ãåîìåòðè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì â òåîðèè îòîáðàæå-
íèé. Ðàçâèòèå ìåòîäà ìîäóëåé, ïðîèñõîäèâøåå â ïîñëåäíåå âðåìÿ, òåñ-
íî ñâÿçàíî ñ ñîâðåìåííûìè êëàññàìè îòîáðàæåíèé, ñì., íàïð., ìîíîãðà-
ôèþ [252], è óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñì., íàïð., ìîíîãðà-
ôèþ [188]. Ñìîòðè òàêæå íåäàâíèå êíèãè ïî òåîðèè ìîäóëåé è ¼ìêî-
ñòåé [7,20] è [321], à òàêæå ñëåäóþùèå ñòàòüè è ìîíîãðàôèè [4,31,48,77,
99,105,112,115,119�123,146,153�158,169,169,174,204,225,248,320,323,327]
è äàëüíåéøèå ññûëêè â íèõ.

Ãëàâà 1. Î ñõîäèìîñòè è êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâåí-

íûõ ãîìåîìîðôèçìîâ

Â äàííîé ãëàâå ìû ïðèâîäèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ ïî òåîðèè ñõîäèìî-
ñòè îáùèõ ãîìåîìîðôèçìîâ è ðàçâèâàåì òåîðèþ êîìïàêòíîñòè äëÿ òàê
íàçûâàåìûõ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ. Êîëüöåâûå Q-ãîìåîìîðôèç-
ìû áûëè ââåäåíû ñíà÷àëà íà ïëîñêîñòè â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì âûðîæäåí-
íûõ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè, ñì., íàïð., ðàáîòû [286, 288] è [292] è ìîíî-
ãðàôèè [188] è [252]. Òåîðèÿ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ èìååò òàêæå
ïðèëîæåíèÿ ê ðàçëè÷íûì êëàññàì îòîáðàæåíèé ñ êîíå÷íûì èñêàæåíè-
åì, èíòåíñèâíî èçó÷àåìûì â ïîñëåäíåå âðåìÿ, ñì., íàïð., [252] è äàëüíåé-
øèå ññûëêè â ýòîé ìîíîãðàôèè. Èçó÷åíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ êîëüöåâûõ
Q-ãîìåîìîðôèçìîâ íà÷èíàëîñü â ðàáîòàõ [86], [87] è [282]. Ðåçóëüòàòû
äàííîé ãëàâû áûëè âïåðâûå îïóáëèêîâàíû â ïðåïðèíòå [283], ñì. òàêæå
íåêîòîðûå èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â æóðíàëüíîé ñòàòüå [285].
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1.1. Ââåäåíèå

Â äàëüíåéøåì, â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå Rn = Rn
∪
{∞} ìû èñ-

ïîëüçóåì ñôåðè÷åñêóþ (õîðäàëüíóþ) ìåòðèêó h(x, y) : = |π(x)−
−π(y)| , ãäå π � ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ïðîñòðàíñòâà Rn íà ñôåðó
Sn(1

2
en+1,

1
2
) â Rn+1, ò.å.

h(x, y) =
|x− y|√

1 + |x|2
√
1 + |y|2

, x ̸= ∞ ̸= y, h(x,∞) =
1√

1 + |x|2
.

Îòìåòèì, ÷òî h(x, y) ≤ 1 , è h(x, y) ≤ |x − y| . Ñôåðè÷åñêèé (õîð-
äàëüíûé) äèàìåòð ìíîæåñòâà E ⊂ Rn åñòü âåëè÷èíà

h(E) = sup
x,y∈E

h(x, y) .

Äëÿ òî÷êè z ∈ Rn è ìíîæåñòâà E ⊆ Rn ìû òàêæå îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå
h(z, E) êàê òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü h(z, y) ïî âñåì y ∈ E, à äëÿ ìíîæåñòâ
F ⊆ Rn è E ⊆ Rn � ðàññòîÿíèå h(F,E) êàê òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü h(z, y)
ïî âñåì z ∈ F è y ∈ E.

Íàïîìíèì, ÷òî áîðåëåâà ôóíêöèÿ ρ : Rn → [0,∞], n > 2, íàçûâàåòñÿ
äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà Γ êðèâûõ γ â Rn, ïèøóò ρ ∈ admΓ, åñëè∫

γ

ρ(x)|dx| > 1 ∀ γ ∈ Γ .

Êîíôîðìíûì ìîäóëåì èëè ïðîñòî ìîäóëåì ñåìåéñòâà êðèâûõ Γ íà-
çûâàåòñÿ âåëè÷èíà

M(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫
Rn

ρn(x) dm(x) .

Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, E, F ⊂ Rn � ïðîèçâîëüíûå ìíîæå-
ñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(E,F,D) ñåìåéñòâî âñåõ êðèâûõ γ : [a, b] → Rn,
êîòîðûå ñîåäèíÿþò E è F â D, ò.å. γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F è γ(t) ∈ D ïðè
a < t < b. Ïîëàãàåì Γ(E,F ) = Γ(E,F,Rn), åñëè D = Rn.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ñâÿçíî, åñ-
ëè åãî íåëüçÿ ðàçáèòü íà äâà íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâà, ñì. [47],
ñ. 136. Êîìïàêòíûå ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ êîíòèíóóìàìè,
ñì. [47], ñ. 176.
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Ãëàâà 1. Î ñõîäèìîñòè è êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ ãîìåîìîðôèçìîâ

Êîëüöåâîé îáëàñòüþ, èëè êîëüöîì â Rn áóäåì íàçûâàòü îáëàñòü
R â Rn, äîïîëíåíèå êîòîðîé èìååò ðîâíî äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.
Ïóñòü R � êîëüöî â Rn. Òîãäà, åñëè C1 è C2 � ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîæå-
ñòâà Rn \ R, òî áóäåì çàïèñûâàòü ýòî â âèäå: R = R(C1, C2). �ìêîñòüþ
êîëüöà R íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

capR(C1, C2) : = M(Γ(C1, C2, R)) ,

ñì., íàïð., ðàçä. 5.49 â [323]. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

M(Γ(C1, C2, R)) = M(Γ(C1, C2)) ,

ñì. òåîðåìó 11.3 â [320]. Êîíôîðìíûé ìîäóëü êîëüöà R(C1, C2) îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

modR(C1, C2) =

(
ωn−1

M(Γ(C1, C2))

)1/(n−1)

,

ãäå ωn−1 � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â Rn, ñì., íàïð., ôîðìóëó (5.50)
â [323].

Ñëåäóþùèå ôàêòû áóäóò â äàëüíåéøåì ïîëåçíû, ñì. [174] èëè 7.37
â [323] .

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü R(E ,F ) � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî. Òîãäà

capR(E ,F ) ≥ capRT

(
1

h (E) h (F )

)
, (1.1)

ãäå
RT (t) = R([−1, 0] , [t,∞]) , t > 1 , (1.2)

- êîëüöî Òåéõìþëëåðà â Rn .

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

cap RT (t) =
ωn−1

[log Φ(t)]n−1 , (1.3)

ãäå ωn−1 � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â Rn , à ôóíêöèÿ Φ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì:

t+ 1 ≤ Φ(t) ≤ λ2n · (t+ 1) < 2λ2n · t, t > 1 ,

λn ∈ [4, 2en−1) , λ2 = 4 , λ1/nn → e ïðè n → ∞ ,

ñì., íàïð., [174], ñ. 225�226, (7.19) è (7.22) â [323].
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Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèÿ (1.1) èìååì ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Äëÿ ëþáûõ êîíòèíóóìîâ E è F â Rn ,

capR(E,F ) ≥ ωn−1[
log 2λ2n

h(E)h(F )

]n−1 , (1.4)

ãäå ωn−1 � ïëîùàäü ñôåðû Sn−1 â Rn, λn ∈ [4, 2en−1), λ2 = 4 è λ1/nn → e
ïðè n→ ∞ .

Ëåììà 1.1. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n ≥ 2 , f : D → Rn−
ãîìåîìîðôèçì ñ h(Rn \ f(D)) ≥ ∆ > 0 è ïóñòü x0 ∈ D, y ∈ B(x0, r0),
r0 ≤ ρ (x0, ∂D), S0 = {x ∈ Rn : |x − x0| = r0} è S = {x ∈ Rn : |x − x0| =
|y − x0|}. Òîãäà

h(f(y), f(x0)) ≤ αn
∆

· exp

{
−
(

ωn−1

M (Γ (fS0, fS , fD))

) 1
n−1

}
(1.5)

ãäå ωn−1 � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû Sn−1 â Rn, αn = 2λ2n ñ λn ∈
[4, 2en−1), λ2 = 4 è λ1/nn → e ïðè n→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E îáîçíà÷àåò êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà Rn \
fA , ñîäåðæàùóþ f(x0) , è F − êîìïîíåíòó, ñîäåðæàùóþ ∞ , ãäå

A = {x ∈ Rn : |y − x0| < |x− x0| < r0} .

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2 , áóäåì èìåòü:

cap R(E,F ) ≥ ωn−1{
log 2λ2n

h(E)h(F )

}n−1 (1.6)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

h(E) ≤ 2λ2n
h(F )

exp

{
−
(

ωn−1

cap R(E,F )

) 1
n−1

}
, (1.7)

îòêóäà è ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (1.5). Ëåììà äîêàçàíà. 2

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ìîòèâèðîâàíî êîëüöåâûì îïðåäåëåíèåì êâà-
çèêîíôîðìíîñòè ïî Ãåðèíãó, ñì., íàïð., [171]. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn,
n > 2, Q : D → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëîæèì

A(x0, r1, r2) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2} ,

14



Ãëàâà 1. Î ñõîäèìîñòè è êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ ãîìåîìîðôèçìîâ

S(x0, ri) = {x ∈ Rn : |x− x0| = ri} , i = 1, 2.

Ãîâîðèì (ñì. [86]), ÷òî ãîìåîìîðôèçì f îáëàñòè D â Rn ÿâëÿåòñÿ
êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå x0 ∈ D, åñëè

M (Γ (f(S1), f(S2))) 6
∫
A

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) (1.8)

äëÿ ëþáîãî êîëüöà A = A(x0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < r0 = dist(x0, ∂D),
Si = S(x0, ri), i = 1, 2, è äëÿ êàæäîé èçìåðèìîé ôóíêöèè η : (r1, r2) →
→ [0,∞] òàêîé, ÷òî

r2∫
r1

η(r) dr > 1 .

Åñëè óñëîâèå (1.8) èìååò ìåñòî â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ D, òî òàêæå
ãîâîðèì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â îáëàñòè
D.

Õàðàêòåðèçàöèÿ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ áûëà äàíà â ðàáîòå
[86], ñì. íèæå â ðàçäåëå 3.2.

1.2. Ôóíêöèè êëàññîâ BMO, VMO è FMO

Ãîâîðÿò, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ φ ∈ L1
loc
(D) èìååò îãðàíè÷åííîå

ñðåäíåå êîëåáàíèå â îáëàñòè D ⊂ Rn, ïèøóò φ ∈ BMO(D), ëèáî ïðî-
ñòî φ ∈ BMO, åñëè

∥φ∥∗ = sup
B⊂D

1

|B|

∫
B

|φ(x)− φB| dm(x) <∞, (1.9)

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (1.9) áåð¼òñÿ ïî âñåì øàðàì B, ëåæàùèì â
îáëàñòè D, à

φB = −
∫
B

φ(x) dm(x) : =
1

|B|

∫
B

φ(x) dm(x) (1.10)

îáîçíà÷àåò ñðåäíåå èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè φ íàä øàðîì B.

Ïðîñòðàíñòâî BMO, ââåäåííîå Äæîíîì è Íèðåíáåðãîì â ðàáîòå [214],
íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé ãàðìîíè÷å-
ñêîãî àíàëèçà, êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè è ñìåæíûõ îáëàñòåé, ñì. ìîíîãðàôèè [199] è [276]. Â ÷àñòíî-
ñòè, ÂÌÎ òåñíî ñâÿçàíî ñ òåîðèåé êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, ñì.,
íàïð., [124�126,175,215,275] è [276].
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Ôóíêöèÿ φ êëàññà BMO íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé èñ÷åçàþùåãî ñðåä-
íåãî êîëåáàíèÿ, ñîêð. φ ∈ VMO, åñëè ñóïðåìóì â (1.9) ïî âñåì øàðàì
B â îáëàñòè D, òàêèì ÷òî |B| < ε, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ε → 0. Ïðî-
ñòðàíñòâî VMO ââåäåíî Ñàðàñîíîì â ñòàòüå [297]. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷è-
òåëüíîå ÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ, èìåþùèõ êîýôôèöèåíòû êëàññà VMO, ñì., íàïð., [150, 211,253,
267] è [271].

Ñëåäóÿ ðàáîòå [35], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ φ : D → R èìååò
êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëåáàíèå â òî÷êå x0 ∈ D, åñëè

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

|φ(x)− φ̃ε| dm(x) <∞, (1.11)

ãäå

φ̃ε = −
∫
B(x0,ε)

φ(x) dm(x) (1.12)

îáîçíà÷àåò ñðåäíåå èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè φ íàä øàðîì
B(x0, ε) = {x ∈ Rn : |x− x0| < ε}. Êàê èçâåñòíî, ñ óñëîâèåì (1.11) ñîâìå-
ñòèìà ñèòóàöèÿ, êîãäà φ̃ε → ∞ ïðè ε→ 0. Ãîâîðèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ
φ : D → R èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëåáàíèå â îáëàñòè D, ïèøåì
φ ∈ FMO(D), ëèáî ïðîñòî φ ∈ FMO, êîãäà íåäîðàçóìåíèå íåâîçìîæíî,
åñëè φ èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëåáàíèå â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ D.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè âñåõ 1 6 p <∞ èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ L∞(D) ⊂
BMO(D) ⊂ Lp

loc
(D), ñì., íàïð., [214] è [276]. Îäíàêî, FMO(D) íå ÿâëÿåòñÿ

ïîäêëàññîì Lp
loc
(D) íè äëÿ êàêîãî p > 1, õîòÿ FMO(D) ⊂⊂ L1

loc
(D),

ñì. ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð â ðàçä. 11.2 â [252]. Òàêèì îáðàçîì, FMO
ñóùåñòâåííî øèðå BMOloc.

Ïðèâåäåì åùå íåêîòîðûå ôàêòû î ôóíêöèÿõ êîíå÷íîãî ñðåäíåãî êî-
ëåáàíèÿ èç ðàáîòû [35], ñì. òàêæå ðàçäåë 6.2 â [252].

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë φε ∈ R, ε ∈ (0, ε0],

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

|φ(x)− φε| dm(x) <∞ , (1.13)

òî ôóíêöèÿ φ èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëåáàíèå â òî÷êå x0.

Ñëåäñòâèå 1.1. Â ÷àñòíîñòè, åñëè â òî÷êå x0 ∈ D âûïîëíåíî óñëî-
âèå

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

|φ(z)| dm(x) <∞ , (1.14)

òî ôóíêöèÿ φ èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëåáàíèå â x0.
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Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà x0 ∈ D íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ëåáåãà ôóíêöèè
φ : D → R, åñëè φ èíòåãðèðóåìà â îêðåñòíîñòè x0 è

lim
ε→0

−
∫
B(x0, ε)

|φ(x)− φ(x0)| dm(x) = 0 . (1.15)

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü x0 � òî÷êà Ëåáåãà äëÿ ôóíêöèè φ . Òîãäà
ôóíêöèÿ φ èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëåáàíèå â òî÷êå x0.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèè φ ∈ L1
loc
(D) ïî÷òè âñå òî÷êè D ÿâëÿþòñÿ

åå òî÷êàìè Ëåáåãà è, òàêèì îáðàçîì, êîíå÷íîãî ñðåäíåãî êîëåáàíèÿ.

Ñëåäñòâèå 1.3. Ëþáàÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ φ : D →
R èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëåáàíèå ïî÷òè âî âñåõ òî÷êàõ D.

Êëþ÷åâîå çíà÷åíèå äëÿ íàøèõ äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèé èìååò ñëå-
äóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü D îáëàñòü â Rn, n > 2, è φ : D → R � íåîòðèöà-
òåëüíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëåáàíèå â òî÷êå 0 ∈ D.
Òîãäà ∫

ε<|x|<ε0

φ(x) dm(x)

(|x| log 1
|x|)

n
= O

(
log log

1

ε

)
(1.16)

ïðè ε→ 0 äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε0 < dist (0, ∂D).

Ïðèâåäåííàÿ âûøå ëåììà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè âûðîæäåí-
íûõ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè, ðàâíî êàê è â ñîâðåìåííîé òåîðèè îòîáðàæå-
íèé, ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó ìîíîãðàôèè [188] è [252].

1.3. Î íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ Φ−1 ìîæåò áûòü êîððåêòíî îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîé
íåóáûâàþùåé ôóíêöèè Φ : [0,∞] → [0,∞] :

Φ−1(τ) = inf
Φ(t)≥τ

t . (1.17)

Êàê îáû÷íî, inf â (1.17) ðàâåí ∞, åñëè ìíîæåñòâî t ∈ [0,∞], òàêèõ ÷òî
Φ(t) ≥ τ, ïóñòî. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþ-
ùåé. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî åñëè h : [0,∞] → [0,∞] - ñîõðàíÿþùèé
îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì è φ : [0,∞] → [0,∞] - íåóáûâàþùàÿ ôóíê-
öèÿ, òî

(φ ◦ h)−1 = h−1 ◦ φ−1 . (1.18)
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Çàìå÷àíèå 1.1. Èç îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî

Φ−1(Φ(t)) ≤ t ∀ t ∈ [0,∞] (1.19)

ñ ðàâåíñòâîì â (1.19), èñêëþ÷àÿ èíòåðâàëû ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè Φ(t).

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå t 7→ tp äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî p ÿâëÿ-
åòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîì [0,∞] íà [0,∞], òåîðåìà
2.1 èç ñòàòüè [291], ñì. òàêæå òåîðåìó 2.3 â ìîíîãðàôèè [188], ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå, áîëåå óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøèõ ïðèëîæå-
íèé. Çäåñü, â (1.21) è (1.22), ìû äîïîëíÿåì îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëîâ ∞
ïðè Φp(t) = ∞, ñîîòâåòñòâåííî, Hp(t) = ∞, äëÿ âñåõ t ≥ T ∈ [0,∞). Èí-
òåãðàë â (1.22) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà � Ñòèëüòüåñà, à èíòåãðàëû
â (1.21) è (1.23)�(1.26) � êàê îáû÷íûå èíòåãðàëû Ëåáåãà.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ïóñòü Φ : [0,∞] → [0,∞] � íåóáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ. Ïîëàãàåì

Hp(t) = log Φp(t) , Φp(t) = Φ (tp) , p ∈ (0,∞) . (1.20)

Òîãäà ðàâåíñòâî
∞∫
δ

H ′
p(t)

dt

t
= ∞ (1.21)

âëå÷¼ò
∞∫
δ

dHp(t)

t
= ∞ (1.22)

è (1.22) ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

∞∫
δ

Hp(t)
dt

t2
= ∞ (1.23)

äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 è (1.23) ýêâèâàëåíòíî êàæäîìó èç ðàâåíñòâ:

δ∫
0

Hp

(
1

t

)
dt = ∞ (1.24)

ïðè íåêîòîðîì δ > 0,
∞∫
δ∗

dη

H−1
p (η)

= ∞ (1.25)
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ïðè íåêîòîðîì δ∗ > H(+0),

∞∫
δ∗

dτ

τΦ−1
p (τ)

= ∞ (1.26)

ïðè íåêîòîðîì δ∗ > Φ(+0).

Áîëåå òîãî, (1.21) ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ (1.22) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, (1.21)�(1.26) ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëî-
âèè, ÷òî Φ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà. Â ÷àñòíîñòè, âñå óñëîâèÿ (1.21)�
(1.26) ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ Φ ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé è íåóáûâàþùåé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ (1.21)�(1.26) ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñëàáûìè ïðè
áîëüøèõ p, ñì., íàïð., (1.23). Íåîáõîäèìî äàòü åù¼ îäíî ïîÿñíåíèå. Â
ïðàâûõ ÷àñòÿõ óñëîâèé (1.21)�(1.26) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñèìâîë +∞. Ïðè
Φp(t) = 0 äëÿ t ∈ [0, t∗], Hp(t) = −∞ äëÿ t ∈ [0, t∗], è ìû ïîëàãàåì
H ′
p(t) := 0 äëÿ t ∈ [0, t∗]. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (1.22) è (1.23) èñêëþ÷àþò

ñëó÷àé, êîãäà t∗ ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó èíòåãðèðîâàíèÿ â óêàçàííûõ
âûøå ñîîòíîøåíèÿõ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ëåâûå ÷àñòè â (1.22) è (1.23)
ëèáî îäíîâðåìåííî ðàâíû −∞, ëèáî íå îïðåäåëåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû
ìîæåì ïðåäïîëàãàòü â (1.21)�(1.24), ÷òî ∆ > t0 è, ñîîòâåòñòâåííî, δ <
1/t0, ãäå t0 : = sup

Φp(t)=0

t, t0 = 0 åñëè Φp(0) > 0.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ : [0,∞] → [0,∞] íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé,
åñëè

Φ(λt1 + (1− λ)t2) ≤ λ Φ(t1) + (1− λ) Φ(t2)

ïðè âñåõ t1, t2 ∈ [0,∞] è λ ∈ [0, 1].

Â äàëüíåéøåì, Rn(ε), ε ∈ (0, 1) îáîçíà÷àåò ñôåðè÷åñêîå êîëüöî â
ïðîñòðàíñòâå Rn, n ≥ 2,

Rn(ε) = { x ∈ Rn : ε < |x| < 1 } . (1.27)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ñì. ëåììó 3.1 â ñòàòüå [87], ÿâëÿåòñÿ îáîáùå-
íèåì è óñèëåíèåì ëåììû 3.1 èç ñòàòüè [291], ñì. òàêæå ëåììó 2.19 èç
ìîíîãðàôèè [188].

Ëåììà 1.3. Ïóñòü Q : Bn → [0,∞] � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, Φ :
[0,∞] → (0,∞] � íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, è ïóñòü ñðåäíåå èí-
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òåãðàëüíîå çíà÷åíèå M(ε) ôóíêöèè Φ ◦Q â êîëüöå Rn(ε) êîíå÷íî. Òîãäà

1∫
ε

dr

rq
1
p (r)

≥ 1

n

M(ε)
εn∫

eM(ε)

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1
p

∀ p ∈ (0,∞), ε ∈ (0, 1) ,

(1.28)
ãäå q(r) � ñðåäíåå èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Q(x) íàä ñôåðîé |x| =
r.

Çàìå÷àíèå 1.2. Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì p ∈ (0,∞) è ε ∈ (0, 1)
ñîîòíîøåíèå (1.28) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó:

1∫
ε

dr

rq
1
p (r)

≥ 1

n

M(ε)
εn∫

eM(ε)

dτ

τΦ−1
p (τ)

, Φp(t) := Φ(tp) . (1.29)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.3. Îáîçíà÷èì t∗ = sup
Φp(t)=τ0

t, τ0 = Φ(0) >

0. Ïîëàãàÿ Hp(t) : = log Φp(t), âèäèì, ÷òî H−1
p (η) = Φ−1

p (eη), Φ−1
p (τ) =

H−1
p (log τ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî

q
1
p (r) = H−1

p

(
log

h(r)

rn

)
= H−1

p

(
n log

1

r
+ log h(r)

)
∀ r ∈ R∗ (1.30)

ãäå h(r) : = rnΦ (q(r)) = rnΦp

(
q

1
p (r)

)
è R∗ = { r ∈ (ε, 1) : q

1
p (r) > t∗}.

Òîãäà
q

1
p (e−s) = H−1

p

(
ns + log h(e−s)

)
∀ s ∈ S∗ (1.31)

ãäå S∗ = {s ∈ (0, log 1
ε
) : q

1
p (e−s) > t∗}.

Òåïåðü, â ñèëó íåðàâåíñòâà Èåíñåíà è âûïóêëîñòè ôóíêöèè Φ, ìû
èìååì, ÷òî

log 1
ε∫

0

h(e−s) ds =

1∫
ε

h(r)
dr

r
=

1∫
ε

Φ(q(r)) rn−1dr (1.32)

≤
1∫
ε

(
−
∫
S(r)

Φ(Q(x)) dA
)
rn−1dr ≤ Ωn

ωn−1

·M(ε) =
1

n
·M(ε) ,

ãäå ìû èñïîëüçóåì ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè Φ◦Q íà ñôåðå S(r) = {x ∈
Rn : |x| = r} îòíîñèòåëüíî ìåðû ïëîùàäè. Êàê îáû÷íî, Ωn è ωn−1 çäåñü
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� îáú¼ì åäèíè÷íîãî øàðà è ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â Rn, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà, ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî

|T | =

∫
T

ds ≤ 1

n
(1.33)

ãäå T = { s ∈ (0, log 1
ε
) : h(e−s) > M(ε)}. Ñëåäóþùèì øàãîì ïîêàæåì,

÷òî

q
1
p
(
e−s
)

≤ H−1
p (ns + log M(ε)) ∀ s ∈

(
0, log

1

ε

)
\ T∗ , (1.34)

ãäå T∗ : = T ∩ S∗. Çàìåòèì, ÷òî
(
0, log 1

ε

)
\ T∗ =

[(
0, log 1

ε

)
\ S∗

]
∪[(

0, log 1
ε

)
\ T
]
=
[(
0, log 1

ε

)
\ S∗

]
∪ [S∗ \ T ]. Íåðàâåíñòâî (1.34) èìååò ìå-

ñòî äëÿ s ∈ S∗ \ T ïî (1.31), ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ H−1
p � íåóáûâàþùàÿ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

ensM(ε) > Φ(0) = τ0 ∀ s ∈
(
0, log

1

ε

)
, (1.35)

à òîãäà

t∗ < Φ−1
p (ensM(ε)) = H−1

p (ns + log M(ε)) ∀ s ∈
(
0, log

1

ε

)
.

(1.36)
Ñëåäîâàòåëüíî, (1.34) èìååò ìåñòî òàêæå äëÿ s ∈ (0, log 1

ε
) \ S∗.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ H−1
p íå óáûâàåò, ââèäó (1.33) è (1.34), ïîëó÷àåì,

÷òî

1∫
ε

dr

rq
1
p (r)

=

log 1
ε∫

0

ds

q
1
p (e−s)

≥
∫

(0,log 1
ε)\T∗

ds

H−1
p (ns+∆)

≥ (1.37)

≥

log 1
ε∫

|T∗|

ds

H−1
p (ns+∆)

≥

log 1
ε∫

1
n

ds

H−1
p (ns+∆)

=
1

n

n log 1
ε
+∆∫

1+∆

dη

H−1
p (η)

,

ãäå ∆ = logM(ε). Çàìåòèì, ÷òî 1 + ∆ = log eM(ε). Òàêèì îáðàçîì,

1∫
ε

dr

rq
1
p (r)

≥ 1

n

log
M(ε)
εn∫

log eM(ε)

dη

H−1
p (η)

, (1.38)
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è, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé η = log τ, ïîëó÷àåì (1.29), à ïîòîìó è (1.28).
2

Ñëåäñòâèå 1.4. Ïóñòü Φ : [0,∞] → (0,∞] � íåóáûâàþùàÿ âûïóê-
ëàÿ ôóíêöèÿ, Q : Bn → [0,∞] � èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ, Q∗(x) = 1
ïðè Q(x) < 1 è Q∗(x) = Q(x) ïðè Q(x) ≥ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäíåå
çíà÷åíèå M∗(ε) ôóíêöèè Φ ◦ Q∗ íàä êîëüöîì Rn(ε), ε ∈ (0, 1), êîíå÷íî.
Òîãäà

1∫
ε

dr

rq
λ
p (r)

≥ 1

n

M∗(ε)
εn∫

eM∗(ε)

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1
p

∀ λ ∈ (0, 1), p ∈ (0,∞) ,

(1.39)
ãäå q(r) � ñðåäíåå èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Q(x) íà ñôåðå |x| = r.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü q∗(r) � ñðåäíåå èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå ôóíê-
öèè Q∗(x) íà ñôåðå |x| = r. Òîãäà q(r) ≤ q∗(r) è, êðîìå òîãî, q∗(r) ≥ 1 äëÿ

âñåõ r ∈ (0, 1). Òàêèì îáðàçîì, q
λ
p (r) ≤ q

λ
p
∗ (r) ≤ q

1
p
∗ (r) äëÿ âñåõ λ ∈ (0, 1)

è ïî ëåììå 1.3, ïðèìåí¼ííîé ê ôóíêöèè Q∗(x), ïîëó÷àåì (1.39).

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü Q : Bn → [0,∞] � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ
÷òî ∫

Bn

Φ(Q(x)) dm(x) < ∞ , (1.40)

ãäå Φ : [0,∞] → [0,∞] � íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

∞∫
δ0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1
p

= ∞ , p ∈ (0,∞) , (1.41)

ïðè íåêîòîðîì δ0 > τ0 : = Φ(0). Òîãäà

1∫
0

dr

rq
1
p (r)

= ∞ , (1.42)

ãäå q(r) � ñðåäíåå èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Q(x) íà ñôåðå |x| = r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Φ(0) ̸= 0, òî òåîðåìà 1.1 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì
ñëåäñòâèåì ëåììû 1.3. Â ñëó÷àå Φ(0) = 0,ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî
δ ∈ (0, δ0), è ïîëàãàåì Φ∗(t) = Φ(t), åñëè Φ(t) > δ, è Φ∗(t) = δ, åñëè Φ(t) ≤
δ. Òîãäà ïî (1.40) èìååì

∫
Bn

Φ∗(Q(x))dm(x) <∞, ïîñêîëüêó |Φ∗(t)−Φ(t)| ≤
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δ, à ìåðà Bn êîíå÷íà. Êðîìå òîãî, Φ∗(τ) = Φ−1(τ) ïðè τ ≥ δ, à òîãäà ïî

(1.41)
∞∫
δ0

dτ

τ[Φ−1
∗ (τ)]

1
p
= ∞. Òàêèì îáðàçîì, (1.42) èìååò ìåñòî ñíîâà ïî ëåììå

1.3. 2

Çàìå÷àíèå 1.3. Ò.ê. [Φ−1(τ)]
1
p = Φ−1

p (τ), ãäå Φp(t) = Φ(tp), ñîîòíî-
øåíèå (1.41) âëå÷¼ò, ÷òî

∞∫
δ

dτ

τΦ−1
p (τ)

= ∞ ∀ δ ∈ [0,∞) . (1.43)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîîòíîøåíèå âèäà (1.43), âûïîëíåííîå ïðè íåêîòî-
ðîì δ ∈ [0,∞), âîîáùå ãîâîðÿ, íå âëå÷¼ò (1.41). Äåéñòâèòåëüíî, (1.41),
î÷åâèäíî, âëå÷¼ò (1.43) äëÿ δ ∈ [0, δ0), à äëÿ δ ∈ (δ0,∞), èìååì, ÷òî

0 ≤
δ∫

δ0

dτ

τΦ−1
p (τ)

≤ 1

Φ−1
p (δ0)

log
δ

δ0
< ∞ (1.44)

ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Φ−1
p íå óáûâàåò è Φ−1

p (δ0) > 0. Êðîìå òîãî, ïî îïðå-
äåëåíèþ îáðàòíîé ôóíêöèè, Φ−1

p (τ) ≡ 0 äëÿ âñåõ τ ∈ [0, τ0], τ0 = Φp(0),
ñëåäîâàòåëüíî, (1.43) ïðè δ ∈ [0, τ0), âîîáùå ãîâîðÿ, íå âëå÷¼ò (1.41).
Åñëè τ0 > 0, òî

τ0∫
δ

dτ

τΦ−1
p (τ)

= ∞ ∀ δ ∈ [0, τ0) (1.45)

Îäíàêî, ñîîòíîøåíèå (1.45) íå íåñ¼ò íèêàêîé èíôîðìàöèè ñîáñòâåííî î
ôóíêöèè Q(x) è, ñëåäîâàòåëüíî, (1.43) ïðè δ < Φ(0) âîîáùå íå ìîæåò
âëå÷ü (1.42).

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.43), äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1 ñâîäèòñÿ ê
ëåììå 1.3.

Ñëåäñòâèå 1.5. Åñëè Φ : [0,∞] → [0,∞] íåóáûâàþùàÿ âûïóê-
ëàÿ ôóíêöèÿ, à Q óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.40), òî êàæäîå èç óñëîâèé
(1.21)�(1.26) ïðè p ∈ (0,∞) âëå÷¼ò (1.42).

Åñëè, êðîìå òîãî, Φ(1) <∞ ëèáî q(r) ≥ 1 íà ïîäìíîæåñòâå èíòåð-
âàëà (0, 1), èìåþùåì ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó, êàæäîå èç óñëîâèé (1.21)�
(1.26) ïðè p ∈ (0,∞) âëå÷¼ò, ÷òî

1∫
0

dr

rq
λ
p (r)

= ∞ ∀ λ ∈ (0, 1) , (1.46)

23



Ê òåîðèè îòîáðàæåíèé êëàññîâ Ñîáîëåâà è Îðëè÷à�Ñîáîëåâà

à òàêæå

1∫
0

dr

rαq
β
p (r)

= ∞ ∀ α ≥ 1, β ∈ (0, α] . (1.47)

1.4. Ñõîäèìîñòü îáùèõ ãîìåîìîðôèçìîâ

Íà÷í¼ì ñ ïðîñòîãî ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Áðàóýðà îá èíâàðèàíòíîñòè
îáëàñòåé â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå Rn, êîòîðîå òîïîëîãè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòíî åäèíè÷íîé ñôåðå Sn â Rn+1. Â äàëüíåéøåì B∗(x0, ρ), x0 ∈ Rn,
ρ ∈ (0, 1), îáîçíà÷àåò øàð {x ∈ Rn : h(x, x0) < ρ} îòíîñèòåëüíî ñôåðè÷å-
ñêîé ìåòðèêè.

Ñëåäñòâèå 1.6. Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn è f : U →
→ Rn � íåïðåðûâíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà f � ãîìåîìîð-
ôèçì ìíîæåñòâà U íà ìíîæåñòâî V = f(U).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y0 - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â f(U), x0 :=
f −1(y0) è B = B ∗(x0, ε0), ãäå 0 < ε0 < h(x0, ∂U). Òîãäà B - êîìïàêò â U
è f0 := f |B îòîáðàæàåò ýòîò êîìïàêò èíúåêòèâíî è íåïðåðûâíî â õàóñ-
äîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Rn. Ñëåäîâàòåëüíî, f0 ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì B íà f(B) îòíîñèòåëüíî èíäóöèðîâàííûõ òîïîëîãèé
(ñì. òåîðåìó 41.III.3 â [47]). Ïîýòîìó f∗ := f |B - òàêæå ãîìåîìîðôèçì B
íà f(B) îòíîñèòåëüíî èíäóöèðîâàííûõ òîïîëîãèé. Îäíàêî, òîãäà f(B) -
îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn ïî òåîðåìå Áðàóýðà (ñì. òåîðåìó 4.7.16 â [100]).
Ïîñêîëüêó óêàçàííûå ìíîæåñòâà B îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè â U , òî è
ëþáîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ïåðåõîäèò â îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn.
Òàêèì îáðàçîì, f : U → Rn ãîìåîìîðôèçì U íà V . 2

ßäðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Ωl ⊂ Rn, l =
= 1, 2, . . ., íàçûâàåòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî

Ω0 = Kern Ωl : =
∞∪
m=1

Int

(
∞∩
l=m

Ωl

)
,

ãäå IntA îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê A;
äðóãèìè ñëîâàìè, IntA åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ îòêðûòûõ øàðîâ âíóòðè
A îòíîñèòåëüíî ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêè.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîñòè áûëî äîêàçàíî â ðà-
áîòå [139], ñì. òàêæå ïðåäëîæåíèå 2.7 â ìîíîãðàôèè [188].
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Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ïóñòü gl : D → D′
l, D

′
l := gl(D), � ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ, çàäàííûõ â îáëàñòè D ⊆ Rn. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gl ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ïðè
l → ∞ ê èíúåêòèâíîìó îòîáðàæåíèþ g : D → D′ := g(D) ⊂ Rn îòíî-
ñèòåëüíî ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêè. Òîãäà îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ ãîìåî-
ìîðôèçìîì è, êðîìå òîãî, D′ ⊂ KernD′

l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî îòîáðàæåíèå g íåïðå-
ðûâíî êàê ëîêàëüíî ðàâíîìåðíûé ïðåäåë íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé, ñì.
òåîðåìó 13.VI.3 â [46]. Òîãäà g ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ïî ñëåäñòâèþ
1.6.

Ïóñòü y0 ∈ D′. Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêèé øàð B∗(z0, ρ), ãäå
z0 := g−1(y0) ∈ D è ρ < h(z0, ∂D). Òîãäà, ââèäó êîìïàêòíîñòè ñôåðû
∂B∗(z0, ρ),

r0 : = min
z∈∂B∗(z0,ρ)

h(y0, g(z)) > 0 .

Äàëåå, íàéä¼òñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå öåëîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî gl(z0) ∈
∈ B∗(y0, r0/2) äëÿ âñåõ l > N è, êðîìå òîãî,

B∗(y0, r0/2) ∩ gl(∂B∗(z0, ρ)) = B∗(y0, r0/2) ∩ ∂gl(B∗(z0, ρ)) = ∅,

ïîñêîëüêó gl → g íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå ∂B∗(z0, ρ). Ñëåäîâàòåëüíî,
â ñèëó ñâÿçíîñòè øàðîâ,

B∗(y0, r0/2) ⊂ gl(B
∗(z0, ρ)) ∀ l > N ,

ñì., íàïð., òåîðåìó 46.I.1 â [47]. Ñëåäîâàòåëüíî, y0 ∈ KernD′
l, ò.å., D

′ ⊂
⊂ KernD′

l â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè y0. 2

Çàìå÷àíèå 1.4. Â ÷àñòíîñòè, èç ïðåäëîæåíèÿ 1.5 ñëåäóåò, ÷òîD′ :=
= g(D) ⊆ Rn, åñëè D′

l := gl(D) ⊆ Rn ïðè âñåõ l = 1, 2, . . . .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ ïëîñêîãî ñëó÷àÿ ìîæåò áûòü íàéäåíî
â ðàáîòå [220], ñì. òàêæå ëåììó 2.16 â ìîíîãðàôèè [188].

Ëåììà 1.4. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, l = 1, 2, . . . , è ïóñòü fl � ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ D â Rn òàêàÿ, ÷òî fl ñõîäèòñÿ ïðè
l → ∞ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê ãîìåîìîðôèçìó f èç D â Rn îòíîñèòåëü-
íî ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêè. Òîãäà òàêæå f−1

l → f−1 ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî
â îáëàñòè f(D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.5, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
êîìïàêòà C ⊂ f(D), èìååì, ÷òî C ⊂ fl(D) äëÿ âñåõ l > l0 = l0(C).
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Ïîëàãàåì gl = f−1
l , g = f−1. Çàìåòèì, ÷òî ëîêàëüíî ðàâíîìåðíàÿ ñõî-

äèìîñòü gl → g ýêâèâàëåíòíà òàê íàçûâàåìîé íåïðåðûâíîé ñõîäèìîñòè,
îçíà÷àþùåé, ÷òî gl(ul) → g(u0) äëÿ êàæäîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ul → u0 â f(D); ñì., íàïð., òåîðåìû 20.VIII.2 è 21.X.4 â [46]. Èòàê,
ïóñòü ul ∈ f(D), l = 0, 1, 2, . . . è ul → u0 ïðè l → ∞. Ïîêàæåì, ÷òî
zl := g(ul) → z0 := g(u0) ïðè l → ∞.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ
L∗-ïðîñòðàíñòâîì, ò.å., ïðîñòðàíñòâîì ñî ñõîäèìîñòüþ (ñì. òåîðåìó 21.II.1
â [46]); â ÷àñòíîñòè, àêñèîìà Óðûñîíà â êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ óòâåð-
æäàåò, ÷òî zl → z0 ïðè l → ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæ-
äîé ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè zlk → z∗ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
z∗ = z0 (ñì., íàïð., îïðåäåëåíèå 20.I.3 â [46]). Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî z∗ = z0 äëÿ êàæäîé ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè zlk → z∗ ïðè k → ∞. Ïóñòü D0 � ïîäîáëàñòü îáëàñòè
D òàêàÿ, ÷òî z0 ∈ D0 è D0 � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî D. Ïî ïðåä-
ëîæåíèþ 1.5, f(D0) ⊂ Kernfl(D0) è, ñëåäîâàòåëüíî, u0 âìåñòå ñ íåêî-
òîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòüþ ïðèíàäëåæèò flk(D0) ïðè âñåõ k > K. Íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ulk ∈ flk(D0),
ò.å., zlk ∈ D0 ïðè âñåõ k = 1, 2, . . . è, ñëåäîâàòåëüíî, z∗ ∈ D. Â ñèëó
íåïðåðûâíîé ñõîäèìîñòè fl → f , ìû ïîëó÷èì, ÷òî flk(zlk) → f(z∗), ò.å.
flk(glk(ulk)) = ulk → f(z∗). Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî
u0 = f(z∗), ò.å., f(z0) = f(z∗) è, çíà÷èò, z∗ = z0. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøå-
íî. 2

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íà ïëîñêîñòè áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå [292],
ñì. ïðåäëîæåíèå 2.6 â ìîíîãðàôèè [188].

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, fm, m = 1, 2, . . . ,
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ D â Rn, ñõîäÿùàÿñÿ ëîêàëüíî
ðàâíîìåðíî ê äèñêðåòíîìó îòîáðàæåíèþ f : D → Rn îòíîñèòåëüíî
ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêè. Òîãäà f � ãîìåîìîðôèçì D â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî f �
èíúåêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò x1, x2 ∈ D,
x1 ̸= x2, òàêèå ÷òî f(x1) = f(x2) è x1 ̸= ∞. Ïîëàãàåì Bt = B(x1, t).
Ïóñòü t0 � íåêîòîðîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî Bt ⊂ D è x2 ̸∈ Bt ïðè êàæäîì t ∈
(0, t0]. Ïî òåîðåìå Æîðäàíà�Áðàóýðà, ñì. òåîðåìó 4.8.15 â [100], γm : =
= fm(∂Bt) = ∂fm(Bt) ðàçáèâàåò Rn íà äâå êîìïîíåíòû:

Cm := fm(Bt), C ∗
m = Rn \ Cm ,

äëÿ êîòîðûõ γm ÿâëÿåòñÿ îáùåé ãðàíèöåé. Ïî ïîñòðîåíèþ ym := fm(x1) ∈
∈ Cm è zm := fm(x2) ∈ C ∗

m. Çàìåòèì, ÷òî øàð B
∗(ym, h(ym, ∂Cm)) ñîäåð-
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æèòñÿ âíóòðè ìíîæåñòâà Cm è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî çàìûêàíèå ëåæèò â
Cm. Ñëåäîâàòåëüíî,

h(ym, ∂Cm) < h(ym, zm), m = 1, 2, . . . . (1.48)

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà ∂Cm = fm(∂Bt), íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü xm,t ∈ ∂Bt òàêàÿ, ÷òî

h(ym, ∂Cm) = h(ym, fm(xm,t)) , m = 1, 2, . . . . (1.49)

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà ∂Bt, äëÿ êàæäîãî t ∈ (0, t0] íàéä¼òñÿ
ýëåìåíò xt ∈ ∂Bt òàêîé, ÷òî h(xmk,t, xt) → 0 ïðè k → ∞ äëÿ íåêîòî-
ðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòèmk. Ïîñêîëüêó ëîêàëüíî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäè-
ìîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âëå÷¼ò íåïðå-
ðûâíóþ ñõîäèìîñòü,ñì., íàïð., òåîðåìó 21.X.3 â [46]), ïîëó÷àåì, ÷òî

h(fmk
(xmk,t), f(xt)) → 0

ïðè k → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (1.48) è (1.49) èìååì, ÷òî

h(f(x1), f(xt)) 6 h(f(x1), f(x2)) ∀ t ∈ (0, t0] .

Îäíàêî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ f(x1) = f(x2) è, ñëåäîâàòåëüíî, f(xt) = f(x1)
äëÿ êàæäîãî t ∈ (0, t0]. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðîòèâîðå÷èò äèñêðåò-
íîñòè îòîáðàæåíèÿ f. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f è f −1 íåïðåðûâíû. Îòîáðà-
æåíèå f íåïðåðûâíî êàê ëîêàëüíî ðàâíîìåðíûé ïðåäåë íåïðåðûâíûõ
îòîáðàæåíèé, ñì., íàïð., òåîðåìó 13.VI.3 â [46]. Íàêîíåö, îòîáðàæåíèå
f −1 íåïðåðûâíî ââèäó ñëåäñòâèÿ 1.6. 2

1.5. Cõîäèìîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ c ìîäóëüíûìè óñëîâèÿìè

Ñëåäóþùàÿ ëåììà èãðàåò çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â äàëüíåéøèõ èññëåäîâà-
íèÿõ. Å¼ ïëîñêèé àíàëîã áûë äîêàçàí â ðàáîòå [142], ñì. òàêæå ïðèëîæå-
íèå A1 â ìîíîãðàôèè [188].

Ëåììà 1.5. Ïóñòü fm, m = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåî-
ìîðôèçìîâ îáëàñòè D ⊆ Rn â Rn, n > 2, ñõîäÿùàÿñÿ ê îòîáðàæåíèþ f
ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå D îòíîñèòåëüíî ñôå-
ðè÷åñêîé ìåòðèêè â Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî x0 ∈ D íàé-
äóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Rk > 0 è rk ∈ (0, Rk), k = 1, 2, . . . , òàêèå
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÷òî Rk → 0 ïðè k → ∞ è mod fm (A (x0, rk, Rk)) → ∞ ïðè k → ∞ ðàâ-
íîìåðíî ïî m = 1, 2, . . . . Òîãäà îòîáðàæåíèå f � ëèáî ïîñòîÿííàÿ â Rn,
ëèáî ãîìåîìîðôèçì îáëàñòè D â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f íåïîñòîÿííî
â D. Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî V , ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê îá-
ëàñòè D, èìåþùèõ îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé f íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé è
ïîêàæåì, ÷òî f(x) ̸= f(x0) äëÿ êàæäîãî x0 ∈ D \ V è x ̸= x0. Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f(x0) ̸= ∞. Çàôèêñèðóåì òî÷êó
x∗ ̸= x0 â D \ V è âûáåðåì k = 1, 2, . . . òàê, ÷òî R := Rk < |x∗ − x0| è

mod fm (A(x0, r, R)) > (ωn−1/τn(1))
1/(n−1) (1.50)

ïðè r = rk, ãäå τn(s) îáîçíà÷àåò ¼ìêîñòü êîëüöà Òåéõìþëëåðà

RT,n(s) := [Rn \ {te1 : t > s}, [−e1, 0]] , s ∈ (0,∞) .

Ïóñòü cm ∈ fm(S(x0, R)) è bm ∈ fm(S(x0, r)) òàêîâû, ÷òî

min
w∈fm(S(x0,R))

|w − fm(x0)| = |cm − fm(x0)| ,

max
w∈fm(S(x0,r))

|w − fm(x0)| = |bm − fm(x0)| .

Ïîñêîëüêó fm � ãîìåîìîðôèçì, òî ìíîæåñòâî fm(A(x0, r, R)) ÿâëÿåòñÿ
êîëüöåâîé îáëàñòüþ Rm = (C1

m, C
2
m), ãäå am := fm(x0) è bm ∈ C1

m, cm è
∞ ∈ C2

m. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 7.34 â [323] ïðè a = am, b = bm è c = cm,
ïîëó÷àåì, ÷òî

capRm =M(Γ(C1
m, C

2
m)) > τn

(
|am − cm|
|am − bm|

)
. (1.51)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ τn(s) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé (ñì. ëåììó 7.20
â [323]). Ñëåäîâàòåëüíî, èç (1.50) è (1.51) âûòåêàåò, ÷òî

|am − cm|
|am − bm|

> τ −1
n (capRm) > τ −1

n (τn(1)) = 1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ ñôåðè÷åñêîå êîëüöî

Am = {y ∈ Rn : ρm < |y − fm(x0)| < ρ ∗
m} ,

ëåæàùåå â êîëüöåâîé îáëàñòè Rm äëÿ êàæäîãî m = 1, 2, . . . . Ïîñêîëüêó
f íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííûì â òî÷êå x0, íàéä¼òñÿ òî÷êà x ′, ëå-
æàùàÿ â øàðå |x−x0| < r, òàêàÿ ÷òî f(x0) ̸= f(x ′). Êîëüöî Am îòäåëÿåò
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òî÷êè fm(x0) è fm(x ′) îò fm(x∗) è, ñëåäîâàòåëüíî, |fm(x ′)− fm(x0)| 6 ρm
è |fm(x∗)−fm(x0)| > ρ ∗

m. Çíà÷èò, |fm(x ′)−fm(x0)| 6 |fm(x∗)−fm(x0)| ïðè
âñåõ m = 1, 2, . . . . Ïðè m → ∞ èìååì òîãäà, ÷òî 0 < |f(x ′) − f(x0)| 6
6 |f(x∗)− f(x0)| è, ñëåäîâàòåëüíî, f(x∗) ̸= f(x0).

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî V ïóñòî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V
èìååò íåïóñòóþ êîìïîíåíòó V0. Òîãäà f(x) ≡ z äëÿ êàæäîãî x ∈ V0
è íåêîòîðîãî z ∈ Rn. Çàìåòèì, ÷òî ∂V0 ∩ D ̸= ∅ ââèäó ñâÿçíîñòè D,
ïîñêîëüêó f ̸≡ const â D è ìíîæåñòâî D \ V0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.
Åñëè x0 ∈ ∂V0 ∩D, òî f(x0) = z ïî íåïðåðûâíîñòè f, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà, ïîñêîëüêó x0 ∈ D \ V.

Èòàê, íàìè ïîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà f íåïîñòîÿííî â D. Îäíàêî, f íåïðåðûâíî êàê ëîêàëüíî ðàâíîìåð-
íûé ïðåäåë îòîáðàæåíèé fm, ñì. òåîðåìó 13.VI.3 â [46]. Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì ïî ñëåäñòâèþ 1.6. Íàêîíåö, f(D) ⊆ Rn ïî çàìå÷àíèþ
1.4 è, òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. 2

Ëåììà 1.6. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n ≥ 2, Qm : D → (0,∞)
èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ôóíêöèè, fm, m = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êîëüöåâûõ Qm�ãîìåîìîðôèçìîâ îáëàñòè D â Rn, ñõîäÿùàÿñÿ ëîêàëüíî
ðàâíîìåðíî ê îòîáðàæåíèþ f. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî∫

ε<|x−x0|<ε0

Qm(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = o(In(ε, ε0)) ∀ x0 ∈ D (1.52)

ãäå o(In(ε, ε0))/I
n(ε, ε0) → 0 ïðè ε→ 0 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî m äëÿ

ε0 < dist (x0, ∂D) è íåêîòîðîé èçìåðèìîé ôóíêöèè ψ(t) : (0, ε0) → [0,∞],
òàêîé ÷òî

0 < I(ε, ε0) :=

ε0∫
ε

ψ(t) dt <∞ ∀ ε ∈ (0, ε0) . (1.53)

Òîãäà îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ëèáî êîíñòàíòîé â Rn, ëèáî ãîìåîìîð-
ôèçìîì â Rn.

Çàìå÷àíèå 1.5. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå ëåììû 1.6 èìååò ìåñòî
äëÿ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ fm ñ èçìåðèìîé ôóíêöèåé Q : D → (0,∞), òàêîé
÷òî ∫
ε<|x−x0|<ε0

Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = o(In(ε, ε0)) ∀ x0 ∈ D . (1.54)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëóçèíà, íàéä¼òñÿ áîðåëåâñêàÿ
ôóíêöèÿ ψ∗(t) òàêàÿ ÷òî ψ(t) = ψ∗(t) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, ε0), ñì., íàïð.,
ðàçä. 2.3.6 â [108]. Ïîñêîëüêó Qm(x) > 0 ïðè âñåõ x ∈ D, èç (1.54) èìååì
÷òî I(ε, a) → ∞ ïðè âñÿêîì ôèêñèðîâàííîì a ∈ (0, ε0) è, â ÷àñòíîñòè,
I(ε, a) > 0 äëÿ âñÿêîãî ε ∈ (0, b) è íåêîòîðîãî b = b(a) ∈ (0, ε0). Äëÿ
çàäàííîãî x0 ∈ D è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë b, b = εk → 0 ïðè k → ∞,
k = 1, 2, . . . , ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé ρε,k,
îïðåäåë¼ííûõ ïî ïðàâèëó

ρε,k(x) =

{
ψ∗(|x− x0|)/I(ε, εk), ε < |x− x0| < εk,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ .

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ρε,k(x) äîïóñòèìà äëÿ ñåìåéñòâ êðèâûõ

Γε,k := Γ(S(x0, ε), S(x0, εk), A(x0, ε, εk)) ,

ïîñêîëüêó ∫
γ

ρε,k(x)|dx| ≥
1

I(ε, εk)

εk∫
ε

ψ(t)dt = 1

äëÿ âñåõ (ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìûõ) êðèâûõ γ ∈ Γε,k (ñì. òåîðåìó 5.7 â
[320]). Ïî îïðåäåëåíèþ êîëüöåâûõ Q�ãîìåîìîðôèçìîâ

M(fm(Γε,k)) ≤ 1

In(ε, εk)

∫
ε<|x−x0|<ε0

Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) (1.55)

äëÿ âñåõm ∈ N. Çàìåòèì, ÷òî 1
In(ε,εk)

= αε,k· 1
In(ε,ε0)

, ãäå αε,k :=
(
1 + I(εk,ε0)

I(ε,εk)

)n
� îãðàíè÷åííàÿ âåëè÷èíà ïðè ε → 0. Òîãäà èç (1.54) è (1.55) âûòåêàåò,
÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ε ∗

k ∈ (0, εk), òàêàÿ ÷òî

M(fm(Γε ∗
k ,k

)) ≤ 1

2k
∀m ∈ N .

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.5, ïîëó÷àåì çàêëþ÷åíèå ëåììû 1.6.2

Ñëåäóþùèå âàæíûå ðåçóëüòàòû ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû
1.6.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, Q : D → (0,∞) �
èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ è fm, m = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîëüöåâûõ
Q-ãîìåîìîðôèçìîâ îáëàñòè D â Rn, ñõîäÿùàÿñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê
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îòîáðàæåíèþ f. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q ∈ FMO. Òîãäà îòîáðàæåíèå f
ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîñòîÿííûì â Rn, ëèáî ãîìåîìîðôèçìîì â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x0 ∈ D. Íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = 0 ∈ D. Âûáèðàÿ ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî

ε0 < min
{
dist (0, ∂D) , e−1

}
,

ïî ëåììå 1.2 ñ ôóíêöèåé ψ(t) = 1
t log 1

t

, èìååì, ÷òî∫
ε<|x|<ε0

Q(x) · ψn(|x|) dm(x) = O

(
log log

1

ε

)
.

Çàìåòèì, ÷òî I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε

ψ(t) dt = log
log 1

ε

log 1
ε0

. Íóæíîå çàêëþ÷åíèå ïîëó-

÷àåì òåïåðü ïðÿìî èç ëåììû 1.6. 2

Ñëåäóþùèå çàêëþ÷åíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íà îñíîâå òåîðåìû
1.3, ïðåäëîæåíèÿ 1.3 è ñëåäñòâèÿ 1.1.

Ñëåäñòâèå 1.7. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäåëüíîå îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåò-
ñÿ ïîñòîÿííûì â Rn, ëèáî ãîìåîìîðôèçìîì îáëàñòè D â Rn, åñëè

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Q(x) dm(x) <∞ ∀ x0 ∈ D ,

ëèáî åñëè êàæäàÿ òî÷êà x0 ∈ D ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ëåáåãà ôóíêöèè Q.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, è Q : D → (0,∞) �
èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî ïðè íåêîòîðîì ε(x0) < dist(x0, ∂D)

ε(x0)∫
0

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

= ∞ ∀x0 ∈ D , (1.56)

ãäå qx0(r) îáîçíà÷àåò ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè Q(x) íàä ñôåðîé
|x − x0| = r. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî fm, m = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ îáëàñòè D â Rn, ñõîäÿùàÿñÿ ëî-
êàëüíî ðàâíîìåðíî ê îòîáðàæåíèþ f. Òîãäà f ëèáî ïîñòîÿííî â Rn,
ëèáî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì x0 ∈ D è ïîëîæèì I = I(ε, ε0) =

=
ε0∫
ε

ψ(t) dt, ε ∈ (0, ε0), ãäå

ψ(t) =

{
1/[tq

1
n−1
x0 (t)] , t ∈ (ε, ε0) ,

0 , t /∈ (ε, ε0) .
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Çàìåòèì, ÷òî I(ε, ε0) < ∞ äëÿ êàæäîãî ε ∈ (0, ε0). Äåéñòâèòåëüíî, ïî
òåîðåìå 3.15 â [86] (êðèòåðèé êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ), ïîëó÷àåì,
÷òî

M(f(Γ(S(x0, ε), S(x0, ε0), A(x0, ε, ε0)))) 6
ωn−1

In−1
. (1.57)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 1.15 â [261] èìååì, ÷òî

M(Γ(f(S(x0, ε)), f(S(x0, ε0)), f(A(x0, ε, ε0))) > 0 .

Òîãäà èç (1.57) ñëåäóåò, ÷òî I <∞ äëÿ êàæäîãî ε ∈ (0, ε0). Â ñèëó (1.56)
âèäèì, ÷òî I(ε, ε∗) > 0 äëÿ âñåõ ε ∈ (0, ε∗) è íåêîòîðîãî ε∗ ∈ (0, ε0).
Ýëåìåíòàðíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
(1.54), ïîñêîëüêó∫

ε<|x−x0|<ε∗

Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = ωn−1 · I(ε, ε∗)

è I(ε, ε∗) = o (In(ε, ε∗)) ââèäó (1.56). Âñ¼ îñòàëüíîå ñëåäóåò òåïåðü èç
ëåììû 1.6. 2

Ñëåäñòâèå 1.8. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 1.4 ñïðàâåä-
ëèâî, åñëè

qx0(r) = O

(
logn−1 1

r

)
∀x0 ∈ D .

Ñëåäñòâèå 1.9. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.4 îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ
ïîñòîÿííûì â Rn, ëèáî ãîìåîìîðôèçìîì â Rn ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíê-
öèÿ Q èìååò ëèøü ëîãàðèôìè÷åñêèå îñîáåííîñòè ïîðÿäêà íå âûøå, ÷åì
n− 1 â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ D.

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, è Q : D → (0,∞) �
èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x)

|x− x0|n
dm(x) = o

(
logn

1

ε

)
∀ x0 ∈ D (1.58)

ïðè ε→ 0 è íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì ε0 = ε(x0) < dist(x0, ∂D). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî fm, m = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîëüöåâûõ Q-
ãîìåîìîðôèçìîâ îáëàñòè D â Rn, ñõîäÿùàÿñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê
îòîáðàæåíèþ f. Òîãäà ïðåäåëüíîå îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïî-
ñòîÿííûì â Rn, ëèáî ãîìåîìîðôèçìîì îáëàñòè D â Rn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíîå çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç ëåììû 1.6 ïðè
ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ôóíêöèè ψ(t) = 1

t
. 2

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, Q : D → (0,∞)
� èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ è Φ : [0,∞] → [0,∞] � íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî ∫

D

Φ (Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
<∞ (1.59)

è ïðè íåêîòîðîì δ > Φ(0)

∞∫
δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ . (1.60)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî fm, m = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîëüöåâûõ
Q-ãîìåîìîðôèçìîâ îáëàñòè D â Rn, ñõîäÿùàÿñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî
ê îòîáðàæåíèþ f. Òîãäà îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîñòîÿííîé â
Rn, ëèáî ãîìåîìîðôèçìîì îáëàñòè D â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé (1.59)�(1.60) è òåîðåìû 3.1 â [87] ñëå-
äóåò, ÷òî èíòåãðàë â (1.56) ðàñõîäèòñÿ ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì
ε(x0) < dist(x0, ∂D). Âñ¼ îñòàëüíîå ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.4. 2

Çàìå÷àíèå 1.6. Ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü â òåîðåìå 1.6, ÷òî ôóíê-
öèÿ Φ(t) âûïóêëà íå íà âñåì îòðåçêå [0,∞], íî òîëüêî íà îòðåçêå [t∗,∞],
ãäå t∗ = Φ−1(δ). Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ Φ : [0,∞] →
[0,∞], êîòîðàÿ âûïóêëà íà îòðåçêå [t∗,∞] ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà íåóáû-
âàþùóþ âûïóêëóþ ôóíêöèþ Φ∗ : [0,∞] → [0,∞] ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïîëîæèì Φ∗(t) ≡ 0 äëÿ t ∈ [0, t∗], Φ(t) = φ(t) äëÿ t ∈ [t∗, T∗] è Φ∗ ≡ Φ(t)
äëÿ t ∈ [T∗,∞], ãäå τ = φ(t) - ïðÿìàÿ ëèíèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷-
êó (0, t∗) è êàñàþùàÿñÿ ãðàôèêà ôóíêöèè τ = Φ(t) â òî÷êå (T∗,Φ(T∗)),
T∗ ∈ (t∗,∞). Ïî ïîñòðîåíèþ, ìû èìååì, ÷òî Φ∗(t) ≤ Φ(t) äëÿ âñåõ
t ∈ [0,∞] è Φ∗(t) = Φ(t) äëÿ âñåõ t ≥ T∗ è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ
(1.59) è (1.60) èìåþò ìåñòî äëÿ Φ∗ ïðè òîì æå M è ëþáîãî δ > 0.

Áîëåå òîãî, ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, äîñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ Φ òîëüêî ìèíîðèðóåòñÿ íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèåé Ψ
íà îòðåçêå [T,∞], òàêîé ÷òî

∞∫
δ

dτ

τ [Ψ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ (1.61)
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äëÿ íåêîòîðûõ T ∈ [0,∞) è δ > Ψ(T ). Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (1.61) ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â òåðìèíàõ ôóíêöèè ψ(t) = logΨ(t) :

∞∫
∆

ψ(t)
dt

tn′ = ∞ (1.62)

äëÿ íåêîòîðîãî ∆ > t0 ∈ [T,∞], ãäå t0 := sup
ψ(t)=−∞

t, t0 = T , åñëè ψ(T ) >

−∞, è ãäå 1
n′ +

1
n
= 1, ò.å., n′ = 2 äëÿ n = 2, n′ - óáûâàþùàÿ ïî n è

n′ = n/(n − 1) → 1 ïðè n → ∞, ñì. ïðåäëîæåíèå 2.3 in [282]. ßñíî,
÷òî, åñëè ôóíêöèÿ ψ - íåóáûâàþùàÿ è âûïóêëàÿ, òî ôóíêöèÿ Φ = eψ

- òàêàÿ æå, íî îáðàòíîå çàêëþ÷åíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Îäíàêî,
çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 1.6 ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ψm(t), t ∈ [T,∞], âûïóêëà è
(1.62) èìååò ìåñòî äëÿ ψm ïðè íåêîòîðîì m ∈ N, ïîñêîëüêó eτ ≥ τm/m!
äëÿ âñåõ m ∈ N.

Ñëåäñòâèå 1.10. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 1.6 èìååò
ìåñòî, åñëè ïðè íåêîòîðîì α > 0

∫
D

eαQ
1

n−1 (x)dm(x)

(1 + |x|2)n
6M <∞ .

Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè Φ = eψ, ãäå ψ(t) - êîíå÷íîå ïðî-
èçâåäåíèå ôóíêöèè αtβ, α > 0, β ≥ 1/(n − 1), è íåêîòîðûõ ôóíêöèé
[log(A1+t)]

α1, [log log(A2+t)]
α2 , . . . , αm ≥ −1, Am ∈ R, m ∈ N, t ∈ [T,∞],

ψ(t) ≡ ψ(T ), t ∈ [0, T ], äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ T ∈ (0,∞).

Çàìå÷àíèå 1.7. Äëÿ äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèé, èíòåãðàëüíûå óñëî-
âèÿ (1.59) è (1.60) äëÿQ è Φ ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â äðóãèõ ôîðìàõ, êî-
òîðûå áîëåå óäîáíû â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ. Èìåííî, ïî (1.18) ñ h(t) = t

1
n−1

è φ(t) = Φ(tn−1), Φ = φ ◦ h, ïàðà óñëîâèé (1.59) è (1.60) ýêâèâàëåíòíà
ñëåäóþùåé ïàðå ∫

D

φ
(
Q

1
n−1 (x)

) dm(x)

(1 + |x|2)n
≤ M <∞ (1.63)

è
∞∫
δ

dτ

τφ−1(τ)
= ∞ (1.64)
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äëÿ íåêîòîðîãî δ > φ(0). Êðîìå òîãî, ïî òåîðåìå 2.1 â [291] ïàðà óñëîâèé
(1.63) è (1.81), â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíà ïàðå óñëîâèé∫

D

e
ψ

(
Q

1
n−1 (x)

)
dm(x)

(1 + |x|2)n
≤ M <∞ (1.65)

è
∞∫

∆

ψ(t)
dt

t2
= ∞ (1.66)

äëÿ íåêîòîðîãî ∆ > t0, ãäå t0 := sup
ψ(t)=−∞

t (êàê îáû÷íî, çäåñü ïîëàãàåì

t0 = 0, åñëè ψ(0) > −∞).

Íàêîíåö, êàê ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 1.6, âñå ðåçóëüòàòû ñåêöèè îñòà-
þòñÿ â ñèëå, åñëè fm ÿâëÿþòñÿ Qm-ãîìåîìîðôèçìàìè è âûøåïðèâåäåí-
íûå óñëîâèÿ íà Q èìåþò ìåñòî äëÿ Qm ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ïàðà-
ìåòðà m = 1, 2, . . ..

1.6. Ïîëíîòà êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí ïðè n = 2 â ðàáîòå [292], ñì. òàì
òåðåìó 4.1, ñì. òàêæå òåîðåìó 6.2 â ìîíîãðàôèè [188].

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü fm : D → Rn, m = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ â òî÷êå x0 ∈ D. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî fm ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê ãîìåîìîðôèçìó f : D → Rn.
Òîãäà f òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, ïî ïðåäëîæåíèþ 1.5 êàæäàÿ òî÷-
êà w0 ∈ D′ = f(D) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D′

m = fm(D) äëÿ âñåõ m > N

âìåñòå ñ çàìêíóòûì øàðîì B∗(w0, ε), B
∗(w0, ε) = {w ∈ Rn : h(w,w0) <

< ε}, ïðè íåêîòîðîì ε > 0.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî D′ =

∪∞
l=1Cl, ãäå Cl = D∗

l è D∗
l � ñâÿçíàÿ

êîìïîíåíòà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ωl = {w ∈ D′ : h(w, ∂D′) > 1/l},
l = 1, 2, . . . , âêëþ÷àþùàÿ ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó w0 ∈ D′. Äåéñòâèòåëü-
íî, êàæäóþ òî÷êó w ∈ D′ ìîæíî ñîåäèíèòü ñ w0 êðèâîé γ, ëåæàùåé â D′.
Ïîñêîëüêó |γ| ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, áóäåì èìåòü,
÷òî h(|γ|, ∂D′) > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, |γ| ⊂ D∗

l äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
l = 1, 2, . . . .
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Ïóñòü E è F � ïðîèçâîëüíûå êîíòèíóóìû â D, ïðèíàäëåæàùèå ðàç-
ëè÷íûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ êîëüöà A = A(x0, r1, r2) =
= {x ∈ Rn : r1 < |x − x0| < r2}, x0 ∈ D, 0 < r1 < r2 < r0 = dist (x0, ∂D).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì l > l0 êîíòèíóóìû f(E) è f(F ) ïðè-
íàäëåæàò ìíîæåñòâó D∗

l . Òîãäà êîíòèíóóìû fm(E) è fm(F ) òàêæå ïðè-
íàäëåæàò ìíîæåñòâó D ∗

l ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m. Çàôèêñèðóåì îäíî
èç òàêèõ m. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

M(Γ(fm(E), fm(F ), D
∗
l )) →M(Γ(f(E), f(F ), D∗

l ))

ïðè m → ∞, ñì., íàïð., [171], èëè òåîðåìó A.12 ïðèëîæåíèÿ A1 â [252].
Îäíàêî, D∗

l ⊂ fm(D) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m è, çíà÷èò,

M(Γ(fm(E), fm(F ), D
∗
l )) 6M(Γ(fm(E), fm(F ), fm(D))) .

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ êîëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôèçìà äëÿ ëþáîé íåîòðè-
öàòåëüíîé èçìåðèìîé ôóíêöèè η : (r1, r2) → [0,∞], òàêîé ÷òî

∫
η(r) dr >

> 1, âûïîëíåíî óñëîâèå

M(Γ(f(E), f(F ), D∗
l )) 6

∫
A

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) .

Íàêîíåö, ïîñêîëüêó Γ =
∞∪
l=l0

Γl, ãäå Γ = Γ(f(E), f(F ), f(D)) è ñåìåéñòâî

êðèâûõ Γl = Γ(f(E), f(F ), D∗
l ) âîçðàñòàåò ïî l = 1, 2, . . . , ïîëó÷àåì, ÷òî

M(Γ) = lim
l→∞

M(Γl) (ñì., íàïð., òåîðåìû A.7 è A.25 â [252]). Ñëåäîâàòåëü-
íî,

M(Γ(f(E), f(F ), f(D)) 6
∫
A

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) ,

äðóãèìè ñëîâàìè, f � êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì â òî÷êå x0. 2

1.7. Íîðìàëüíûå ñåìåéñòâà êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ

Ïðåæäå âñåãî, íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íîðìàëü-
íûìè ñåìåéñòâàìè îòîáðàæåíèé â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïóñòü (X, d) è (X ′, d ′) - ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ ðàññòîÿíèåì
d è d ′, ñîîòâåòñòâåííî. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé
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fk : X → X ′, k = 1, 2 . . . , ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê îòîáðàæåíèþ
f : X → X ′, åñëè

sup
x∈C

d ′ (fk(x) , f(x)) → 0

ïðè k → ∞ íà ëþáîì êîìïàêòå C ⊂ X .

Ñåìåéñòâî F íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f : X → X ′ íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüíûì, åñëè èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòîáðàæåíèé fm ∈ F
ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fmk

, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî
ðàâíîìåðíî â X ê íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ f : X → X ′. Ââåäåííîå
ïîíÿòèå î÷åíü òåñíî ñâÿçàíî ñî ñëåäóþùèì. Ñåìåéñòâî F îòîáðàæåíèé
f : X → X ′ íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ X
åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ δ > 0 , òàêîå, ÷òî d ′(f(x), f(x0)) < ε
äëÿ âñåõ f ∈ F è äëÿ âñåõ x ñ d(x, x0) < δ. Ãîâîðÿò, ÷òî F ðàâíîñòåïåííî
íåïðåðûâíî, åñëè F ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå èç X.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðñèþ òåîðåìû Àðöåëà�
Àñêîëè (ñì., íàïð., ñëåäñòâèå 7.5 â [252]).

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Åñëè (X, d) � ñåïàðàáåëüíîå, à (X ′, d′) � êîì-
ïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ñåìåéñòâî F îòîáðàæåíèé f :
X → X ′ íîðìàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ðàâíîñòåïåííî íåïðå-
ðûâíî.

Äëÿ çàäàííîé îáëàñòè D â Rn, n > 2, èçìåðèìîé ôóíêöèè Q : D →
(0,∞) è ÷èñëà ∆ > 0, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì FQ,∆ êëàññ âñåõ êîëüöåâûõ
Q-ãîìåîìîðôèçìîâ f èç îáëàñòè D â Rn ñ h

(
Rn \ f(D)

)
> ∆.

Ëåììà 1.7. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, Q : D → (0,∞) �
èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ è ∆ > 0. Åñëè Q óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.54) â
êàæäîé òî÷êå x0 ∈ D, òî êëàññ FQ,∆ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðå-
ðûâíûì è îáðàçóåò íîðìàëüíîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.1, äëÿ ëþáîãî y ∈ B(x0, r0) èìååì,
÷òî

h(f(y), f(x0)) 6 αn
∆

exp

(
−
{

ωn−1

M (Γ (f(S), f(S0), f(D)))

} 1
n−1

)
, (1.67)

ãäå r0 < dist(x0, ∂D), S0 = {x ∈ Rn : |x − x0| = r0}, S = {x ∈ Rn :
|x − x0| = |y − x0|}, ωn−1 � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû Sn−1 â Rn, αn =

2λ2n, λn ∈ [4, 2en−1), λ2 = 4 è λ
1
n
n → e ïðè n → ∞. Ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî ψ � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, ïîñêîëüêó â ñèëó ï. 2.3.4 è 2.3.6 â [108]
íàéä¼òñÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ ψ∗(t), òàêàÿ ÷òî ψ(t) = ψ∗(t) ïðè ïî÷òè
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âñåõ t ∈ (0, ε0). Ïðè ôèêñèðîâàííîì ε ∈ (0, ε0) ðàññìîòðèì áîðåëåâñêóþ
ôóíêöèþ ρε, îïðåäåë¼ííóþ ïî ïðàâèëó

ρε(x) =

{
ψ∗(|x− x0|)/I(ε, ε0), ε < |x− x0| < ε0,

0, â îñòàëüíûõ òî÷êàõ .

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ρε(x) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ
Γε := Γ(S(x0, ε), S(x0, ε0), A(x0, ε, ε0)) ïîñêîëüêó∫

γ

ρε(x)|dx| >
1

I(ε, ε0)

ε0∫
ε

ψ(t)dt = 1

äëÿ êàæäîé (ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìîé) êðèâîé γ ∈ Γε (ñì. òåîðåìó 5.7
â [320]). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ êîëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôèçìà â òî÷êå x0
äëÿ âñåõ f ∈ FQ,∆ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

M(f(Γε)) 6 G(ε) := 1

In(ε, ε0)

∫
ε<|x−x0|<ε0

Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) . (1.68)

Èç (1.54) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî σ > 0 íàéä¼òñÿ δ = δ(σ) òàêîå, ÷òî
G(ε) < σ äëÿ âñåõ ε ∈ (0, δ). Òîãäà èç (1.67) è (1.68) çàêëþ÷àåì, ÷òî

h(f(x), f(x0)) 6 αn
∆

· exp
(
−
{ωn−1

σ

} 1
n−1

)
(1.69)

ïðè |x− x0| < δ. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè σ > 0 ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâ-
íîñòü ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé FQ,∆ ñëåäóåò òåïåðü èç (1.69). 2

Çàìå÷àíèå 1.8. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèÿ ëåììû 1.7 èìåþò ìåñòî,
êàê òîëüêî âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé íà ôóíêöèþ Q èç òåîðåì
1.3�1.6 è ñëåäñòâèé 1.7�1.10, ñì., íàïð., ñòàòüè [86] è [87].

Êðîìå òîãî, êàê ýòî ñëåäóåò èç àíàëèçà äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.7,
å�å çàêëþ÷åíèå ñîõðàíÿåò ñèëó äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé
F∆, ∆ > 0, ñîñòîÿùèõ èç âñåõ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ f îáëàñòè D
â Rn ñ h

(
Rn \ f(D)

)
≥ ∆, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (1.54) ðàâíîìåðíî

îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé ôóíêöèè Q, ãäå ψ - íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ
ôóíêöèÿ ñ óñëîâèåì (1.53). Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 1.7 òàêæå ñîõðàíÿåò
ñèëó, åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç óñëîâèé íà Q â òåîðåìàõ 1.3�1.6 è
ñëåäñòâèÿõ 1.7�1.10 âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîãî
ôóíêöèîíàëüíîãî ïàðàìåòðà Q.
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Ïðèâåäåì íàèáîëåå âàæíîå ñëåäñòâèå òàêîãî ðîäà, ñì. òåîðåìó 4.1
â [87]. Èìåííî, ïóñòü çàäàíû îáëàñòüD â Rn, n ≥ 2, ôóíêöèÿ Φ : [0,∞] →
[0,∞], ÷èñëà M > 0 è ∆ > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç RΦ

M,∆ ñåìåéñòâî âñåõ
êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ èç D â Rn ñ h

(
Rn \ f(D)

)
≥ ∆ è∫

D

Φ (Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
≤ M <∞ . (1.70)

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü Φ : [0,∞] → [0,∞] � íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ. Åñëè ïðè íåêîòîðîì δ > Φ(0)

∞∫
δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ , (1.71)

òî êëàññ RΦ
M,∆ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì è îáðàçóåò íîð-

ìàëüíîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ïðè ëþáûõ M ∈ (0,∞) è ∆ ∈ (0, 1).

Çàìå÷àíèå 1.9. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå∫
D

Φ (Q(x)) dm(x) ≤M (1.72)

âëå÷¼ò ñîîòíîøåíèå (1.70). Ñëåäîâàòåëüíî, (1.70) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì
óñëîâèåì, ÷åì (1.72), à ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ êîëüöåâûõ Q � ãîìåîìîð-
ôèçìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.72), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäêëàññ ñåìåé-
ñòâà RΦ

M,∆. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè îáëàñòü D îãðàíè÷åíà, òî óñëîâèå
(1.70) âëå÷¼ò óñëîâèå ∫

D

Φ (Q(x)) dm(x) ≤M∗ , (1.73)

ãäå M∗ =M · (1 + δ2∗)
n
, δ∗ = sup

x∈D
|x|.

Ñëåäñòâèå 1.11.Êàæäîå èç óñëîâèé (1.21) � (1.26) ïðè p ∈ (0, n−1]
âëå÷¼ò ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü è íîðìàëüíîñòü êëàññà RΦ

M,∆

äëÿ âñåõ M ∈ (0,∞) è ∆ ∈ (0, 1).

Çàìå÷àíèå 1.10. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (1.71), òàêæå êàê è ñîîò-
íîøåíèå (1.78), ïðèâîäèìîå íèæå ïî òåêñòó, â ðàçäåëå 1.9, ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíî â âèäå:

∞∫
δ

dτ

τΦ−1
n−1(τ)

= ∞ , Φn−1(t) : = Φ(tn−1) . (1.74)
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Ïðè p = n−1 óñëîâèÿ òèïà (1.21)�(1.26) ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ñëàáûìè, êî-
òîðûå âåäóò ê ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè è íîðìàëüíîñòè êëàññîâ
îòîáðàæåíèé RΦ

M,∆, ñì. òåîðåìó 1.13 â ðàçäåëå 1.9. Íàèáîëåå èíòåðåñ-
íûì èç ýòèõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (1.23), êîòîðîå ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

∞∫
δ

log Φ(t)
dt

tn ′ = ∞ , (1.75)

ãäå 1
n ′ +

1
n
= 1, ò.å. n ′ = 2 ïðè n = 2, n ′ ñòðîãî óáûâàåò ïî n è n′ =

n/(n− 1) → 1 ïðè n→ ∞.

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî âñå çàìå÷àíèÿ 1.6 è 1.7 òàêæå ñîõðàíÿþò ñèëó
äëÿ ðåçóëüòàòîâ íîðìàëüíîñòè.

1.8. Êîìïàêòíîñòü ñåìåéñòâ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ

Ïóñòü çàäàíà îáëàñòü D â Rn, n > 2, èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ Q : D → (0,∞)
è äâå ïàðû òî÷åê x1, x2 ∈ D, y1, y2 ∈ Rn, x1 ̸= x2, y1 ̸= y2,. Îáîçíà÷èì
ñèìâîëîì RQ êëàññ âñåõ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ îáëàñòè D â Rn,
n > 2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì íîðìèðîâêè f(x1) = y1, f(x2) = y2.

Íàïîìíèì, ÷òî ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñ-
ëè ýòî ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì è çàìêíóòûì. Îáúåäèíÿÿ ïî-
ëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû î íîðìàëüíîñòè è çàìêíóòîñòè, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû î êîìïàêòíîñòè ñåìåéñòâ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîð-
ôèçìîâ.

Òåîðåìà 1.9. Êëàññ RQ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè Q ∈ FMO.

Ñëåäñòâèå 1.12. Êëàññ RQ êîìïàêòåí, åñëè

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Q(x) dm(x) <∞ ∀x0 ∈ D.

Ñëåäñòâèå 1.13. Êëàññ RQ êîìïàêòåí, åñëè êàæäàÿ òî÷êà x0 ∈ D
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ëåáåãà ôóíêöèè Q.

Òåîðåìà 1.10. Ïóñòü ôóíêöèÿ Q óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ε(x0)∫
0

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

= ∞ ∀ x0 ∈ D
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ïðè íåêîòîðîì ε(x0) < dist(x0, ∂D), ãäå qx0(r) îáîçíà÷àåò ñðåäíåå çíà÷å-
íèå ôóíêöèè Q(x) íàä ñôåðîé |x− x0| = r. Òîãäà êëàññ RQ êîìïàêòåí.

Ñëåäñòâèå 1.14. Êëàññ RQ êîìïàêòåí, åñëè ôóíêöèÿ Q(x) èìå-
åò ëèøü ëîãàðèôìè÷åñêèå îñîáåííîñòè ïîðÿäêà íå âûøå, ÷åì n − 1 â
êàæäîé òî÷êå x0 ∈ D.

Òåîðåìà 1.11. Êëàññ RQ êîìïàêòåí, åñëè óñëîâèå∫
ε<|x−x0|<ε0

Q(x)

|x− x0|n
dm(x) = o

(
logn

1

ε

)
∀x0 ∈ D

âûïîëíåíî ïðè ε→ 0 äëÿ íåêîòîðîãî ε0 = ε(x0) < dist(x0, ∂D).

Òåîðåìà 1.12. Êëàññ RQ êîìïàêòåí, åñëè óñëîâèå∫
D

Φ (Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
6 M < ∞ (1.76)

âûïîëíåíî äëÿ íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : [0,∞] → [0,∞] òà-
êîé, ÷òî

∞∫
δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ (1.77)

ïðè íåêîòîðîì δ > Φ(0).

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (1.77) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì, íî è
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì êîìïàêòíîñòè êëàññà RQ ñ èíòåãðàëüíûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè íà Q òèïà (1.76), ñì. [87].

Ñëåäñòâèå 1.15. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 1.12 èìååò
ìåñòî, åñëè ïðè íåêîòîðîì α > 0 âûïîëíåíî óñëîâèå

∫
D

eαQ
1

n−1 (x)dm(x)

(1 + |x|2)n
6M <∞ .

Íàêîíåö, âñå çàìå÷àíèÿ 1.6, 1.7 è 1.8 òàêæå îòíîñÿòñÿ ê ðåçóëüòàòàì
êîìïàêòíîñòè äàííîãî ðàçäåëà.

41



Ê òåîðèè îòîáðàæåíèé êëàññîâ Ñîáîëåâà è Îðëè÷à�Ñîáîëåâà

1.9. Òî÷íîñòü óñëîâèé ñõîäèìîñòè, íîðìàëüíîñòè, êîìïàêòíîñòè

Íàïîìíèì, ÷òî âíóòðåííåé äèëàòàöèåé îòîáðàæåíèÿ f , èìåþùåé âñå
ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

KI(x, f) =
|Jf (x)|
l (f ′(x))n

,

ãäå Jf (x) - ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ f , l (f ′(x)) = min
h∈Rn,|h|=1

|f ′(x)h|, åñëè

Jf (x) ̸= 0; KI(x, f) = 1, åñëè f ′(x) = 0; KI(x, f) = ∞ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.

Äëÿ äàííûõ ôóíêöèè Φ : [0,∞] → [0,∞], ÷èñåë M > 0 è ∆ > 0, îáî-
çíà÷èì ÷åðåç SΦ

M,∆ ñåìåéñòâî âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ f, çàäàííûõ â îáëà-
ñòè D, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó ÑîáîëåâàW 1,n

loc è èìåþùèõ ëîêàëüíî èíòå-
ãðèðóåìóþ âíóòðåííþþ äèëàòàöèþ KI(x, f), òàêèõ ÷òî h

(
Rn \ f(D)

)
≥

∆ è äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå âèäà (1.70) ïðèQ(x) := KI(x, f).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ Φ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, íåóáûâàþùåé è íåïî-
ñòîÿííîé íà [0,∞), óñëîâèå (1.70) àâòîìàòè÷åñêè âëå÷¼ò, ÷òî KI(x, f) ∈
L1
loc. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî SΦ

M,∆ ⊂ RΦ
M,∆, ñì., íàïð., òåîðåìó 4.1 â [252].

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òàêîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 1.8.

Ñëåäñòâèå 1.16.Êàæäîå èç óñëîâèé (1.21)�(1.26) ïðè p ∈ (0, n −
1] âëå÷¼ò ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü è íîðìàëüíîñòü ñåìåéñòâà
SΦ
M,∆ äëÿ âñåõ M ∈ (0,∞) è ∆ ∈ (0, 1).

Òåîðåìà 1.13. Åñëè êëàññû îòîáðàæåíèé SΦ
M,∆ ⊂ RΦ

M,∆ íîðìàëüíû
äëÿ íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : [0,∞] → [0,∞] ïðè âñåõ M ∈
(0,∞) è ∆ ∈ (0, 1), òî

∞∫
δ∗

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ (1.78)

äëÿ âñåõ δ∗ ∈ (τ0,∞), ãäå τ0 : = Φ(0).

ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(t) â òåîðåìå 1.13 íå ìîæåò áûòü ïîñòîÿííîé,
èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà KI â óêàçàííîé âûøå
òåîðåìå íå âîçíèêàåò, çà èñêëþ÷åíèåì óñëîâèÿ Φ(t) ≡ ∞, êîãäà êëàñ-
ñû SΦ

M,∆ ïóñòû. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî èçâåñòíîìó êðèòåðèþ âûïóêëîñòè,
ñì., íàïð., ïðåäëîæåíèå 5 â I.4.3, [11], íàêëîí [Φ(t)− Φ(0)] /t ÿâëÿåòñÿ
íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé. Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.13 ñâîäèò-
ñÿ ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
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Ëåììà 1.8. Ïóñòü ôóíêöèÿ Φ : [0,∞] → [0,∞] íå óáûâàåò è

Φ(t) ≥ C · t
1

n−1 ∀ t ∈ [T,∞] (1.79)

äëÿ íåêîòîðûõ C > 0 è T ∈ (0,∞). Åñëè êëàññû SΦ
M,∆ ⊂ RΦ

M,∆ íîðìàëüíû
ïðè âñåõ M ∈ (0,∞) è ∆ ∈ (0, 1), òî (1.78) èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ
δ∗ ∈ (τ0,∞), ãäå τ0 : = Φ(+0).

Çàìå÷àíèå 1.11. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êðèòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü
n − 1 èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü âî ìíîãèõ ïðîáëåìàõ ïðîñòðàíñòâåííûõ
îòîáðàæåíèé. Óñëîâèå (1.79) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

Φn−1(t) ≥ C · t ∀ t ∈ [T,∞] , (1.80)

ãäå Φn−1(t) = Φ(tn−1) è C > 0, T ∈ (0,∞), ÷òî åù¼ ðàç ïîä÷¼ðêèâàåò
âàæíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Φn−1 â äàííîì êîíòåêñòå. Ôàêòè÷åñêè, â òåî-
ðåìå 1.13 äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü áîëåå ñëàáîå óñëîâèå âûïóêëîñòè Φn−1

âìåñòî Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (1.78)
íå âûïîëíåíî, ò.å.,

∞∫
δ0

dτ

τΦ−1
n−1(τ)

< ∞ , (1.81)

äëÿ íåêîòîðîãî δ0 ∈ (τ0,∞), ãäå Φn−1(t) : = Φ(tn−1) . Òîãäà òàêæå

∞∫
δ

dτ

τΦ−1
n−1(τ)

< ∞ ∀ δ ∈ (τ0,∞) (1.82)

ïîñêîëüêó Φ−1(τ) > 0 äëÿ âñåõ τ > τ0 è ôóíêöèÿ Φ−1(τ) íå óáûâàåò.
Çàìåòèì, ÷òî ïî óñëîâèþ (1.79)

Φn−1(t) ≥ C · t ∀ t ≥ T (1.83)

ïðè íåêîòîðûõ C > 0 è T ∈ (1,∞). Áîëåå òîãî, ïðèìåíÿÿ ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå αΦ + β, ãäå α = 1/C è β = T, ñì., íàïð., (1.23), ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

Φn−1(t) ≥ t ∀ t ∈ [0,∞) . (1.84)

Êîíå÷íî, ìû ìîæåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Φ(t) = t ïðè âñåõ t ∈ [0, 1),
ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ íà ïîëóèíòåðâàëå [0, 1) íå íåñóò â ñåáå
èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî KI(x, f) ≥ 1 â (1.70). ßñíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå
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(1.82) âëå÷¼ò óñëîâèå Φ(t) < ∞ ïðè âñåõ t < ∞, ñì. êðèòåðèé (1.23), ñì.
òàêæå (1.26).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ(t) : = tΦn−1(t) ñòðîãî âîçðàñòàåò,
Ψ(1) = Φ(1) è Ψ(t) → ∞ ïðè t → ∞. Ïîýòîìó, ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíå-
íèå

Ψ(K(r)) =
(γ
r

)2
∀ r ∈ (0, 1] , (1.85)

ãäå γ = Φ1/2(1) ≥ 1, ðàçðåøèìî ñ K(1) = 1 è ñòðîãî âîçðàñòàþùåé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåéK(r), òàêîé ÷òîK(r) <∞, r ∈ (0, 1], èK(r) → ∞
ïðè r → 0. Áåðÿ ëîãàðèôì â (1.85), èìååì, ÷òî

log K(r) + log Φn−1(K(r)) = 2 log
γ

r

è ââèäó (1.84), ïîëó÷àåì, ÷òî

log K(r) ≤ log
γ

r
,

ò.å.,

K(r) ≤ γ

r
. (1.86)

Òîãäà, â ñèëó (1.85)

Φn−1(K(r)) ≥ γ

r

è ïî (1.19)

K(r) ≥ Φ−1
n−1

(γ
r

)
. (1.87)

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé D = Bn. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå
îòîáðàæåíèÿ â åäèíè÷íîì øàðå Bn \ {0} :

f(x) =
x

|x|
ρ(|x|) , fm(x) =

x

|x|
ρm(|x|) , m = 1, 2, . . . ,

ãäå
ρ(t) = exp{I(0)− I(t)} , ρm(t) = exp{I(0)− Im(t)} ,

I(t) =

1∫
t

dr

rK(r)
, Im(t) =

1∫
t

dr

rKm(r)

è

Km(r) =

{
K(r), if r ≥ 1/m,

K
(

1
m

)
, if r ∈ (0, 1/m) .
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Èç (1.87) ïîëó÷àåì:

I(0)−I(t) =
t∫

0

dr

rK(r)
≤

t∫
0

dr

rΦ−1
n−1

(
γ
r

) =

∞∫
γ
t

dτ

τΦ−1
n−1(τ)

∀ t ∈ (0, 1] ,

ãäå γ/t ≥ γ ≥ 1 > Φ(0) = 0. Ïîýòîìó ââèäó (1.82)

I(0)− I(t) ≤ I(0) =

1∫
0

dr

rK(r)
< ∞ ∀ t ∈ (0, 1] (1.88)

Êðîìå òîãî, fm è f ∈ C1 (Bn \ {0}) , ïîñêîëüêóKm(r) èK(r) íåïðåðûâíû,
è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî êâàçèêîíôîðìíûìè â Bn\{0}. Áîëåå òîãî,
fm ÿâëÿþòñÿ Km � êâàçèêîíôîðìíûìè â Bn, ãäå Km = K (1/m) .

Òåïåðü êàñàòåëüíàÿ è ðàäèàëüíàÿ äèëàòàöèè f íà ñôåðå |x| = ρ,
ρ ∈ (0, 1), ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ:

δτ (x) =
|f(x)|
|x|

=

exp

{
ρ∫
0

dr
rK(r)

}
ρ

,

δr(x) =
∂|f(x)|
∂|x|

=

exp

{
ρ∫
0

dr
rK(r)

}
ρK(ρ)

,

è ìû âèäèì, ÷òî δτ (x) ≥ δr(x) ïîñêîëüêó K(r) ≥ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó
ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè ìû èìååì, ÷òî

KI(x, f) =
δn−1
τ (x) · δr(x)

δnr (x)
= Kn−1(|x|)

âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ Bn \ {0}, ñì., íàïð., ïîäñåêöèþ I.2.1 â [77]. Çàìåòèì,
÷òî

fm(x) ≡ f(x) ∀ x :
1

m
< |x| < 1, m = 1, 2 . . . . (1.89)

Ïîýòîìó àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ KI(x, fm) = KI(x, f) = Kn−1(|x|) äëÿ
1
m
< |x| < 1 è KI(x, fm) = K(1/m) äëÿ 0 < |x| < 1

m
. Òàêèì îáðàçîì, fm

ÿâëÿþòñÿ êâàçèêîíôîðìíûìè â Bn, ïîýòîìó fm ∈ W 1,n
loc , è ââèäó (1.85)∫

Bn

Φ (KI(x, fm)) dm(x) ≤
∫
Bn

Φn−1 (K(|x|)) dm(x) =
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= ωn−1

1∫
0

Ψ(K(r))

rK(r)
·rndr ≤ γ2ωn−1

1∫
0

dr

rK(r)
≤ M : = γ2ωn−1I(0) < ∞ .

Çàìåòèì, ÷òî fm îòîáðàæàþò åäèíè÷íûé øàð Bn íà øàð ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò ðàäèóñà R = eI(0) <∞. Òàêèì îáðàçîì, fm ∈ SΦ

M,∆ ïðè
íåêîòîðîì ∆ > 0, ãäå M óêàçàíî âûøå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî âèäåòü, ÷òî lim
x→0

|f(x)| = lim
t→0

ρ(t) = e0 = 1,

ò.å. f îòîáðàæàåò ïðîêîëîòûé øàð Bn \ {0} íà êîëüöî 1 < |y| < R =
eI(0). Òîãäà, â ñèëó (1.89), ïîëó÷àåì, ÷òî |fm(x)| = |f(x)| ≥ 1 ïðè |x| ≥
1/m,m = 1, 2, . . . , ò.å., ñåìåéñòâî {fm}∞m=1 íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííî
íåïðåðûâíûì â íóëå.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îïðîâåðãàåò ïðåäïîëîæåíèå (1.81). 2

Çàìå÷àíèå 1.12. Òåîðåìà 1.13 ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå (1.71) òåîðå-
ìû 1.8 ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì, íî è íåîáõîäèìûì äëÿ ðàâíîñòå-
ïåííîé íåïðåðûâíîñòè (è, ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíîñòè è êîìïàêòíîñòè)
îòîáðàæåíèé ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè âèäà (1.70), ëèáî (1.73),
ïðè âûïóêëîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèè Φ. Ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.4, ñêàçàí-
íîå îòíîñèòñÿ òàêæå ê êàæäîìó èç óñëîâèé (1.21)�(1.26) ïðè p = n− 1.

Ñëåäñòâèå 1.17. Åñëè êëàññû SΦ
M,∆ ⊂ RΦ

M,∆ íîðìàëüíû ïðè âñåõ
M ∈ (0,∞) è ∆ ∈ (0, 1) äëÿ íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : [0,∞] →
[0,∞], òî

∞∫
δ

log Φ(t)
dt

tn′ = ∞ (1.90)

äëÿ âñåõ δ > t0, ãäå t0 := sup
Φ(t)=0

t, t0 = 0 åñëè Φ(0) > 0, 1
n′ +

1
n
= 1, ò.å.,

n ′ = n/(n− 1).

Ïî çàìå÷àíèþ 1.10 è ïðåäëîæåíèþ 1.4, óñëîâèå (1.90) òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè (íîðìàëüíîñòè)
êëàññîâ îòîáðàæåíèé SΦ

M,∆ è RΦ
M,∆ ïðè âñåõ M ∈ (0,∞) è ∆ ∈ (0, 1).

Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî åù¼ â ðàáîòå [84] áûëà óñòàíîâëåíà íåîáõî-
äèìîñòü óñëîâèé íåóáûâàíèÿ è âûïóêëîñòè ôóíêöèè Φ äëÿ êîìïàêòíî-
ñòè (çàìêíóòîñòè) êëàññîâ îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè èíòåãðàëüíîãî
òèïà (1.72), ñì. òàêæå ìîíîãðàôèþ [188]. Î òî÷íîñòè óñëîâèé äëÿ ñõîäè-
ìîñòè ãîìåîìîðôèçìîâ, ñì. ðàçäåë 10.8.

Ïðèâåä¼ííûå çäåñü ðåçóëüòàòû áóäóò èìåòü ïðèëîæåíèÿ, â ÷àñòíî-
ñòè, ê òåîðèè ñõîäèìîñòè è êîìïàêòíîñòè ãîìåîìîðôèçìîâ êëàññîâ Ñî-
áîëåâà, à òàêæå êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà, ñì. ÷àñòè II è III êíèãè.
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Ãëàâà 2. Ïðîäîëæåíèå êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ
íà ãðàíèöó â Rn

Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå âñåãäà áûëà íàèáîëåå òðóäíîé è èíòåðåñíîé ÷à-
ñòüþ òåîðèè êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé è èõ îáîáùåíèé, ñì., íàïð.,
[15,17,34,65,67,177,255,261,324]. Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ïðî-
äîëæåíèÿ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ â Rn, n > 2, íà ãðàíèöû îá-
ëàñòåé (ñì. [54]). Çäåñü ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ Q(x) è
ãðàíèöû îáëàñòåé, ïðè êîòîðûõ âñÿêèé êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì äî-
ïóñêàåò íåïðåðûâíîå èëè ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå íà ãðàíèöó. Êðîìå
òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôèçìà f : D → D′ ïðè
Q ∈ L1(D) èññëåäîâàí âîïðîñ î ïðîäîëæåíèè íà ãðàíèöó îáðàòíûõ îòîá-
ðàæåíèé. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî èçîëèðîâàííàÿ îñîáåííîñòü óñòðàíèìà
äëÿ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî Q èìååò êîíå÷íîå
ñðåäíåå êîëåáàíèå â òî÷êå. Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòà-
òîâ àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü ðàíåå ïðè èññëåäîâàíèè áî-
ëåå óçêîãî êëàññà òàê íàçûâàåìûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ (ñì., íàïð., ñòà-
òüè [35,85,250,251] è ìîíîãðàôèþ [252]).

2.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïîíÿòèå êîëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôèçìà áûëî ðàñïðîñòðàíåíî â ãðàíè÷-
íûå òî÷êè ñíà÷àëà íà ïëîñêîñòè â ðàáîòå [290], ñì. òàêæå [292] è ãëàâó 6
ìîíîãðàôèè [188], à çàòåì è â ïðîñòðàíñòâå â ñòàòüå [54]. Èìåííî, ïóñòü
D � îáëàñòü â Rn, n ≥ 2, è Q : D → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó
ôóíêöèÿ. Ãîìåîìîðôèçì f : D → Rn íàçûâàåì êîëüöåâûì Q-ãîìåî-
ìîðôèçìîì â òî÷êå x0 ∈ D, åñëè ñîîòíîøåíèå

M(f(Γ(K1, K2, D))) 6
∫

A∩D

Q(x)ηn(|x− x0|) dm(x) (2.1)

âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ äâóõ êîíòèíóóìîâ K1, K2 èç D, êîòîðûå ïðèíàä-
ëåæàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì äîïîëíåíèÿ â Rn êîëüöà A = A(x0, r1, r2),
0 < r1 < r2 < ∞, è äëÿ êàæäîé èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèè η :
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(r1, r2) → [0,∞], òàêîé ÷òî

r2∫
r1

η(r) dr > 1. (2.2)

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî T áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíî ñâÿçíûì,
åñëè ëþáûå òî÷êè x1 è x2 ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíûì ïóòåì γ :
[0, 1] → T, γ(0) = x1 è γ(1) = x2.

Íàïîìíèì, ÷òî îáëàñòü D íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñâÿçíîé â òî÷êå
x0 ∈ ∂D, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
V ⊆ U òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî V ∩D ñâÿçíî, ñð. [47], ñ. 232. Àíàëîãè÷íî, îá-
ëàñòü D ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D, åñëè äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü V ⊆ U òî÷êè x0 òàêàÿ,
÷òî V ∩D ëèíåéíî ñâÿçíî. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèÿ ñâÿçíîñòè è
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè äëÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â Rn èëè íà ìíîãîîáðàçèÿõ
ñîâïàäàþò, ñì. ñëåäñòâèå 2.1 â ñòàòüå [85], èëè ñëåäñòâèå 13.1 â ìîíîãðà-
ôèè [252].

Ãîâîðÿò, ñì. [39] è [40], ÷òî ãðàíèöà ñèëüíî äîñòèæèìà â òî÷êå
x0 ∈ ∂D, åñëè, äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0, íàéäåòñÿ êîìïàêò
E ⊂ D, îêðåñòíîñòü V ⊂ U òî÷êè x0 è ÷èñëî δ > 0 òàêèå, ÷òî

M(Γ(E,F,D)) > δ

äëÿ ëþáîãî êîíòèíóóìà F â D, ïåðåñåêàþùåãî ∂U è ∂V. Ãðàíèöà ∂D
îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ ñëàáî ïëîñêîé â òî÷êå x0 ∈ ∂D, åñëè äëÿ ëþáîãî
÷èñëà P > 0 è îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 íàéäåòñÿ åå îêðåñòíîñòü V ⊂ U
òàêàÿ, ÷òî

M(Γ(E,F,D)) > P

äëÿ ëþáûõ êîíòèíóóìîâ E è F â D, ïåðåñåêàþùèõ ∂U è ∂V . Ãðàíèöà
îáëàñòèD ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ñèëüíî äîñòèæèìîé, èëè ñëàáî ïëîñêîé,
åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà âûïîëíåíû â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû.

2.2. Ëåììà î íåïðåðûâíîì ïðîäîëæåíèè íà ãðàíèöó

Ëåììà 2.1. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â x0 ∈ ∂D, D′ � êîìïàêò, à f :
D → D′� êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì â òî÷êå x0, D

′ = f(D), òàêîé ÷òî
∂D′ ñèëüíî äîñòèæèìà õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà

C (x0, f) = {y ∈ Rn : y = lim
k→∞

f(xk) , xk → x0, xk ∈ D}. (2.3)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ε0 = ε(x0) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ∀ ε ∈ (0, ε0)∫
D(x0, ε)

Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = o (In(ε, ε0)) (2.4)

ïðè ε → 0, ãäå D(x0, ε) = {x ∈ D : ε < |x − x0| < ε0} è ψ(t) � íå-
îòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà (0,∞), òàêàÿ ÷òî

0 < I(ε, ε′) =

ε′∫
ε

ψ(t) dt <∞

äëÿ âñåõ (ôèêñèðîâàííûõ) ε′ ∈ (0, ε0] è ε ∈ (0, ε′). Òîãäà f èìååò ïðîäîë-
æåíèå â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
∞ /∈ D′. Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî E = C(x0, f) ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîé òî÷êè. Îòìåòèì, ÷òî E ̸= ∅ ââèäó êîìïàêòíîñòè D′.
Ïî óñëîâèþ ëåììû, ∂D′ ñèëüíî äîñòèæèìà â íåêîòîðîé òî÷êå y0 ∈ E.
Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû åùå îäíà òî÷êà y∗ ∈ E. Ïóñòü U =
= B(y0, r0), ãäå 0 < r0 < |y0 − y∗|.

Â ñèëó ëîêàëüíîé ñâÿçíîñòè îáëàñòè D â òî÷êå x0, íàéäåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü îêðåñòíîñòåé Vm òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî Dm = D ∩ Vm
� îáëàñòè è diam(Vm) → 0 ïðè m → ∞. Òîãäà íàéäóòñÿ òî÷êè ym
è y∗m ∈ Fm = fDm, áëèçêèå ê y0 è y∗, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ
|y0 − ym| < r0 è |y0 − y∗m| > r0, êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíûìè
êðèâûìè Cm â îáëàñòÿõ Fm. Ïî ïîñòðîåíèþ

Cm ∩ ∂B(y0, r0) ̸= ∅,

ââèäó ñâÿçíîñòè Cm. Ïî óñëîâèþ ñèëüíîé äîñòèæèìîñòè íàéäåòñÿ êîì-
ïàêò C ∈ D′ è ÷èñëî δ > 0 òàêèå, ÷òî

M(Γ(C,Cm, D
′)) > δ , (2.5)

äëÿ áîëüøèõm, ïîñêîëüêó dist(y0, Cm) → 0 ïðèm→ ∞. Âûáåðåì êîíòè-
íóóì C ′, òàêîé ÷òî C ⊂ C ′ è C ′ ⊂ D.

Çàìåòèì, ÷òî Γ(C,Cm, D
′) ⊆ Γ(C ′, Cm, D

′), ïîýòîìó

M(Γ(C ′, Cm, D
′)) >M(Γ(C,Cm, D

′)) > δ. (2.6)

Ìíîæåñòâî K = f−1(C ′) ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóóìîì êàê íåïðåðûâíûé îáðàç
êîíòèíóóìà. Òàêèì îáðàçîì, ε0 = 1

2
dist(x0, K) > 0.
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Îáîçíà÷èì Bε = B(x0, ε), ε ∈ (0, ε0). Äëÿ ôóíêöèè

ηε(t) =

{
ψ(t)/I(ε, ε0), t ∈ (ε, ε0),

0, t /∈ (ε, ε0)

âûïîëíÿåòñÿ
ε0∫
ε

ηε(t) dt =

ε0∫
ε

ψ(t)

I(ε, ε0)
dt = 1.

Ðàññìîòðèì êîëüöî A = A(x0, ε, ε0) è êîíòèíóóìû K1 ⊂ Bε ∩ D è
K2 = K. Òîãäà

M(f(Γ(K1, K2, D))) 6
∫

A∩D

Q(x)ηn(|x− x0|) dm(x) =

=

∫
D(x0,ε)

Q(x)ψn(|x− x0|)
In(ε, ε0)

dm(x) → 0 (2.7)

ïðè ε→ 0 ñîãëàñíî (2.4).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, ε0) ïðè áîëüøèõm èìååò ìåñòî

âêëþ÷åíèå Dm ⊂ Bε, è ïîñêîëüêó fDm = Fm ⊂ fBε è Cm ⊂ Fm, òî Cm ⊂
fBε, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f−1Cm ⊂ Bε. Çàìåòèì, ÷òî K1 ⊂ B(x0, ε) ∩ D,
K2 ⊂ (Rn \B(x0, ε0)) ∩D è, ñîãëàñíî (2.6), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

M(f(Γ(K1, K2, D))) > δ,

êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò (2.7). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî
f èìååò ïðîäîëæåíèå â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâíîñòè. 2

2.3. Îñíîâíûå ñëåäñòâèÿ

Íèæå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Q ïðîäîëæåíà íóëåì âíå îáëàñòè D â Rn,
n > 2.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D, D′ � êîì-
ïàêò è f : D → D′ � êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì òàêîé, ÷òî f(D) = D′

è ∂D′ ñèëüíî äîñòèæèìà õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ïðåäåëüíîãî ìíîæå-
ñòâà

C (x0, f) = {y ∈ Rn : y = lim
k→∞

f(xk), xk → x0, xk ∈ D}. (2.8)
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Ãëàâà 2. Ïðîäîëæåíèå êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ íà ãðàíèöó â Rn

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

qx0(r) = O

([
log

1

r

]n−1
)

ïðè r → 0, ãäå qx0(r) � ñðåäíåå èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå Q(x) íàä ñôåðîé
{x ∈ D : |x−x0| = r}. Òîãäà f ïðîäîëæèì â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
x0 = 0. Ôèêñèðóåì ε0 < 1. Ïîëîæèì ψ(t) = 1

t log 1
t

. Çàìåòèì, ÷òî

∫
ε<|x|<ε0

Q(x)dm(x)(
|x| log 1

|x|

)n =

ε0∫
ε

 ∫
|x|=r

Q(x)(
|x| log 1

|x|

)n dS
 dr 6

6 ωn−1

ε0∫
ε

dr

r log 1
r

= ωn−1 log
log 1

ε

log 1
ε0

= ωn−1 · I(ε, ε0) ,

ãäå I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε

ψ(t) dt. Íóæíîå çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò òåïåðü ïðÿìî èç

ëåììû 2.1. 2

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü îáëàñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D,
D′ � êîìïàêò, à f : D → D′ � êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì, D′ = f(D),
òàêîé, ÷òî ∂D′ ñèëüíî äîñòèæèìà õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ïðåäåëüíîãî
ìíîæåñòâà C(x0, f). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q(x) èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå
êîëåáàíèå â òî÷êå x0 ∈ D. Òîãäà f ïðîäîëæèì â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâ-
íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
x0 = 0. Ïóñòü ε0 ∈ (0, δ0), ãäå δ0 = min{e−e, d0}, d0 = sup

x∈D
|x − x0|. Íà

îñíîâàíèè ëåììû 1.2, äëÿ ôóíêöèè 0 < ψ(t) = 1
t log 1

t

áóäåì èìåòü, ÷òî∫
D∩A(ε,ε0,0)

Q(x) · ψn(|x|) dm(x) = O

(
log log

1

ε

)
.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

I(ε, ε0) :=

ε0∫
ε

ψ(t) dt = log
log 1

ε

log 1
ε0

.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò òåïåðü èç ëåììû 2.1. 2
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2.4. Ïðîäîëæåíèå íà ãðàíèöó îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé

Ëåììà 2.2. Ïóñòü f : D → D′ � êîëüöåâîé Q�ãîìåîìîðôèçì â òî÷êå
x1 ∈ D ñ Q ∈ L1(D), ãäå D′ = f(D). Åñëè îáëàñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â
òî÷êàõ x1 è x2 ∈ ∂D, x1 ̸= x2, à D

′ èìååò ñëàáî ïëîñêóþ ãðàíèöó, òî

C(x1, f) ∩ C(x2, f) = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ei = C(xi, f), i = 1, 2, è δ = |x1 − x2|.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E1 ∩ E2 ̸= ∅. Òàê êàê îáëàñòü D ëîêàëüíî ñâÿç-
íà â òî÷êàõ x1 è x2, ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U1 è U2 òî÷åê x1 è x2,
ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå ÷òî W1 = D ∩ U1 è W2 = D ∩ U2 � îáëàñòè è
U1 ⊂ B(x1,

δ
3
) è U2 ⊂ Rn \B(x1,

2δ
3
). Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

dist (W1, W2) > δ
3
. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

η(t) =

{
3
δ
, t ∈ ( δ

3
, 2δ

3
),

0, t /∈ ( δ
3
, 2δ

3
).

ßñíî, ÷òî

2δ
3∫
δ
3

η(t)dt = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ êîíòèíóóìîâ K1 ⊂

W1 è K2 ⊂ W2:

M(f(Γ(K1, K2, D))) 6
∫

A(x1,
δ
3
, 2δ
3
)∩D

Q(x)ηn(|x− x1|) dm(x) 6

6 3n

δn

∫
A(x1,

δ
3
, 2δ
3
)∩D

Q(x)dm(x) <∞ ,

òàê êàê Q ∈ L1(D).

Îäíàêî, ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ñëàáîé ïëîñêîñòè.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y0 ∈ fW1 ∩ fW2. Òîãäà â îáëàñòÿõ W ∗

1 = fW1 è
W ∗

2 = fW2 íàéäåòñÿ ïî íåïðåðûâíîé êðèâîé, ïåðåñåêàþùåé ëþáûå íàïå-
ðåä çàäàííûå ñôåðû ∂B(y0, r0) è ∂B(y0, r∗) ñ äîñòàòî÷íî ìàëûìè ðàäèó-
ñàìè r0 è r∗. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî E1∩ E2 ̸= ∅ áûëî íåâåðíûì.
2

Èç ëåììû 2.2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âàæíîå çàêëþ÷åíèå.

52



Ãëàâà 2. Ïðîäîëæåíèå êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ íà ãðàíèöó â Rn

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà âî âñåõ ñâîèõ ãðàíè÷íûõ
òî÷êàõ è D � êîìïàêò, D′ èìååò ñëàáî ïëîñêóþ ãðàíèöó è f : D → D′ �
êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì ñ Q ∈ L1(D), ãäå f(D) = D′. Òîãäà îáðàòíûé
ãîìåîìîðôèçì g = f−1 : D′ → D äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå
g : D′ → D.

Êîìáèíèðóÿ âûøåïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû î ïðîäîëæåíèè íà ãðà-
íèöó ïðÿìûõ è îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé, ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå òåî-
ðåìû î ãîìåîìîðôíîì ïðîäîëæåíèè êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ íà
ãðàíèöû îáëàñòåé.

2.5. Óñòðàíåíèå èçîëèðîâàííûõ îñîáåííîñòåé

Êàê ïîêàçûâàåò ëåììà 2.3, äëÿ óñòðàíåíèÿ èçîëèðîâàííîé îñîáåííîñòè
êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü èíòåãðèðóåìîñòü
Q(x) ñ ïîäõîäÿùèì âåñîì.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü f : Bn \ {0} → Rn, n > 2, � êîëüöåâîé Q-ãîìåî-
ìîðôèçì â òî÷êå x0 = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ε0, 0 < ε0 <

1
2
,

òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, ε0)∫
ε<|x|<ε0

Q(x)ψn(|x|) dm(x) = o(I(ε)n), (2.9)

ïðè ε → 0, ãäå ψ(t) � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà (0,∞),
òàêàÿ ÷òî

0 < I(ε) =

ε0∫
ε

ψ(t) dt <∞, (2.10)

ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0). Òîãäà f èìååò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà Bn,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìîäóëü ñåìåéñòâà ïóòåé, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó, ðàâåí 0, òî íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
f(x) èìååò ïðåäåë ïðè x→ 0. Ïîëîæèì

ηε(t) =

{
ψ(t)/I(ε), t ∈ (ε, ε0),

0, t /∈ (ε, ε0) .
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Çàìåòèì, ÷òî
ε0∫
ε

ηε(t) dt = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñôåð S1 = S(0, ε
2
) è

S2 = S(0, 2ε0)

M(f(Γ(S1, S2,Bn \ {0}))) 6
∫

ε<|x|<ε0

Q(x)ηnε (|x|) dm(x),

ò.å. M(f(Γ(S1, S2,Bn \ {0}))) → 0 ïðè ε→ 0 ñîãëàñíî (2.9).
Ïî ëåììå Ãåðèíãà, ñì. [174], ñ. 225�227,

M(f(Γ(S1, S2,Bn \ {0}))) >
an

(log bn
δ0δε

)n−1
,

ãäå an è bn çàâèñÿò òîëüêî îò n, δ0 è δε � ñôåðè÷åñêèå (õîðäàëüíûå)
äèàìåòðû fS2 è fS1. Òàêèì îáðàçîì, δε → 0 è fS1 ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó
ïðè ε → 0. Òî, ÷òî f � ãîìåîìîðôèçì â Bn, âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 5.2
â [35]. 2

Â ÷àñòíîñòè, âûáèðàÿ â ëåììå 2.3 ψ = 1
t log(1/t)

, ïîëó÷àåì ñîãëàñíî
ëåììå 1.2 ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü f : D\ {x0} → Rn, n > 2, ÿâëÿåòñÿ êîëü-
öåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå x0 = 0, ãäå Q(x) èìååò êîíå÷íîå
ñðåäíåå êîëåáàíèå â òî÷êå x0 ∈ D, ëèáî ëîãàðèôìè÷åñêèå îñîáåííîñòè
ïîðÿäêà íå âûøå n − 1. Òîãäà f äîïóñêàåò êîëüöåâîå Q-ãîìåîìîðôíîå
ïðîäîëæåíèå íà D.
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Ãëàâà 3. Î íèæíèõ è êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìàõ
îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëüöåâûåQ-ãîìåîìîðôèçìû îòíîñèòåëü-
íî p-ìîäóëÿ (ñì., íàïðèìåð, [86,182,295,296]). Ïðåæäå âñåãî, çäåñü óñòà-
íîâëåí êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ýòîìó êëàññó. Íà ýòîé îñíîâå ðåøåíà
ïðîáëåìà, âîñõîäÿùàÿ ê Ëàâðåíòüåâó Ì.À. (ñì. [53]), îá îöåíêå ìåðû îá-
ðàçà øàðà ïðè òàêèõ îòîáðàæåíèÿõ è èññëåäîâàíî èõ àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå â òî÷êå. Íàéäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîíå÷íîé ëèïøèöåâîñòè
êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ ïðè n−1 < p < n.
Òàêæå â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ íèæíèå Q-ãîìåîìîðôèçìû îòíîñè-
òåëüíî p-ìîäóëÿ. Ïîêàçàíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó íèæíèìè è âåðõíèìè ìî-
äóëüíûìè íåðàâåíñòâàìè. Ðàçâèâàåìàÿ òåîðèÿ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîð-
ôèçìîâ îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ ïðèìåíèìà, â ÷àñòíîñòè, ê îòîáðàæåíè-
ÿì êâàçèêîíôîðìíûì â ñðåäíåì (ñì. [43�45, 181]). Òåîðèÿ áóäåò òàêæå
ïðèìåíèìà ê îòîáðàæåíèÿì êëàññîâ Îðëè÷à-ÑîáîëåâàW 1,φ

loc
ïðè óñëîâèè

òèïà Êàëüäåðîíà íà ôóíêöèþ φ è, â ÷àñòíîñòè, êëàññîâ Ñîáîëåâà W 1,q
loc

ïðè q > n− 1 (ñì., íàïðèìåð, ïðåïðèíò [233]).

3.1. Êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìû îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Áîðåëåâà ôóíêöèÿ ϱ : Rn → [0,∞]
íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ Γ â Rn, ïèøóò ϱ ∈ admΓ,
åñëè ∫

γ

ϱ(x) ds > 1 (3.1)

äëÿ âñåõ γ ∈ Γ. Ïóñòü p > 1. Òîãäà p-ìîäóëåì ñåìåéñòâà êðèâûõ Γ
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Mp(Γ) = inf
ϱ∈admΓ

∫
Rn

ϱp(x) dm(x). (3.2)

Çäåñü m îáîçíà÷àåò ìåðó Ëåáåãà â Rn. Â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì M(Γ) =
=Mn(Γ).
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Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, è ïóñòü Q : D → [0,∞] � èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ. Ãîìåîìîðôèçì f : D → Rn áóäåì íàçûâàòü Q-ãîìåîìîð-
ôèçìîì îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ, åñëè

Mp(fΓ) 6
∫
D

Q(x) · ϱp(x) dm(x) (3.3)

äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà Γ êðèâûõ â D è ëþáîé äîïóñòèìîé ôóíêöèè ϱ äëÿ
Γ.

Îïðåäåëåíèå Q-ãîìåîìîðôèçìà îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ ïðè p ̸= n
âïåðâûå âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòå [180]. Â ðàáîòå [181] íåðàâåíñòâî âèäà (3.3)
óñòàâëåíî äëÿ îòîáðàæåíèé êâàçèêîíôîðìíûõ â ñðåäíåì ïðè p ̸= n.

Íàïîìíèì òàêæå ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü E,F ⊆ Rn � ïðîèç-
âîëüíûå ìíîæåñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆(E,F,D) ñåìåéñòâî âñåõ êðèâûõ
γ : [a, b] → Rn, êîòîðûå ñîåäèíÿþò E è F â D, ò.å. γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F è
γ(t) ∈ D ïðè a < t < b. Ïóñòü d0 = dist(z0, ∂D) è ïóñòü Q : D → [0,∞] �
èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ. Ïîëîæèì

A(x0, r1, r2) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2} , (3.4)

Si = S(x0, ri) = {x ∈ Rn : |x− x0| = ri} , i = 1, 2. (3.5)

Ñîãëàñíî ðàáîòå Ãåðèíãà [171] äëÿ êâàçèêîíôîðìíîñòè îòîáðàæåíèé
äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü, ÷òîáû óñëîâèå âèäà (3.3) ïðè Q(x) 6 K ï.â. è
p = n áûëî âûïîëíåíî äëÿ ñåìåéñòâ êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ ãðàíè÷íûå
êîìïîíåíòû ïðîèçâîëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî êîëüöà èç îáëàñòè D. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f : D → Rn ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãî-
ìåîìîðôèçìîì îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ â òî÷êå x0 ∈ D, (1 < p 6
6 n), åñëè ñîîòíîøåíèå

Mp (∆ (fS1, fS2, fG)) 6
∫
A

Q(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) (3.6)

âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî êîëüöà A = A(z0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < d0, è äëÿ
êàæäîé èçìåðèìîé ôóíêöèè η : (r1, r2) → [0,∞] òàêîé, ÷òî

r2∫
r1

η(r) dr > 1 . (3.7)

Ãîâîðÿò, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f : D → Rn ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãî-
ìåîìîðôèçìîì îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ â îáëàñòè D, åñëè óñëîâèå
(3.6) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ òî÷åê x0 ∈ D.
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Âñþäó äàëåå B(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| < r} , Bn = B(0, 1), Br =
= B(0, r), ωn−1 � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû Sn−1 â Rn, Ωn � îáú¼ì åäè-
íè÷íîãî øàðà Bn â Rn, nΩn = ωn−1. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, è
Q : D → [0,∞] � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

qx0(r) =
1

ωn−1rn−1

∫
|x−x0|=r

Q(x)dA

îáîçíà÷àåò ñðåäíåå èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå íà ñôåðå |x − x0| = r, ãäå
dA � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè. Â äàëüíåéøåì ïðè x0 = 0 ïîëàãàåì
q(t) = qx0(t). Çàïèñü m(E) îáîçíà÷àåò ìåðó Ëåáåãà ìíîæåñòâà E â Rn.

Ñëåäóÿ ðàáîòå [248], ïàðó E = (A,C), ãäå A ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî è C - íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â A, íàçûâàåì
êîíäåíñàòîðîì. Êîíäåíñàòîð E íàçûâàåòñÿ êîëüöåâûì êîíäåíñàòî-
ðîì, åñëè B = A\C � êîëüöî, ò.å., åñëè B � îáëàñòü, äîïîëíåíèå êîòîðîé
Rn \B ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç äâóõ êîìïîíåíò. Êîíäåíñàòîð E íàçûâàåòñÿ
îãðàíè÷åííûì êîíäåíñàòîðîì, åñëè ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ îãðàíè-
÷åííûì. Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî êîíäåíñàòîð E = (A,C) ëåæèò â îáëàñòè
D, åñëè A ⊂ D. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè f : D → Rn � íåïðåðûâíîå, îò-
êðûòîå îòîáðàæåíèå è E = (A,C) � êîíäåíñàòîð â D, òî (fA, fC) òàêæå
êîíäåíñàòîð â fD. Äàëåå fE = (fA, fC).

Ïóñòü E = (A,C) � êîíäåíñàòîð. Îáîçíà÷èì C0(A) ÷åðåç ìíîæåñòâî
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé u : A → R1 ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. W0(E) =
= W0(A,C) � ñåìåéñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé u : A → R1 òàêèõ,
÷òî 1) u ∈ C0(A), 2) u(x) > 1 äëÿ x ∈ C è 3) u ïðèíàäëåæèò êëàññó ACL
è ïóñòü

|∇u| =

(
n∑
i=1

(∂iu)
2

)1/2

. (3.8)

Ïðè p > 1 âåëè÷èíó

capp E = capp (A,C) = inf
u∈W0(E)

∫
A

|∇u|p dm (3.9)

íàçûâàþò p-¼ìêîñòüþ êîíäåíñàòîðà E . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ðàâåíñòâî

capp E =Mp(∆(∂A, ∂C;A \ C)), (3.10)

ãäå äëÿ ìíîæåñòâ S1, S2 è S3 â Rn, n > 2, ∆(S1,S2;S3) îáîçíà÷àåò ñåìåé-
ñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ S1 è S2 â S3, ñì. [174,305].

57



Ê òåîðèè îòîáðàæåíèé êëàññîâ Ñîáîëåâà è Îðëè÷à-Ñîáîëåâà

Åìêîñòè â êîíòåêñòå òåîðèè îòîáðàæåíèé õîðîøî îòðàæåíû â ìîíîãðà-
ôèè [184].

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè p > 1

capp E > (infmn−1 σ)
p

[m(A \ C)]p−1 , (3.11)

ãäå mn−1 σ � (n− 1)-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà C∞-ìíîãîîáðàçèÿ σ, ÿâëÿþùå-
ãîñÿ ãðàíèöåé σ = ∂U îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U , ñîäåðæà-
ùåãî C è ñîäåðæàùåãîñÿ âìåñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì U â A, à òî÷íàÿ
íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì σ, ñì. ïðåäëîæåíèå 5 èç [43].

Ïðè 1 6 p < n

capp E > nΩ
p
n
n

(
n− p

p− 1

)p−1

[m(C)]
n−p
n (3.12)

ãäå Ωn � îáúåì åäèíè÷íîãî øàðà â Rn, ñì., íàïð., íåðàâåíñòâî (8.9) â [257].
Ïðè n− 1 < p 6 n èìååò ìåñòî îöåíêà(

capp E
)n−1 > γ

d(C)p

m(A)1−n+p
, (3.13)

ãäå d(C) � äèàìåòð êîìïàêòà C, m(A) � ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà A, γ �
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè n è p, ñì.
ïðåäëîæåíèå â [43].

3.2. Õàðàêòåðèçàöèÿ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ îòíîñèòåëü-
íî p-ìîäóëÿ

Íèæå ïðèâåäåí êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó êîëüöåâûõ Q-ãîìåî-
ìîðôèçìîâ îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ, êîòîðûé âïåðâûå áûë óñòàíîâëåí â
ðàáîòå [86] ïðè p = n, ñì. òàêæå ìîíîãðàôèþ [252]. Êðîìå òîãî, ïðè p = n
äëÿ êîëüöåâûõ Q-îòîáðàæåíèé ñ âåòâëåíèåì àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé áûë
ðàíåå óñòàíîâëåí â ðàáîòå [96].

Çäåñü ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ ñëåäóþùèõ ñòàíäàðòíûõ ñîãëàøåíèé: a/∞ =
= 0 äëÿ a ̸= ∞ è a/0 = ∞ äëÿ a > 0 è 0 · ∞ = 0 (ñì., íàïð., [88], ñ. 6).

Ëåììà 3.1. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, Q : D → [0,∞] � èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ, qx0(r) � ñðåäíåå çíà÷åíèå Q(x) íàä ñôåðîé S(x0, r). Ïîëîæèì

I = I(x0, r1, r2) =

r2∫
r1

dr

r
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r)

(3.14)
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è Sj = {x ∈ Rn : |x − x0| = rj}, j = 1, 2, ãäå x0 ∈ D è 0 < r1 < r2 < r0 =
= dist(x0, ∂D). Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôèçìà
f : D → Rn îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ â òî÷êå x0

Mp (∆ (fS1, fS2, fD)) 6 ωn−1

Ip−1
, (3.15)

ãäå ωn−1 � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî
ïîëàãàòü, ÷òî I ̸= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (3.15),
î÷åâèäíî, âûïîëíåíî. Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî I ̸= ∞, òàê êàê â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå â ñîîòíîøåíèè (3.15) ìîæíî ðàññìîòðåòü Q(x) + δ (ñî
ñêîëü óãîäíî ìàëûì δ > 0) âìåñòî Q(x), à çàòåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè
δ → 0.

Ïóñòü I ̸= ∞. Òîãäà qx0(r) ̸= 0 ï.â. íà (r1, r2). Ïîëîæèì

ψ(t) =

{
1/[t

n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)] , t ∈ (r1, r2) ,

0 , t /∈ (r1, r2).
(3.16)

Òîãäà ∫
A

Q(x) · ψp(|x− x0|) dm(x) = ωn−1I , (3.17)

ãäå A = A(x0, r1, r2).
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ η(t) = ψ(t)

I
, t ∈ (r1, r2) óäîâëåòâîðÿåò ñîîò-

íîøåíèþ âèäà (3.7). Ïîýòîìó ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (3.17) è îïðåäåëåíèþ
êîëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôèçìà îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ

Mp (∆ (fS1, fS2, fG)) 6
∫
A

Q(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) =
ωn−1

Ip−1
,

ãäå Si = S(x0, ri), i = 1, 2. Ëåììà 3.1 äîêàçàíà. 2

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèç-
ìîâ îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ íåðàâåíñòâî (3.15), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåò
áûòü óëó÷øåíî.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü x0 ∈ Rn, 0 < r1 < r2 < r0 = dist(x0, ∂D),
A = A(x0, r1, r2), è ïóñòü Q : Rn → [0,∞] � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëî-
æèì

η0(r) =
1

Ir
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r)

, (3.18)
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ãäå qx0(r) � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè Q(x) íàä ñôåðîé S(x0, r) è I �
âåëè÷èíà, îïðåäåë¼ííàÿ â ëåììå 3.1. Åñëè qx0(r) ̸= ∞ äëÿ ï.â. r ∈ (r1, r2),
òî

ωn−1

Ip−1
=

∫
A

Q(x) · ηp0(|x− x0|) dm(x) 6
∫
A

Q(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) (3.19)

äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè η : (r1, r2) → [0,∞] òàêîé, ÷òî

r2∫
r1

η(r) dr = 1 . (3.20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè I = ∞, òî ëåâàÿ ÷àñòü â ñîîòíîøåíèè
(3.19) ðàâíà íóëþ è íåðàâåíñòâî â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíî. Åñëè I = 0,
òî qx0(r) = ∞ äëÿ ï.â. r ∈ (r1, r2) è îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.19) ðàâíû
áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè óñëîâèÿõ ëåììû. Ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < I <∞. Òîãäà èç (3.18) è (3.20) ñëåäóåò, ÷òî qx0(r) ̸= 0 è
η(r) ̸= ∞ ï.â. â èíòåðâàëå (r1, r2). Ïîëàãàÿ

λ(r) = r
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r)η(r) , w(r) = 1/r

n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r) ,

èìååì, ÷òî
η(r) = λ(r)w(r) ï.â. â (r1, r2)

è

C :=

∫
A

Q(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) = ωn−1

r2∫
r1

λp(r) · w(r) dr . (3.21)

Ïðèìåíÿåì íåðàâåíñòâî Èåíñåíà ñ âåñîì, ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 2.6.2
â [273], ê âûïóêëîé ôóíêöèè φ(t) = tp, çàäàííîé â èíòåðâàëå Ω = (r1, r2) ,
ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé

ν (E) =
1

I

∫
E

w(r) dr , (3.22)

ïîëó÷àåì, ÷òî (
−
∫
λp(r)w(r) dr

)1/p

> −
∫
λ(r)w(r) dr =

1

I
, (3.23)
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ãäå ìû òàêæå èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî η(r) = λ(r)w(r) óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ (3.20). Îòñþäà ïîëó÷àåì

C > ωn−1

Ip−1
, (3.24)

÷òî è äîêàçûâàåò (3.19). 2

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé êîëüöåâîãî Q-ãîìåî-
ìîðôèçìà îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ, ñì. [89] è [90].

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, è ïóñòü Q : D →
→ [0,∞] � ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ãîìåîìîðôèçì
f : D → Rn ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå x0 ∈ D
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ
0 < r1 < r2 < d0 = dist(x0, ∂D)

Mp (∆ (fS1, fS2 fD)) 6 ωn−1

Ip−1
, (3.25)

ãäå S1 è S2 � ñôåðû S(x0, r1) è S(x0, r2), ωn−1 � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû

Sn−1 â Rn, I = I(x0, r1, r2) =
r2∫
r1

dr

r
n−1
p−1 q

1
p−1
x0

(r)

, qx0(r) � ñðåäíåå çíà÷åíèå

ôóíêöèè Q íàä ñôåðîé S(x0, r).

Îòìåòèì íàêîíåö, ÷òî çäåñü èíôèìóì ñïðàâà â âûðàæåíèè (3.6) äî-
ñòèãàåòñÿ äëÿ ôóíêöèè

η0(r) =
1

Ir
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r)

. (3.26)

3.3. Èñêàæåíèå îáúåìà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíà îöåíêà ìåðû îáðàçà øàðà ïðè êîëüöåâûõ Q-
ãîìåîìîðôèçìàõ îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ. Âïåðâûå îöåíêà ïëîùàäè îáðà-
çà êðóãà ïðè êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ âñòðå÷àåòñÿ â ìîíîãðàôèè
Ëàâðåíòüåâà Ì.À. (ñì. [53]). Êðóãëèêîâûì Â.È. áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà
ìåðû îáðàçà øàðà äëÿ îòîáðàæåíèé êâàçèêîíôîðìíûõ â ñðåäíåì â Rn

(ñì. ëåììó 9 â [43]). Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â ðàáîòàõ [89]
è [90].
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Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü n > 2, f � êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì Bn â
Bn îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ. Òîãäà ïðè 1 < p < n èìååò ìåñòî îöåíêà

m(fBr) 6 Ωn ·

1 +
n− p

p− 1

1∫
r

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)

−n(p−1)
n−p

, (3.27)

à ïðè p = n

m(fBr) 6 Ωn · exp

−n
1∫
r

dt

tq
1

n−1 (t)

 , (3.28)

ãäå Ωn � îáú¼ì åäèíè÷íîãî øàðà â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêîå êîëüöî Rt = {x ∈ Bn :
t < |x| < t +△t}. Ïóñòü (At+△t, Ct) - êîíäåíñàòîð, ãäå Ct = Bt, At+△t =
= Bt+△t. Òîãäà (fAt+△t, fCt) � êîëüöåâîé êîíäåíñàòîð â Rn, è ñîãëàñíî
(3.10) èìååì

capp(fAt+△t, fCt) =Mp(△(∂fAt+△t, ∂fCt; fRt)). (3.29)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.11) ïîëó÷èì

capp (fAt+△t, fCt) >
(infmn−1 σ)

p

m (fAt+∆t \ fCt)p−1 , (3.30)

ãäå mn−1 σ � (n− 1)-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà C∞-ìíîãîîáðàçèÿ σ, ÿâëÿþùå-
ãîñÿ ãðàíèöåé σ = ∂U îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U , ñîäåðæà-
ùåãî fCt è ñîäåðæàùåãîñÿ âìåñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì U â fAt+△t, à
òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì σ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ëåììû 3.1 èìååì

capp (fAt+△t, fCt) 6
ωn−1(

t+∆t∫
t

ds

s
n−1
p−1 q

1
p−1 (s)

)p−1 . (3.31)

Êîìáèíèðóÿ íåðàâåíñòâà (3.30) è (3.31), ïîëó÷àåì

(infmn−1 σ)
p

m (fAt+∆t \ fCt)p−1 6 ωn−1(
t+∆t∫
t

ds

s
n−1
p−1 q

1
p−1 (s)

)p−1 .

Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü èçîïåðèìåòðè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì

infmn−1 σ > n · Ω
1
n
n (m(fCt))

n−1
n ,
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íàõîäèì

n · Ω
1
n
n (m(fCt))

n−1
n 6 ω

1
p

n−1

m (fAt+∆t \ fCt)
t+∆t∫
t

ds

s
n−1
p−1 q

1
p−1 (s)


p−1
p

. (3.32)

Ïîëàãàÿ Φ(t) := m (fBt), èç ñîîòíîøåíèÿ (3.32) èìååì, ÷òî

n · Ω
1
n
nΦ

n−1
n (t) 6 ω

1
p

n−1


Φ(t+∆t)−Φ(t)

∆t

1
∆t

t+∆t∫
t

ds

s
n−1
p−1 q

1
p−1 (s)


p−1
p

. (3.33)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 3.2 è ãîìåîìîðôíîñòè îòîáðàæåíèÿ f ,

1

s
n−1
p−1 q

1
p−1 (s)

∈ L1
loc
(0, 1).

Óñòðåìëÿÿ â íåðàâåíñòâå (3.33) ∆t ê íóëþ è ó÷èòûâàÿ ìîíîòîííîå
âîçðàñòàíèå ôóíêöèè Φ(t) ïî t ∈ (0, 1) è ðàâåíñòâî ωn−1 = nΩn, äëÿ ï.â.
t èìååì ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé Φ′(t) è

nΩ
p−n

n(p−1)
n

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)

6 Φ′(t)

Φ
p(n−1)
n(p−1) (t)

. (3.34)

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (3.34) ïðè 1 < p < n. Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè
íåðàâåíñòâà ïî t ∈ [r, 1] è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

1∫
r

Φ′(t)

Φ
p(n−1)
n(p−1) (t)

dt 6 n(p− 1)

p− n

(
Φ

p−n
n(p−1) (1)− Φ

p−n
n(p−1) (r)

)
,

ñì., íàïð., òåîðåìó IV. 7.4 â [88], ïîëó÷àåì

Ω
p−n

n(p−1)
n

1∫
r

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)

6 p− 1

p− n

(
Φ

p−n
n(p−1) (1)− Φ

p−n
n(p−1) (r)

)
. (3.35)

Èç íåðàâåíñòâà (3.35) ñëåäóåò, ÷òî

Φ(r) 6

Φ
p−n

n(p−1) (1) + Ω
p−n

n(p−1)
n

n− p

p− 1

1∫
r

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)


n(p−1)
p−n

.
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Íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ, ÷òî m(fBn) 6 Ωn, ïðèõîäèì ê (3.27).
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé p = n. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî

(3.34) ïðèìåò âèä
n

tq
1

n−1 (t)
6 Φ′(t)

Φ(t)
. (3.36)

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.36) ïî t ∈ [r, 1], ó÷èòûâàÿ, ÷òî

1∫
r

Φ′(t)

Φ(t)
dt 6 ln

Φ(1)

Φ(r)
,

ñì., íàïð., òåîðåìó IV. 7.4 â [88], ïîëó÷èì

n

1∫
r

dt

tq
1

n−1 (t)
6 ln

Φ(1)

Φ(r)
.

È, ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

exp

n
1∫
r

dt

tq
1

n−1 (t)

 6 Φ(1)

Φ(r)
,

à ïîòîìó

Φ(r) 6 Φ(1) · exp

−n
1∫
r

dt

tq
1

n−1 (t)

 ,

÷òî è ïðèâîäèò íàñ ê íåðàâåíñòâó (3.28) ïîñêîëüêó Φ(1) 6 Ωn. 2

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò áûë âïåðâûå äîêàçàí â ðàáîòå [296].

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü p ∈ (1, n] è Qp : B → [0,∞) çàäàííàÿ ëîêàëüíî
èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

1∫
0

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)

= ∞ (3.37)

è
1∫
r

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)

<∞ (3.38)
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äëÿ âñÿêîãî r ∈ (0, 1). Òîãäà îòîáðàæåíèÿ

fp(x) =
x

|x|

1 +
n− p

p− 1

1∫
|x|

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)


− p−1

n−p

(3.39)

è ïðè p = n

fn(x) =
x

|x|
exp

−
1∫

|x|

dt

tq
1

n−1 (t)

 (3.40)

ÿâëÿþòñÿ êîëüöåâûìè Qp-ãîìåîìîðôèçìîì îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ â
íóëå, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà â (3.27) è (3.28), ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëåííûå òàêèì
îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûìè Q-ãîìåîìîðôèçìàìè îò-
íîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ â òî÷êå x0 = 0. Ðàññìîòðèì êîëüöî A = A(0, r1, r2).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ñåìåéñòâî âñåõ êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ ñôåðû S(0, r1)
è S(0, r2) â êîëüöå A. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ïðåîáðàçóåò êîëüöî
A(0, r1, r2) â êîëüöî Ã = (0, Rp(r1), Rp(r2)), ãäå

Rp(ri) = exp

−
1∫

ri

dt

tq
1

n−1 (t)

 (3.41)

ïðè p = n è

Rp(ri) =

1 +
n− p

p− 1

1∫
r

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)

− p−1
n−p

(3.42)

ïðè 1 < p < n.
Òîãäà p-ìîäóëü ñåìåéñòâà êðèâûõ âû÷èñëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå, ñì.,

íàïð., ñîîòíîøåíèå (2) íà ñ. 177 â [172]

Mp(fΓ) = ωn−1

(
p− 1

n− p

) 1
p−1 (

R
p−n
p−1 (r1)−R

p−n
p−1 (r2)

)1−p
, (3.43)

ïðè 1 < p < n è
Mn(fΓ) =

ωn−1

ln
(
Rn(r2)
Rn(r1)

)n−1 , (3.44)
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ïðè p = n.
Ïîäñòàâëÿÿ â (3.44) çíà÷åíèÿ R(r1) è R(r2) îïðåäåëåííûå âûøå, ïî-

ëó÷àåì, ÷òî

Mp(fΓ) =
ωn−1(

r2∫
r1

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)

)p−1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 3.1 ãîìåîìîðôèçì fn ÿâëÿåòñÿ êîëü-
öåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ â òî÷êå x0 = 0. 2

Çàìå÷àíèå 3.1. Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò òî÷íîñòü îöåíîê
(3.27) è (3.28). Â ÷àñòíîñòè, âûáèðàÿ q(t) = 1, ïîëó÷àåì ïðîñòûå ïðèìå-
ðû òàêèõ îòîáðàæåíèé.

3.4. Ïîâåäåíèå â òî÷êå

Â 1965 ã. Ê. Èêîìà ïîëó÷èë ñëåäóþùèé àíàëîã ëåììû Øâàðöà äëÿ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, äîêàçàííûé èì äëÿ êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæå-
íèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 2 â [213]).

Óòâåðæäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : B3 → B3 � êâàçèêîíôîðìíîå
îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ f(0) = 0 ïðåîáðàçóþùåå êàæ-
äûé ðàäèóñ åäèíè÷íîãî øàðà â êðèâóþ, îðòîãîíàëüíóþ ê îáðàçó ñôåðû
|x| = r ïðè âñåõ 0 < r < 1. Òîãäà

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|K−1/2

6 1 ,

ãäå K � ïîñòîÿííàÿ êâàçèêîíôîðìíîñòè.

Òåîðåìà, ïðèâåäåííàÿ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ïîçâîëÿåò íàì òàê-
æå îïèñàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ
îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ â íóëå.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü f � ãîìåîìîðôèçì Bn â Bn, n > 2,
f(0) = 0. Åñëè

m(fBr) 6 ΩnRn(r), (3.45)

òî

lim inf
x→0

|f(x)|
R(|x|)

6 1. (3.46)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì lf (r) = min
|x|=r

|f(x)|. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ,

÷òî f(0) = 0, ïîëó÷àåì Ωn l
n
f (r) 6 m(fBr) è, ñëåäîâàòåëüíî,

lf (r) 6
(
m(fBr)

Ωn

) 1
n

. (3.47)

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (3.45), èìååì

lim inf
x→0

|f(x)|
R(|x|)

= lim inf
r→0

lf (r)

R(r)
6 lim inf

r→0

(
m(fBr)

Ωn

) 1
n

· 1

R(r)
6 1.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. 2

Êîìáèíèðóÿ òåîðåìó 3.2 è ïðåäëîæåíèå 3.1 ñ ôóíêöèåé

R(r) =

1 +
n− p

p− 1

1∫
r

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)

− p−1
n−p

ïðè 1 < p < n è R(r) = exp

{
−

1∫
r

dt

tq
1

n−1 (t)

}
ïðè p = n, ïîëó÷àåì ñëåäóþ-

ùèé ðåçóëüòàò, ñì. [89] è [90], ñì. òàêæå [92].

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü f � êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì îòíîñèòåëüíî
p-ìîäóëÿ Bn â Bn, n > 2 è f(0) = 0. Òîãäà ïðè 1 < p < n èìååò ìåñòî
îöåíêà

lim inf
x→0

|f(x)| ·

1 +
n− p

p− 1

1∫
|x|

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)


p−1
n−p

6 1, (3.48)

à ïðè p = n

lim inf
x→0

|f(x)| · exp


1∫

|x|

dt

tq
1

n−1 (t)

 6 1 . (3.49)

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü f � êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì îòíîñè-
òåëüíî p-ìîäóëÿ Bn â Bn, n > 2 è f(0) = 0. Òîãäà ïðè 1 < p < n
èìååò ìåñòî îöåíêà

lim inf
x→0

|f(x)| ·

 1∫
|x|

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)


p−1
n−p

<

(
p− 1

n− p

) p−1
n−p

. (3.50)
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3.5. Êîíå÷íàÿ ëèïøèöåâîñòü êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ îò-
íîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ

Ïóñòü G � îáëàñòü â Rn, n > 2. Äëÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : G→
→ Rn è x ∈ G ⊆ Rn, ïîëîæèì

L(x, f) = lim sup
y→x

|f(y)− f(x)|
|y − x|

.

Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ëèïøèöåâûì, åñëè
L(x, f) <∞ äëÿ âñåõ x ∈ G.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n− 1 < p < n è

Mp(fΓ) 6 KMp(Γ) (3.51)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà Γ êðèâûõ γ â îáëàñòè G. Ïðè ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî f â (3.51) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, Ãåðèíãîì áûëî óñòàíîâëå-
íî, ÷òî îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì, äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè
íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0 è âñåõ x0 ∈ G ñïðàâåäëèâà îöåíêà

lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 C,

ñì., íàïð., òåîðåìó 2 â [172].

Íèæå ïðèâåäåíà ëåììà èç ðàáîòû [296] î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè ëî-
êàëüíîé ëèïøèöåâîñòè â òî÷êå äëÿ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ îòíî-
ñèòåëüíî p-ìîäóëÿ ïðè n− 1 < p < n.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü G è G′ � îáëàñòè â Rn, n > 2, f : G → G′ �
êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ â òî÷êå x0 ∈ G è

Q0 = lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Q(x) dm(x) <∞.

Òîãäà ïðè n− 1 < p < n èìååì

L(x0, f) = lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 λn,pQ
1

n−p

0 ,

ãäå λn,p � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n è p.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêîå êîëüöîA = A(x0, ε1, ε2)

ñ 0 < ε1 < ε2 òàêîå, ÷òî A(x0, ε1, ε2) ⊂ G. Òîãäà
(
fB (x0, ε2) , fB (x0, ε1)

)
� êîëüöåâîé êîíäåíñàòîð â G′ è, ñîãëàñíî [305], èìååì ðàâåíñòâî

capp (fB(x0, ε2), fB(x0, ε1)) =Mp(△(∂fB(x0, ε2), ∂fB(x0, ε1); fA))

à ââèäó ãîìåîìîðôíîñòè f, ðàâåíñòâî

△ (∂fB (x0, ε2) , ∂fB (x0, ε1) ; fA) = f (△ (∂B(x0, ε2), ∂B(x0, ε1);A)) .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

η(t) =

{
1

ε2−ε1 , t ∈ (ε1, ε2)

0, t ∈ R \ (ε1, ε2).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êîëüöåâîãîQ-ãîìåîìîðôèçìà îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ,
çàìå÷àåì, ÷òî

capp (fB(x0, ε2), fB(x0, ε1)) 6
1

(ε2 − ε1)p

∫
A(x0,ε1,ε2)

Q(x) dm(x) . (3.52)

Äàëåå, âûáèðàÿ ε1 = 2ε è ε2 = 4ε, ïîëó÷èì

capp (fB(x0, 4ε), fB(x0, 2ε)) 6
1

(2ε)p

∫
B(x0,4ε)

Q(x) dm(x) . (3.53)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.12) âûòåêàåò îöåíêà

capp (fB(x0, 4ε), fB(x0, 2ε)) > Cn,p [m(fB(x0, 2ε))]
n−p
n , (3.54)

ãäå Cn,p � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà n è p.

Êîìáèíèðóÿ (3.53) è (3.54), ïîëó÷àåì, ÷òî

m(fB(x0, 2ε))

m(B(x0, 2ε))
6 cn,p

[
−
∫
B(x0,4ε)

Q(x) dm(x)

] n
n−p

, (3.55)

ãäå cn,p � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n è p.
Äàëåå, âûáèðàÿ â (3.52) ε1 = ε è ε2 = 2ε, ïîëó÷èì

capp (fB(x0, 2ε), fB(x0, ε)) 6
1

εp

∫
B(x0,2ε)

Q(x) dm(x) . (3.56)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.13), ïîëó÷àåì

capp (fB(x0, 2ε), fB(x0, ε)) >
(
C̃n,p

dp(fB(x0, ε))

m1−n+p(fB(x0, 2ε))

) 1
n−1

, (3.57)

ãäå C̃n,p � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n è p.
Êîìáèíèðóÿ (3.56) è (3.57), ïîëó÷àåì, ÷òî

d(fB(x0, ε))

ε
6 γn,p

(
m(fB(x0, 2ε))

m(B(x0, 2ε))

) 1−n+p
p
(
−
∫
B(x0,2ε)

Q(x) dm(x)

)n−1
p

.

Ýòà îöåíêà âìåñòå ñ (3.55) äàåò íåðàâåíñòâî

d(fB(x0, ε))

ε
6

6 λn,p

(
−
∫
B(x0,4ε)

Q(x) dm(x)

)n(1−n+p)
p(n−p)

[
−
∫
B(x0,2ε)

Q(x) dm(x)

]n−1
p

.

Ïåðåõîäÿ ê âåðõíåìó ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷àåì

L(x0, f) = lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 lim sup
ε→0

d(fB(x0, ε))

ε
6 λn,pQ

1
n−p

0 ,

ãäå λn,p � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n è p. 2

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó èç ðàáîòû [296] î äî-
ñòàòî÷íîì óñëîâèè êîíå÷íîé ëèïøèöåâîñòè äëÿ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîð-
ôèçìîâ îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü G è G′ � îáëàñòè â Rn, n > 2, f : G → G′ �
êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ ïðè n − 1 < p < n
è

Q0 = lim
ε→0

1

Ωnεn

∫
B(x0,ε)

Q(x) dm(x) <∞ ∀ x0 ∈ G.

Òîãäà ãîìåîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ëèïøèöåâûì.

Çàìå÷àíèå 3.2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 10.6 â [252] êîíå÷íî ëèï-
øèöåâûå îòîáðàæåíèÿ îáëàäàþò N -ñâîéñòâîì îòíîñèòåëüíî õàóñäîðôî-
âûõ ìåð è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè íà êðè-
âûõ è ïîâåðõíîñòÿõ.
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Ïîñòðîèì ïðèìåð êîëüöåâîãîQ-ãîìåîìîðôèçìà îòíîñèòåëüíî p-ìîäó-
ëÿ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå, íå ÿâëÿþùåãîñÿ êîíå÷íî ëèïøèöåâûì.

Ïðèìåð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n− 1 < p < n. Ïóñòü f : Bn → Bn, ãäå

f(x) =
x

|x|

1 +
n− p

p− 1

1∫
|x|

dt

t
n−1
p−1 ln

1
p−1 ( e

t
)


− p−1

n−p

ïðè x ̸= 0 è f(0) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå òàêèì îá-
ðàçîì, ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ
ñ Q(x) = ln e

|x| â òî÷êå x0 = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî qx0(t) = ln e
t
. Ðàññìîòðèì

êîëüöî A(0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < 1. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f ïðåîá-
ðàçóåò êîëüöî A(0, r1, r2) â êîëüöî Ã (0, r̃1, r̃2), ãäå

r̃i =

1 +
n− p

p− 1

1∫
ri

dt

t
n−1
p−1 ln

1
p−1 ( e

t
)

− p−1
n−p

, i = 1, 2 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ñåìåéñòâî âñåõ êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ ñôåðû S(0, r1)
è S(0, r2) â êîëüöå A(0, r1, r2). Òîãäà p-ìîäóëü ñåìåéñòâà êðèâûõ fΓ âû-
÷èñëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå, ñì., íàïð., ñîîòíîøåíèå (2) íà ñ. 177 â [172],

Mp(fΓ) = ωn−1

(
p− 1

n− p

) 1
p−1 (

(r̃1)
p−n
p−1 − (r̃2)

p−n
p−1

)1−p
. (3.58)

Ïîäñòàâëÿÿ â (3.58) çíà÷åíèÿ r̃1 è r̃2, îïðåäåëåííûå âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî

Mp(fΓ) =
ωn−1(

r2∫
r1

dt

t
n−1
p−1 ln

1
p−1 ( e

t
)

)p−1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 1 ãîìåîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ êîëüöå-
âûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ â òî÷êå x0 = 0 ñ Q(x) =
= ln e

|x| . Çàìåòèì, ÷òî

lim sup
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Q(x) dm(x) = ∞ .

Òåì íå ìåíåå, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ, |f(x)|
|x| → ∞ ïðè

x→ 0, ò.å. ãîìåîìîðôèçì f íå ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì â íóëå.
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3.6. Ìîäóëè ñåìåéñòâ ïîâåðõíîñòåé

Ïóñòü ω � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rk è k = 1, . . . , n− 1. Òîãäà k-ìåðíîé
ïîâåðõíîñòüþ S â Rn íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå íåïðåðûâíîå îòîáðà-
æåíèå S : ω → Rn. Ôóíêöèåé êðàòíîñòè ïîâåðõíîñòè S íàçûâàåòñÿ
÷èñëî ïðîîáðàçîâ

N(S, y) = cardS−1(y) = card {x ∈ ω : S(x) = y}, y ∈ Rn . (3.59)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñèìâîë N(S, y) îáîçíà÷àåò êðàòíîñòü íàêðûòèÿ òî÷êè
y ïîâåðõíîñòüþ S. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ êðàòíîñòè ÿâëÿåòñÿ
ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó, ò.å., äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ym ∈ Rn,
m = 1, 2, . . . , òàêîé ÷òî ym → y ∈ Rn ïðè m→ ∞, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

N(S, y) > lim inf
m→∞

N(S, ym) ,

ñì., íàïð., [270], ñ. 160. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ N(S, y) ÿâëÿåòñÿ
èçìåðèìîé ïî Áîðåëþ è, ñëåäîâàòåëüíî, èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî ïðîèç-
âîëüíîé õàóñäîðôîâîé ìåðû Hk, ñì., íàïð., òåîðåìó II (7.6) â [88].

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ⊂ Rn èëè
äàæå, áîëåå îáùî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà B, èçìåðèìîãî îòíîñè-
òåëüíî ìåðû Hk â Rn, k-ìåðíîé õàóñäîðôîâîé ïëîùàäüþ ìíîæå-
ñòâà B â Rn (ëèáî ïðîñòî ïëîùàäüþ B), àññîöèèðîâàííîé ñ ïîâåðõíî-
ñòüþ S : ω → Rn, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

AS(B) = Ak
S(B) :=

∫
B

N(S, y) dHky , (3.60)

ñì., íàïð., ðàçä. 3.2.1 â [164]. Ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé,
åñëè AS(Rn) < ∞, è ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìîé, åñëè AS(Ñ ) < ∞ äëÿ
ëþáîãî êîìïàêòà C ⊂ Rn, ñì., íàïð., ðàçä. 9.2 â [252].

Äëÿ áîðåëåâñêîé ôóíêöèè ρ : Rn → [0,∞] å¼ èíòåãðàë íàä ïî-
âåðõíîñòüþ S îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì∫

S

ρ dA :=

∫
Rn

ρ(y)N(S, y) dHky . (3.61)

Ïóñòü Γ � ñåìåéñòâî k-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé S. Áîðåëåâà ôóíêöèÿ
ρ : Rn → [0,∞] íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà Γ, ïèøåì ρ ∈
∈ admΓ, åñëè äëÿ êàæäîé ïîâåðõíîñòè S ∈ Γ∫

S

ρk dA > 1. (3.62)
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Ïóñòü p ∈ (0,∞) � çàäàííîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Òîãäà p-ìîäó-
ëåì ñåìåéñòâà Γ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫
Rn

ρp(x) dm(x). (3.63)

Ìû òàêæå ïîëàãàåì
M(Γ) =Mn(Γ) (3.64)

è íàçûâàåì âåëè÷èíó M(Γ) ìîäóëåì ñåìåéñòâà Γ. Îòìåòèì, ÷òî òàê
îïðåäåëåííûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé ìåðîé â ïðîñòðàíñòâå âñåõ k-
ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî Γ2 ìèíîðèðóåòñÿ ñåìåéñòâîì Γ1, ïè-
øåì Γ2 > Γ1, åñëè êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü S ⊂ Γ2 ñîäåðæèò ïîäïîâåðõíîñòü,
ïðèíàäëåæàùóþ Γ1. Èçâåñòíî, ÷òî óñëîâèå Γ2 > Γ1 âëå÷¼ò âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà Mp(Γ2) 6 Mp(Γ1), ñì. [169], ñ. 176-178. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ñâîéñòâî P èìååò ìåñòî äëÿ p-ïî÷òè âñåõ (p-ï.â.) k-ìåðíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé S ñåìåéñòâà Γ, åñëè ïîäñåìåéñòâî âñåõ ïîâåðõíîñòåé ñåìåéñòâà Γ,
äëÿ êîòîðûõ ñâîéñòâî P íàðóøàåòñÿ, èìååò p-ìîäóëü íóëü. Çàìåòèì, ÷òî
ïðè 0 < q < p ñâîéñòâî P èìååò ìåñòî òàêæå è äëÿ q-ïî÷òè âñåõ ñïðÿì-
ëÿåìûõ S, ñì., íàïð., òåîðåìó 3 â [169]. Â ñëó÷àå p = n ìû áóäåì ïèñàòü
ïðîñòî ï.â. (�ïî÷òè âñåõ�).

Çàìå÷àíèå 3.3. Èç îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî
p ∈ (0,∞) è k = 1, . . . , n− 1

(1) p-ï.â. k-ìåðíûå ïîâåðõíîñòè â Rn ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìû,

(2) äëÿ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B â Rn, èìåþùèõ ìåðó Ëåáåãà íóëü, âû-
ïîëíåíî óñëîâèå

AS(B) = 0 (3.65)

äëÿ p-ï.â. k-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé S â Rn.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà âïåðâûå áûëà ïîëó÷åíû â ðàáîòå [232], ñì. òàêæå
ëåììó 9.1 â [252].

Ëåììà 3.4. Ïóñòü k = 1, . . . , n− 1, p ∈ [k,∞), è ïóñòü C � îòêðû-
òûé êóá â Rn, n > 2, ÷üè ð¼áðà ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì. Åñëè
ñâîéñòâî P èìååò ìåñòî äëÿ p-ï.â. k-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé S â C, òî P
òàêæå èìååò ìåñòî äëÿ ï.â. k-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé â C, ïàðàëëåëüíûõ
k-ìåðíîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè H.

Ïîñëåäíåå ï.â. ïîíèìàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà â ñîîòâåòñòâó-
þùåé (n− k)-ìåðíîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè H⊥, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê
H.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ñì. òåîðåìó 2.4 â ðàáîòå [232], ñì. òàêæå
òåîðåìó 9.1 â ìîíîãðàôèè [252], ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Ôóáèíè,
ñì. äëÿ ñðàâíåíèÿ òåîðåìó III (8.1) â [88]. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì òåîðåìû 33.1 â [320], ñì. äëÿ ñðàâíåíèÿ òàêæå òåîðåìó 3
â [169], ëåììó 2.13 â [249] è ëåììó 8.1 â [252].

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü k = 1, . . . , n − 1, p ∈ [k,∞), è E � íåêîòî-
ðîå ïîäìíîæåñòâî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ Rn, n > 2. Òîãäà E
èçìåðèìî ïî Ëåáåãó â Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E èçìåðèìî ïî
îòíîøåíèþ ê ìåðå ïëîùàäè íà p-ï.â. k-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ S â Ω.
Áîëåå òîãî, |E| = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

AS(E) = 0 (3.66)

íà p-ï.â. k-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ S â Ω.

Çàìå÷àíèå 3.4. Èç òåîðåìû Ëóçèíà, ñì., íàïð., òåîðåìó 2.3.5 â
[164], ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ. Äëÿ êàæäîé
èçìåðèìîé ôóíêöèè ρ : Rn → [0,∞] ñóùåñòâóåò áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ
ρ∗ : Rn → [0,∞], òàêàÿ ÷òî ρ∗ = ρ ïî÷òè âñþäó â Rn. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
êàæäîãî p ∈ (0,∞) è k = 1, . . . , n − 1, ïî òåîðåìå 3.6 òàêàÿ ôóíêöèÿ ρ
èçìåðèìà íà p-ï.â. k-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ S â Rn.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ ρ : Rn → [0,∞]
ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííî p-äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà Γ, ñîñòîÿùåãî èç
k-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé S â Rn, ïèøåì ρ ∈ extp admΓ, åñëè∫

S

ρk dA > 1 (3.67)

äëÿ p-ï.â. S ∈ Γ. Äàëåå, îáîáù¼ííûì p-ìîäóëåì Mp(Γ) ñåìåéñòâà Γ
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Mp(Γ) = inf

∫
Rn

ρp(x) dm(x) , (3.68)

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåð¼òñÿ ïî âñåì ρ ∈ extp admΓ. Î÷åâèäíî,
÷òî äëÿ êàæäîãî p ∈ (0,∞), k = 1, . . . , n − 1, è êàæäîãî ñåìåéñòâà Γ,
ñîñòîÿùåãî èç k-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé â Rn, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Mp(Γ) =Mp(Γ) . (3.69)
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3.7. Íèæíèå Q-ãîìåîìîðôèçìû îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ

Â ðàáîòå [171], ðàçä. 13, Ô. Ãåðèíã îïðåäåëèë K-êâàçèêîíôîðìíîå îòîá-
ðàæåíèå êàê ãîìåîìîðôèçì, èçìåíÿþùèé ìîäóëü êîëüöåâîé îáëàñòè íå
áîëåå ÷åì â K ðàç. Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ìîòèâèðîâàíî êîëüöåâûì îïðå-
äåëåíèåì Ãåðèíãà.

Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè â Rn, n > 2, x0 ∈ D, Q : D → (0,∞) èçìå-
ðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ. Ãîìåîìîðôèçì f : D → D′ áóäåì íàçûâàòü
íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå x0, åñëè

Mp (f (Σε)) > inf
ρ∈extp admΣε

∫
D∩Aε

ρp(x)

Q(x)
dm(x) (3.70)

äëÿ êàæäîãî êîëüöà Aε = A(x0, ε, ε0) = {x ∈ Rn : ε < |x− x0| < ε0} , ε ∈
∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d0), ãäå

d0 = sup
x∈D

|x− x0| , (3.71)

à Σε îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâî âñåõ ïåðåñå÷åíèé ñôåð

S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r} , r ∈ (ε, ε0) ,

ñ îáëàñòüþ D.

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü îñíîâíóþ ëåììó î íèæíèõ Q-ãîìåîìîðôèç-
ìàõ îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ, ïðèâåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó 2.1 èç ðà-
áîòû [40], ñì. ëåììó 9.2 â ìîíîãðàôèè [252].

Ëåììà 3.5. Ïóñòü (X,µ) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé
ìåðîé µ, q ∈ (1,∞), è ïóñòü φ : X → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîëîæèì

I(φ, q) = inf
α

∫
X

φαq dµ , (3.72)

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì èçìåðèìûì ôóíêöèÿì α : X → [0,∞]
òàêèì, ÷òî ∫

X

α dµ = 1 . (3.73)

Òîãäà

I(φ, q) =

∫
X

φ−λ dµ

− 1
λ

, (3.74)
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ãäå

λ =
q′

q
,

1

q
+

1

q′
= 1 , (3.75)

ò.å. λ = 1/(q− 1) ∈ (0,∞). Êðîìå òîãî, èíôèìóì â (3.72) äîñòèãàåòñÿ
òîëüêî äëÿ ôóíêöèè

α0 = C · φ−λ , (3.76)

ãäå

C =

∫
X

φ−λ dµ

−1

. (3.77)

Ñëåäóþùèé êðèòåðèé íèæíèõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ, ñì. ñòàòüþ [182],
âïåðâûå áûë äîêàçàí ïðè p = n â ðàáîòå [40], òåîðåìà 2.1, ñì. òàêæå
ìîíîãðàôèþ [252], òåîðåìà 9.2.

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, x0 ∈ D, è ïóñòü
Q : D → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Ãîìåîìîðôèçì f : D → Rn

ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå x0 îòíîñèòåëüíî p-ìî-
äóëÿ ïðè p > n− 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Mp(fΣε) >
ε0∫
ε

dr

||Q|| s(r)
∀ ε ∈ (0, ε0) , ε0 ∈ (0, d0) , (3.78)

ãäå s = n−1
p−n+1

,

d0 = sup
x∈D

|x− x0| , (3.79)

Σε � ñåìåéñòâî âñåõ ïåðåñå÷åíèé ñôåð S(x0, r) = {x ∈ Rn : | x− x0| = r},
r ∈ (ε, ε0), ñ D, è

∥Q∥s(r) =

 ∫
D(x0,r)

Qs(x) dA


1
s

, (3.80)

ãäå D(x0, r) = {x ∈ D : | x − x0| = r} = D ∩ S(x0, r). Èíôèìóì â (3.70)
äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ ôóíêöèè

ϱ0(x) =
Q(x)

∥Q∥s(|x− x0|)
. (3.81)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî â (3.70) ïî òåîðåìå Ëóçèíà

inf
ϱ∈admΣε

∫
D∩Rε

ϱp(x)

Q(x)
dm(x) = inf

ϱ∈extp admΣε

∫
D∩Rε

ϱp(x)

Q(x)
dm(x) .

Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé ϱ ∈ extp admΣε ôóíêöèÿ

Aϱ(r) :=

∫
D(x0,r)

ϱn−1(x) dA ̸= 0 ï.â.

ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ïî ïàðàìåòðó r, íàïðèìåð, ïî òåîðåìå Ôóáèíè. Òà-
êèì îáðàçîì, ìû ìîæåì òðåáîâàòü ðàâåíñòâî Aϱ(r) ≡ 1 ï.â. âìåñòî (3.67),
è

inf
ϱ∈ext admΣε

∫
D∩Rε

ϱp(x)

Q(x)
dm(x) =

ε0∫
ε

 inf
α∈I(r)

∫
D(x0,r)

αq(x)

Q(x)
dA

 dr ,

ãäå q = p/(n−1) > 1, à ÷åðåç I(r) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ
ôóíêöèé α íà ïîâåðõíîñòè D(x0, r) = S(x0, r) ∩D òàêèõ, ÷òî∫

D(x0,r)

α(x) dA = 1 .

Èòàê, òåîðåìà 3.7 ñëåäóåò èç ëåììû 3.5 ïðè X = D(x0, r), µ �
(n − 1)-ìåðíàÿ ïëîùàäü íà D(x0, r), φ = 1

Q
|D(x0,r), è q = p/(n − 1) > 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà. 2

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (3.78) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì äëÿ íèæíèõ Q-
ãîìåîìîðôèçìîâ îòíîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ.

3.8. Âçàèìîñâÿçü íèæíèõ è âåðõíèõ ìîäóëüíûõ íåðàâåíñòâ

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [182]. Âïåðâûå ýòîò ðåçóëüòàò
áûë äîêàçàí ïðè p = n â ïðåïðèíòå [233] êàê ñëåäñòâèå 8.1.

Òåîðåìà 3.8. Â Rn, n > 2, âñÿêèé íèæíèé Q-ãîìåîìîðôèçì îò-
íîñèòåëüíî p-ìîäóëÿ f : D → D′ â òî÷êå x0 ∈ D, ïðè p > n − 1 è

Q ∈ L
n−1

p−n+1

loc
(D) ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q∗-ãîìåîìîðôèçìîì îòíîñèòåëüíî

p
p−n+1

-ìîäóëÿ â x0 ñ Q∗(x) = Q
n−1

p−n+1 (x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 0 < r1 < r2 < d(x0, ∂D)
è Si = S(x0, ri), i = 1, 2. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâàì Õåññå è Öèìåðà (ñì.,
íàïð., [204] è [327], à òàêæå ïðèëîæåíèÿ A3 è A6 â [252]),

M p
p−n+1

(f (Γ(S1, S2, D))) 6 1

M
n−1

p−n+1
p (f (Σ))

, (3.82)

ïîñêîëüêó f (Σ) ⊂ Σ (f(S1), f(S2), f(D)) , ãäå Σ îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü
âñåõ ñôåð ñ öåíòðîì â òî÷êå x0, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó ñôåðàìè S1 è
S2, à Σ (f(S1), f(S2), f(D)) ñîñòîèò èç âñåõ (n− 1)-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé
â f(D), îòäåëÿþùèõ f(S1) è f(S2). Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.82) ïî òåîðåìå 3.7
ïîëó÷àåì, ÷òî

M p
p−n+1

(f (Γ(S1, S2, D))) 6

 1
r2∫
r1

dr
∥Q∥ n−1

p−n+1
(r)


n−1

p−n+1

=
ωn−1

I
n−1

p−n+1

. (3.83)

Íàêîíåö, èç (3.83) ïî òåîðåìå 3.1 ïîëó÷àåì çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 3.8.
2
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Ãëàâà 4. Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîð-
ôèçìîâ â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ

Â äàííîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà ïðîäîëæåíèÿ íà ãðàíèöó òàê
íàçûâàåìûõ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ ìåæäó îáëàñòÿìè â ìåòðè-
÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ c ìåðàìè. Ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ
Q(x) è ãðàíèöû îáëàñòåé, ïðè êîòîðûõ âñÿêèé êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîð-
ôèçì äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå èëè ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå íà ãðàíè-
öó. Ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû, â ÷àñòíîñòè, ê ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèÿì,
ïðîñòðàíñòâàì Ëåâíåðà, ãðóïïàì Êàðíî è Ãåéçåíáåðãà, ñì., íàïð., [97].

4.1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå ãîäû íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå àêòèâíî èçó÷àþòñÿ
êîëüöåâûå Q-ãîìåîìîðôèçìû, ñì., íàïð., [252]. Èñòîðè÷åñêè èì ïðåä-
øåñòâîâàë áîëåå óçêèé êëàññ Q-ãîìåîìîðôèçìû, ÷üÿ êîíöåïöèÿ áûëà
ïðåäëîæåíà Îëëè Ìàðòèî, ñì., íàïð., [85, 136, 250, 251]. Ïîíÿòèå êîëü-
öåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ ìîòèâèðîâàíî îïðåäåëåíèåì êâàçèêîíôîðì-
íîñòè ïî Ãåðèíãó, ñì., íàïð., [171] è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå è
ëîêàëèçàöèþ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå âïåðâûå áûëî ââåäåíî è èñ-
ïîëüçîâàëîñü äëÿ èçó÷åíèÿ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè íà ïëîñêîñòè â ðàáî-
òå [286], ñì. òàêæå [86] â Rn. Ïðîáëåìû ëîêàëüíîãî è ãðàíè÷íîãî ïîâå-
äåíèÿ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ â Rn èçó÷àëèñü â ñëó÷àå Q ∈ BMO (îãðàíè-
÷åííîãî ñðåäíåãî êîëåáàíèÿ) â ðàáîòàõ [250, 251], Q ∈ FMO (êîíå÷íîãî
ñðåäíåãî êîëåáàíèÿ) è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ â ðàáîòàõ [35,207]. Â ñòàòüå [85]
èçó÷àëèñü ñâîéñòâà ñëàáî ïëîñêèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äà-
ëåêî èäóùèì îáîáùåíèåì íåäàâíî ââåäåííûõ ïðîñòðàíñòâ Ëåâíåðà, ñì.,
íàïð., [130,144,197,200,314], êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ, â ÷àñòíîñòè, øè-
ðîêî èçâåñòíûå ãðóïïû Êàðíî è Ãåéçåíáåðãà, ñì. [14,221,222,246,260,268].
Íà ýòîé îñíîâå â ðàáîòå [85] áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ ãðàíè÷íîãî ïîâåäå-
íèÿ è óñòðàíèìûõ îñîáåííîñòåé äëÿ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ, ïðèìåíèìàÿ âî
âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ êëàññàõ ïðîñòðàíñòâ. Òàì æå, â ÷àñòíîñòè, áûëè
äîêàçàíû îáîáùåíèå è óñèëåíèå èçâåñòíîé òåîðåìû Ãåðèíãà�Ìàðòèî î
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ãîìåîìîðôíîé ïðîäîëæèìîñòè íà ãðàíèöó êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæå-
íèé ìåæäó îáëàñòÿìè êâàçèýêñòðåìàëüíîé äëèíû, ñì. [177].

Â äàëüíåéøåì (X, d, µ) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî X ñ ìåòðèêîé d è
ëîêàëüíî êîíå÷íîé áîðåëåâñêîé ìåðîé µ.Îáëàñòüþ â X áóäåì íàçûâàòü
îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ëþáûå äâå òî÷êè êîòîðîãî ìîæíî ñâÿçàòü êðèâîé
â D.

Äàëåå Hk, k ∈ [0,∞), îáîçíà÷àåò k-ìåðíóþ ìåðó Õàóñäîðôà ìíî-
æåñòâà A â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d). Òî÷íåå, ïóñòü A ìíîæåñòâî
â (X, d). Òîãäà ïîëàãàåì

Hk(A) : = sup
ε>0

Hk
ε (A) , (4.1)

Hk
ε (A) : = inf

∞∑
i=1

(diamAi)
k , (4.2)

ãäå èíôèìóì â (4.2) áåð¼òñÿ ïî âñåì ïîêðûòèÿì A ìíîæåñòâàìè Ai ñ
diamAi < ε, ñì., íàïð., [206]. Íàïîìíèì, ÷òî diamAi = sup

x, y∈Ai

d(x, y).

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A è k1 > 0 âûïîëíåíî óñëîâèå Hk1(A) <
<∞, òî Hk2(A) = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà k2 > k1, ñì., íàïð., ðàçä. 1
â ãë. VII â [206]. Âåëè÷èíà

dimHA := sup
Hk(A)>0

k (4.3)

íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòüþ ìíîæåñòâà A.
Êðèâîé â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-

íîå îòîáðàæåíèå γ : [a, b] → X. Å¼ äëèíà åñòü ñóïðåìóì ñóìì

k∑
i=1

d(γ(ti), γ(ti−1)) (4.4)

íàä âñåìè ðàçáèåíèÿìè a = t0 6 t1 6 . . . 6 tk = b èíòåðâàëà [a, b]. Êðèâàÿ
γ íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé, åñëè åå äëèíà êîíå÷íà.

Áîðåëåâà ôóíêöèÿ ρ : X → [0,∞] íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ñå-
ìåéñòâà êðèâûõ Γ â X, ïèøóò ρ ∈ admΓ, åñëè∫

γ

ρ ds > 1 (4.5)

äëÿ âñåõ γ ∈ Γ. Çäåñü ds îòíîñèòñÿ ê ìåðå äëèíû íà γ.

80



Ãëàâà 4. Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ...

Ìîäóëü ñåìåéñòâà êðèâûõ Γ â îáëàñòè D èç X êîíå÷íîé õàóñäîð-
ôîâîé ðàçìåðíîñòè α > 1 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

M(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫
D

ρα(x) dµ(x). (4.6)

Ãîâîðÿò, ÷òî ñåìåéñòâî êðèâûõ Γ1 â T ìèíîðèðóåòñÿ ñåìåéñòâîì
êðèâûõ Γ2 â T , ïèøóò Γ1 > Γ2, åñëè äëÿ êàæäîé êðèâîé γ1 ∈ Γ1 íàéäåòñÿ
êðèâàÿ γ2 ∈ Γ2 òàêàÿ, ÷òî γ2 åñòü ïîäêðèâàÿ (ñóæåíèå) γ1. Èçâåñòíî, ÷òî
M(Γ2) >M(Γ1), ñì., íàïð., [169].

Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè ñ êîíå÷íûìè õàóñäîðôîâûìè ðàçìåðíîñòÿìè
α è α′ > 1 â ïðîñòðàíñòâàõ (X, d, µ) è (X ′, d′, µ′), ñîîòâåòñòâåííî, è ïóñòü
Q : X → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.

Â äàëüíåéøåì äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ E, F è D â X ÷åðåç △(E,F ;D)
îáîçíà÷àåòñÿ ñåìåéñòâî âñåõ êðèâûõ γ : [0, 1] → X ñ γ(0) ∈ E, γ(1) ∈ F
è γ(t) ∈ D äëÿ âñåõ t ∈ (0, 1).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f : D → D′ íàçûâàåòñÿ êîëüöå-
âûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå x0 ∈ D, åñëè

M(∆(fC0, fC1;D
′)) 6

∫
A∩D

Q(x) · ηα(d(x, x0)) dµ(x) (4.7)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî êîëüöà A = A(x0, r1, r2) = {x ∈ X : r1 <
< d(x, x0) < r2}, 0 < r1 < r2 < ∞, ëþáûõ äâóõ êîíòèíóóìîâ
C0 ⊂ B(x0, r1) ∩ D è C1 ⊂ D \ B(x0, r2) è ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè
η : (r1, r2) → [0,∞] òàêîé, ÷òî

r2∫
r1

η(r) dr > 1. (4.8)

Â îáùåì æå ñëó÷àå êàæäûé Q-ãîìåîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì, íî
íå íàîáîðîò.

Òàêæå ãîâîðèì, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f : D → D′ åñòü êîëüöåâîé
Q-ãîìåîìîðôèçì, åñëè f ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â
êàæäîé òî÷êå x0 ∈ D.

Äëÿ x0 ∈ X è r > 0, ÷åðåç B(x0, r) îáîçíà÷àåòñÿ øàð {x ∈ X :
d(x, x0) < r}. Ïðîñòðàíñòâî (X, d, µ) íàçûâàåòñÿ α-ðåãóëÿðíûì ïî Àëü-
ôîðñó, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 1 òàêàÿ, ÷òî

C−1rα 6 µ(B(x0, r)) 6 Crα (4.9)
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äëÿ âñåõ øàðîâ B(x0, r) ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ∈ X ðàäèóñà r < diamX.
Êàê èçâåñòíî, α-ðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâà èìåþò õàóñäîðôîâó ðàçìåð-
íîñòü α, ñì., íàïð., [197], c. 61. Ïðîñòðàíñòâî (X, d, µ) áóäåì íàçûâàòü
ðåãóëÿðíûì ïî Àëüôîðñó, åñëè îíî α-ðåãóëÿðíî ïî Àëüôîðñó äëÿ
íåêîòîðîãî α ∈ (1,∞).

Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (X, d, µ) α-ðåãóëÿðíî ñâåðõó â
òî÷êå x0 ∈ X, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî

µ(B(x0, r)) 6 Crα (4.10)

äëÿ âñåõ øàðîâ B(x0, r) ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ∈ X ðàäèóñà r < r0. Íàêî-
íåö, ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (X, d, µ) ðåãóëÿðíî ñâåðõó, åñëè óñëîâèå
(4.10) âûïîëíåíî â êàæäîé òî÷êå äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ (1,∞).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ îáùåãî õàðàêòå-
ðà, êîòîðûå áóäóò ïîëåçíû â äàëüíåéøåì. Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíîå òî-
ïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî, åñëè åãî íåëü-
çÿ ðàçáèòü íà äâà íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâà. Êîìïàêòíûå ñâÿçíûå
ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ êîíòèíóóìàìè. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî T áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå òî÷êè x1
è x2 ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíûì ïóòåì γ : [0, 1] → T , γ(0) = x1
è γ(1) = x2. Îáëàñòüþ â T áóäåì íàçûâàòü îòêðûòîå ëèíåéíî ñâÿçíîå
ìíîæåñòâî. ÎáëàñòüD íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñâÿçíîé â òî÷êå x0 ∈ ∂D,
åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü V ⊆ U òî÷-
êè x0 òàêàÿ, ÷òî V ∩D ñâÿçíî, ñì. [47], c. 232. Àíàëîãè÷íî, ìû ãîâîðèì,
÷òî îáëàñòü D ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D, åñëè äëÿ
ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü V ⊆ U òî÷êè x0
òàêàÿ, ÷òî V ∩D ëèíåéíî ñâÿçíî.

Íèæå ïðåäñòàâëåíû âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [85], ñì.
òàêæå ãëàâó 13 â ìîíîãðàôèè [252], êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ íàìè ïðè
äîêàçàòåëüñòâàõ.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü T � òîïîëîãè÷åñêîå (ìåòðè÷åñêîå) ïðî-
ñòðàíñòâî ñ áàçîé B òîïîëîãèè, ñîñòîÿùåé èç ëèíåéíî ñâÿçíûõ ìíî-
æåñòâ. Òîãäà ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ω â T ÿâëÿåòñÿ ñâÿç-
íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω ëèíåéíî ñâÿçíî.

Ñëåäñòâèå 4.1. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ω â Rn, n > 2, èëè â ëþáîì
ìíîãîîáðàçèè ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω ëèíåéíî
ñâÿçíî.

Çàìå÷àíèå 4.1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáëàñòü D â Rn, n > 2, ëî-
êàëüíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D, òî îíà è ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíà â x0.
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Òîæå ñàìîå âåðíî è íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü
ýêâèâàëåíòíû äëÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â òàê íàçûâàåìûõ ñëàáî ïëîñ-
êèõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ õîðîøî èçâåñòíûå øèðîêèå
êëàññû ïðîñòðàíñòâ Ëåâíåðà, ãðóïïû Êàðíî è Ãåéçåíáåðãà.

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Åñëè Ω è Ω′ � îòêðûòûå ìíîæåñòâà â ìåò-
ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ (X, d) è (X ′, d′), à f : Ω → Ω′ � ãîìåîìîðôèçì,
òî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî f â òî÷êå x0 ∈ ∂Ω,

C(x0, f) := {x′ ∈ X ′ : x′ = lim
n→∞

f(xn), xn → x0} , (4.11)

íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà Ω′.

Ñëåäóÿ [85], ãîâîðèì, ÷òî ãðàíèöà ∂D ñëàáî ïëîñêàÿ â òî÷êå
x0 ∈ ∂D, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà P > 0 è îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 íàé-
äåòñÿ åå îêðåñòíîñòü V ⊂ U òàêàÿ, ÷òî

M(∆(E,F ;D)) > P (4.12)

äëÿ ëþáûõ êîíòèíóóìîâ E è F â D, ïåðåñåêàþùèõ ∂U è ∂V.
Àíàëîãè÷íî, ãîâîðèì, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè D ñèëüíî äîñòèæèìà

â òî÷êå x0 ∈ ∂D, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0, íàéäåòñÿ
êîìïàêò E ⊂ D, îêðåñòíîñòü V ⊂ U òî÷êè x0 è ÷èñëî δ > 0 òàêèå, ÷òî

M(∆(E,F ;D)) > δ (4.13)

äëÿ ëþáîãî êîíòèíóóìà F â D, ïåðåñåêàþùåãî ∂U è ∂V.
Ãðàíèöà ∂D íàçûâàåòñÿ ñèëüíî äîñòèæèìîé è ñëàáî ïëîñêîé,

åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà èìåþò ìåñòî â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû.

Ïðåäëîæåíèå 4.3. Åñëè ∂D � ñëàáî ïëîñêàÿ â òî÷êå x0 ∈ ∂D, òî
∂D ñèëüíî äîñòèæèìà èç D â òî÷êå x0.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü D � îòêðûòîå ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî â
(X, d, µ). Åñëè ∂D � ñëàáî ïëîñêàÿ â òî÷êå x0 ∈ ∂D, òî D ëîêàëüíî
ëèíåéíî ñâÿçíî â x0.

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Åñëè îáëàñòü D â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(X, d) ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D, òî x0 äîñòèæèìà èç
D íåêîòîðûì íåïðåðûâíûì ïóòåì.

Ñëåäóÿ [85], ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ φ : X → R èìååò êîíå÷íîå
ñðåäíåå êîëåáàíèå â òî÷êå x0 ∈ X, ñîêð. φ ∈ FMO(x0), åñëè

lim
ε→0

1

µ(B(x0, ε))

∫
B(x0,ε)

|φ(x)− φ̃ε| dµ(x) <∞ , (4.14)
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ãäå

φ̃ε =
1

µ(B(x0, ε))

∫
B(x0,ε)

φ(x) dµ(x)

� ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè φ(x) ïî øàðó B(x0, ε) = {x ∈ X : d(x, x0) <
< ε} îòíîñèòåëüíî ìåðû µ. Çäåñü óñëîâèå (4.14) âêëþ÷àåò ïðåäïîëî-
æåíèå, ÷òî φ èíòåãðèðóåìà îòíîñèòåëüíî ìåðû µ ïî íåêîòîðîìó øàðó
B(x0, ε), ε > 0.

Âàðèàíòû ñëåäóþùåé ëåììû èç [85] áûëè ñíà÷àëà äîêàçàíû äëÿ
BMO ôóíêöèé è âíóòðåííèõ òî÷åê îáëàñòè D â Rn ïðè n = 2 è n > 3, à
çàòåì äëÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê D â Rn, n > 2, ñ óñëîâèåì óäâîåíèÿ ìåðû è
FMO ôóíêöèé, ñì. èñòîðèþ âîïðîñà â [252].

Ëåììà 4.2. Ïóñòü D � îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå (X, d, µ) α-ðåãó-
ëÿðíîì ñâåðõó c α > 2 â òî÷êå x0 ∈ D è

µ(D ∩B(x0, 2r)) 6 γ · logα−2 1

r
· µ(D ∩B(x0, r)) ∀ r ∈ (0, r0) . (4.15)

Òîãäà äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè φ : D → R êëàññà FMO(x0)∫
D∩A(x0,ε,ε0)

φ(x) dµ(x)(
d(x, x0) log

1
d(x,x0)

)α = O

(
log log

1

ε

)
(4.16)

ïðè ε→ 0 è íåêîòîðîì ε0 ∈ (0, δ0), ãäå δ0 = min (e−e, d0), d0 = sup
x∈D

d(x, x0),

A(x0, ε, ε0) = {x ∈ X : ε < d(x, x0) < ε0}. (4.17)

Çàìå÷àíèå 4.2. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (4.15) ñëàáåå óñëîâèÿ óäâîå-
íèÿ ìåðû:

µ(D ∩B(x0, 2r)) 6 γ · µ(D ∩B(x0, r)) ∀ r ∈ (0, r0) , (4.18)

êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü ðàíåå â êîíòåêñòå Rn, n > 2, â ðàáîòå [35]. Çàìå-
òèì òàêæå, ÷òî óñëîâèå (4.18) àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ âî âíóòðåííèõ
òî÷êàõ îáëàñòè D, åñëè X ðåãóëÿðíî ïî Àëüôîðñó.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü D � îáëàñòü â ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d). Òîãäà ëþáîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî C â D
ìîæåò áûòü âëîæåíî â êîíòèíóóì K èç D.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî x ∈ C ñóùåñòâóåò øàð B(x, r) c
r = δ(x) < dist(x, ∂D) òàêîé, ÷òî B(x, r) � êîìïàêò, ñì., íàïð., 1.9.3
â [11], ñ. 129. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð òàêèõ øàðîâ, ïîêðûâà-
þùèõ C. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Ci,
i = 1, 2, . . . , n òàêèõ øàðîâ, ïîêðûâàþùèõ C. Çàìåòèì, ÷òî Ci êîìïàêò-
íû è ñâÿçíû, ò. å. ÿâëÿþòñÿ êîíòèíóóìàìè. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè
x0 ∈ D è xi ∈ Ci, i = 1, 2, . . . , n è ñîåäèíèì x0 è xi êðèâûìè γi â D. Òîãäà
ìíîæåñòâî

K =
n∪
i=1

(|γi| ∪ Ci)

êàê ðàç ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóóìîì â D, ñîäåðæàùèì C. 2

Çàìå÷àíèå 4.3. Íà ñàìîì äåëå, êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà, â
ëåììå 4.3 ìû ìîæåì òðåáîâàòü ëîêàëüíóþ êîìïàêòíîñòü òîëüêî îáëàñòè
D, à íå âñåãî ïðîñòðàíñòâà X.

4.2. Íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà ãðàíèöó

Â äàëüíåéøåì (X, d, µ) è (X ′, d′, µ′) � ïðîñòðàíñòâà c ìåòðèêàìè d è d′

è ëîêàëüíî êîíå÷íûìè áîðåëåâñêèìè ìåðàìè µ è µ′, à D è D′ � îáëà-
ñòè êîíå÷íîé õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè α è α′ ≥ 1 â (X, d) è (X ′, d′),
ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 4.4. Ïóñòü îáëàñòü D ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíà â òî÷êå
x0 ∈ ∂D, D′ � êîìïàêò, à f : D → D′ � êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì â x0
òàêîé, ÷òî ∂D′ ñèëüíî äîñòèæèìà õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ïðåäåëüíîãî
ìíîæåñòâà

C(x0, f) = {y ∈ X ′ : y = lim
k→∞

f(xk), xk → x0, xk ∈ D} , (4.19)

Q : X → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ∫
ε<d(x,x0)<ε0

Q(x) · ψαx0,ε(d(x, x0)) dµ(x) = o(Iαx0,ε0(ε)) (4.20)

ïðè ε → 0 äëÿ íåêîòîðîãî ε0 ∈ (0, d(x0)), ãäå d(x0) := sup
x∈D

d(x, x0) è

ψx0,ε(t) � ñåìåéñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ èçìåðèìûõ (ïî Ëåáåãó) ôóíêöèé
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íà (0,∞), òàêèõ ÷òî

Ix0,ε0(ε) : =

ε0∫
ε

ψx0,ε(t) dt <∞ ∀ ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d(x0)). (4.21)

Òîãäà f ïðîäîëæèì â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâíîñòè â (X ′, d′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî E =
= C(x0, f) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè. Îòìåòèì, ÷òî E ̸= ∅ ââè-
äó êîìïàêòíîñòè D′, ñì., íàïð., çàìå÷àíèå 3, ï. 41 â [47]. Ïî óñëîâèþ
ëåììû, ∂D′ ñèëüíî äîñòèæèìà â íåêîòîðîé òî÷êå y0 ∈ E. Äîïóñòèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò õîòÿ áû åùå îäíà òî÷êà y∗ ∈ E. Ïóñòü U = B(y0, r0), ãäå
0 < r0 < d′(y0, y

∗).
Â ñèëó ëîêàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè îáëàñòè D â òî÷êå x0, íàéäåò-

ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêðåñòíîñòåé Vk òî÷êè x0, òàêàÿ ÷òî Dk = D ∩ Vk
� îáëàñòè è diamVk → 0 ïðè k → ∞. Òîãäà íàéäóòñÿ òî÷êè yk è y∗k ∈
∈ Fk = fDk, áëèçêèå ê y0 è y∗, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ d′(y0, yk) < r0
è d′(y0, y∗k) > r0 è êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü êðèâûìè Ck â îáëàñòÿõ Fk,
k = 1, 2, . . .. Ïî ïîñòðîåíèþ

Ck ∩ ∂B(y0, r0) ̸= ∅ , (4.22)

ââèäó ñâÿçíîñòè Ck.
Ïî óñëîâèþ ñèëüíîé äîñòèæèìîñòè òî÷êè y0 íàéäóòñÿ êîìïàêò

C0 ⊂ D′ è ÷èñëî δ > 0, òàêèå, ÷òî

M(∆(C0, Ck;D
′)) > δ (4.23)

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k, ïîñêîëüêó dist(y0, Ck) → 0 ïðè k → ∞.
Â ñèëó ëåììû 4.3, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî C0 � êîíòèíóóì. Çàìåòèì, ÷òî
K0 = f−1(C0) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóóìîì êàê íåïðåðûâíûé îáðàç êîí-
òèíóóìà. Òàêèì îáðàçîì, ε0 = min(d(x0, K0)) > 0 â D. Ïóñòü ψ∗

x0,ε
�

áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî ψ∗
x0,ε

(t) = ψx0,ε(t) äëÿ ï.â. t ∈ (0,∞) è
ψ∗
x0,ε

(t) = 0 äëÿ îñòàëüíûõ t, êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå Ëóçèíà, ñì.
íàïð., 2.3.5 â [108].

Çàìåòèì, ÷òî Ix0,ε0(ε) > 0 ïðè ìàëûõ ε ââèäó (4.20), è äëÿ ôóíêöèè

ηε(t) =

{
ψ∗
x0,ε

(t)/Ix0,ε0(ε), åñëè t ∈ (ε, ε0),
0, åñëè t ̸∈ (ε, ε0),

(4.24)

âûïîëíåíî óñëîâèå, ÷òî
ε0∫
ε

ηε(t) dt = 1.
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Ïóñòü Bε : = {x ∈ X : d(x, x0) < ε}, ε ∈ (0, ε0). Ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíûé êîíòèíóóì K ⊂ Bε ∩ D. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ηε(d(x, x0))
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ △(fK0, fK;D′) ïî ïðåäëî-
æåíèþ 13.4 â [252] èëè ïðåäëîæåíèþ 2.4 â [85].

Òàêèì îáðàçîì,

M(△(fK0, fK;D′)) 6
∫

ε<d(x,x0)<ε0

Q(x) · ηαε (d(x, x0)) dµ(x) 6

6 1

Iαx0,ε0(ε)

∫
ε<d(x,x0)<ε0

Q(x) · ψαx0,ε(d(x, x0)) dµ(x) → 0 (4.25)

ïðè ε→ 0 ïî (4.20).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, ε0) ïðè áîëüøèõ k èìååò ìåñòî

âêëþ÷åíèå Dk ⊂ Bε è, ñëåäîâàòåëüíî, f−1(Ck) ⊂ Bε ∩ D. Òàêèì îáðà-
çîì, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó (4.23) è (4.25), ò.å. ïðåäïîëîæåíèå î
ñóùåñòâîâàíèè âòîðîé òî÷êè y∗ â C(x0, f) áûëî íåâåðíûì. 2

Ñëåäñòâèå 4.2. Â ÷àñòíîñòè, åñëè

lim
ε→0

∫
ε<d(x,x0)<ε0

Q(x) · ψα(d(x, x0)) dµ(x) <∞ , (4.26)

ãäå ψ(t) � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà (0,∞), òàêàÿ ÷òî

I(ε, ε0) :=

ε0∫
ε

ψ(t) dt <∞ ∀ ε ∈ (0, ε0) ,

è I(ε, ε0) → ∞ ïðè ε → 0, òî êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D′

ïðîäîëæèì â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâíîñòè â (X ′, d′).

Çàìå÷àíèå 4.4. Äðóãèìè ñëîâàìè, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèíãóëÿðíûé
èíòåãðàë â (4.26) ñõîäèëñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå x0 õîòÿ
áû äëÿ îäíîãî ÿäðà ψ ñ íåèíòåãðèðóåìîé îñîáåííîñòüþ â íóëå. Áîëåå
òîãî, êàê ïîêàçûâàåò ëåììà 4.4, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óêàçàííûé èíòåãðàë
äàæå ðàñõîäèëñÿ, íî ñ êîíòðîëèðóåìîé ñêîðîñòüþ:∫

ε<d(x,x0)<ε0

Q(x) · ψα(d(x, x0)) dµ(x) = o(Iα(ε, ε0)). (4.27)

87



Ê òåîðèè îòîáðàæåíèé êëàññîâ Ñîáîëåâà è Îðëè÷à�Ñîáîëåâà

Âûáèðàÿ â ëåììå 4.4 ψ(t) ≡ 1/t, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü D ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈
∂D, ∂D′ ñèëüíî äîñòèæèìà è D′ êîìïàêòíî. Åñëè èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ
Q : X → (0,∞) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ∫

ε<d(x,x0)<ε0

Q(x)dµ(x)

d(x, x0)α
= o

([
log

1

ε

]α)
(4.28)

ïðè ε→ 0 äëÿ íåêîòîðîãî ε0 < d(x0) := sup
x∈D

d(x, x0), òî ëþáîé êîëüöåâîé

Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D′ ïðîäîëæèì â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâíîñòè
â (X ′, d′).

Ñëåäñòâèå 4.3. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 4.1 îñòàåòñÿ
â ñèëå, åñëè ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë∫

Q(x)dµ(x)

d(x, x0)α
(4.29)

ñõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.
Êîìáèíèðóÿ ëåììû 4.2 è 4.4, âûáèðàÿ ψε(t) ≡ t log 1

t
, t ∈ (0, δ0),

èìååì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü X α-ðåãóëÿðíî ñâåðõó â òî÷êå x0 ∈ ∂D, α > 2,
ãäå D ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.15), à D′

êîìïàêòíî è ∂D′ ñèëüíî äîñòèæèìà. Åñëè Q ∈ FMO(x0), òî ëþáîé
êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D′ ïðîäîëæèì â òî÷êó x0 ïî íåïðå-
ðûâíîñòè â (X ′, d′).

4.3. Äàëüíåéøèå ñëåäñòâèÿ è ïðèëîæåíèÿ

Çäåñü, êàê è ðàíåå, C(x0, f) îáîçíà÷àåò ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî îòîáðàæå-
íèÿ f â òî÷êå x0, ñì. (4.19).

Ëåììà 4.5. Ïóñòü f : D → D′ � êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì ñ
Q ∈ L1

µ(D). Åñëè îáëàñòü D ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíà â òî÷êàõ x1 è
x2 ∈ ∂D, x1 ̸= x2, à D

′ èìååò ñëàáî ïëîñêóþ ãðàíèöó, òî

C(x1, f) ∩ C(x2, f) = ∅ (4.30)

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ei = C(xi, f), i = 1, 2, è δ = d(x1, x2).
Ïðåäïîëîæèì E1 ∩ E2 ̸= ∅. Òàê êàê îáëàñòü D ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿç-
íà â òî÷êàõ x1 è x2, ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U1 è U2 òî÷åê x1 è x2,
ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå ÷òî W1 = D ∩ U1 è W2 = D ∩ U2 � îáëàñòè è
U1 ⊂ B1 = B(x1, δ/3) è U2 ⊂ B2 = B(x2,

δ
3
). Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó òðå-

óãîëüíèêà dist(W1,W2) > δ
3
è ïóñòü

η(x) =

{
3
δ
, åñëè x ∈ ( δ

3
; 2δ

3
),

0, èíà÷å x ̸∈ ( δ
3
; 2δ

3
).

Òîãäà èìååì, ÷òî

2δ
3∫
δ
3

η(t)dt =

2δ
3∫
δ
3

3
δ
dt = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ êîí-

òèíóóìîâ K1 ⊂W1 è K2 ⊂ W2:

M(∆(fK1, fK2;D
′)) 6

∫
A(x1,

δ
3
; 2δ
3
)∩D

Q(x)ηα(d(x1, x2)) dµ(x) 6

6 3α

δα

∫
A(x1,

δ
3
; 2δ
3
)∩D

Q(x) dµ(x) <∞, (4.31)

ïîñêîëüêó Q ∈ L1
µ(D).

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ïðîòèâîðå÷èò, îäíàêî, óñëîâèþ ñëàáîé ïëîñêîñòè
(4.12), åñëè íàéäåòñÿ y0 ∈ E1 ∩E2. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà y0 ∈ fW1 ∩ fW2

è â îáëàñòÿõ W ∗
1 = fW1 è W ∗

2 = fW2 íàéäåòñÿ ïî êðèâîé, ïåðåñåêàþùåé
ëþáûå íàïåðåä çàäàííûå ñôåðû ∂B(y0, r0) è ∂B(y0, r∗) ñ äîñòàòî÷íî ìà-
ëûìè ðàäèóñàìè r0 è r∗. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî E1∩E2 ̸= ∅, áûëî
íåâåðíî. 2

Ïî ëåììå 4.5 ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü îáëàñòü D ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíà âî âñåõ
ñâîèõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ è D � êîìïàêò, îáëàñòü D′ èìååò ñëàáî ïëîñ-
êóþ ãðàíèöó, à f : D → D′ � êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì ñ Q ∈ L1

µ(D).
Òîãäà îáðàòíûé ãîìåîìîðôèçì g = f−1 : D′ → D äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå
ïðîäîëæåíèå g : D′ → D.

Çàìå÷àíèå 4.5. Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà, â ëåììå 4.5 è òåîðåìå
4.3, êàê è âî âñåõ òåîðåìàõ ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôà, äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü
âìåñòî óñëîâèÿ Q ∈ L1

µ(D) èíòåãðèðóåìîñòü Q â îêðåñòíîñòè ∂D.
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4.4. Ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå íà ãðàíèöó

Êîìáèíèðóÿ ëåììû 4.4 è 4.5, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ëåììà 4.6. Ïóñòü D ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, D′ èìå-
åò ñëàáî ïëîñêóþ ãðàíèöó è D, D′ � êîìïàêòû. Åñëè ôóíêöèÿ Q : X →
(0, ∞) êëàññà L1

µ(D) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.20) â êàæäîé òî÷êå
x0 ∈ ∂D, òî ëþáîé êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D′ ïðîäîëæèì
äî ãîìåîìîðôèçìà f : D → D′.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü D è D′ èìåþò ñëàáî ïëîñêèå ãðàíèöû, à D è
D′ � êîìïàêòû, è ïóñòü Q : X → (0,∞) � ôóíêöèÿ êëàññà L1

µ(D) ñ∫
ε<d(x,x0)<ε0

Q(x)dµ(x)

d(x, x0)α
= o

([
log

1

ε

]α)
(4.32)

â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ ∂D äëÿ íåêîòîðîãî ε0 = ε(x0) < d(x0) := sup
x∈D

d(x, x0).

Òîãäà ëþáîé êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D′ äîïóñêàåò ïðîäîë-
æåíèå äî ãîìåîìîðôèçìà f : D → D′.

Ñëåäñòâèå 4.4. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 4.4 èìååò ìå-
ñòî, åñëè ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë∫

Q(x)dµ(x)

d(x, x0)α
(4.33)

ñõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè x0 ∈ ∂D.

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü D � îáëàñòü â α-ðåãóëÿðíîì ñâåðõó ïðîñòðàí-
ñòâå (X, d, µ), α > 2, êîòîðàÿ ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.15) âî âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ, D′ � îáëàñòü
ñî ñëàáî ïëîñêîé ãðàíèöåé â ïðîñòðàíñòâå (X ′, d′, µ′), à D è D′ êîì-
ïàêòíû. Åñëè ôóíêöèÿ Q : X → (0,∞) èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëå-
áàíèå âî âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îáëàñòè D, òî ëþáîé êîëüöåâîé Q-
ãîìåîìîðôèçì f : D → D′ ïðîäîëæèì äî ãîìåîìîðôèçìà f : D → D′.

Ñëåäñòâèå 4.5. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 4.5 èìååò ìå-
ñòî, åñëè

lim
ε→0

1

µ(B(x0, ε))

∫
B(x0,ε)

Q(x) dµ(x) <∞ ∀ x0 ∈ ∂D. (4.34)
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×àñòü II.

Ê òåîðèè îòîáðàæåíèé êëàññîâ

Ñîáîëåâà íà ïëîñêîñòè

Â ýòîé ÷àñòè êíèãè ïðèâîäÿòñÿ ïðèëîæåíèÿ íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ äîíåö-
êîé øêîëû ïî òåîðèè êîëüöåâûõ è íèæíèõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ ê èññëå-
äîâàíèþ ëîêàëüíîãî è ãðàíè÷íîãî ïîâåäåíèÿ ãîìåîìîðôíûõ ðåøåíèé ñ
îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè è çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèé Áåëüòðà-
ìè ñ âûðîæäåíèåì (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè [188] è [252], à òàêæå ñòà-
òüè [35,37,40,54�60] è [241]). Ýòè ðåçóëüòàòû èìåþò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ
ê òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ è òåîðèè âàðèàöèîííîãî ìåòîäà äëÿ óðàâíåíèé
Áåëüòðàìè (ñì., íàïðèìåð, [28,29,38,61,162] è [242]). Â ýòîé ñâÿçè íàïîì-
íèì òàêæå, ÷òî íåäàâíî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìåîìîðôíûõ ðåøåíèé
êëàññà W 1,1

loc
áûëè äîêàçàíû äëÿ ìíîãèõ âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé Áåëü-

òðàìè (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè [188] è [252], à òàêæå îáçîðû [189]
è [306] ñ äàëüíåéøèìè ññûëêàìè â íèõ).

Ãëàâà 5. Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå è çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ

óðàâíåíèé Áåëüòðàìè

Â ýòîé ãëàâå ïîêàçàíî, ÷òî ãîìåîìîðôíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëü-
òðàìè ∂f = µ ∂f êëàññà Ñîáîëåâà W 1,1

loc
ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì è, îäíîâðå-

ìåííî, íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì ñ Q(z) = Kµ(z), ãäå Kµ(z) � äèëà-
òàöèîííîå îòíîøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Íà ýòîé îñíîâå ðàçâèòà òåîðèÿ
ãðàíè÷íîãî ïîâåäåíèÿ òàêèõ ðåøåíèé, è ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà
Kµ(z) äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ
âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè â ïðîèçâîëüíûõ æîðäàíîâûõ îáëà-
ñòÿõ è ïñåâäîðåãóëÿðíûõ, à òàêæå ìíîãîçíà÷íûõ ðåøåíèé â ïðîèçâîëü-
íûõ êîíå÷íîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùè-
ìèñÿ æîðäàíîâûìè êðèâûìè.
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5.1. Ââåäåíèå

Ïóñòü D � îáëàñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, ò.å. ñâÿçíîå è îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî C, è ïóñòü µ : D → C � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ñ |µ(z)| < 1
ï.â. (ïî÷òè âñþäó) âD.Óðàâíåíèåì Áåëüòðàìè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå
âèäà

fz̄ = µ(z)fz, (5.1)

ãäå fz = ∂f = (fx + ify)/2, fz = ∂f = (fx − ify)/2, z = x + iy, fx è fy �
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèÿ f ïî x è y, ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèÿ
µ íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì êîýôôèöèåíòîì, à

Kµ(z) =
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)|

(5.2)

äèëàòàöèîííûì îòíîøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.1). Óðàâíåíèå Áåëüòðàìè
(5.1) íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì, åñëèKµ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåîãðà-
íè÷åííîé, ò.å. Kµ /∈ L∞(D).

Ëþáàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f â îáëàñòè D óäîâëåòâîðÿåò ïðî-
ñòåéøåìó óðàâíåíèþ Áåëüòðàìè

fz̄ = 0, (5.3)

êîãäà µ(z) ≡ 0. Åñëè àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f çàäàíà â åäèíè÷íîì
êðóãå D = {z ∈ C : |z| < 1} è íåïðåðûâíà â åãî çàìûêàíèè, òî ïî ôîðìóëå
Øâàðöà

f(z) = i Im f(0) +
1

2πi

∫
|ζ|=1

Re f(ζ) · ζ + z

ζ − z
· dζ
ζ

(5.4)

è, òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f â åäèíè÷íîì êðóãå D îïðå-
äåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñòî ìíèìîãî ÷èñëà ic, c = Im f(0), å¼ ðåàëüíîé
÷àñòüþ φ(ζ) = Re f(ζ) íà ãðàíèöå åäèíè÷íîãî êðóãà. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè
f � ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå, òî è ôóíêöèÿ F (z) = f(z) + ic, äëÿ ëþáîé
ïîñòîÿííîé c ∈ R, òàêæå ÿâëÿåòñÿ å¼ ðåøåíèåì.

Ïîýòîìó çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (5.1) â îáëà-
ñòè D ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : D → C, èìåþùåé
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ï.â. è óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíå-
íèþ (5.1) ï.â., à òàêæå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

lim
z→ζ

Re f(z) = φ(ζ) ∀ ζ ∈ ∂D (5.5)

äëÿ ïðåäïèñàííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ : ∂D → R.
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Ãëàâà 5. Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå è çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè âïåðâûå èçó÷àëèñü â èç-
âåñòíîé äèññåðòàöèè Ðèìàíà, êîòîðûé ðàññìàòðèâàë ÷àñòíûé ñëó÷àé
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîãäà µ(z) ≡ 0, è ðàáîòàõ Ãèëüáåðòà (1904,
1924), êîòîðûé èññëåäîâàë ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó Êîøè�Ðèìàíà äëÿ
äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé f = u + iv, à
òàêæå ðàáîòå Ïóàíêàðå (1910) ïî ïðèëèâàì. Ïðîáëåìà Äèðèõëå õîðîøî
èçó÷åíà äëÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ñì., íàïðè-
ìåð, [10] è [12]. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè
â åäèíè÷íîì êðóãå èçó÷àëàñü â ðàáîòå [162]. Îäíàêî, êðèòåðèè ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå, ñôîðìóëèðîâàííûå â [162], íå ÿâëÿþòñÿ
èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé Ðèìàíà. Ïîýòîìó ìû ïðè-
âîäèì çäåñü êàê òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé çàäà÷è
Äèðèõëå â îäíîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ, òàê è òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ïñåâäî-
ðåãóëÿðíûõ è ìíîãîçíà÷íûõ ðåøåíèé â ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ.

5.2. Ñâÿçü êëàññà W 1,1
loc

ñ íèæíèìè Q-ãîìåîìîðôèçìàìè

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γ îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà∆ äåéñòâèòåëüíîé
îñè R èëè îêðóæíîñòè â D íàçûâàåòñÿøòðèõîâîé ëèíèåé, ñì., íàïðè-
ìåð, ðàçäåë 6.3 â [252]. Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ∆ â R
ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî íàáîðà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ. Ýòî
äàåò ìîòèâèðîâêó äëÿ òåðìèíà �øòðèõîâàÿ ëèíèÿ�.

Ïóñòü çàäàíî ñåìåéñòâî Γ øòðèõîâûõ ëèíèé γ â êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè C. Áîðåëåâñêóþ ôóíêöèþ ϱ : C → [0,∞] íàçûâàþò äîïóñòèìîé
äëÿ Γ, ïèøóò ϱ ∈ admΓ, åñëè∫

γ

ϱ ds > 1 ∀ γ ∈ Γ. (5.6)

Êîíôîðìíûì ìîäóëåì ñåìåéñòâà Γ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

M(Γ) = inf
ϱ∈admΓ

∫
C

ϱ2(z) dm(z), (5.7)

ãäå dm(z) ñîîòâåòñòâóåò ìåðå Ëåáåãà â C. Ãîâîðÿò, ÷òî ñâîéñòâî P èìååò
ìåñòî äëÿ ï.â. (ïî÷òè âñåõ) γ ∈ Γ, åñëè ïîäñåìåéñòâî âñåõ ëèíèé â Γ,
äëÿ êîòîðûõ P íå âåðíî, èìååò íóëåâîé ìîäóëü, ñð. [169]. Òàêæå ãîâîðÿò,
÷òî èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ ϱ : C → [0,∞] ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííî
äîïóñòèìîé äëÿ Γ, ïèøóò ϱ ∈ ext admΓ, åñëè (5.6) èìååò ìåñòî äëÿ ï.â.
γ ∈ Γ, ñì., íàïðèìåð, ðàçäåë 9.2 â [252].
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Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ìîòèâèðîâàíî êîëüöåâûì îïðåäåëåíèåì êâàçè-
êîíôîðìíîñòè ïî Ãåðèíãó (ñì., íàïðèìåð, [171]). Äëÿ çàäàííûõ îáëà-
ñòåé D è D′ â C = C ∪ {∞}, z0 ∈ D \ {∞}, è èçìåðèìîé ôóíêöèè
Q : D → (0,∞), ãîâîðÿò, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f : D → D′ ÿâëÿåòñÿ íèæ-
íèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå z0, åñëè

M(fΣε) > inf
ϱ∈ext admΣε

∫
D∩Rε

ϱ2(z)

Q(z)
dm(z) (5.8)

äëÿ êàæäîãî êîëüöà

Rε = {z ∈ C : ε < |z − z0| < ε0}, ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d0),

ãäå
d0 = sup

z∈D
|z − z0|,

è Σε îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâî øòðèõîâûõ ëèíèé, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïåðåñå-
÷åíèé îêðóæíîñòåé

S(r) = S(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| = r}, r ∈ (ε, ε0),

ñ îáëàñòüþ D, ñì. [40] èëè ãëàâó 9 â ìîíîãðàôèè [252].
Ýòî ïîíÿòèå ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà ñëó÷àé z0 = ∞ ∈ D

ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ïóòåì ïðèìåíåíèÿ èíâåðñèè T îòíîñèòåëüíî åäè-
íè÷íîé îêðóæíîñòè â C, T (z) = z/|z|2, T (∞) = 0, T (0) = ∞. Íàçîâåì
ãîìåîìîðôèçì f : D → D′ íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â ∞ ∈ D,
åñëè îòîáðàæåíèå F = f ◦ T ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q∗-ãîìåîìîðôèçìîì ñ
Q∗ = Q ◦ T â 0. Òàêæå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f : D → C ÿâ-
ëÿåòñÿ íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì íà ∂D, åñëè f ÿâëÿåòñÿ íèæíèì
Q-ãîìåîìîðôèçìîì â ëþáîé òî÷êå z0 ∈ ∂D.

Íàïîìíèì êðèòåðèé òîãî, ÷òî ãîìåîìîðôèçì â C ÿâëÿåòñÿ íèæíèì
Q-ãîìåîìîðôèçìîì (ñì. òåîðåìó 2.1 â [40], ëèáî òåîðåìó 9.2 â [252]).

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè â C, z0 ∈ D \ {∞}, è
Q : D → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ. Ãîìåîìîðôèçì f : D →
→ D′ ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå z0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

M (f (Σε)) >
ε0∫
ε

dr

∥Q∥ 1(r)
∀ ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d0), (5.9)

ãäå

∥Q∥1(r) =
∫

D(z0,r)

Q(z) ds (5.10)
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åñòü L1-íîðìà ôóíêöèè Q íàä ìíîæåñòâîì D(z0, r) = D ∩ S(z0, r) =
= {z ∈ D : |z − z0| = r}.

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå ãîìåîìîðôíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Áåëüòðàìè (5.1) êëàññà Ñîáîëåâà W 1,1

loc
ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q-ãîìåîìîð-

ôèçìîì ñ Q(z) = Kµ(z) è, òàêèì îáðàçîì, âñÿ òåîðèÿ ãðàíè÷íîãî ïîâåäå-
íèÿ â [40], ñì. òàêæå ãëàâó 9 â [252], ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê òàêèì ðå-
øåíèÿì. Ïîñëåäíèé ôàêò èìååò âàæíîå çíà÷åíèå ïðè èçó÷åíèè êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè ñ âûðîæäåíèåì, ñì., íàïðèìåð, [162].

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü f � ãîìåîìîðôíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëü-
òðàìè (5.1) êëàññà W 1,1

loc
. Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì

â êàæäîé òî÷êå z0 ∈ D ñ Q(z) = Kµ(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � ìíîæåñòâî (áîðåëåâñêîå!) âñåõ òî÷åê
z èç D, â êîòîðûõ f èìååò ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ñ Jf (z) ̸= 0. Èçâåñòíî,
÷òî B ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíîãî íàáîðà áîðåëåâ-
ñêèõ ìíîæåñòâ Bl, l = 1, 2, . . ., òàêèõ, ÷òî fl = f |Bl

ÿâëÿþòñÿ áèëèïøèöå-
âûìè ãîìåîìîðôèçìàìè, ñì., íàïðèìåð, ëåììó 3.2.2 â [164]. Áåç ïîòåðè
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Bl ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü B∗
� ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê z ∈ D, ãäå f èìååò ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ñ
fz = 0 = fz̄.

Çàìåòèì, ÷òî ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Ãåðèíãà�Ëåõòî�Ìåíüøîâà ìíî-
æåñòâî B0 = D \ (B ∪ B∗) èìååò íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà â C, ñì. [176]
è [259]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2.11 â [232], ñì. òàêæå ëåììó 9.1
â [252], l(γ ∩ B0) = 0 äëÿ ï.â. øòðèõîâûõ ëèíèé γ â D. Ïîêàæåì òàê-
æå, ÷òî l(f(γ) ∩ f(B0)) = 0 äëÿ ï.â. îêðóæíîñòåé γ ñ öåíòðîì â òî÷êå
z0.

Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè f íà çàìêíóòûõ
ïîääóãàõ γ∩D äëÿ ï.â. îêðóæíîñòåé γ. Äåéñòâèòåëüíî, êëàññW 1,1

loc
ÿâëÿ-

åòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíî êâàçèèçîìåòðè÷åñêèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 1.1.7 â [257],
è ôóíêöèè èç W 1,1

loc
àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà ëèíèÿõ, ñì., íàïðèìåð,

òåîðåìó 1.1.3 â [257]. Ïðèìåíÿÿ, ê ïðèìåðó, ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò
log(z − z0), ìû ïðèõîäèì ê àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè íà ï.â. îêðóæíî-
ñòÿõ γ ñ öåíòðîì â òî÷êå z0.

Òàêèì îáðàçîì, l(γ∗∩f(B0)) = 0, ãäå γ∗ = f(γ), äëÿ ï.â. îêðóæíîñòåé
γ ñ öåíòðîì â òî÷êå z0. Ïóñòü òåïåðü ϱ∗ ∈ adm f(Γ), ϱ∗ ≡ 0 âíå f(D), ãäå
Γ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ øòðèõîâûõ ëèíèé, îáðàçîâàííûõ ïåðåñå÷åíèÿìè
âñåõ îêðóæíîñòåé γ ñ öåíòðîì â òî÷êå z0. Ïóñòü ϱ ≡ 0 âíå D è

ϱ(z) : = ϱ∗(f(z)) (|fz|+ |fz̄|) äëÿ ï.â. z ∈ D.
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Ðàññóæäàÿ êóñî÷íî íà Bl, ìû èìååì ïî òåîðåìå 3.2.5 èç [164] (ïðè
m = 1), ÷òî ∫

γ

ϱ ds >
∫
γ∗

ϱ∗ ds∗ > 1 äëÿ ï.â. γ ∈ Γ,

ïîñêîëüêó l(f(γ) ∩ f(B0)) = 0, à òàêæå l(f(γ) ∩ f(B∗)) = 0 äëÿ ï.â.
γ ∈ Γ ââèäó àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè f íà ï.â. γ ∈ Γ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ϱ ∈ ext admΓ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åùå ðàç ðàññóæäàÿ êóñî÷íî íà Bl, ìû èìååì íåðà-
âåíñòâî ∫

D

ϱ2(x)

Kµ(z)
dm(z) 6

∫
f(D)

ϱ2∗(w) dm(w),

ïîñêîëüêó ϱ(z) = 0 íà B∗. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

M(fΓ) > inf
ϱ∈ext admΓ

∫
D

ϱ2(z)

Kµ(z)
dm(z) ,

ò.å., f äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì ñ Q(z) =
= Kµ(z). 2

5.3. Ñâÿçü W 1,1
loc

ñ êîëüöåâûìè Q-ãîìåîìîðôèçìàìè

Ïóñòü D � îáëàñòü â C, è ïóñòü Q : D → [0,∞] � èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó
ôóíêöèÿ. Ïîëîæèì

A(z0, r1, r2) = {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2},

Si = S(z0, ri) = {z ∈ C : |z − z0| = ri}, i = 1, 2.

Äàëåå, êàê îáû÷íî, ∆(E,F ;D) îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâî âñåõ êðèâûõ
γ : [a, b] → C, êîòîðûå ñîåäèíÿþò E è F â D, ò.å. γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F è
γ(t) ∈ D ïðè a < t < b.

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå, àäàïòèðîâàííîå ê ïëîñêîñòè, êîòîðîå
ìîòèâèðîâàíî êîëüöåâûì îïðåäåëåíèåì êâàçèêîíôîðìíîñòè ïî Ãåðèíãó
(ñì., íàïð., [171]) è òåñíî ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé
Áåëüòðàìè íà ïëîñêîñòè.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f : D → C ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì
Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå z0 ∈ D, åñëè f óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèþ

M (∆ (fS1, fS2; fD)) 6
∫
A

Q(z) · η2(|z − z0|) dm(z) (5.11)

äëÿ ëþáîãî êîëüöà A = A(z0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < d(z0) = dist(z0, ∂D), è
äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèè η : (r1, r2) → [0,∞] òàêîé, ÷òî

r2∫
r1

η(r) dr > 1. (5.12)

Ãîâîðèì, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f èç D â C ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåî-
ìîðôèçìîì â D, åñëè óñëîâèå (5.11) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ òî÷åê z0 ∈ D.

Ïðèâåäåííîå âûøå ïîíÿòèå âïåðâûå áûëî ââåäåíî â ðàáîòå [286] â
ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì óðàâíåíèé Áåëüòðàìè íà ïëîñêîñòè, à ïîçäíåå
áûëî ðàñïðîñòðàíåíî íà ïðîñòðàíñòâåííûé ñëó÷àé (ñì. ðàáîòó [86], à
òàêæå [252]).

Â ðàáîòå [290] âïåðâûå ðàññìàòðèâàëèñü êîëüöåâûå Q-ãîìåîìîðôèç-
ìû â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îáëàñòè D. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì
f : D → C íàçûâàåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â ãðàíè÷íîé
òî÷êå z0 ∈ ∂D, åñëè f óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

M (∆ (fC1, fC2; fD)) 6
∫

A∩D

Q(z) · η2(|z − z0|) dm(z) (5.13)

äëÿ ëþáîãî êîëüöà A = A(z0, r1, r2) è ïðîèçâîëüíûõ êîíòèíóóìîâ C1

è C2 â D, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì äîïîëíåíèÿ
êîëüöà A â C, ñîäåðæàùèì z0 è ∞, ñîîòâåòñòâåííî, è äëÿ ëþáîé èçìå-
ðèìîé ôóíêöèè η : (r1, r2) → [0,∞], óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (5.12).
Ãîâîðèì, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f : D → C ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåî-
ìîðôèçìîì â D, åñëè óñëîâèå (5.13) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ òî÷åê z0 ∈ D.

Ïðèâåä¼ì êðèòåðèé, êîãäà ïðîèçâîëüíûé ãîìåîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ
êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè, ñì. òåî-
ðåìó 2.1 â [86], à òàêæå òåîðåìó 7.2 â [252]. Íèæå ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ
ñëåäóþùèõ ñòàíäàðòíûõ ñîãëàøåíèé: a/∞ = 0 äëÿ a ̸= ∞, a/0 = ∞ äëÿ
a > 0 è 0 · ∞ = 0, ñì., íàïð., ðàçäåë I.3 â [88].

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïóñòü Q : D → [0,∞] � èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó
ôóíêöèÿ. Ãîìåîìîðôèçì f : D → C ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîð-
ôèçìîì â òî÷êå z0 ∈ D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ 0 < r1 <
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< r2 < d(z0) = dist(z0, ∂D) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

M (∆ (fS1, fS2; fD)) 6 2π

I
, (5.14)

ãäå Si = S(z0, ri), i = 1, 2,

I = I(r1, r2) =

r2∫
r1

dr

rqz0(r)
,

qz0(r) � ñðåäíåå èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Q ïî îêðóæíîñòè
|z − z0| = r.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè â C, Q : D → (0,∞) � èçìå-
ðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ è f : D → D′ � íèæíèé Q-ãîìåîìîðôèçì â
òî÷êå z0 ∈ D. Òîãäà

M (∆ (fS1, fS2; fD)) 6 1

I
, (5.15)

ãäå Si = S(z0, ri) = {z ∈ C : |z − z0| = ri}, i = 1, 2, 0 < r1 < r2, è

I = I(z0, r1, r2) =

r2∫
r1

dr

||Q||1(z0, r)
, (5.16)

||Q||1(z0, r) =
∫

D(z0,r)

Q(z) ds (5.17)

� L1-íîðìà ôóíêöèè Q ïî D(z0, r) = {z ∈ D : |z− z0| = r} = D ∩S(z0, r).
Ëåììà 5.2. Ïóñòü D � îáëàñòü â C, z0 ∈ D, 0 < r1 < r2 < d(z0) :=

= sup
z∈D

|z − z0|, A = A(z0, r1, r2) = {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2} � êîëüöî, è

ïóñòü Q : D → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëàãàåì

η0(t) =
1

I · ||Q||1(z0, t)
, (5.18)

ãäå I = I(x0, r1, r2) è ||Q||1(z0, r), r ∈ (r1, r2), îïðåäåëåíû â (5.16) è (5.17),
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

1

I
=

∫
A∩D

Q(z) · η20(|z − z0|) dm(z) 6
∫

A∩D

Q(z) · η2(|z − z0|) dm(z) (5.19)
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äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè η : (r1, r2) → [0,∞], òàêîé, ÷òî

r2∫
r1

η(r)dr = 1. (5.20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè I = ∞, òî ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (5.19)
ðàâíà íóëþ è íåðàâåíñòâî â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíî. Åñëè I = 0, òî
||Q||1(z0, r) = ∞ äëÿ ï.â. r ∈ (r1, r2), è îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5.19) ïî
òåîðåìå Ôóáèíè ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü òåïåðü 0 < I < ∞. Òîãäà
||Q||1(z0, r) ̸= 0 è η0(r) ̸= ∞ ï.â. â (r1, r2). Ïîëàãàÿ

α(r) = η(r) · ||Q∥|1(z0, r)

è

ω(r) =
1

||Q∥|1(z0, r)
,

ïî ñòàíäàðòíûì ñîãëàøåíèÿì áóäåì èìåòü, ÷òî η(r) = α(r)ω(r) ï.â. â
(r1, r2) è ÷òî

C :=

∫
A∩D

Q(z) · η2 (|z − z0|) dm(z) =

r2∫
r1

α2(r) · ω(r) dr.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Èåíñåíà ñ âåñîì (ñì. òåîðåìó 2.6.2 â [273]),
ê âûïóêëîé ôóíêöèè φ(t) = t2, çàäàííîé â èíòåðâàëå Ω = (r1, r2), ñ
âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé

ν(E) =
1

I

∫
E

ω(r) dr,

ïîëó÷àåì, ÷òî (
−
∫
α2(r)ω(r)dr

)1/2

> −
∫
α(r)ω(r) dr =

1

I
,

ãäå ìû òàêæå èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî η(r) = α(r)ω(r) óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ (5.20). Òàêèì îáðàçîì,

C > 1

I
,

÷òî è äîêàçûâàåò (5.19). 2
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Êîìáèíèðóÿ ëåììû 5.1 è 5.2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïðè óñëîâèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ ëåìì 5.1 è 5.2 èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

M(∆ (fS1, fS2; fD)) 6
∫

A∩D

Q(z) · η2 (|z − z0|) dm(z). (5.21)

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè â C, è ïóñòü Q : D → (0,∞)
� èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè f : D → D′ � íèæíèé Q-ãîìåîìîðôèçì â
òî÷êå z0 ∈ D, òî f ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå
z0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî êðèâûõ ∆(fC1, fC2; fD)
ìèíîðèðóåòñÿ ñåìåéñòâîì ∆(fS1, fS2; fD), ãäå S1 = S(z0, r1) è S2 =
= S(z0, r2), òî

M (∆ (fC1, fC2; fD)) 6M (∆ (fS1, fS2; fD))

è çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 5.2 ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäñòâèÿ 5.1. 2

Êîìáèíèðóÿ òåîðåìû 5.1 è 5.2, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷å-
íèþ.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü f � ãîìåîìîðôíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëü-
òðàìè (5.1) êëàññà W 1,1

loc
. Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèç-

ìîì â êàæäîé òî÷êå z0 ∈ D ñ Q(z) = Kµ(z).

Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ ãðàíè÷íîãî ïîâåäåíèÿ êîëüöåâûõ Q-ãîìåî-
ìîðôèçìîâ èç [189] è [54] òàêæå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê èçó÷åíèþ ïðî-
èçâîëüíûõ ãîìåîìîðôíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè ñ îáîáùåííû-
ìè ïðîèçâîäíûìè.

5.4. Îá îáëàñòÿõ ñ ðåãóëÿðíûìè ãðàíèöàìè

Íàïîìíèì, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñëåäóþùåå òîïîëîãè÷åñêîå ïîíÿòèÿ. Îá-
ëàñòü D ⊂ C íàçîâåì ëîêàëüíî ñâÿçíîé â òî÷êå z0 ∈ ∂D, åñëè äëÿ
ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè z0, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V ⊆ U òî÷êè z0
òàêàÿ, ÷òî V ∩ D ñâÿçíî. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ æîðäàíîâà îáëàñòü D â
C ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñâÿçíîé â ëþáîé òî÷êå èç ∂D (ñì., íàïðèìåð, [325],
ñ. 66).
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Ãîâîðÿò, ÷òî ãðàíèöà ñëàáî ïëîñêàÿ â òî÷êå z0 ∈ ∂D, åñëè äëÿ
ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè z0 è ëþáîãî ÷èñëà P > 0, ñóùåñòâóåò îêðåñò-
íîñòü V ⊂ U òî÷êè z0 òàêèå, ÷òî

M (∆ (E,F ;D)) > P (5.22)

äëÿ âñåõ êîíòèíóóìîâ E è F â D, ïåðåñåêàþùèõ ∂U è ∂V . Íàçîâåì
ãðàíèöó ∂D ñëàáî ïëîñêîé, åñëè îíà ñëàáî ïëîñêàÿ â êàæäîé òî÷êå èç
∂D.

Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ãðàíèöà ñèëüíî äîñòèæèìà â òî÷êå z0 ∈ ∂D,
åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè z0 ñóùåñòâóåò êîìïàêò E â D,
îêðåñòíîñòü V ⊂ U òî÷êè z0 è ÷èñëî δ > 0 òàêèå, ÷òî

M (∆ (E,F ;D)) > δ (5.23)

äëÿ ëþáîãî êîíòèíóóìà F â D, ïåðåñåêàþùåãî ∂U è ∂V . Ãðàíèöó ∂D íà-
çîâåì ñèëüíî äîñòèæèìîé, åñëè ëþáàÿ òî÷êà z0 ∈ ∂D ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
äîñòèæèìîé.

Çäåñü, â îïðåäåëåíèÿõ ñèëüíî äîñòèæèìûõ è ñëàáî ïëîñêèõ ãðàíèö,
ìîæíî â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòåé U è V òî÷êè z0 áðàòü òîëüêî êðóãè (çà-
ìêíóòûå èëè îòêðûòûå) ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 èëè òîëüêî îêðåñòíîñòè
z0 èç êàêîé-ëèáî äðóãîé ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé òî÷-
êè z0. Ýòè ïîíÿòèÿ ìîãóò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíåíû
íà ñëó÷àé C è z0 = ∞. Òîãäà äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
îêðåñòíîñòè ∞.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè îáëàñòü D èç C ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïëîñêîé â
òî÷êå z0 ∈ ∂D, òî òî÷êà z0 ñèëüíî äîñòèæèìà èç D. Áîëåå òîãî, áûëî
äîêàçàíî, ÷òî åñëè îáëàñòü D èç C ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïëîñêîé â òî÷êå z0 ∈
∈ ∂D, òî D ëîêàëüíî ñâÿçíà â z0, ñì., íàïðèìåð, ëåììó 5.1 â [40] èëè
ëåììó 3.15 â [252].

Ïîíÿòèÿ ñèëüíî äîñòèæèìûõ è ñëàáî ïëîñêèõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê îá-
ëàñòè â C îïðåäåëåíû â [39] è ÿâëÿþòñÿ ëîêàëèçàöèåé è îáîáùåíèåì
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîíÿòèé, ââåäåííûõ â [250, 251], ñðàâíè ñî ñâîéñòâàìè
P1 è P2 ïî Âÿéñÿëÿ â [320] è òàêæå ñ êâàçèêîíôîðìíîé äîñòèæèìîñòüþ
è êâàçèêîíôîðìíîé ïëîñêîñòíîñòüþ ïî Íÿêêè â [261]. Ìíîãèå òåîðåìû î
ãîìåîìîðôíîì ïðîäîëæåíèè íà ãðàíèöó êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé
è èõ îáîáùåíèé èìåþò ìåñòî ïðè óñëîâèè, ÷òî ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ ñëà-
áî ïëîñêèìè. Óñëîâèå ñèëüíîé äîñòèæèìîñòè èãðàåò àíàëîãè÷íóþ ðîëü
äëÿ íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ îòîáðàæåíèé íà ãðàíèöó. Â ÷àñòíîñòè,
íåäàâíî íàìè áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå âàæíûå óòâåðæäåíèÿ, ñì. ëèáî
òåîðåìó 10.1 (ëåììó 6.1) â [40], ëèáî òåîðåìó 9.8 (ëåììó 9.4) â [252].
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Ïðåäëîæåíèå 5.3. Ïóñòü D è D′ � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â C,
Q : D → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ è f : D → D′ � íèæíèé Q-ãî-
ìåîìîðôèçì â ∂D. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
ñâÿçíîé íà ∂D, à îáëàñòü D′ èìååò (ñèëüíî äîñòèæèìóþ) ñëàáî ïëîñ-
êóþ ãðàíèöó. Åñëè

δ(z0)∫
0

dr

||Q||1(z0, r)
= ∞ ∀ z0 ∈ ∂D (5.24)

äëÿ íåêîòîðîãî δ(z0) ∈ (0, d(z0)), ãäå d(z0) = sup
z∈D

| z − z0| è

||Q||1(z0, r) =
∫

D∩S(z0,r)

Q(z) ds,

òî f èìååò (íåïðåðûâíîå) ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå f íà D, êîòîðîå
îòîáðàæàåò D (â) íà D′.

Çäåñü, êàê îáû÷íî, ÷åðåç S(z0, r) îáîçíà÷åíà îêðóæíîñòü |z−z0| = r.
Îáëàñòü D ⊂ C íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ êâàçèýêñòðåìàëüíîé äëè-

íû, ñîêðàùåííî QED-îáëàñòüþ, ñì. [177], åñëè

M
(
∆
(
E,F ;C

))
6 K ·M (∆ (E,F ;D)) (5.25)

äëÿ íåêîòîðîãî K > 1 è äëÿ âñåõ ïàð íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîíòèíóóìîâ E
è F â D.

Õîðîøî èçâåñòíî, ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 10.12 â [320], ÷òî

M(∆(E,F ;C)) > 2

π
log

R

r
(5.26)

äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ E è F â C, ïåðåñåêàþùèõ âñå îêðóæíîñòè S(z0, ρ),
ρ ∈ (r, R). Ñëåäîâàòåëüíî, QED-îáëàñòè èìåþò ñëàáî ïëîñêóþ ãðàíèöó. Â
îäíîì èç ïðèìåðîâ [252], ðàçäåë 3.8, ïîêàçàíî, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
íå âåðíî äàæå äëÿ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé íà ïëîñêîñòè.

Îáëàñòü D ⊂ C íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíîé îáëàñòüþ, åñëè ëþáàÿ
ïàðà òî÷åê z1 è z2 ∈ D ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé γ â
D òàêîé, ÷òî

s(γ) 6 a · |z1 − z2| (5.27)

è
min
i=1,2

s(γ(zi, z)) 6 b · d(z, ∂D) (5.28)
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äëÿ âñåõ z ∈ γ, ãäå γ(zi, z) � ÷àñòü êðèâîé γ ñ êîíöàìè â òî÷êàõ zi è
z, ñì. [254]. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ ðàâíîìåðíàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ QED-
îáëàñòüþ, íî ñóùåñòâóþò QED-îáëàñòè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåð-
íûìè, ñì. [177]. Îãðàíè÷åííûå âûïóêëûå îáëàñòè è îãðàíè÷åííûå îáëà-
ñòè ñ ãëàäêèìè ãðàíèöàìè äàþò ïðîñòûå ïðèìåðû ðàâíîìåðíûõ îáëàñòåé
è, ñëåäîâàòåëüíî, QED-îáëàñòåé, à òàêæå îáëàñòåé ñî ñëàáî ïëîñêèìè
ãðàíèöàìè.

Â òåîðèè îòîáðàæåíèé è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ òàêæå ÷à-
ñòî âñòðå÷àþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ëèïøèöåâû îáëàñòè. Ãîâîðÿò, ÷òî
îáëàñòü D â C íàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâîé, åñëè ëþáàÿ òî÷êà z0 ∈ ∂D èìååò
îêðåñòíîñòü U , êîòîðàÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî áèëèïøèöåâà îòîáðàæå-
íèÿ f ïåðåâîäèòñÿ â åäèíè÷íûé êðóã D â C òàê, ÷òî ∂D ∩U ïåðåõîäèò â
ïåðåñå÷åíèå D ñ âåùåñòâåííîé îñüþ.

Íàïîìíèì, â ñâÿçè ñ ýòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → X ′ ìåæäó ìåò-
ðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè (X, d) è (X ′, d′) íàçûâàþòñÿ ëèïøèöåâûìè,
åñëè d′(f(x1), f(x2)) 6 C · d(x1, x2) äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X, äëÿ íåêîòîðîé
êîíå÷íîé ïîñòîÿííîé C. Åñëè â äîïîëíåíèå d(x1, x2) 6 c · d′(f(x1), f(x2))
äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X, òî îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ áèëèïøèöåâûì.
Çàìåòèì, ÷òî áèëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿþòñÿ êâàçèêîíôîðìíû-
ìè, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ êâàçèèíâàðèàíòîì. Ïîýòîìó
ãðàíèöû ëèïøèöåâûõ îáëàñòåé ÿâëÿþòñÿ ñëàáî ïëîñêèìè.

Êðîìå òîãî, â äàëüíåéøåì C(X, f) îáîçíà÷àåò ïðåäåëüíîå ìíîæå-
ñòâî îòîáðàæåíèÿ f : D → C äëÿ ìíîæåñòâà X ⊂ D,

C(X, f) : =
{
w ∈ C : w = lim

k→∞
f(zk), zk → z0 ∈ X, zk ∈ D

}
. (5.29)

Çàìåòèì, ÷òî âêëþ÷åíèå C(∂D, f) ⊆ ∂D′ èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî ãîìåî-
ìîðôèçìà f : D → D′, ñì., íàïðèìåð, ïðåäëîæåíèå 13.5 â [252].

5.5. Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå ãîìåîìîðôíûõ ðåøåíèé

Â ñèëó òåîðåìû 5.1 èìååì ïî òåîðåìå 6.1 èç [40] èëè ëåììå 9.4 èç [252]
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5.3. Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè â C, z0 ∈ ∂D, è f : D → D′ �
ãîìåîìîðôíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (5.1) êëàññà W 1,1

loc
. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî îáëàñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â z0 ∈ ∂D è ∂D′ ñèëüíî äîñòè-
æèìà ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîé òî÷êå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà C(z0, f).
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Åñëè
ε0∫
0

dr

||Kµ||1(r)
= ∞, (5.30)

ãäå 0 < ε0 < d0 = sup
z∈D

|z − z0|, è

||Kµ||1(r) =
∫

D∩S(z0,r)

Kµ ds, (5.31)

òî f ïðîäîëæàåòñÿ â òî÷êó z0 ïî íåïðåðûâíîñòè â C.
Îñíîâîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîäîëæèìîñòè îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé

ãîìåîìîðôíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (5.1) êëàññàW 1,1
loc

ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ëåììà î ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâàõ.

Ëåììà 5.4. Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè â C, z1 è z2 � ðàçëè÷íûå òî÷êè
íà ∂D, z1 ̸= ∞, è f : D → D′ � ãîìåîìîðôíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëü-
òðàìè (5.1) êëàññàW 1,1

loc
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ Kµ èíòåãðèðóåìà

íà øòðèõîâûõ ëèíèÿõ

D(r) = {z ∈ D : |z − z1| = r} = D ∩ S(z1, r) (5.32)

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà E ÷èñåë r < |z1 − z2| ïîëîæèòåëüíîé ëè-
íåéíîé ìåðû. Åñëè D ëîêàëüíî ñâÿçíà â z1 è z2 è ∂D′ ñëàáî ïëîñêàÿ,
òî

C(z1, f) ∩ C(z2, f) = ∅. (5.33)

Â ñèëó òåîðåìû 5.1 ëåììà 5.4 ñëåäóåò èç ëåììû 9.1 â [40] èëè ëåììû
9.5 â [252].

Êàê íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ëåììû 5.4 èìååì ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè â C, D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà
∂D è ∂D′ � ñëàáî ïëîñêàÿ. Åñëè f : D → D′ � ãîìåîìîðôíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (5.1) êëàññà W 1,1

loc
ñ Kµ ∈ L1(D), òî f−1 èìååò

ïðîäîëæåíèå â D′ ïî íåïðåðûâíîñòè â C.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ôóáèíè ìíîæåñòâî

E = {r ∈ (0, d) : Kµ|D(r) ∈ L1(D(r))} (5.34)

èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ëèíåéíóþ ìåðó, ïîñêîëüêó Kµ ∈ L1(D). 2
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Çàìå÷àíèå 5.1. Äîñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü â òåîðåìå 5.4, ÷òî Kµ

èíòåãðèðóåìà òîëüêî â îêðåñòíîñòè ∂D.

Êðîìå òîãî, ââèäó òåîðåìû 5.1, ìû ïîëó÷àåì ïî òåîðåìå 9.2 èç [40]
èëè ïî òåîðåìå 9.7 èç [252] ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè â C, D ëîêàëüíî ñâÿçíà
íà ∂D è ∂D′ ñëàáî ïëîñêàÿ, è f : D → D′ � ãîìåîìîðôíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (5.1) êëàññà W 1,1

loc
ñ êîýôôèöèåíòîì µ òàêèì, ÷òî

δ(z0)∫
0

dr

||Kµ||1(z0, r)
= ∞ ∀ z0 ∈ ∂D, (5.35)

ãäå δ(z0) ∈ (0, d(z0)), d(z0) = sup
z∈D

|z − z0| è

||Kµ||1(z0, r) =
∫

D(z0,r)

Kµ ds (5.36)

� L1-íîðìà Kµ íàä D(z0, r) = {z ∈ D : |z − z0| = r} = D ∩ S(z0, r). Òîãäà
ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå f−1 â D′ ïî íåïðåðûâíîñòè â C.

Êîìáèíèðóÿ ëåììó 5.3 è òåîðåìó 5.5, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü D è D′ � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â C è f : D →
→ D′ � ãîìåîìîðôíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (5.1) êëàññà W 1,1

loc
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ∂D è îáëàñòü D′

èìååò ñëàáî ïëîñêóþ ãðàíèöó. Åñëè

δ(z0)∫
0

dr

||Kµ||1(z0, r)
= ∞ ∀ z0 ∈ ∂D (5.37)

äëÿ íåêîòîðîãî δ(z0) ∈ (0, d(z0)), ãäå d(z0) = sup
z∈D

|z − z0| è

||Kµ||1(z0, r) =
∫

D∩S(z0,r)

Kµ ds, (5.38)

òî f èìååò ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè íà D, êîòîðîå ãîìåîìîðôíî
îòîáðàæàåò D íà D′.
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Â ÷àñòíîñòè, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.6, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îáîá-
ùåíèå õîðîøî èçâåñòíîé òåîðåìû Ãåðèíãà�Ìàðòèî î ãîìåîìîðôíîì ïðî-
äîëæåíèè íà ãðàíèöó êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé ìåæäó QED-îá-
ëàñòÿìè, ñð. [177].

Ñëåäñòâèå 5.2. Ïóñòü D è D′ � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè ñî ñëà-
áî ïëîñêèìè ãðàíèöàìè â C è f : D → D′ � ãîìåîìîðôíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (5.1) êëàññà W 1,1

loc
. Åñëè óñëîâèå (5.37) ñïðàâåäëè-

âî â êàæäîé òî÷êå z0 ∈ ∂D, òî f èìååò ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå
f : D → D′.

5.6. Ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â îäíîñâÿçíûõ îáëà-
ñòÿõ

Ïðè φ(ζ) ̸≡ const ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è åñòü íåïðåðûâíîå
â C, äèñêðåòíîå è îòêðûòîå îòîáðàæåíèå f : D → C êëàññà Ñîáîëåâà
W 1,1

loc
ñ ÿêîáèàíîì

Jf (z) = |fz|2 − |fz|2 ̸= 0, ï.â., (5.39)

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (5.5) è ïî÷òè âñþäó óðàâíåíèþ (5.1). Â ñëó÷àå
φ(ζ) ≡ c, ζ ∈ ∂D, ïîä ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå (5.5) ñ
äëÿ óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (5.1) áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ f(z) = c+ ic′,
c′ ∈ R.

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : D → C íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì,
åñëè ïðîîáðàç f−1(y) êàæäîé òî÷êè y ∈ C ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ
òî÷åê, è îòêðûòûì, åñëè îáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊆ D
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â C.

Ëåììà 5.5. Ïóñòü µ : D → C � èçìåðèìàÿ â æîðäàíîâîé îáëàñòè
D ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî |µ(z)| < 1 ï.â. è Kµ ∈ L1(D). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ âñåõ z0 ∈ D ñóùåñòâóåò ε0 < d(z0) := supz∈D |z − z0| è îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé ψz0, ε : (0,∞) → (0,∞),
ε ∈ (0, ε0), òàêèõ, ÷òî

0 < Iz0(ε) :=

ε0∫
ε

ψz0, ε(t) dt <∞, ∀ ε ∈ (0, ε0) (5.40)

è ïðè ε→ 0 ∫
D(z0, ε, ε0)

Kµ(z) · ψ2
z0, ε

(|z − z0|) dm(z) = o(I2z0(ε)) , (5.41)
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ãäå D(z0, ε, ε0) = {z ∈ D : ε < |z − z0| < ε0}. Òîãäà óðàâíåíèå Áåëüòðà-
ìè (5.1) èìååò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå f çàäà÷è Äèðèõëå (5.5) äëÿ ëþáîé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ : ∂D → R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � ðåãóëÿðíîå ãîìåîìîðôíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (5.1) êëàññà W 1,1

loc
, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-

ãîìåîìîðôèçìîì â D c Q = Kµ è êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïî ëåììå 4.1 èç [?]
â ñèëó óñëîâèÿ (5.41). Çàìåòèì, ÷òî C \ D∗, ãäå D∗ = F (D), íå ìîæåò
ñîñòîÿòü èç åäèíñòâåííîé òî÷êè ∞, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðàíèöà D∗

ÿâëÿëàñü áû ñëàáî ïëîñêîé è ïî ëåììå 1 è òåîðåìå 3 èç ðàáîòû [54] F
äîëæíî áûëî èìåòü ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå â D, ÷òî íåâîçìîæíî,
ïîñêîëüêó ãðàíèöà D ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè. Êðîìå òîãî,
îáëàñòü D∗ îäíîñâÿçíà, ñì., íàïðèìåð, ëåììó 5.3 â [35] èëè ëåììó 6.5
â [252]. Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå Ðèìàíà, ñì., íàïðèìåð, II.2.1 â [25],
D∗ ìîæíî îòîáðàçèòü íà åäèíè÷íûé êðóã D = {z ∈ C : |z| < 1} ñ ïîìî-
ùüþ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ R. Ââèäó èíâàðèàíòíîñòè ìîäóëÿ ïðè
êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ, g := R ◦ F âíîâü ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ãî-
ìåîìîðôíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (5.1), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â D c Q = Kµ è îòîáðàæàåò D íà D.
Áîëåå òîãî, ïî ëåììå 1 è òåîðåìå 3 â [54], g äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå äî
ãîìåîìîðôèçìà g∗ : D → D, ïîñêîëüêó D èìååò ñëàáî ïëîñêóþ ãðàíèöó,
à æîðäàíîâà îáëàñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå (5.5) â âèäå f =
= h ◦ g, ãäå h � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â D, ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

lim
z→ζ

Reh(z) = φ(g−1
∗ (ζ)) ∀ ζ ∈ ∂D .

Êàê èçâåñòíî, àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ h âîññòàíàâëèâàåòñÿ â D ñ
ïîìîùüþ ôîðìóëû Øâàðöà, ñì., íàïðèìåð, � 8, Ãë. III, ÷àñòü 3 â [30],
ïî å¼ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè íà ãðàíèöå ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñòî ìíèìîé
àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé:

h(z) =
1

2πi

∫
|ζ|=1

φ ◦ g−1
∗ (ζ) · ζ + z

ζ − z
· dζ
ζ
.

Êàê ëåãêî âèäåòü, ôóíêöèÿ f = h ◦ g äàåò èñêîìîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå
çàäà÷è Äèðèõëå (5.5) äëÿ óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (5.1). Ëåììà äîêàçàíà.
2

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ψ : D → R, ψ ∈ L1
loc
(D), èìååò îãðàíè-

÷åííîå ñðåäíåå êîëåáàíèå ïî Äæîíó�Íèðåíáåðãó, ñîêð. ψ ∈ BMO,
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åñëè

∥ψ∥∗ = sup
B⊂D

1

|B|

∫
B

|ψ(z)− ψB| dm(z) <∞, (5.42)

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåð¼òñÿ ïî âñåì êðóãàì B ⊂ D, à ψB � ñðåäíåå
çíà÷åíèå ôóíêöèè ψ â êðóãå B. Ïèøåì ψ ∈ BMO(D), åñëè ψ ∈ BMO(G),
ãäå G � îáëàñòü â C, ñîäåðæàùàÿ D.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ ψ : D → R èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå
êîëåáàíèå â òî÷êå z0 ∈ D, ïèøåì ψ ∈ FMO(z0), åñëè

lim sup
ε→0

−
∫
B(z0, ε)

|ψ(z)− ψ̃ε| dm(z) <∞, (5.43)

ãäå B(z0, ε) = {z ∈ C : |z− z0| < ε}, à ψ̃ε � ñðåäíåå çíà÷åíèå ψ â B(z0, ε),
ñì. [35]. Ïèøåì ψ ∈ FMO(D), åñëè (5.43) âûïîëíåíî äëÿ êàæäîé òî÷êè
z0 ∈ D. Òàêæå ïèøåì ψ ∈ FMO(D), åñëè ψ ∈ FMO(G), ãäå G � îáëàñòü
â C, ñîäåðæàùàÿ D.

Êàê èçâåñòíî, L∞(D) ⊂ BMO(D) ⊂ Lp
loc
(D) äëÿ âñåõ p ∈ [1,∞).

Îäíàêî, FMO(D) íå ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì Lp
loc
(D) íè äëÿ êàêîãî p > 1,

õîòÿ FMO(D) ⊂ L1
loc
(D), ñì., íàïð., [252], ñ. 211. Òàêèì îáðàçîì, FMO

ñóùåñòâåííî øèðå BMOloc.

Òî÷êà z0 ∈ D íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ëåáåãà ôóíêöèè ψ : D → R, åñëè
ψ èíòåãðèðóåìà â îêðåñòíîñòè z0 è

lim
ε→0

−
∫
B(z0, ε)

|ψ(z)− ψ(z0)| dm(z) = 0. (5.44)

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèè ψ ∈ L1(D) ïî÷òè âñå òî÷êè D ÿâëÿþòñÿ åå
òî÷êàìè Ëåáåãà.

Ïî ëåììå 5.5 ñ âûáîðîì ψz0, ε(t) ≡ 1/t log 1
t
, ñì. ñëåäñòâèå 2.3 â [35],

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü µ : D → C � èçìåðèìàÿ â æîðäàíîâîé îáëàñòè
D ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî |µ(z)| < 1 ï.â. è

Kµ(z) 6 Q(z) ∈ FMO(D). (5.45)

Òîãäà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ : ∂D → R óðàâíåíèå Áåëüòðà-
ìè (5.1) èìååò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå f çàäà÷è Äèðèõëå (5.5).

Ñëåäñòâèå 5.3. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 5.7 îñòàåòñÿ
â ñèëå, åñëè Kµ(z) 6 Q(z) ∈ BMO(D).
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Ïî ñëåäñòâèþ 2.1 â [35] èç òåîðåìû 5.7 òàêæå èìååì:

Ñëåäñòâèå 5.4. Çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 5.7 òàêæå ñïðàâåäëèâî, åñëè

lim sup
ε→0

−
∫
B(z0, ε)

Kµ(z) dm(z) <∞ ∀ z0 ∈ D.

Çäåñü è äàëåå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî Kµ ïðîäîëæåíà íóëåì âíå îáëà-
ñòè D.

Òåîðåìà 5.8. Ïóñòü µ : D → C � èçìåðèìàÿ â æîðäàíîâîé îáëàñòè
D ôóíêöèÿ ñ |µ(z)| < 1 ï.â. òàêàÿ, ÷òî Kµ ∈ L1(D) è

δ(z0)∫
0

dr

||Kµ||1(z0, r)
= ∞ ∀ z0 ∈ D, (5.46)

ãäå ||Kµ||1(z0, r) =
∫
S(z0, r)

Kµ(z) |dz| � íîðìû â L1 ôóíêöèè Kµ íà îêðóæ-

íîñòÿõ S(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| = r}, 0 < r < δ(z0) < d(z0),
d(z0) = supz∈D |z − z0|. Òîãäà óðàâíåíèå Áåëüòðàìè (5.1) èìååò ðåãó-
ëÿðíîå ðåøåíèå f çàäà÷è Äèðèõëå (5.5) äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
φ : ∂D → R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 5.8 ñëåäóåò èç ëåììû 5.5 ïðè ñïåöèàëü-
íîì âûáîðå

ψz0, ε(t) ≡ ψz(t) =

{
1/ [tkz0(t)] , t ∈ (0, ε0),

0, t ∈ [ε0, ∞),

ãäå ε0 = ε(z0) è kz0(t) � ñðåäíåå çíà÷åíèå Kµ(z) íà îêðóæíîñòè S(z0, t).
2

Ñëåäñòâèå 5.5. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 5.8 èìååò ìå-
ñòî, åñëè

kz0(ε) = O

(
log

1

ε

)
∀ z0 ∈ D

ïðè ε → 0, ãäå kz0(ε) � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè Kµ íà îêðóæíîñòè
S(z0, ε).

Èç òåîðåìû 5.8, ïðèâëåêàÿ òàêæå òåîðåìó 3.1 èç ðàáîòû [291], èìååì
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 5.9. Ïóñòü µ : D → C � èçìåðèìàÿ â æîðäàíîâîé îáëàñòè
D ôóíêöèÿ ñ |µ(z)| < 1 ï.â. òàêàÿ, ÷òî∫

D

Φ(Kµ(z)) dm(z) <∞, (5.47)

ãäå Φ : R+ → R+ � íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, ñ óñëîâèåì

∞∫
δ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ (5.48)

äëÿ íåêîòîðîãî δ > Φ(0). Òîãäà óðàâíåíèå Áåëüòðàìè (5.1) èìååò ðåãó-
ëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå (5.5) äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
φ : ∂D → R.

Ñëåäñòâèå 5.6. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 5.9 èìååò ìå-
ñòî, åñëè ïðè íåêîòîðîì α > 0∫

D

eαKµ(z) dm(z) <∞. (5.49)

Çàìå÷àíèå 5.2. Ïî òåîðåìå Ñòîèëîâà î ôàêòîðèçàöèè, ñì., íàïðè-
ìåð, [101], ëþáîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå f çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ
Áåëüòðàìè (5.1) c Kµ ∈ L1

loc(D) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå êîìïî-
çèöèè f = h ◦ F , ãäå h � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, à F � ãîìåîìîðôíîå
ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå êëàññà W 1,1

loc
. Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå 5.1 èç [293],

óñëîâèå (5.48) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì, íî è íåîáõîäèìûì äëÿ
òîãî, ÷òîáû ëþáîå óðàâíåíèe Áåëüòðàìè (5.1) ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷å-
íèÿìè íà äèëàòàöèþ âèäà (5.47) èìåëî ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äè-
ðèõëå (5.5) äëÿ ëþáîé íåïîñòîÿííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ : ∂D → R.

Ïîëàãàÿ H(t) = log Φ(t), çàìåòèì, ÷òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4 ïðè p = 1
óñëîâèå (5.48) ýêâèâàëåíòíî ëþáîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

∞∫
∆

H ′(t)
dt

t
= ∞, (5.50)

èëè
∞∫

∆

dH(t)

t
= ∞, (5.51)
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èëè
∞∫

∆

H(t)
dt

t2
= ∞ (5.52)

äëÿ íåêîòîðîãî ∆ > 0, à òàêæå êàæäîìó èç ðàâåíñòâ:

δ∫
0

H

(
1

t

)
dt = ∞ (5.53)

äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0,
∞∫

∆∗

dη

H−1(η)
= ∞ (5.54)

äëÿ íåêîòîðîãî ∆∗ > H(+0).
Çäåñü èíòåãðàë â (5.51) ïîíèìàåòñÿ êàê èíòåãðàë Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà,

à èíòåãðàëû â (5.49), (5.52)�(5.54) � êàê îáû÷íûå èíòåãðàëû Ëåáåãà.

5.7. Ïñåâäîðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ â ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ

Êàê âïåðâûå çàìåòèë Áîÿðñêèé, ñì., íàïðèìåð, � 6 ãëàâû 4 â [12], â ñëó-
÷àå ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòåé çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ðåøåíèé â êëàññå íåïðåðûâíûõ (îäíîçíà÷íûõ)
â C ôóíêöèé. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: íåëüçÿ ëè â ýòîì
ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå ïîëó÷èòü â áîëåå øè-
ðîêîì êëàññå? Îêàçûâàåòñÿ ìîæíî, åñëè ðåøåíèå çàäà÷è áóäåì èñêàòü
â êëàññå ôóíêöèé, èìåþùèõ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî çàðàíåå ôèêñèðîâàí-
íûõ èçîëèðîâàííûõ ïîëþñîâ âíóòðè îáëàñòèD. Òî÷íåå, ïðè φ (ζ) ̸≡ const
ïñåâäîðåãóëÿðíîå ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è åñòü íåïðåðûâíîå â C, äèñ-
êðåòíîå è îòêðûòîå îòîáðàæåíèå f : D → C êëàññà Ñîáîëåâà W 1,1

loc
(âíå

ïîëþñîâ) ñ ÿêîáèàíîì Jf (z) = |fz|2 − |fz|2 ̸= 0 ï.â., óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ (5.5) è ï.â. (5.1).

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé è ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó V.6.2 èç [25] îá îòîáðàæåíèÿõ êîíå÷íîñâÿçíûõ îáëàñòåé íà êðó-
ãîâûå îáëàñòè, à òàêæå òåîðåìó 4.14 â [12], ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëü-
òàòû.

Òåîðåìà 5.10. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, ãðàíèöà êîòî-
ðîé ñîñòîèò èç n > 2 ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ æîðäàíîâûõ êðèâûõ,
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è ïóñòü µ : D → C � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ñ |µ(z)| < 1 ï.â. òàêàÿ, ÷òî

Kµ(z) 6 Q(z) ∈ FMO(D). (5.55)

Òîãäà óðàâíåíèå Áåëüòðàìè (5.1) èìååò ïñåâäîðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çà-
äà÷è Äèðèõëå (5.5) äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ : ∂D → R, φ (ζ) ̸≡
̸≡ const, ñ ïîëþñàìè â p ≥ n− 1 ïðåäïèñàííûõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ D.

Ñëåäñòâèå 5.7. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 5.10 îñòàåòñÿ
â ñèëå, åñëè Kµ(z) 6 Q(z) ∈ BMO(D).

Ñëåäñòâèå 5.8. Çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 5.10 òàêæå èìååò ìåñòî,
åñëè

lim sup
ε→0

−
∫
B(z0, ε)

Kµ(z) dm(z) <∞ ∀ z0 ∈ D.

Òåîðåìà 5.11. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, ãðàíèöà êîòî-
ðîé ñîñòîèò èç n > 2 ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ æîðäàíîâûõ êðèâûõ,
è ïóñòü µ : D → C � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ñ |µ(z)| < 1 ï.â. òàêàÿ, ÷òî
Kµ ∈ L1(D) è

δ(z0)∫
0

dr

∥Kµ(z0, r)∥1(r)
= ∞ ∀ z0 ∈ D, (5.56)

ãäå ∥Kµ∥1(z0, r) =
∫
γr
Kµ(z)|dz| � íîðìû â L1 ôóíêöèè Kµ íà îêðóæ-

íîñòÿõ S(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| = r}, 0 < r < δ(z0) < d(z0),
d(z0) = supz∈D |z−z0|. Òîãäà óðàâíåíèå Áåëüòðàìè (5.1) èìååò ïñåâäîðå-
ãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå (5.5) äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
φ : ∂D → R, φ (ζ) ̸≡ const, ñ ïîëþñàìè â p ≥ n − 1 ïðåäïèñàííûõ âíóò-
ðåííèõ òî÷êàõ D.

Ñëåäñòâèå 5.9. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû 5.11 èìåþò
ìåñòî, åñëè

kz0(ε) = O

(
log

1

ε

)
∀ z0 ∈ D

ïðè ε → 0, ãäå kz0(ε) � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè Kµ íà îêðóæíîñòè
S(z0, ε).

Òåîðåìà 5.12. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, ãðàíèöà êîòî-
ðîé ñîñòîèò èç n > 2 ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ æîðäàíîâûõ êðèâûõ,
è ïóñòü µ : D → C � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ñ |µ(z)| < 1 ï.â. òàêàÿ, ÷òî∫

D

Φ(Kµ(z)) dm(z) <∞, (5.57)
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ãäå Φ : R+ → R+ � íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ñ óñëîâèåì

∞∫
δ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ (5.58)

äëÿ íåêîòîðîãî δ > Φ(0). Òîãäà óðàâíåíèå Áåëüòðàìè (5.1) èìååò ïñåâ-
äîðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå (5.5) äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè φ : ∂D → R, φ (ζ) ̸≡ const, ñ ïîëþñàìè â p ≥ n − 1 ïðåäïèñàííûõ
âíóòðåííèõ òî÷êàõ D.

Ñëåäñòâèå 5.10. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 5.12 èìååò
ìåñòî, åñëè ïðè íåêîòîðîì α > 0∫

D

eαKµ(z) dm(z) <∞. (5.59)

5.8. Ìíîãîçíà÷íûå ðåøåíèÿ â ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ

Â ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ D ∈ C, ïîìèìî ïñåâäîðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé,
çàäà÷à Äèðèõëå (5.5) äëÿ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè (5.1) äîïóñêàåò ìíîãî-
çíà÷íûå ðåøåíèÿ â äóõå òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ãîâîðèì, ÷òî äèñêðåòíîå è îòêðûòîå îòîáðàæåíèå f : B(z0, ε0) → C, ãäå
B(z0, ε0) ⊂ D ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ (5.1), åñëè f ∈ W 1,1

loc
, Jf ̸= 0 è f óäîâëåòâîðÿåò (5.1) ï.â. Äâà ëîêàëü-

íûõ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèÿ f0 : B(z0, ε0) → C è f∗ : B(z∗, ε∗) → C óðàâíå-
íèÿ (5.1) áóäåì íàçûâàòü ïðîäîëæåíèåì äðóã äðóãà, åñëè ñóùåñòâóåò
êîíå÷íàÿ öåïü òàêèõ ðåøåíèé fi : B(zi, εi) → C, i = 1,m, ÷òî f1 = f0,
fm = f∗ è fi(z) ≡ fi+1(z) ïðè z ∈ Ei := B(zi, εi) ∩ B(zi+1, εi+1) ̸= ∅, i =
= 1,m− 1. Ñîâîêóïíîñòü ëîêàëüíûõ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé fj : B(zj, εj) →
→ C, j ∈ J , áóäåì íàçûâàòü ìíîãîçíà÷íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(5.1) â D, åñëè êðóãè B(zj, εj) íàêðûâàþò âñþ îáëàñòü D è fj ïîïàðíî
ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèÿìè äðóã äðóãà â ýòîé ñîâîêóïíîñòè. Ìíîãîçíà÷-
íîå ðåøåíèå (5.1) áóäåì íàçûâàòü ìíîãîçíà÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è
Äèðèõëå (5.5), åñëè u(z) = Ref(z) = Refj(z), z ∈ B(zj, εj), j ∈ J , ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé â D, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.5).

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïàðàãðàôàì, äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâà-
íèÿ ìíîãîçíà÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå (5.5) äëÿ óðàâíåíèé Áåëü-
òðàìè (5.1) â ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ ðåäóöèðóþòñÿ ê çàäà÷å Äèðèõëå
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äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â êðóãîâûõ îáëàñòÿõ, ñì., íàïðèìåð, � 3
ãëàâû VI â [25].

Òåîðåìà 5.13. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, ãðàíèöà êî-
òîðîé ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ æîðäàíî-
âûõ êðèâûõ, è ïóñòü µ : D → C � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ñ |µ(z)| < 1 ï.â.,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïîñûëêàì òåîðåì 5.10�5.12 èëè ñëåäñòâèé 5.7�5.9.
Òîãäà óðàâíåíèå Áåëüòðàìè (5.1) èìååò ìíîãîçíà÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è
Äèðèõëå (5.5) äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ : ∂D → R.

Çàìå÷àíèå 5.3.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî àíàëîã èçâåñòíîé
òåîðåìû î ìîíîäðîìèè äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñîñòîÿùèé â òîì,
÷òî ëþáîå ìíîãîçíà÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (5.1) â îäíîñâÿç-
íîé îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ åãî ðåãóëÿðíûì îäíîçíà÷íûì ðåøåíèåì.
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Ãëàâà 6. Ê òåîðèè îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè èí-

òåãðàëüíîãî òèïà

Ãëàâà 6 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ êëàññîâ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé
âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè ñ îãðàíè÷åíèÿìè èíòåãðàëüíîãî òè-
ïà íà äèëàòàöèè (ñì. ðàáîòû [55,57,58]).

6.1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðèâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ êëàññà Ñîáîëåâà W 1,1
loc

ñ
îãðàíè÷åíèÿìè íà äèëàòàöèþ èíòåãðàëüíîãî òèïà. Ðàçëè÷íûå êëàññû
îòîáðàæåíèé, êâàçèêîíôîðìíûõ â ñðåäíåì èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Àëü-
ôîðñà Ë., Ãîëüáåðãà À., Ãóòëÿíñêîãî Â.ß., Çîðè÷à Â., Èâàíöà Ò., Êðóã-
ëèêîâà Â.È., Êðóøêàëÿ Ñ.Ë., Êóäüÿâèíà Â.Ñ., Êþíàó Ð., Ìàðòèíà Ã.,
Ìèêëþêîâà Â.Ì., Ïåðîâè÷à Ì., Ïåñèíà È.Í., Ðÿçàíîâà Â.È. è äðóãèõ
àâòîðîâ, ñì., íàïð., [252] è äàëüíåéøèå ññûëêè òàì. Ðÿä èç íèõ ïîñâÿ-
ùåí âîïðîñàì êîìïàêòíîñòè è ñõîäèìîñòè òàêèõ êëàññîâ. Îòìåòèì, ÷òî
â ïîñëåäíåå âðåìÿ áûë ïîëó÷åí öåëûé ðÿä íîâûõ òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ
ãîìåîìîðôíûõ ðåøåíèé äëÿ âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè (ñì.,
íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè [188] è [252], à òàêæå îáçîðû [189]) è [306]), ÷òî
îòêðûëî øèðîêîå ïîëå èññëåäîâàíèé â äàííîì íàïðàâëåíèè.

Ïóñòü D � îáëàñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, ò.å. ñâÿçíîå îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî C.Óðàâíåíèÿìè Áåëüòðàìè íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âè-
äà

fz = µ(z) · fz , (6.1)

ãäå µ(z) : D → C � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ñ |µ(z)| < 1 ï.â., fz = ∂f =
= (fx + ify) /2, fz = ∂f = (fx − ify) /2, z = x+ iy, fx è fy � ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå îòîáðàæåíèÿ f ïî x è y, ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèÿ µ íàçûâàåòñÿ
êîìïëåêñíûì êîýôôèöèåíòîì è

Kµ(z) =
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)|

�ìàêñèìàëüíîé äèëàòàöèåé èëè ïðîñòî äèëàòàöèåé óðàâíåíèÿ (6.1).
Óðàâíåíèå Áåëüòðàìè (6.1) íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì, åñëè Kµ /∈ L∞.

115



Ê òåîðèè îòîáðàæåíèé êëàññîâ Ñîáîëåâà è Îðëè÷à�Ñîáîëåâà

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : D → C íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì â
òî÷êå z0 ∈ D, åñëè f â ýòîé òî÷êå èìååò ïîëíûé äèôôåðåíöèàë è åãî
ÿêîáèàí Jf (z) = |fz|2 − |fz|2 ̸= 0 (ñì., íàïð., I.1.6 â [239]). Â äàëüíåéøåì
ãîìåîìîðôèçì f êëàññà Ñîáîëåâà W 1, 1

loc
íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè

Jf (z) > 0 ï.â. Íàêîíåö, ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè
(6.1) â îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûé ãîìåîìîðôèçì, êîòîðûé óäî-
âëåòâîðÿåò (6.1) ï.â. â D. Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ
âïåðâûå ââåäåíî â ðàáîòå [139].

Âñþäó äàëåå S(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| = r}, B(z0, r) = {z ∈ C :
|z − z0| < r}, A(z0, r1, r2) = {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2}, dist(E,F ) �
åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè E è F â C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
h ñôåðè÷åñêîå (õîðäàëüíîå) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè z1 è z2 â C:
h(z1,∞) = 1√

1+|z1|2
, h(z1, z2) =

|z1−z2|√
1+|z1|2

√
1+|z2|2

, z1, z2 ̸= ∞. Â äàëüíåéøåì

dm(z) îòâå÷àåò ìåðå Ëåáåãà â C, à ÷åðåç dS(z) = (1 + |z|2)−2
dm(z) îáî-

çíà÷àåòñÿ ýëåìåíò ñôåðè÷åñêîé ïëîùàäè â C, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç
L1
s � êëàññ âñåõ ôóíêöèé Q : C → R, èíòåãðèðóåìûõ â C îòíîñèòåëüíî

ñôåðè÷åñêîé ïëîùàäè. Ñôåðè÷åñêèì äèàìåòðîì ìíîæåñòâà E â C
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà h(E) = sup

z1,z2∈E
h(z1, z2). Ïóñòü E,F ⊆ C � ïðîèç-

âîëüíûå ìíîæåñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆(E,F,D) ñåìåéñòâî âñåõ êðèâûõ
γ : [a, b] → C, êîòîðûå ñîåäèíÿþò E è F â D, ò.å. γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F , è
γ(t) ∈ D ïðè t ∈ (a, b).

Íàïîìíèì, ÷òî áîðåëåâà ôóíêöèÿ ρ : C → [0,∞] íàçûâàåòñÿ äîïóñ-
òèìîé äëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ Γ â C, ïèøóò ρ ∈ admΓ, åñëè∫

γ

ρ(z) |dz| > 1

äëÿ âñåõ γ ∈ Γ. Ìîäóëü ñåìåéñòâà êðèâûõ Γ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

M(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫
D

ρ2(z) dm(z) .

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ìîòèâèðîâàííî êîëüöåâûì îïðåäåëåíèåì êâà-
çèêîíôîðìíîñòè ïî Ãåðèíãó è òåñíî ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì âûðîæäåííûõ
óðàâíåíèé Áåëüòðàìè íà ïëîñêîñòè (ñì. [252]). Ïóñòü Q : D → [0,∞] �
èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f : D → C
ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå z0 ∈ D, åñëè ñîîò-
íîøåíèå

M(∆(f(S1), f(S2), f(D))) 6
∫
A

Q(z) η2(|z − z0|) dm(z) (6.2)
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âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî êîëüöà A = A(z0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < d0 =
= dist(z0, ∂D), îêðóæíîñòåé Si = S(z0, ri), i = 1, 2, è äëÿ êàæäîé èçìå-

ðèìîé ôóíêöèè η : (r1, r2) → [0,∞] òàêîé, ÷òî
r2∫
r1

η(r) dr > 1.

Ïîíÿòèå êîëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôèçìà ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî
â áåñêîíå÷íîñòü ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Èìåííî, ïóñòü ∞ ∈ D ⊆ C. Ãî-
ìåîìîðôèçì f : D → C íàçûâàåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì
â∞, åñëè îòîáðàæåíèå f̃(z) = f

(
1
z

)
ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûìQ′-ãîìåîìîðôè-

çìîì â íóëå ñ Q′(z) = Q
(
1
z

)
. Èíà÷å ãîâîðÿ, îòîáðàæåíèå f : C →

→ C � êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì â ∞, åñëè

M (∆ ((f(S(R1)), f(S(R2)), f(R)))) 6
∫
R

Q(w) · η2 (|w|) dm(w)

äëÿ ëþáîãî êîëüöà R = {w ∈ C : R1 < |w| < R2} â D ñ 0 < R1 < R2 <∞,
S(Ri) = {z ∈ C : |z| = Ri}, i = 1, 2, è äëÿ êàæäîé èçìåðèìîé ôóíêöèè

η : (R1, R2) → [0,∞] òàêîé, ÷òî
R2∫
R1

η(r) dr > 1.

6.2. Òåîðåìû ñõîäèìîñòè

Ôóíêöèÿ Φ : R+ → R+ íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé, íåóáûâàþùåé è

lim
t→∞

Φ(t)

t
= ∞ (6.3)

(ñì. [80], ñ. 37). Â äàëüíåéøåì íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè Φ ïîíèìàåòñÿ
îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè R+ = [0,∞].

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 1 â [83].

Ëåììà 6.1. Ïóñòü f , fn : D → C � ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ
ãîìåîìîðôèçìû êëàññà Ñîáîëåâà W 1,1

loc
è fn → f ïðè n → ∞ ëîêàëüíî

ðàâíîìåðíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ D èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî∫

Ω

Φ (Kµ(z))Ψ(z) dm(z) 6 lim
n→∞

∫
Ω

Φ (Kµn(z))Ψ(z) dm(z) (6.4)

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : [1,∞] → R+ è
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Ψ : C → R+ = [0,∞), òàêîé ÷òî 1/Ψ
ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî â C.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû Ôàòó è ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè èí-
òåãðàëà (ñì., íàïð., òåîðåìû I(12.7) è I(12.10) â [88]), óòâåðæäåíèå äî-
ñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ Ω. Íà òàêîì ìíîæåñòâå
ïî óñëîâèþ ëåììû ôóíêöèÿ Ψ(z) îãðàíè÷åíà ñâåðõó è Ψ(z) > C > 0 äëÿ
âñåõ z ∈ Ω.

Ïóñòü K(z, h) ⊂ Ω � êâàäðàò ñ öåíòðîì â òî÷êå z è äëèíîé ñòî-
ðîíû h, ðåáðà êîòîðîãî îðèåíòèðîâàíû ïàðàëëåëüíî îñÿì êîîðäèíàò.
Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè Ψ(z) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîå δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ z, z′ ∈ Ω èç òîãî, ÷òî z ∈
∈ K(z′, h), h < δ(ε), ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |Ψ(z)−Ψ(z′)| < ε.

Ñèñòåìà êâàäðàòîâ K(z, h), z ∈ Ω, h < δ(ε), îáðàçóåò ïîêðûòèå
ìíîæåñòâà Ω â ñìûñëå Âèòàëè è ïî òåîðåìå Âèòàëè (ñì., íàïð., òåîðå-
ìó IV(3.1) â [88]) ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ
êâàäðàòîâ Em = K(zm, hm) ⊆ Ω, m = 1, 2, . . . , èç óêàçàííîãî ïîêðûòèÿ,
òàêóþ ÷òî mes {Ω\ ∪ Em} = 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 â [83], ïðè ε < C, ïîëó÷àåì, ÷òî∫
Em

Φ (Kµ(ζ))Ψ(ζ) dm(ζ) 6

6 (Ψ(zm)− ε)

∫
Em

Φ (Kµ(ζ)) dm(ζ) + 2ε

∫
Em

Φ (Kµ(ζ)) dm(ζ) 6

6 (Ψ(zm)− ε) lim
n→∞

∫
Em

Φ (Kµn(ζ)) dm(ζ) + 2ε

∫
Em

Φ (Kµ(ζ)) dm(ζ) 6

6 lim
n→∞

∫
Em

Φ (Kµn(ζ))Ψ(ζ) dm(ζ) + 2ε

∫
Em

Φ (Kµ(ζ)) dm(ζ) .

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ñîãëàñíî ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà è
ëåììû Ôàòó, èìååì, ÷òî∫

Ω

Φ (Kµ(z)) (Ψ(z)− 2ε) dm(z) 6 lim
n→∞

∫
Ω

Φ (Kµn(z))Ψ(z) dm(z) ,

îòêóäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ε ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (6.4). 2

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâó îäíîé èç
îñíîâíûõ òåîðåì ïàðàãðàôà, ïðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è çàìå-
÷àíèÿ.
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Â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì ôóíêöèþ ìíîæåñòâàM(Ω), çàäàííóþ
íà ïðîèçâîëüíûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ Ω â C, êîòîðóþ âñåãäà ìîæíî
äîîïðåäåëèòü (è ïåðåîïðåäåëèòü) íà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâàõ E â C,
ïîëàãàÿ

M∗(E) = inf
Ω⊇E

M(Ω) . (6.5)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ìíîæåñòâàM∗(E) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ïî âêëþ-
÷åíèþ è ïîëóíåïðåðûâíîé ñïðàâà, ò.å. åñëè E =

∩
En, òî

M∗(E) 6 lim
n→∞

M∗(En) (6.6)

è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (îòêðûòûõ) ìíîæåñòâ Ωn ⊇ E,
äëÿ êîòîðîé

M∗(E) = lim
n→∞

M∗(Ωn) = lim
n→∞

M(Ωn) . (6.7)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ M(Ω) îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω â
C äîïóñêàåò ðåãóëÿðíóþ çàìåíó M∗ ñî ñâîéñòâàìè (6.5)�(6.7).

Ïóñòü f : D → C � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî f îáëàäàåò
N -ñâîéñòâîì ïî Ëóçèíó, åñëè äëÿ ëþáîãî E ⊂ D

mesE = 0 ⇒ mesf(E) = 0 .

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f îáëàäàåò N−1-ñâîéñòâîì, åñëè äëÿ ëþáîãî E ⊂ C

mesE = 0 ⇒ mes
{
f−1(E)

}
= 0 .

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü fn : D → C � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåãóëÿð-
íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè
µn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ D è
íåêîòîðîé ëîêàëüíî êîíå÷íîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà M(Ω)∫

Ω

Φ (Kµn(z)) dS(z) 6 M(Ω) , (6.8)

ãäå Φ : R+ → R+ � íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.
Åñëè fn → f ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå â D,

ãäå f : D → C � ãîìåîìîðôèçì, òî f ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (6.1) ñ êîìïëåêñíûì êîýôôèöèåíòîì µ, òàêèì ÷òî∫

Ω

Φ (Kµ(z)) dS(z) 6 M(Ω) (6.9)
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äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ f ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè fn ïðèíàäëåæèò êëàññó W

1,1
loc

(D). Ñîãëàñíî ëåììå 2.1 â [289],
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ∂fn è ∂fn ðàâ-
íîñòåïåííî îãðàíè÷åíû â L1

loc
è èìåþò ëîêàëüíî ðàâíîñòåïåííî àáñîëþò-

íî íåïðåðûâíûå íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû.
Èòàê, ïóñòü C � ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â D è ïóñòü

V � îòêðûòîå ìíîæåñòâî ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì V â D, òàêîå ÷òî
C ⊂ V, ñêàæåì V = {z ∈ D : dist(z, C) < r}, ãäå r < dist(C, ∂D). Çàìåòèì
äàëåå, ÷òî

|∂fn| 6 |∂fn| 6 |∂fn|+ |∂fn| = K1/2
µn (z) · J1/2

fn
(z) ï.â.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà è ëåììå III.3.3 â [239]∫
E

|∂fn| dm(z) 6

∣∣∣∣∣∣
∫
E

Kµn(z) dm(z)

∣∣∣∣∣∣
1/2

|fn(C)|1/2

äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊆ C. Îòñþäà, ïîñêîëüêó fn ñõî-
äèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî íà C, ïîëó÷àåì∫

E

|∂fn| dm(z) 6

∣∣∣∣∣∣
∫
E

Kµn(z) dm(z)

∣∣∣∣∣∣
1/2

|f(V )|1/2 (6.10)

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (6.8) ïî òåîðåìå
3.1.2 â [80] âëå÷åò ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü Kµn â L1

loc
è ëîêàëüíî

ðàâíîñòåïåííóþ àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðà-
ëîâ

∫
Kµn dm(z). Òàêèì îáðàçîì, èç (6.10) ïîëó÷àåì, ÷òî ∂fn

∂x
, ∂fn
∂y

ðàâíî-
ñòåïåííî îãðàíè÷åíû â L1

loc
è èìåþò ëîêàëüíî ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî

íåïðåðûâíûå íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1 â [289], f
ïðèíàäëåæèò W 1,1

loc
(D).

Çàìåòèì, ÷òî èç ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè fn → f ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè fn ñëåäóåò ëîêàëüíî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü f−1

n → f−1

(ñì., íàïð., ëåììó 3.1 â [220]).
Ïîñêîëüêó fn ïðèíàäëåæèò W

1,1
loc

(D) è Jfn(z) > 0 ï.â., Kµ ∈ L1
loc
, òî

gn = f−1
n ∈ W 1,2

loc
(fn(D)) (ñì. òåîðåìû 1.1 è 1.3 â [202]).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå çàìåí ïåðåìåííûõ (ñì., íàïð., ëåììû III.2.1 è
III.3.2, òåîðåìû III.3.1 è III.6.1 â [239]), äëÿ áîëüøèõ n ìû èìååì∫

B

|∂gn|2 dm(w) =

∫
gn(B)

dm(z)

1− |µn(z)|2
6
∫
B∗

Kµn(z) dm(z) ,
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ãäå B∗ è B � ïîäîáëàñòè ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì â D è D′ = f(D),
ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå ÷òî g(B) ⊂ B∗, g = f−1. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåí-
ñòâà èìååì, ÷òî íîðìû ∥f−1

n ∥ ðàâíîñòåïåííî îãðàíè÷åíû âW 1,2
loc

(f(D)), è,
ñëåäîâàòåëüíî, f−1 ∈ W 1,2

loc
(f(D)) (ñì. òåîðåìó III.3.5 â [77], à òàêæå áîëåå

ðàííþþ òåîðåìó 1 â [103]). Òîãäà îòîáðàæåíèå f èìååò N−1-ñâîéñòâî (ñì.
òåîðåìó III.6.1 â [239]) è ïîýòîìó Jf ̸= 0 ï.â. â D (ñì. òåîðåìó 1 â [71]).

Ñîîòíîøåíèå (6.9) ñëåäóåò èç ëåììû 6.1. 2

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà î ñâÿçè ãî-
ìåîìîðôíûõ W 1,1

loc
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè è êîëüöåâûõ Q-ãîìåî-

ìîðôèçìîâ, êîòîðàÿ áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [241] (ñð. òåîðåìó 3.1 â [294],
à òàêæå ëåììó 20.9.1 â [128]) äëÿ ñëó÷àÿ íà ïëîñêîñòè. Âî âòîðîé ÷àñòè
äàííîé ìîíîãðàôèè ïðèâåäåí åå àíàëîã äëÿ ñëó÷àÿ â ïðîñòðàíñòâå (ñì.
ñëåäñòâèå 8.10).

Ëåììà 6.2. Ïóñòü f � ãîìåîìîðôíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè
(6.1) êëàññà W 1,1

loc
ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé äèëàòàöèåé Kµ. Òîãäà f ÿâ-

ëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â êàæäîé òî÷êå z0 ∈ D ñ Q = Kµ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñõîäèìîñòè äîïîëíÿåò òåîðåìó 6.1.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü Φ : R+ → R+ � íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

∞∫
σ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ (6.11)

ïðè íåêîòîðîì σ > Φ(0) è ïóñòü M(Ω) � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω â D ⊆ C. Åñëè fn : D → C � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ãîìåîìîðôíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè êëàññà W 1,1

loc
,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (6.8), µn = µfn, òàêàÿ ÷òî fn(z1) = z1,
fn(z2) = z2 è fn → f ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæå-
ñòâå â D, òî ïðåäåëüíîå îòîáðàæåíèå f � ãîìåîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏîëîæèìA = A(z0, r1, r2) äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷-
êè z0 ∈ D è 0 < r1 < r2 < d0 = dist(z0, ∂D). Ââèäó óñëîâèÿ (6.8) ïî
òåîðåìå 3.1.2 â [80] íàéäåòñÿ ÷èñëî ΨA <∞, òàêîå ÷òî∫

A

Kµn(z) dm(z) 6 ΨA , (6.12)

òàê êàê Φ : R+ → R+ � ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.
Ïî ëåììå 6.2 îòîáðàæåíèå fn ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèç-

ìîì ñ Q = Kµn , µn = µfn , âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè D. Ïî ëåììå 7.3 â [252]
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ïîëó÷àåì, ÷òî

2π

M (∆ (fn(S1), fn(S2), fn(A)))
>

r2∫
r1

dr

rkz0, n(r)
, (6.13)

ãäå kz0,n(r) � ñðåäíåå çíà÷åíèå Kµn(z) ïî îêðóæíîñòè |z − z0| = r,
Sj = S(z0, rj), j = 1, 2.

Äàëåå, íàéäåòñÿ èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî X ìíîæåñòâà ÷èñåë r èç
[r1, r2] ìåðû (r2 − r1)/2, íà êîòîðîì

2π∫
0

Kµn

(
z0 + reiφ

)
dφ 6 8ΨA

(r2 − r1) (r2 + 3r1)
.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååì

r2∫
r1

2π∫
0

Kµn

(
z0 + reiφ

)
dφr dr >

8ΨA

(r2 − r1) (r2 + 3r1)

(r2+r1)/2∫
r1

r dr = ΨA ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (6.12).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî A íàéäåòñÿ q, îïðåäåëåííîå íèæå, òàêîå,

÷òî äëÿ âñåõ n

2π

M (∆ (fn(S1), fn(S2), fn(A)))
> 2π

∫
X

dr/r
2π∫
0

Kµn (z0 + reiφ) dφ

>

> π (r2 + 3r1) (r2 − r1)

4ΨA

r2∫
(r1+r2)/2

dr

r
= q > 0 .

Ïîýòîìó ïî ëåììå 1 â [143], ñì. òàêæå ýòó ðàáîòó â ïðèëîæåíèè ê ìîíî-
ãðàôèè [188], f(z) � ãîìåîìîðôèçì. 2

6.3. Òåîðåìû íîðìàëüíîñòè

Ïóñòü D � îáëàñòü â C, Φ : R+ → R+ � íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ,
M(Ω) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω â D, à ∆ > 0.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç FM
Φ,∆ êëàññ âñåõ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé f : D → C óðàâ-

íåíèÿ Áåëüòðàìè (6.1) ñ h
(
C \ f(D)

)
> ∆ è êîìïëåêñíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè µ, òàêèìè ÷òî ∫
Ω

Φ (Kµ(z)) dS(z) 6 M(Ω) (6.14)

äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω â D.
Ñåìåéñòâî F íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç D ⊆ C â C íàçûâàåò-

ñÿ íîðìàëüíûì, åñëè êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé fn èç
F èìååò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fnk

, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîìó
îòîáðàæåíèþ f : D → C ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå
K ⊂ C. Íîðìàëüíîñòü òåñíî ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùèì ïîíÿòèåì. Ñåìåéñòâî
F îòîáðàæåíèé f : D → C íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì
â òî÷êå z0 ∈ D, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0, òàêîå ÷òî
h (f(z), f(z0)) < ε äëÿ âñåõ f ∈ F è z ∈ D ñ |z − z0| < δ. Ñåìåéñòâî
F íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì, åñëè F � ðàâíîñòåïåííî
íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå z0 ∈ C.

Äëÿ êàæäîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèè Φ : R+ → R+, îáðàòíóþ ôóíê-
öèþ Φ−1 : R+ → R+ ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ−1(τ) = inf
Φ(t)>τ

t .

Çäåñü inf ðàâåí∞, åñëè ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ t ∈ R+, òàêèõ ÷òî Φ(t) > τ ,
ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì.

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ Φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6.11). Òî-
ãäà êëàññ FM

Φ,∆ îáðàçóåò íîðìàëüíîå ñåìåéñòâî äëÿ ëþáîãî ∆ > 0 è ëþ-
áîé ëîêàëüíî êîíå÷íîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà M(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � îòîáðàæåíèå èç êëàññà FM
Φ,∆. Áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Φ(0) > 0. Ïî ëåììå 6.2 îòîáðàæå-
íèå fn ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì ñ Q = Kµn , µn = µfn , âî
âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè D.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Àðöåëà�Àñêîëè (ñì. ï. 20.4 â [320]) äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ èç FM

Φ,∆ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû â êàæäîé
òî÷êå z0 ∈ D. Èç òåîðåìû 7.3 â [252] ñëåäóåò, ÷òî

h (f(z), f(z0)) 6
32

∆
exp

−
ρ∫

|z−z0|

dr

rkz0(r)

 (6.15)
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äëÿ ëþáîãî z ∈ B(z0, ρ) è ρ = ρ(z0) < dist(z0, ∂D), òàêîãî ÷òî
M(B(z0, ρ)) < ∞, ãäå kz0(r) � ñðåäíåå çíà÷åíèå Kµ(z) ïî îêðóæíîñòè
|z − z0| = r. Ïîñëå çàìåíû t = r/ρ, èíòåãðàë ñïðàâà â (6.15) îöåíèâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ëåììó 3.1 â [282]):

ρ∫
|z−z0|

dr

rkz0(r)
=

1∫
ε

dt

tk(t)
> 1

2

P (ε)

ε2∫
eP (ε)

dτ

τΦ−1(τ)
,

ãäå ε = |z − z0|/ρ, k(t) = kz0(ρt) è

P (ε) =
1

2πρ2 (1− ε2)

∫
R

Φ (Kµ(ζ)) dm(ζ) ,

ãäå R = {ζ ∈ C : |z − z0| < |ζ − z0| < ρ} � êîëüöî ñ öåíòðîì â òî÷êå z0.
Îòìåòèì, ÷òî

P (ε) 6 β(z0)

2π (1− ε2)

∫
R

Φ (Kµ(ζ))
dm(ζ)

(1 + |ζ|2)2
,

ãäå β(z0) = (1 + (ρ(z0) + |z0|)2)2/ρ2(z0), ïîñêîëüêó |ζ| 6 |ζ − z0| + |z0| 6
6 ρ(z0) + |z0| ïðè ζ ∈ R. Òàêèì îáðàçîì,

Φ(0) 6 P (ε) 6 β(z0)

π
M(R) ,

åñëè ε 6 1/
√
2 è, â ÷àñòíîñòè, åñëè ε 6 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî,

h (f(z), f(z0)) 6
32

∆
exp

−1

2

Φ(0)ρ2(z0)

|z−z0|2∫
β(z0)M(R)

dτ

τΦ−1(r)

 (6.16)

äëÿ âñåõ z, òàêèõ ÷òî |z − z0| < ρ(z0)/2. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèÿ
f ∈ FM

Φ,∆ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû â òî÷êå z0. 2
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6.4. Òåîðåìû êîìïàêòíîñòè

Ñåìåéñòâî F íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè
âñå ïðåäåëüíûå îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç F îòíîñèòåëüíî
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ ïðèíàäëåæàò F. Êëàññ îòîáðà-
æåíèé F íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè F íîðìàëåí è çàìêíóò.

Ïóñòü Φ : R+ → R+ � íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, à M(Ω) �
ôóíêöèÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω â C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç FM

Φ êëàññ âñåõ
ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé f : C → C óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (6.1) ñ êîìïëåêñ-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè µ, òàêèìè ÷òî∫

Ω

Φ (Kµ(z)) dS(z) 6 M(Ω) (6.17)

è íîðìèðîâêàìè f(0) = 0, f(1) = 1, f(∞) = ∞.
Êîìáèíèðóÿ òåîðåìû 6.1, 6.2 è 6.3, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå.

Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ Φ : R+ → R+ íåïðåðûâíà, ñòðîãî
âûïóêëà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6.11), à ôóíêöèÿ M(Ω) îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà Ω â C îãðàíè÷åíà. Òîãäà êëàññ FM

Φ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.
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Ãëàâà 7. Ê òåîðèè îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè òåî-

ðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî òèïà

Ãëàâà 7 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ êëàññîâQ(z)-êâàçèêîíôîðìíûõ
îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî òèïà íà èõ êîì-
ïëåêñíûå õàðàêòåðèñòèêè (ñì. ðàáîòû [56,59,60]).

7.1. Ââåäåíèå

Ôóíêöèÿ f : D → C íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íà ëèíè-
ÿõ, ïèøóò f ∈ ACL, åñëè äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà R
â D, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì, f |R ÿâëÿåòñÿ
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íà ïî÷òè âñåõ ëèíåéíûõ ñåãìåíòàõ â R, ïàðàë-
ëåëüíûõ ñòîðîíàì R (ñì., íàïðèìåð, [3, c. 27]).

Ïóñòü Q : D → I = [1,∞] � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ñîõðàíÿþùèé
îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì f : D → C êëàññà ACL íàçûâàåòñÿ Q(z)-
êâàçèêîíôîðìíûì (Q(z)-ê.ê.) îòîáðàæåíèåì, åñëè ïî÷òè âñþäó

Kµf (z) :=
1 + |µf (z)|
1− |µf (z)|

6 Q(z) , (7.1)

ãäå µf = fz/fz, åñëè fz ̸= 0 è µf = 0, åñëè fz = 0. Ôóíêöèþ µf ïðè-
íÿòî íàçûâàòü êîìïëåêñíîé õàðàêòåðèñòèêîé, à Kµf � äèëàòàöèåé
îòîáðàæåíèÿ f . Ïîíÿòèå Q(z)−ê.ê. îòîáðàæåíèÿ, âïåðâûå áûëî ââåäå-
íî â ñòàòüå [302] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Q ∈ L∞, ò.å., ôàêòè÷åñêè äëÿ K−ê.ê.
îòîáðàæåíèé, ãäå K = ||Q||∞.

Â ðàáîòàõ Àíäðèÿí�Êàçàêó Ê., Âîëêîâûñêîãî Ë.È., Èîôôå Ì.Ñ.,
Êðóøêàëÿ Ñ.Ë., Êþíàó Ð., Ëåòèíåíà Ì., Ðåíåëüòà Ã., Òåéõìþëëåðà Î.,
Øèôôåðà Ì., Øîáåðà Ã. è äðóãèõ àâòîðîâ èññëåäîâàëèñü êëàññû
Q(z)−ê.ê. îòîáðàæåíèé, äëÿ êîòîðûõ ïî÷òè âñþäó µ(z) ∈ ∆q(z), ãäå
∆q(z) = {ν ∈ C : |ν| 6 q(z)}, q(z) = (Q(z)− 1) / (Q(z) + 1) , à òàêæå
êëàññû ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè âèäà: F(µ(z), z) 6 0 ïî÷òè
âñþäó, ãäå F(µ, z) : C×C → R. Íàêîíåö, ïîñëåäíÿÿ èç ïîñòàíîâîê Øèô-
ôåðà Ì. è Øîáåðà Ã. ïðèâåëà ê ðàññìîòðåíèþ êëàññîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè
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îáùåãî òåîðåòèêî�ìíîæåñòâåííîãî âèäà:

µ(z) ∈M(z) ⊆ ∆q(z) (7.2)

ïî÷òè âñþäó. Îäíàêî âñå ýòî ðàçâèòèå ïðîèñõîäèëî, ôàêòè÷åñêè, â ðàì-
êàõ K−ê.ê. îòîáðàæåíèé, ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî

K := ess supQ(z) <∞. (7.3)

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè Ãè Äàâèäà [160] ïîçâîëè-
ëà ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå â óêàçàííîì íàïðàâëåíèè. Èìåííî, îáîçíà÷èì
MM êëàññ âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (7.2),
íî ãäå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíåíî (7.3). ×åðåç HM (ñîîòâåòñòâåííî
H∗
M) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ACL (ñîîòâåòñòâåííî ðåãóëÿðíûõ) ãî-

ìåîìîðôèçìîâ f : C → C ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ñ êîìïëåêñíûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè èç MM è íîðìèðîâêàìè f(0) = 0, f(1) = 1, f(∞) = ∞.

Ãîâîðÿò, ÷òî èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ Q(z) : C → [1,∞] ýêñïîíåíöè-
àëüíî îãðàíè÷åíà ïî ìåðå, åñëè ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå T > 1, γ > 0
è c > 0, òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ t > T : mes{z ∈ C : Q(z) > t} 6 ce−γt. Â ðàáî-
òå [82], ñì. òàêæå [29], áûëà äîêàçàíà êîìïàêòíîñòü êëàññà HM ñ óêàçàí-
íûì îãðàíè÷åíèåì íà Q(z). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèè êëàññû
HM è H∗

M ñîâïàäàþò. Â äàííîé ãëàâå äîêàçàíà êîìïàêòíîñòü êëàññà ãî-
ìåîìîðôèçìîâH∗

M ñ áîëåå îáùèìè óñëîâèÿìè íàQ(z), ÷òî èìååò âàæíûå
ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè âàðèàöèîííîãî ìåòîäà.

7.2. Òåîðåìû ñõîäèìîñòè

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà òåîðåìàì ñõîäèìîñòè äëÿ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè
ñ îãðàíè÷åíèÿìè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî òèïà íà äèëàòàöèþ.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêî-
òîðûå ýëåìåíòû òåîðèè èíâàðèàíòíî-âûïóêëûõ ìíîæåñòâ (ñì., íàïðè-
ìåð, [81] èëè [29]). Ïóñòü G � ãðóïïà âñåõ äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
D := {z ∈ C : |z| < 1} íà ñåáÿ. ÌíîæåñòâîM èç D íàçûâàåòñÿ èíâàðèàí-
òíî-âûïóêëûì, åñëè âñå ìíîæåñòâà g(M), g ∈ G, ÿâëÿþòñÿ âûïóêëû-
ìè. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè. Èíâàðèàí-
òíî�âûïóêëîé îáîëî÷êîé inv coM ìíîæåñòâà M èç D, M ⊆ D, áóäåì
íàçûâàòü ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ çàìêíóòîå èíâàðèàíòíî�âûïóêëîå
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå M .

Øòðåáåëåì Ê. â ðàáîòå [310] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè fn : D →
C, n = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Q(z)-ê.ê. îòîáðàæåíèé ñ Q(z) ≡
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≡ Q < ∞ è fn → f ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî, ãäå f : D → C � ãîìåîìîð-
ôèçì, òî |µ(z)| 6 lim

n→∞
|µn(z)| ïî÷òè âñþäó. Ñëåäóþùàÿ ëåììà óòî÷íÿåò

îáëàñòü êîìïëåêñíîãî êîýôôèöèåíòà ïðåäåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ è ðàñ-
ïðîñòðàíÿåò åãî íà ñëó÷àé ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé Q(z).

Ëåììà 7.1. Ïóñòü fn : D → C, n = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Q(z)-ê.ê. îòîáðàæåíèé ñ Q ∈ L1

loc
è fn → f ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ïðè

n → ∞, ãäå f : D → C � ãîìåîìîðôèçì. Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ Q(z)-ê.ê.
îòîáðàæåíèåì è (fn)z → fz, (fn)z → fz ïðè n → ∞ ñëàáî â L1

loc
. Êðîìå

òîãî, äëÿ ïî÷òè âñåõ z ∈ Rf

µ(z) ∈ inv coM(z) , (7.4)

ãäå Rf � ìíîæåñòâî âñåõ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ f è

M(z) = Lsn→∞{µn(z)}. (7.5)

Çäåñü, Lsn→∞{µn(z)} îáîçíà÷àåò âåðõíèé òîïîëîãè÷åñêèé ïðåäåë ìíî-
æåñòâ {µn(z)}, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê íàêîïëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
µn(z) (ñì. [46], c. 344).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 è çàìå÷àíèþ 3.1 â [289], à
òàêæå ñëåäñòâèþ 5 â [83], f ÿâëÿåòñÿQ(z)-ê.ê. îòîáðàæåíèåì è (fn)z → fz
è (fn)z → fz ñëàáî â L1

loc
. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü (7.4).

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 èç [81], ñì. òàêæå ñëåäñòâèå À2 â [29],

inv coM(z) =
∩

m∈N(z)

Km

ïî÷òè âñþäó, ãäå Km, m = 1, 2, . . . , � íåêîòîðàÿ ïåðåíóìåðàöèÿ âñåõ çà-
ìêíóòûõ êðóãîâ èç D, êîîðäèíàòû öåíòðîâ è ðàäèóñû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, à N(z) � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
m = 1, 2, . . ., äëÿ êîòîðûõ M(z) ⊆ Km. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî µ(z) ∈ Km ïðè âñåõ m ∈ N(z) äëÿ ïî÷òè âñåõ z ∈ Rf .

Ïóñòü cm � öåíòð è km � ðàäèóñ êðóãàKm â ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêå
â D (ñì., íàïðèìåð, [72], ñ. 128�129). Òîãäà ïðè ïîìîùè äðîáíî-ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ D íà ñåáÿ

γm(ν) = (ν − cm)/(1− νcm)

êðóã Km ïðåîáðàçóåòñÿ â íåêîòîðûé êðóã ñ öåíòðîì â íóëå. Åâêëèäîâ
ðàäèóñ ýòîãî êðóãà îáîçíà÷èì ÷åðåç rm. Ðàññìîòðèì àôôèííûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè

zm(ζ) = ζ − cmζ, m = 1, 2, . . . ,
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êîòîðûå îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ Qm−ê.ê. îòîáðàæåíèÿìè C íà ñåáÿ, ãäå
Qm = (1 + |cm|)/(1− |cm|).

Ïóñòü µ(m) è µ(m)
n � êîìïëåêñíûå õàðàêòåðèñòèêè îòîáðàæåíèé f (m) =

= f ◦ zm è f (m)
n = fn ◦ zm, m,n = 1, 2, . . . , ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî

f
(m)
n (ζ) ÿâëÿþòñÿ Q∗

m(ζ)-ê.ê. îòîáðàæåíèÿìè ñ Q
∗
m(ζ) := Qm ·Q(zm(ζ)) ∈

∈ L1
loc
. Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî m = 1, 2, . . . , î÷åâèäíî,

÷òî f (m)
n → f (m) ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ïðè n → ∞, òî ñîãëàñíî òåîðåìå

3.1 è çàìå÷àíèþ 3.1 â [289], à òàêæå ñëåäñòâèþ 5 â [83],

|µ(m)(ζ)| 6 lim
n→∞

|µ(m)
n (ζ)| 6 rm

äëÿ âñåõ ζ ∈ E(m) \ e(m), ãäå e(m) � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî íóëåâîé
ìåðû E(m) = z−1

m (Em), a Em � ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê z ∈ D, äëÿ êîòîðûõ
M(z) ⊆ Km. Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàæäîì m = 1, 2, . . .,

|γm(µ(z))| 6 rm (7.6)

äëÿ âñåõ z ∈ Rf ∩ Em \ em, ãäå em = zm(e
(m)) � ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû

(ñì. [3], c. 36). Ïóñòü E = ∪em. Òîãäà E � ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû è
äëÿ ëþáîãî z ∈ Rf \E íåðàâåíñòâî (7.6) èìååò ìåñòî ïðè âñåõ m ∈ N(z).
Îäíàêî, (7.6) ýêâèâàëåíòíî ïðè z ∈ Rf âêëþ÷åíèþ µ(z) ∈ Km è òåì
ñàìûì âêëþ÷åíèå (7.4) äîêàçàíî äëÿ ïî÷òè âñåõ z ∈ Rf . 2

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü fn : C → C � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåãóëÿðíûõ
ãîìåîìîðôèçìîâ, fn(0) = 0, fn(1) = 1, fn(∞) = ∞, ñõîäÿùàÿñÿ ëîêàëü-
íî ðàâíîìåðíî â C îòíîñèòåëüíî ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêè ê íåêîòîðîìó
îòîáðàæåíèþ f, ïðè÷åì Kµfn

(z) 6 Q(z) ∈ L1
S. Òîãäà f � ðåãóëÿðíûé

ãîìåîìîðôèçì C ñ íîðìèðîâêàìè f(0) = 0, f(1) = 1, f(∞) = ∞.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.1 âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðàâåí-
ñòâîì, êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì, äëÿ
f = u+ iv:

|∂f |2 + |∂f |2 = 1

2

(
|∇u|2 + |∇v|2

)
. (7.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî f � ãîìåîìîðôèçì â C. Ïîëàãàÿ
gn = f−1

n è un = Re gn, vn = Im gn èìååì, ââèäó ðàâåíñòâà (7.7) è òåîðåìû
1.3 â [202], ÷òî

In :=

∫
C

|∇un|2 + |∇vn|2

(1 + |un|2 + |vn|2)2
dm(ζ) = 2

∫
C

|∂gn|2 + |∂gn|2

(1 + |gn|2)2
dm(ζ) 6

6 4

∫
C

|∂gn|2
dm(ζ)

(1 + |gn|2)2
= 4

∫
C

1

1− |νn(ζ)|2
Jn(ζ)

dm(ζ)

(1 + |gn|2)2
,

(7.8)
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ãäå Jn îáîçíà÷àåò ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ gn, à νn � åãî êîìïëåêñíóþ äèëà-
òàöèþ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3 â [202] èìååì, ÷òî gn ∈ W 1,2

loc
. Ñëåäîâàòåëüíî,

gn ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû è ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîëó-
÷àåì, ÷òî

In 6 4

∫
C

1

1− |µn(z)|2
dm(z)

(1 + |z|2)2
6 I := 4

∫
C

Q(z) dS(z) <∞ (7.9)

(ñì. ëåììû III.2.1 è III.3.2, à òàêæå òåîðåìû III.3.1 è III.6.1 â [239] è I.C(3)
â [3]). Îöåíêà (7.9) ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÷òî ïðåäåëüíîå îòîáðàæåíèå f
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíûì, à ïîòîìó è ïðîñòî ãîìåîìîðôèçìîì
C íà ñåáÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå I.13.3 â [46] f � íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå êàê ðàâíîìåðíûé ïðåäåë íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé è, òàêèì
îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn îáðàçóåò ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíîå ñå-
ìåéñòâî îòîáðàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, ïðåäëîæåíèå 7.1 â [252]). Ïóñòü

φ(t) =
1

2
arcsin

(
2√
3
sin t

)
.

Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 9 â [103, ñ. 62], íàéäåòñÿ δ > 0, òàêîå ÷òî

h (fn(z1), fn(z2)) > φ−1

(
exp

{
− 4πIn
h2(z1, z2)

})
,

êàê òîëüêî h(z1, z2) < δ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè n → ∞ ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè
h(z1, z2) < δ

h (f(z1), f(z2)) > φ−1

(
exp

{
− 4πI

h2(z1, z2)

})
> 0 . (7.10)

Íåðàâåíñòâî (7.10) âëå÷åò, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì
è, ñëåäîâàòåëüíî, ãîìåîìîðôèçìîì â C (ñì., íàïðèìåð, ñëåäñòâèå èç òåî-
ðåìû 17.2 â [111]). Ïðèìåíÿÿ èíâåðñèþ îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî f � ãîìåîìîðôèçì C íà C.

Ïîêàæåì, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â C. Çàìåòèì,
÷òî èç ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè fn → f ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn ñëåäóåò, ÷òî f−1

n → f−1 ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî (ñì., íàïðèìåð, ëåììó
3.1 â [220]). Òàêèì îáðàçîì, ââèäó (7.9) ïî òåîðåìå 1 â [103], ïîëó÷à-
åì, ÷òî f−1 ∈ W 1,2

loc
(C). Óñëîâèå f−1 ∈ W 1,2

loc
(C) âëå÷åò N−1-ñâîéñòâî f

(ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó III.6.1 â [239]) è, ñëåäîâàòåëüíî, Jf (z) ̸= 0 ïî÷òè
âñþäó ïî òåîðåìå 1 â [71]. Íàêîíåö, f ∈ W 1,1

loc
(C) ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 è

çàìå÷àíèþ 3.1 â [289], à òàêæå ñëåäñòâèþ 5 â [83]. 2
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Êîìáèíèðóÿ ëåììó 7.1 è òåîðåìó 7.1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå çàêëþ-
÷åíèå.

Ñëåäñòâèå 7.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 7.1, f ÿâëÿåòñÿ Q(z)-ê.ê. îòîá-
ðàæåíèåì è

µ(z) ∈ inv coM(z) (7.11)

ïî÷òè âñþäó, ãäå M(z) îïðåäåëåíî â (7.5).

7.3. Òåîðåìû íîðìàëüíîñòè

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ñëåäóþò èç ëåììû 6.2 è ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì
ðàáîòû [86] (ñì. òàêæå â [252, ãë. 7]).

Ëåììà 7.2. Ïóñòü D � îáëàñòü â C, Q : D → [1,∞] � ëîêàëüíî
èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, è ïóñòü f : D → D′ � ãîìåîìîðôíîå W 1,1

loc

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (6.1) ñ Kµ(z) 6 Q(z) è h(C \ f(D)) >
> ∆ > 0. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ z0 ∈ D, 0 < ε0 < dist(z0, ∂D) è p < 2,∫

ε<|z−z0|<ε0

Q(z) · ψ2(|z − z0|) dm(z) 6 c · Ip(ε) ∀ ε ∈ (0, ε0) , (7.12)

ãäå ψ(t) : (0,∞) → [0,∞] � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ,

0 < I(ε) =
ε0∫
ε

ψ(t)dt <∞ ∀ ε ∈ (0, ε0), òî

h(f(z), f(z0)) 6
32

∆
exp

{
−
(
2π

c

)
I2−p(|z − z0|)

}
äëÿ âñåõ z ∈ B(z0, ε0).

Åñëè ∞ ∈ D, òî óñëîâèå (7.12) â òî÷êå ∞ çàìåíÿåì óñëîâèåì∫
R0<|z|<R

Q(z) · ψ2
∞(|z|) dm(z)

|z|4
6 c · Ip∞(R) ïðè R → ∞ , (7.13)

ãäå ψ∞(t) � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà (0,∞), òàêàÿ ÷òî

0 < I∞(R) =
R∫
R0

ψ∞(t) dt <∞, R ∈ (R0,∞).

Ñëåäñòâèå 7.2. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 7.2 äëÿ p = 1

h(f(z), f(z0)) 6
32

∆
exp

{
−2π

c
I(|z − z0|)

}
. (7.14)
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Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü D � îáëàñòü â C è ïóñòü f � ãîìåîìîðô-
íîå W 1,1

loc
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (6.1) ñ Kµ(z) ∈ L1

loc
, z0 ∈ D è

h(C \ f(D)) > ∆ > 0. Òîãäà

h(f(z), f(z0)) 6
32

∆
exp

−
ε(z0)∫

|z−z0|

dr

rkz0(r)

 (7.15)

äëÿ z ∈ B(z0, ε(z0)), ãäå ε(z0) < dist(z0, ∂D) è kz0(r) � ñðåäíåå èíòåãðàëü-
íîå çíà÷åíèå Kµ(z) ïî îêðóæíîñòè |z − z0| = r.

Ñëåäñòâèå 7.3. Åñëè

kz0(r) 6 log
1

r
(7.16)

äëÿ r < ε(z0) < dist(z0, ∂D), òî

h(f(z), f(z0)) 6
32

∆

log 1
ε0

log 1
|z−z0|

(7.17)

äëÿ âñåõ z ∈ B(z0, ε(z0)).

Ñëåäñòâèå 7.4. Åñëè

Kµ(z) 6 log
1

|z − z0|
, z ∈ B(z0, ε(z0)), (7.18)

òî (7.17) âåðíî äëÿ âñåõ z ∈ B(z0, ε(z0)).

Çàìå÷àíèå 7.1. Åñëè âìåñòî (7.16) è (7.18) ìû èìååì óñëîâèÿ

kz0(r) 6 c · log 1

r
(7.19)

è, ñîîòâåòñòâåííî,

Kµ(z) 6 c · log 1

|z − z0|
, (7.20)

òî

h(f(z), f(z0)) 6
32

∆

[
log 1

ε0

log 1
|z−z0|

]1/c
. (7.21)
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Âûáèðàÿ â ëåììå 7.2 ψ(t) = 1/t è p = 1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå çà-
êëþ÷åíèå.

Ñëåäñòâèå 7.5. Ïóñòü f : D → D � ãîìåîìîðôíîå W 1,1
loc

ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (6.1) ñ Kµ(z) ∈ L1

loc
, òàêîå ÷òî f(0) = 0 è∫

ε<|z|<1

Kµ(z)
dm(z)

|z|2
6 c log

1

ε
, ε ∈ (0, 1). (7.22)

Òîãäà
|f(z)| 6 64 · |z|

2π
c . (7.23)

Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü D � îáëàñòü â C è ïóñòü f : D → D′ � ãî-
ìåîìîðôíîå W 1,1

loc
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè (6.1) ñ Kµ(z) ∈ L1

loc
è

h(C\D′) > ∆ > 0. Åñëè Kµ(z) 6 Q(z) ï.â., ãäå Q èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå
êîëåáàíèå â òî÷êå z0 ∈ D, òî

h(f(z), f(z0)) 6
32

∆

{
log 1

ε0

log 1
|z−z0|

}β0

(7.24)

äëÿ íåêîòîðîãî ε0 < dist(z0, ∂D) è ëþáîé òî÷êè z ∈ B(z0, ε0), ãäå β0 > 0
çàâèñèò òîëüêî îò ôóíêöèè Q.

Ñîãëàñíî îäíîé èç âåðñèé òåîðåìû Àðöåëà-Àñêîëè (ñì., íàïð., ï. 20.4
â [320]), íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ, èìååì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå êðèòåðèè íîðìàëüíîñòè äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé Áåëüòðàìè.

Ïóñòü D � îáëàñòü â C, Q : D → [1,∞] � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç BQ,∆(D) êëàññ âñåõ ãîìåîìîðôíûõ ðåøåíèé f óðàâ-
íåíèÿ Áåëüòðàìè (6.1) êëàññà W 1,1

loc
, òàêèõ ÷òî Kµ(z) 6 Q(z) ï.â. â D è

h(C \ f(D)) > ∆ > 0.

Ëåììà 7.3. Åñëè Q ∈ L1
loc

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âèäà (7.12), òî
êëàññ BQ,∆(D) îáðàçóåò íîðìàëüíîå ñåìåéñòâî.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ φ : D → R êëàññà L1
loc

èìååò êîíå÷íîå
ñðåäíåå êîëåáàíèå â òî÷êå z0 ∈ D, åñëè

lim
ε→0

−
∫
B(z0,ε)

|φ(z)− φ̃ε(z0)| dm(z) <∞ , (7.25)

ãäå

φ̃ε(z0) = −
∫
B(z0,ε)

φ(z) dm(z) <∞ (7.26)
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� ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè φ(z) ïî êðóãó B(z0, ε). Òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî
ôóíêöèÿ φ : D → R èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëåáàíèå â D, ñîêð.
φ ∈ FMO(D), åñëè φ èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëåáàíèå â êàæäîé òî÷êå
z0 ∈ D, ñì. [35].

Êîíöåïöèÿ êîíå÷íîãî ñðåäíåãî êîëåáàíèÿ ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðà-
íåíà â áåñêîíå÷íîñòü ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ [287]
èëè ìîíîãðàôèþ [188]. Èìåííî, ïóñòü äàíû îáëàñòü D ⊆ C, ∞ ∈ D, è
ôóíêöèÿ φ : D → R. Ãîâîðÿò, ÷òî φ èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëåáà-
íèå â ∞, åñëè ôóíêöèÿ φ∗(z) = φ (1/z) èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëåáà-
íèå â 0. Ïðèìåíÿÿ îáðàòíóþ èíâåðñèþ z → 1/z îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè, ïîñëå çàìåí ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ýêâèâàëåíò-
íîå óñëîâèå:∫

|z|>R

|φ(z)− φ̃R|
dm(z)

|z|4
= O

(
1

R2

)
ïðè R → ∞ , (7.27)

ãäå

φ̃R =
R2

π

∫
|z|>R

φ(z)
dm(z)

|z|4
.

Â òåðìèíàõ ñôåðè÷åñêîé ïëîùàäè óñëîâèå (7.27) ìîæåò áûòü çàïè-
ñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

lim
r→0

1

S(Br)

∫
Br

|φ(z)− φ∗
r| dS(z) <∞ ,

ãäå Br � êðóã â ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêå ñ öåíòðîì â ∞ ðàäèóñà r, S(Br) �
åãî ñôåðè÷åñêàÿ ïëîùàäü è

φ∗
r =

1

S(Br)

∫
Br

φ(z) dS(z) <∞

� ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè φ ïî êðóãó Br ïî ñôåðè÷åñêîé ìåðå.

Ïî òåîðåìå 7.3 ïîëó÷àåì.

Òåîðåìà 7.4.Åñëè Q ∈ FMO(D), òî êëàññ BQ,∆(D) îáðàçóåò íîð-
ìàëüíîå ñåìåéñòâî.

Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà z0 ∈ C íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ëåáåãà ôóíêöèè
φ : C → R, åñëè

lim
ε→0

1

|B(z0, ε)|

∫
B(z0,ε)

|φ(z)− φ(z0)| dm(z) = 0 . (7.28)
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Àíàëîãè÷íî, z0 = ∞ áóäåì íàçûâàòü òî÷êîé Ëåáåãà ôóíêöèè φ, åñëè 0
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ëåáåãà ôóíêöèè φ∗(z) = φ (1/z), φ∗(0) = φ(∞), φ∗(∞) =
= φ(0), ò.å.∫

|z|>R

|φ(z)− φ(∞)| dm(z)

|z|4
= O

(
1

R2

)
ïðè R → ∞ . (7.29)

Äðóãèìè ñëîâàìè, óñëîâèå (7.29) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ, ÷òî φ∗
r =

= 1
S(Br)

∫
Br

φ(z) dS(z) → φ(∞) ïðè r → 0 â ñðåäíåì ïî ñôåðè÷åñêîé ìåðå.

Êàê ñëåäñòâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1.3 è ñëåäñòâèÿ 1.1 î äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèÿõ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé êëàññó FMO, èç òåîðåìû 7.4 ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 7.6.Êëàññ BQ,∆(D) íîðìàëåí, åñëè êàæäàÿ òî÷êà
z0 ∈ D ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ëåáåãà ôóíêöèè Q(z).

Ñëåäñòâèå 7.7. Êëàññ BQ,∆(D) íîðìàëåí, åñëè

lim
ε→0

1

|B(z0, ε)|

∫
B(z0,ε)

Q(z) dm(z) <∞ ∀ z0 ∈ D. (7.30)

Çäåñü â ñëó÷àå z0 = ∞ ∈ D âìåñòî (7.30) äîëæíî áûòü óñëîâèå∫
|z|>R

Q(z)
dm(z)

|z|4
= O

(
1

R2

)
ïðè R → ∞ . (7.31)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óñëîâèå (7.31) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

lim
r→0

1

S(Br)

∫
Br

Q(z) dS(z) <∞ . (7.32)

Òåîðåìà 7.5. Ïóñòü ∆ > 0 è Q : D → [0,∞] � ëîêàëüíî èíòåãðè-
ðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

ε(z0)∫
0

dr

rqz0(r)
= ∞ ∀ z0 ∈ D , (7.33)

ãäå ε(z0) < dist(z0, ∂D) è qz0(r) � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè Q(z) ïî
îêðóæíîñòè |z − z0| = r. Òîãäà BQ,∆ îáðàçóåò íîðìàëüíîå ñåìåéñòâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z0 ∈ C. Äëÿ ôóíêöèè

ψ(t) =

{
(1/[tqz0(t)]) , t ∈ (0, ε0) ,

0, t ∈ (ε0, ∞) ,

èìååì, ÷òî

∫
ε<|z−z0|<ε0

Q(z) · ψ2(|z − z0|) dm(z) = 2π

ε0∫
ε

dr

rqz0(r)
.

Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 7.3 ïðè óñëîâèè
(7.33). 2

Â òåîðåìå 7.5 â ñëó÷àå ∞ ∈ D âìåñòî (7.33) äîëæíî áûòü óñëîâèå

∞∫
δ

dR

Rq∞(R)
= ∞ (7.34)

äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0, ãäå q∞(R) � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè Q(z) ïî
îêðóæíîñòè |z| = R.

Ñëåäñòâèå 7.8. Åñëè qz0(r) = O
(
log 1

r

)
ïðè r → 0 â êàæäîé òî÷êå

z0 ∈ D, òî BQ,∆ îáðàçóåò íîðìàëüíîå ñåìåéñòâî.

Çäåñü q∞(R) = O (logR) ïðè R → ∞.

Òåîðåìà 7.6. Êëàññ BQ,∆ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì è,
ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíûì ñåìåéñòâîì îòîáðàæåíèé, åñëè Q óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ ∫

D

Φ (Q(z)) dS(z) 6M (7.35)

äëÿ íåêîòîðîãî M ∈ (0,∞) è íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : R+ →
→ R+ ñ óñëîâèåì

∞∫
σ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ (7.36)

äëÿ íåêîòîðîãî σ > Φ(0).
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7.4. Òåîðåìû êîìïàêòíîñòè

Ãîâîðÿò, ÷òî ñåìåéñòâî êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ â M(z) ⊆ D, z ∈ C, èçìå-
ðèìî ïî ïàðàìåòðó z, åñëè äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâàM0 ⊆ C
ìíîæåñòâî òî÷åê E0 = {z ∈ C : M(z) ⊆ M0} èçìåðèìî ïî Ëåáåãó
(ñì. [29]). Â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì ôóíêöèè

QM(z) :=
1 + qM(z)

1− qM(z)
, qM(z) := max

ν∈M(z)
|ν| , (7.37)

êîòîðûå èçìåðèìû äëÿ èçìåðèìûõ ñåìåéñòâ M(z).
Èç ñëåäñòâèÿ 7.1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå.

Ñëåäñòâèå 7.9. Ïóñòü M(z), z ∈ C, � ñåìåéñòâî êîìïàêòíûõ èí-
âàðèàíòíî-âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â D, èçìåðèìîå ïî ïàðàìåòðó, è
QM ∈ L1

S. Òîãäà êëàññ H∗
M çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîé ñõî-

äèìîñòè â C ïî ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêå.

Èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ äâóõ ïàðàãðàôîâ ïîëó÷àåì ðÿä òåîðåì
êîìïàêòíîñòè äëÿ êëàññîâ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè ñ îãðàíè÷åíè-
ÿìè òåîðåòèêî�ìíîæåñòâåííîãî òèïà íà êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò.

Ëåììà 7.4. Ïóñòü M(z), z ∈ C, � ñåìåéñòâî êîìïàêòíûõ èí-
âàðèàíòíî-âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â D, èçìåðèìîå ïî ïàðàìåòðó, òàêîå
÷òî QM ∈ L1

S è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì âèäà (7.12) è (7.13). Òîãäà
êëàññ H∗

M êîìïàêòåí.

Òåîðåìà 7.7. Ïóñòü M(z), z ∈ C, � ñåìåéñòâî êîìïàêòíûõ èí-
âàðèàíòíî-âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â D, èçìåðèìîå ïî ïàðàìåòðó. Åñëè
QM ∈ FMO(C), òî H∗

M êîìïàêòåí.

Ñëåäñòâèå 7.10. Ïóñòü M(z), z ∈ C, � ñåìåéñòâî êîìïàêòíûõ
èíâàðèàíòíî-âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â D, èçìåðèìîå ïî ïàðàìåòðó. Åñëè
êàæäàÿ òî÷êà z0 ∈ C ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ëåáåãà äëÿ ôóíêöèè QM , òî
êëàññ H∗

M êîìïàêòåí.

Ñëåäñòâèå 7.11. Ïóñòü M(z), z ∈ C, � ñåìåéñòâî êîìïàêòíûõ
èíâàðèàíòíî-âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â D, èçìåðèìîå ïî ïàðàìåòðó. Åñëè
QM óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (7.30) è (7.32), òî êëàññ H∗

M êîìïàêòåí.

Òåîðåìà 7.8. Ïóñòü M(z), z ∈ C, � ñåìåéñòâî êîìïàêòíûõ èíâà-
ðèàíòíî-âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â D, èçìåðèìîå ïî ïàðàìåòðó. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ôóíêöèÿ QM ∈ L1

S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (7.33) è (7.34).
Òîãäà êëàññ H∗

M êîìïàêòåí.
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Ñëåäñòâèå 7.12. Ïóñòü M(z), z ∈ C, � ñåìåéñòâî êîìïàêòíûõ
èíâàðèàíòíî-âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â D, èçìåðèìîå ïî ïàðàìåòðó. Åñëè
qz0(r) = O

(
log 1

r

)
ïðè r → 0 â êàæäîé òî÷êå z0 ∈ C è q∞(R) = O (logR)

ïðè R → ∞, òî êëàññ H∗
M êîìïàêòåí.

Òåîðåìà 7.9.Ïóñòü M(z), z ∈ C, � ñåìåéñòâî êîìïàêòíûõ èíâà-
ðèàíòíî-âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â D, èçìåðèìîå ïî ïàðàìåòðó, è ïóñòü∫

C

Φ (QM(z)) dS(z) <∞ , (7.38)

ãäå Φ : R+ → R+ � íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ (7.36). Òîãäà êëàññ H∗

M êîìïàêòåí.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî îäíèì èç âàæíûõ ïðèëîæåíèé òåîðåì
êîìïàêòíîñòè ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ âàðèàöèîííîãî ìåòîäà. Äåëî â òîì, ÷òî â
êîìïàêòíûõ êëàññàõ âñåãäà ãàðàíòèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëüíûõ
îòîáðàæåíèé äëÿ ëþáûõ íåïðåðûâíûõ, â òîì ÷èñëå íåëèíåéíûõ, ôóíêöè-
îíàëîâ. Êðîìå òîãî, êàê ïðàâèëî, â êîìïàêòíûõ êëàññàõ óäàåòñÿ ïîêà-
çàòü âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòèê, ÷òî çíà÷èòåëü-
íî óïðîùàåò ïîñòðîåíèå âàðèàöèé. Â ýòîé ñâÿçè â ðàáîòàõ [28, 61, 242]
áûëè ïîñòðîåíû âàðèàöèè äëÿ êëàññîâ H∗

M è FM
Φ , è íà ýòîé îñíîâå ïîëó-

÷åíû âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû ìàêñèìóìà è äðóãèå íåîáõîäèìûå óñëî-
âèÿ ýêñòðåìóìà â óêàçàííûõ êëàññàõ äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî Ãàòî
ôóíêöèîíàëîâ îáùåãî âèäà.
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×àñòü III.

Ê òåîðèè îòîáðàæåíèé êëàññîâ

Îðëè÷à�Ñîáîëåâà â ïðîñòðàíñòâå

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ÷àñòè II, íà ïëîñêîñòè ëþáîé ãîìåîìîðôèçì êëàññà
Ñîáîëåâà W 1,1

loc
ÿâëÿåòñÿ êàê êîëüöåâûì, òàê è íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèç-

ìîì ñ Q, ðàâíûì äèëàòàöèè îòîáðàæåíèÿ. Â ïðîñòðàíñòâàõ Rn, n > 3,
àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû óñòàíàâëèâàþòñÿ äëÿ êëàññîâ Îðëè÷à-Ñîáîëåâà
W 1,φ

loc
ñ óñëîâèÿìè òèïà Êàëüäåðîíà íà ôóíêöèþ φ è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ

êëàññîâ Ñîáîëåâà W 1,p
loc

ïðè p > n− 1. Ýòî ïîçâîëÿåò è çäåñü ïðèìåíèòü
òåîðèþ êîëüöåâûõ è íèæíèõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ.

Ãëàâà 8. Ê îáùåé òåîðèè êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà

8.1. Ââåäåíèå

Ïðåæäå âñåãî, íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòðàí-
ñòâàìè Ñîáîëåâà W 1,p, p ∈ [1,∞). Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn,
n > 2. Ñèìâîëîì C∞

0 (U) áóäåì îáîçíà÷àòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé
φ : U → R ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü u è v : U → R � ëîêàëü-
íî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè. Ïîëàãàåì x = (x1, x2, . . . , xn). Ôóíêöèÿ v
íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè u ïî ïåðåìåííîé xi,
i = 1, 2, . . . , n, ïèøåì uxi , åñëè∫

U

uφxi dm(x) = −
∫
U

v φ dm(x) ∀ φ ∈ C∞
0 (U) . (8.1)

Çäåñü m îáîçíà÷àåò ìåðó Ëåáåãà â Rn. Êëàññ Ñîáîëåâà W 1,p(U)
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñåìåéñòâî âñåõ ôóíêöèé u : U → R â Lp(U), èìå-
þùèõ âñå îáîáù¼ííûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðèíàäëåæàùèå
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êëàññó Lp(U). Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ u : U → R ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó W 1,p

loc
(U), åñëè u ∈ W 1,p(U∗) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U∗ ñ

êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì â U. Â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷å-
íèå W 1,p

loc
âìåñòî W 1,p

loc
(U), åñëè íåäîðàçóìåíèå íåâîçìîæíî. Àíàëîãè÷íîå

îïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè f : U → Rm,
ãäå ïðèíàäëåæíîñòü îòîáðàæåíèÿ êëàññó Ñîáîëåâà îïðåäåëÿåòñÿ ïðè-
íàäëåæíîñòüþ ýòîìó êëàññó âñåõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé îòîáðàæåíèÿ.

Ïîíÿòèå îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé áûëî ââåäåíî Ñîáîëåâûì â Rn

(ñì., íàïð., [98]) è òåïåðü ðàçâèâàåòñÿ â áîëåå îáùèõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì.,
íàïð., [18, 79, 117, 193, 197, 200, 201, 247, 252, 315]). Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò W 1,p

loc
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f ∈ ACLp, ò.å., åñëè f � ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà ï.â. ïðÿ-
ìûõ, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì îñÿì è åñëè âñå ïåðâûå ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå f ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè â ñòåïåíè p â îáëàñòè
çàäàíèÿ, ñì., íàïð., 1.1.3 â [257].

Â ðàáîòàõ àêàäåìèêà Þ.Ã. Ðåøåòíÿêà è åãî ó÷åíèêîâ, Ñ.Ê. Âîäî-
ïüÿíîâà, Â.Ì. Ãîëüäøòåéíà è äðóãèõ, â ñâî¼ âðåìÿ áûëà ðàçâèòà òåî-
ðèÿ îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åííûì èñêàæåíèåì, êîòîðàÿ óæå äàâíî ñòà-
ëà êëàññèêîé òåîðèè îòîáðàæåíèé, ñì., íàïð., ìîíîãðàôèè [16, 24, 77], à
òàêæå ñðàâíèòåëüíî íåäàâíþþ ñòàòüþ [14]. Íàïîìíèì, ÷òî íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå f : U → Rn îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U â Rn, n > 2, íàçûâàåò-
ñÿ îòîáðàæåíèåì ñ îãðàíè÷åííûì èñêàæåíèåì, åñëè f ∈ W 1,n

loc
, åãî

ÿêîáèàí Jf (x) = det f ′(x) íå ìåíÿåò çíàê â U , è

∥f ′(x)∥n 6 K |Jf (x)| ï.â. (8.2)

äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà K ∈ [1,∞), ãäå f ′(x) ÿêîáèåâà ìàòðèöà f , ∥f ′(x)∥
� å¼ ìàòðè÷íàÿ íîðìà: ∥f ′(x)∥ = sup |f ′(x) · h|, à ñóïðåìóì áåð¼òñÿ íàä
âñåìè âåêòîð-ñòîëáöàìè h â Rn åäèíè÷íîé äëèíû. Â èíîñòðàííîé ëè-
òåðàòóðå òàêèå îòîáðàæåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü êâàçèðåãóëÿðíûìè (ñì.,
íàïð., [199,248,277]).

Ñåé÷àñ ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ îòîáðàæåíèé ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì.
Ãîìåîìîðôèçì f îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U èç Rn â Rn, n > 2, íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèåì ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì, åñëè f ∈ W 1,1

loc
è

∥f ′(x)∥n 6 K(x) · Jf (x) ï.â. (8.3)

äëÿ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ôóíêöèè K(x) ≥ 1, ãäå ∥f ′(x)∥ - îïåðàòîðíàÿ
íîðìà ìàòðèöû ßêîáè f ′ îòîáðàæåíèÿ f â x: ||f ′(x)|| = sup

h∈Rn,|h|=1

|f ′(x)·h|,

è Jf (x) � åãî ÿêîáèàí, ò.å. detf ′(x). Âíåøíÿÿ äèëàòàöèÿ îòîáðàæåíèÿ
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f â òî÷êå x îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Kf (x) =
∥f ′(x)∥n

|Jf (x)|
, (8.4)

åñëè Jf (x) ̸= 0, Kf (x) = 1, åñëè f ′(x) = 0, è Kf (x) = ∞ â îñòàëüíûõ òî÷-
êàõ, âêëþ÷àÿ òî÷êè áåç ïåðâûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äàëåå ìû òàêæå
èñïîëüçóåì äèëàòàöèþ

Pf (x) = K
1

n−1

f (x) . (8.5)

Íàïîìíèì, ÷òî âïåðâûå ïîíÿòèå îòîáðàæåíèÿ ñ êîíå÷íûì èñêàæåíè-
åì ââåäåíî â ñëó÷àå ïëîñêîñòè äëÿ f ∈ W 1,2

loc
â ðàáîòå [212]. Âïîñëåäñòâèè

ýòî óñëîâèå áûëî çàìåíåíî òðåáîâàíèåì f ∈ W 1,1
loc
, ïðåäïîëàãàâøèì îä-

íàêî äîïîëíèòåëüíî, ÷òî Jf ∈ L1
loc
, ñì., íàïð., ìîíîãðàôèþ [210], à òàêæå

äàëüíåéøèå ññûëêè â ìîíîãðàôèè [252]. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå Jf ∈ L1
loc

èçëèøíå â ñëó÷àå ãîìåîìîðôèçìîâ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ãîìåî-
ìîðôèçìà f ìåæäó îáëàñòÿìè D è D′ â Rn, èìåþùåãî ï.â. ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå â D, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî E ëåáåãîâîé ìåðû íîëü, òàêîå ÷òî
f îáëàäàåò (N)-ñâîéñòâîì Ëóçèíà â D \ E è∫

A

Jf (x) dm(x) = |f(A)| (8.6)

äëÿ êàæäîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà A ⊂ D \ E (ñì., íàïð.,
ïóíêòû 3.1.4, 3.1.8 è 3.2.5 â [108]).

Íà îñíîâå (8.6) óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùåå ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 8.1. Ïóñòü f � ACL ãîìåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå
îáëàñòè D èç Rn, n > 2, â Rn. Òîãäà

(i) f ∈ W 1,1
loc
, åñëè Pf ∈ L1

loc
,

(ii) f ∈ W
1,n

2
loc

, åñëè Kf ∈ L1
loc

,

(iii) f ∈ W 1,n−1
loc

, åñëè Kf ∈ Ln−1
loc

,

(iv) f ∈ W 1,p
loc
, p > n− 1 , åñëè Kf ∈ Lγ

loc
, γ > n− 1 ,

(v) f ∈ W 1,p
loc
, p = nγ/(1 + γ) > 1 , åñëè Kf ∈ Lγ

loc
, γ > 1/(n− 1) .

Ýòè çàêëþ÷åíèÿ è îöåíêè (8.7) èìåþò ìåñòî òàêæå äëÿ âñåõ ACL
îòîáðàæåíèé f : D → Rn ñ Jf ∈ L1

loc
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà íà êîì-
ïàêòíîì ìíîæåñòâå C â D è íà îñíîâå (8.6), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè
äëÿ íîðì ïåðâûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

∥∂if∥p 6 ∥f ′∥p 6 ∥K1/n
f ∥s · ∥J1/n

f ∥n 6 ∥Kf∥1/nγ · |f(C)|1/n <∞ , (8.7)

åñëè Kf ∈ Lγ
loc

äëÿ íåêîòîðîãî γ ∈ (0,∞), ïîñêîëüêó ∥f ′(x)∥ = K
1/n
f (x)×

×J1/n
f (x) ï.â., ãäå 1

p
= 1

s
+ 1

n
è s = γn, ò.å. 1

p
= 1

n

(
1
γ
+ 1
)
. 2

Èíîãäà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îöåíêó (8.7) äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõî-
äèìûõ íàì óòâåðæäåíèé áåç êàêèõ-ëèáî êîììåíòàðèåâ.

Â äàëüíåéøåì, D � îáëàñòü â Rn, n > 2, m � ìåðà Ëåáåãà Rn. Ñëåäóÿ
Îðëè÷ó, ñì., íàïð., [265] è [266], äëÿ çàäàííîé âûïóêëîé âîçðàñòàþùåé
ôóíêöèè φ : [0,∞) → [0,∞), φ(0) = 0, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Lφ ïðîñòðàí-
ñòâî âñåõ ôóíêöèé f : D → R, òàêèõ ÷òî∫

D

φ

(
|f(x)|
λ

)
dm(x) <∞ (8.8)

ïðè íåêîòîðîì λ > 0, ñì. òàêæå ìîíîãðàôèþ [42]. Ïðîñòðàíñòâî Lφ íàçû-
âàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Îðëè÷à. Äðóãèìè ñëîâàìè, Lφ åñòü êîíóñ íàä
êëàññîì âñåõ ôóíêöèé g : D → R òàêèõ, ÷òî∫

D

φ (|g(x)|) dm(x) <∞, (8.9)

ñì. [133], êîòîðûé íàçûâàåòñÿ êëàññîì Îðëè÷à.

Êëàññîì Îðëè÷à�Ñîáîëåâà W 1,φ
loc

(D) íàçûâàåòñÿ êëàññ âñåõ ëî-
êàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé f , çàäàííûõ â D, ñ ïåðâûìè îáîáùåí-
íûìè ïðîèçâîäíûìè, ãðàäèåíò ∇f êîòîðûõ ëîêàëüíî â îáëàñòè D ïðè-
íàäëåæèò êëàññó Îðëè÷à. Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ W 1,φ

loc
⊂ W 1,1

loc
.

Äàëåå, åñëè f � ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ n âåùåñòâåí-
íûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, f = (f1, . . . , fm), fi ∈ W 1,1

loc
, i = 1, . . . ,m, è∫

D

φ (|∇f(x)|) dm(x) <∞, (8.10)

ãäå |∇f(x)| =

√
m∑
i=1

n∑
j=1

(
∂fi
∂xj

)2
, òî òàêæå ïèøåì f ∈ W 1,φ

loc
. Èñïîëüçóåì

òàêæå îáîçíà÷åíèå W 1,φ
loc

â ñëó÷àå áîëåå îáùèõ ôóíêöèé φ, ÷åì â êëàññàõ
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Îðëè÷à, âñåãäà ïðåäïîëàãàâøèõ âûïóêëîñòü ôóíêöèè φ. Îòìåòèì, ÷òî
êëàññû Îðëè÷à�Ñîáîëåâà ñåé÷àñ, êàê è ðàíåå, èçó÷àþòñÿ â ñàìûõ ðàçíûõ
àñïåêòàõ ìíîãèìè àâòîðàìè, ñì., íàïð., [6, 116, 145, 149, 161, 183, 205, 208,
217,219,223,233,235,236,264,313] è [322].

8.2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â äàííîé ãëàâå Hk, k > 0, îáîçíà÷àåò k-ìåðíóþ ìåðó Õàóñäîðôà â
Rn, n > 2. Èìåííî, åñëè A � ìíîæåñòâî â Rn, òî

Hk(A) = sup
ε>0

Hk
ε (A), (8.11)

Hk
ε (A) = inf

∞∑
i=1

(diamAi)
k , (8.12)

ãäå èíôèìóì â (8.12) áåð¼òñÿ ïî âñåì ïîêðûòèÿì A ìíîæåñòâàìè Ai ñ
diamAi < ε, ñì., íàïð., [206] è [256]. Èçâåñòíî, ÷òî âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà
m(A) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A â Rn óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
m(A) = Ωn · 2−nHn(A), ãäå Ωn � îáú¼ì åäèíè÷íîãî øàðà â Rn, ñì. [299].
Íàïîìíèì, ÷òî Hk ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé ìåðîé â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè,
ò.e.,

(1) Hk(X) 6 Hk(Y ) ïðè X ⊂ Y ,

(2) Hk

(∪
i

Xi

)
6
∑
i

Hk(Xi) äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ

Xi,

(3) Hk(X ∪ Y ) = Hk(X) +Hk(Y ) ïðè dist(X,Y ) > 0.

Ìíîæåñòâî E ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî ìåðû
Hk, åñëè äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Rn âûïîëíåíî óñëîâèå Hk(X) =
= Hk(X∩E)+Hk(X\E). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâîëüíîå áîðåëåâñêîå
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî ëþáîé âíåøíåé ìåðû â
ñìûñëå Êàðàòåîäîðè; ñì., íàïð., òåîðåìó II (7.4) â [88]. Êðîìå òîãî, Hk

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïî Áîðåëþ, ò.e., äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Rn

ñóùåñòâóåò áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî B ⊂ Rn, òàêîå ÷òî X ⊂ B è Hk(X) =
= Hk(B); ñì., íàïð., òåîðåìó II (8.1) â [88] è ðàçä. 2.10.1 â [108]. Ïîñëåäíåå
âëå÷åò, ÷òî äëÿ êàæäîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ Rn ñ Hk(X) < ∞
ñóùåñòâóþò áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà B∗ è B∗ ⊂ Rn òàêèå, ÷òî B∗ ⊂ E ⊂
⊂ B∗ è Hk(B∗ \ B∗) = 0, ñì., íàïð., ðàçä. 2.2.3 â [108]. Â ÷àñòíîñòè,
Hk(B∗) = Hk(E) = Hk(B∗).
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Åñëè Hk1(A) < ∞, òî Hk2(A) = 0 äëÿ ëþáîãî k2 > k1 (ñì., íàïð.,
ðàçä. 1.B ãë. VII â [206]). Âåëè÷èíà

dimHA = sup
Hk(A)>0

k

íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòüþ ìíîæåñòâà A. Â ðàáîòå [178]
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ p è q ∈ (0, n) íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A
òàêîå, ÷òî dimHA = p, êîòîðîå ìîæåò áûòü îòîáðàæåíî ïðè ïîìîùè
êâàçèêîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ f ïðîñòðàíñòâà Rn íà ìíîæåñòâî B c
dimHB = q, ñì. òàêæå [129] è [134].

Íàïîìíèì, ÷òî k-ìåðíûì íàïðàâëåíèåì Γ â ïðîñòðàíñòâå Rn íà-
çûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ k-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé â Rn, êîòî-
ðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû îäíà èç äðóãîé ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíîãî
ïåðåíîñà. Êàæäàÿ (n− k)-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü T , îðòîãîíàëüíàÿ k-ìåðíîé
ïëîñêîñòè P ïåðåñåêàåò P â åäèíñòâåííîé òî÷êå X(P). Ïóñòü E � ïîä-
ìíîæåñòâî Γ. Òîãäà X(E) áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê X(P),
P ∈ E. ßñíî, ÷òî (n−k)-ìåðíàÿ ìåðà ìíîæåñòâà X(E) íå çàâèñèò îò âû-
áîðà ïëîñêîñòè T ; îáîçíà÷èì åå ñèìâîëîì µn−k(E). Â äàëüíåéøåì áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ ïî÷òè êàæäîé ïëîñêî-
ñòè Γ, åñëè ìíîæåñòâî E, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïëîñêîñòåé P , äëÿ êîòîðûõ
ýòî ñâîéñòâî íàðóøàåòñÿ, òàêîâî, ÷òî µn−k(E) = 0.

Ñëåäóþùåå çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ôóíêöèé f êëàññà ÑîáîëåâàW 1,p
loc

äîêàçàíî â ìîíîãðàôèè [24], ñì. òåîðåìó 5.5 ðàçä. 5.5 ãë. II, è ìîæåò
áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà êëàññû Îðëè÷à�Ñîáîëåâà. Íèæå ïðèâåäåííîå
óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôóáèíè è èçâåñòíîãî
êðèòåðèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé êëàññó Ñîáîëåâà W 1,1

loc
â òåðìèíàõ

ïðîñòðàíñòâà ACL (ôóíêöèé, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà ëèíèÿõ), ñì.,
íàïð., ðàçä. 1.1.3 â [257], à òàêæå êîììåíòàðèè âî ââåäåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 8.2. Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn è f :
U → Rm, m > 1, � îòîáðàæåíèå êëàññà Îðëè÷à�Ñîáîëåâà W 1,φ

loc
(U), ãäå

φ : [0,∞) → [0,∞) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà, äëÿ ïî÷òè âñåõ
ãèïåðïëîñêîñòåé P , ïàðàëëåëüíûõ ôèêñèðîâàííîé êîîðäèíàòíîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè P0, ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ f íà ìíîæåñòâî P ∩U ÿâëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèåì êëàññà W 1,φ

loc
(P ∩ U).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî ïî òåîðåìå 5.5 ðàçäåëà 5.5, ãëàâû
II â [24] f |P ∈ W 1,1

loc
íà ïî÷òè âñåõ ãèïåðïëîñêîñòÿõ P , ïàðàëëåëüíûõ

ôèêñèðîâàííîé êîîðäèíàòíîé ãèïåðïëîñêîñòè P0.

Òàêèì îáðàçîì, îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ãèïåðïëîñêî-
ñòåé P , ïàðàëëåëüíûõ ôèêñèðîâàííîé êîîðäèíàòíîé ãèïåðïëîñêîñòè P0,
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è ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà K ⊂ P ∩ U âûïîëíåíî óñëîâèå∫
K

φ (|∇g(z)|) dmn−1(z) <∞,

ãäå g := f |P∩U . Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ãèïåðïëîñêîñòü P0 îáðàçîâàíà n − 1 âåêòîðàìè (1, 0, . . . , 0), . . . ,
(0, 0, . . . , 1, 0) (äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îñòàëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ïðîâîäèò-
ñÿ àíàëîãè÷íî).

Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíûé ñåãìåíò, òàêîé ÷òî C ⊂ U, C = {x ∈ Rn :
a1 < x1 < b1, . . . , an < xn < bn}. Òîãäà ïî òåîðåìå Ôóáèíè (ñì., íàïð.,
òåîðåìó 8.1 ãë. III â [88]) ïîëó÷àåì, ÷òî

∞ >

∫
C

φ(|∇f(x)|)dm(x) >

>
∫
C

φ

√(∂f1
∂x1

(x)

)2

+ . . .+

(
∂fn
∂xn−1

(x)

)2
 dm(x) =

=

bn∫
an

 ∫
Pt∩C

φ(|∇gt(z)|) dmn−1(z)

 dt ,

ãäå gt(z) := f(z, t), z = (x1, . . . , xn−1) è Pt îáîçíà÷àåò ãèïåðïëîñêîñòü
ïåðïåíäèêóëÿðíóþ n-îé îñè ñ xn = t. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè
âñåõ t ∈ [an, bn] ∫

Pt∩C

φ(|∇gt(z)|) dmn−1(z) <∞ . (8.13)

Ïîêðîåì U ïðè ïîìîùè âñåõ ñåãìåíòîâ Cm, m = 1, 2, . . . , Cm = {x ∈ Rn :

a
(m)
1 < x1 < b

(m)
1 , . . . , a

(m)
n < x1 < b

(m)
n }, ñ ðàöèîíàëüíûìè a(m)

k è b(m)
k , òà-

êèìè ÷òî Cm ⊂ U. Ïóñòü Gm ñîñòîèò èç òàêèõ ÷èñåë t ∈ (a
(m)
n , b

(m)
n ), äëÿ

êîòîðûõ φ(|∇gt(z)|) ̸∈ L1(Pt ∩ Cm)}. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ R \
∞∪
m=1

Gm

âûáåðåì ãèïåðïëîñêîñòü Pt è ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò K ⊂ P ∩ U. Çàìå-

òèì, ÷òî ïî äîêàçàííîìó âûøå m1

(
∞∪
m=1

Gm

)
= 0 è ÷òî äëÿ êîìïàêòà

K íàéäóòñÿ íîìåðà s1, . . . sk ∈ N òàêèå, ÷òî K ⊂
k∪
l=1

Csl . Ïî ïîñòðîåíèþ
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ïîëó÷àåì, ÷òî∫
Pt∩K

φ(|∇gt(z)|)dmn−1(z) 6
k∑
l=1

∫
Pt∩Csl

φ(|∇gt(z)|)dmn−1(z) <∞ .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
∫
K

φ (|∇gt(z)|) dmn−1(z) < ∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ

ãèïåðïëîñêîñòåé Pt, ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòè P0 è ïðîèçâîëüíîãî
êîìïàêòà K ⊂ Pt ∩ U, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 2

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü êëàññ W 1,φ
loc

êîððåêòíî îïðåäåëåí äëÿ ïî÷òè âñåõ
k-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé, ïîñêîëüêó ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ áîðå-
ëåâñêèìè ôóíêöèÿìè; êðîìå òîãî, êëàññû Ñîáîëåâà ÿâëÿþòñÿ èíâàðè-
àíòíûìè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé êâàçèèçîìåòðèè íåçàâèñèìîé ïå-
ðåìåííîé è, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé ñèñòåì êîîðäèíàò, ñì.,
íàïð., ðàçä. 1.1.7 â [257].

Ïðèâåäåì òàêæå èçâåñòíóþ òåîðåìó Âÿéñÿëÿ-Ôàäåëÿ, ñì. [163] è
[319], êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü õîðîøî èçâåñòíûå òåîðåìûÌåíü-
øîâà-Ãåðèíãà-Ëåõòî íà ïëîñêîñòè, à òàêæå òåîðåìó Âÿéñÿëÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå Rn, n > 3, ñì., íàïð., [176], [259] è [316], î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî-
÷òè âñþäó îòêðûòûõ îòîáðàæåíèé êëàññà Ñîáîëåâà, íà îòêðûòûå îòîá-
ðàæåíèÿ êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà â Rn, n > 3. Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðà-
æåíèå f : Ω → Rn íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè îáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà â Ω ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â Rn.

Ïðåäëîæåíèå 8.3. Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn, n > 3,
è f : Ω → Rn � íåïðåðûâíîå îòêðûòîå îòîáðàæåíèå. Åñëè f èìååò
ïî÷òè âñþäó ïîëíûé äèôôåðåíöèàë íà Ω íà ïî÷òè âñåõ ãèïåðïëîñêî-
ñòÿõ ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì îòíîñèòåëüíî n−1 ïåðåìåííûõ, òî
f èìååò ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ïî÷òè âñþäó â Ω îòíîñèòåëüíî âñåõ n
ïåðåìåííûõ.

Íàêîíåö, ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò Êàëü-
äåðîíà (ñì. [145], ñ. 208).

Ïðåäëîæåíèå 8.4. Ïóñòü φ : [0,∞) → [0,∞) � âîçðàñòàþùàÿ
ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî φ(0) = 0 è äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k > 2

A :=

∞∫
0

[
t

φ(t)

] 1
k−1

dt <∞. (8.14)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : D → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ â îá-
ëàñòè D ⊂ Rk êëàññà W 1,φ(D). Òîãäà äëÿ ëþáîãî êóáà C ⊂ D, ð¼áðà
êîòîðîãî îðèåíòèðîâàíû âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé, âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå

diam f(C) 6 αkA
k−1
k

 ∫
C

φ (|∇f |) dm(x)

 1
k

, (8.15)

ãäå αk � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò k.

Çàìåòèì, ÷òî ëåììà 3.2 â [217] ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëè-
ðîâêîé ýòîãî ðåçóëüòàòà Êàëüäåðîíà áåç êàêîé-ëèáî ññûëêè íà åãî ðàáî-
òó. Ïî�âèäèìîìó, ïðîøëî äîñòàòî÷íî ìíîãî âðåìåíè, ÷òîáû ðàáîòà [145],
áóäó÷è îïóáëèêîâàííîé â ìàëîäîñòóïíîì æóðíàëå, îêàçàëàñü çàáûòîé.

Çàìå÷àíèå 8.1. Çäåñü íå ñóùåñòâåííî, ÷òî φ � (ñòðîãî!) âîçðàñòàþ-
ùàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü φ � òîëüêî íåóáûâàþùàÿ. Ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå
íåîáõîäèìîñòè ê íîâîé ôóíêöèè

φ̃ε(t) := φ(t) +
∑
i

φ
(ε)
i (t),

ãäå

φ
(ε)
i (t) := ε

2−i

(bi − ai)

t∫
0

χi(t) dt,

χi � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè èíòåðâàëîâ (ai, bi) ïîñòîÿíñòâà ôóíê-
öèè φ, ìû âèäèì, ÷òî φ(t) 6 φ̃ε(t) 6 φ(t) + ε è, òàêèì îáðàçîì, óñëî-
âèå (8.10) íà C è óñëîâèå (8.14) âûïîëíåíû äëÿ (ñòðîãî!) âîçðàñòàþùåé
ôóíêöèè φ̃ε. Óñòðåìëÿÿ ε→ 0, ïîëó÷àåì îöåíêó (8.15).

Ôóíêöèÿ (t/φ(t))1/(k−1) ìîæåò èìåòü â íóëå íåèíòåãðèðóåìóþ îñî-
áåííîñòü. Îäíàêî, ÿñíî, ÷òî ïîâåäåíèå ôóíêöèè φ âáëèçè íóëÿ íå ñóùå-
ñòâåííî äëÿ îöåíêè (8.15). Äåéñòâèòåëüíî, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü îöåíêó
(8.15) ñ çàìåíàìè A 7→ A∗ è φ 7→ φ∗, ãäå

A∗ :=

[
1

φ(t∗)

] 1
k−1

+

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
k−1

dt <∞, (8.16)

φ∗(0) = 0, φ∗(t) ≡ φ(t∗) ïðè t ∈ (0, t∗) è φ∗(t) = φ(t) ïðè t > t∗, åñëè
φ(t∗) > 0. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, íîðìèðîâêà φ(0) = 0 â ïðåäëîæåíèè
8.4, î÷åâèäíî, òàêæå íå èìååò íèêàêîãî çíà÷åíèÿ.
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8.3. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü îòêðûòûõ îòîáðàæåíèé

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà, âîñõîäÿùåãî ê Êàëüäåðîíó, ñì. [145],
ñðàâíè òàêæå ñ ðàáîòîé [307]. Â îòëè÷èå îò [145], ýòî óòâåðæäåíèå áóäåò
äîêàçàíî çäåñü íà îñíîâå ïðåäëîæåíèÿ 8.4 èç òåîðåìû Ñòåïàíîâà, ñì.
[308], ñì. òàêæå [243].

Ëåììà 8.1. Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rk, k > 2, f :
Ω → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà W 1,φ

loc
(Ω), ãäå φ : (0,∞) → (0,∞) �

íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî ïðè íåêîòîðîì t∗ ∈ (0,∞)

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
k−1

dt <∞ . (8.17)

Òîãäà f èìååò ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ïî÷òè âñþäó â Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ çàäàííîãî x ∈ Ω, ïîëàãàåì

L(x, f) = lim sup
y→x

|f(y)− f(x)|
|y − x|

.

Ïî òåîðåìå Ñòåïàíîâà äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê óñòàíîâëåíèþ íåðàâåí-
ñòâà L(x, f) <∞ ïî÷òè âñþäó â Ω.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(x, r) îðèåíòèðîâàííûé êóá ñ öåíòðîì â òî÷êå x,
òàêîé, ÷òî øàð B(x, r) âïèñàí â C(x, r), ãäå r = |x− y|. Tîãäà

L(x, f) = lim sup
y→x

|f(x)− f(y)|
|x− y|

6

6 lim sup
r→0

diam (f (B(x, r)))

r
6 lim sup

r→0

diam (f (C(x, r)))

r
.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 8.4 è çàìå÷àíèÿ 8.1, à òàêæå ïî òåîðåìå Ëåáåãà
î äèôôåðåíöèðóåìîñòè íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, ñì. òåîðåìó IV(6.3)
â [88],

L(x, f) 6 γk,mA
k−1
k

∗ lim sup
r→0

 1

rk

∫
C(x,r)

φ∗ (|∇f |) dm(x)


1
k

<∞

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω, ãäå A∗ è φ∗ îïðåäåëåíû â çàìå÷àíèè 8.1. 2
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Êîìáèíèðóÿ ëåììó 8.1 è ïðåäëîæåíèå 8.2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Ñëåäñòâèå 8.1. Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn, n > 3, f :
Ω → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà W 1,φ

loc
(Ω), ãäå φ : (0,∞) → (0,∞) �

íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî ïðè íåêîòîðîì t∗ ∈ (0,∞)

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
n−2

dt <∞ . (8.18)

Òîãäà íà ïî÷òè êàæäîé ãèïåðïëîñêîñòè P, ïàðàëëåëüíîé ïðîèçâîëüíîé
ôèêñèðîâàííîé ãèïåðïëîñêîñòè P0, îòîáðàæåíèå f |P èìååò ïî÷òè âñþ-
äó ïîëíûé äèôôåðåíöèàë.

Êîìáèíèðóÿ ñëåäñòâèå 8.1 ñ ðåçóëüòàòîì Âÿéñÿëÿ-Ôàäåëÿ, ñì. ïðåä-
ëîæåíèå 8.3 âûøå, ìû ïîëó÷àåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ãëàâû.

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn, n > 3,
f : Ω → Rn � íåïðåðûâíîå îòêðûòîå îòîáðàæåíèå êëàññà W 1,φ

loc
(Ω), ãäå

φ : (0,∞) → (0,∞) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
(8.18). Òîãäà îòîáðàæåíèå f èìååò ïî÷òè âñþäó ïîëíûé äèôôåðåíöèàë
â Ω.

Çàìå÷àíèå 8.2. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 8.1 èìååò ìå-
ñòî, åñëè f ∈ W 1,p

loc
ïðè íåêîòîðîì p > n − 1. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå �

ðåçóëüòàò Âÿéñÿëÿ, ñì. ëåììó 3 â [319]. Òåîðåìà 8.1 ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèåì â ïðîñòðàíñòâî õîðîøî èçâåñòíîé òåîðåìû Ìåíüøîâà�
Ãåðèíãà�Ëåõòî íà ïëîñêîñòè, ñì., íàïð., [176,259] è [239].

Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëàáî ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé f
ñ ïðîèçâîäíûìè â êëàññàõ Ëîðåíöà Ln−1,1 ìîãóò áûòü íàéäåíû â ðàáî-
òå [264]. Â ðàáîòå [217] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè â Rn ñ îáîáùåííûìè
ïðîèçâîäíûìè èç êëàññà Ëîðåíöà Lk,1 êàê ðàç ìîæíî îïèñàòü êàê ôóíê-
öèè êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà W 1,φ

loc
ïðè óñëîâèè Êàëüäåðîíà (8.17) äëÿ

φ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòêðûòûõ îòîáðàæåíèé ðåçóëüòàò ðàáîòû [264]
ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà Êàëüäåðîíà î äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Â ðàáîòå [145] Êàëüäåðîíîì ïîêàçàíà òî÷íîñòü óñëîâèÿ (8.17) äëÿ íà-
ëè÷èÿ ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìîñòè ï.â. ó íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé
f ∈ W 1,φ

loc
â ñëó÷àå âûïóêëûõ φ. Îäíàêî, òåîðåìà 8.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî,

â ýòîì ñëó÷àå, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ñëàáîå óñëîâèå (8.18) äëÿ
ïîëó÷åíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî÷òè âñþäó íåïðåðûâíûõ îòêðûòûõ
îòîáðàæåíèé f .
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Óñëîâèå (8.18) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì, íî è íåîáõîäèìûì
äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ï.â. íåïðåðûâíûõ îòêðûòûõ îòîáðàæåíèé f ∈
∈ W 1,φ

loc
èç Rn íà Rn, n > 3. Áîëåå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ φ : (0,∞) → (0,∞)

ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé, âûïóêëîé è òàêîé, ÷òî

∞∫
1

[
t

φ(t)

] 1
n−2

dt = ∞, (8.19)

òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì g : Rn → Rn, n > 3, â êëàññå W 1,φ
loc

, íå
ÿâëÿþùèéñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì ïî÷òè âñþäó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f :
Rn−1 → R � ôóíêöèÿ èç êîíñòðóêöèè Êàëüäåðîíà ïðè k = n − 1, è
φn(t) = φ(t+ n), òî

∞∫
1

[
t

φn(t)

] 1
n−2

dt = ∞ (8.20)

è g(x, y) = (x, y + f(x)), x ∈ Rn−1, y ∈ R, åñòü èñêîìûé ïðèìåð â ñèëó
óñëîâèÿ |∇g| 6 n+ |∇f | è ââèäó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè φ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, òðåáîâàíèå (8.18) óæå íå ìîæåò áûòü îñëàáëåíî äàæå äëÿ ãîìåîìîð-
ôèçìîâ.

8.4. Óñëîâèå Ëóçèíà è ñâîéñòâî Ñàðäà íà ïîâåðõíîñòÿõ

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rk, k > 2, è ïóñòü
f : Ω → Rm, m > 1, � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êëàññà W 1,φ(Ω), ãäå
φ : (0,∞) → (0,∞) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî ïðè íåêîòîðîì
t∗ ∈ (0,∞)

A :=

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
k−1

dt <∞ . (8.21)

Òîãäà äëÿ êàæäîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ Ω âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Hk(f(E)) 6 γk,mA
k−1
∗

∫
E

φ∗ (|∇f |) dm(x) , (8.22)

ãäå γk,m = (mαk)
k, αk � ïîñòîÿííàÿ èç (8.15), çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò

k, A∗ = A + 1/[φ(t∗)]
1/(k−1), φ∗(0) = 0, φ∗(t) ≡ φ(t∗) ïðè t ∈ (0, t∗) è

φ∗(t) = φ(t) ïðè t > t∗.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.2 îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé ëåììå.
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Ëåììà 8.2. Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rk, k > 2, è ïóñòü
f : Ω → Rm, m > 1, � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êëàññà W 1,φ(Ω), ãäå
φ : (0,∞) → (0,∞) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ñ óñëîâèåì (8.21). Òîãäà äëÿ
êàæäîãî êóáà C ⊂ Ω ñ ð¼áðàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì,

diam f(C) 6 mαk A
k−1
k

∗

 ∫
C

φ∗ (|∇f |) dm(x)

 1
k

, (8.23)

ãäå αk � ïîñòîÿííàÿ èç (8.15), çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò k, à âåëè÷èíû A∗
è φ∗ îïðåäåëåíû â òåîðåìå 8.2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (8.23) èíäóêöèåé ïî
m = 1, 2, . . .. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè m = 1 ñîîòíîøåíèå (8.23) èìååò ìå-
ñòî ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 8.4 è çàìå÷àíèÿ 8.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (8.23)
ñïðàâåäëèâî ïðè íåêîòîðîì m = l è äîêàæåì ýòî ïðè m = l + 1. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð V⃗ = (v1, v2, . . . , vl, vl+1) â Rl+1, à òàêæå
âåêòîðà V⃗1 = (v1, v2, . . . , vl, 0) è V⃗2 = (0, 0, . . . , 0, vl+1). Ïî íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà |V⃗ | = |V⃗1 + V⃗2| 6 |V⃗1|+ |V⃗2|. Òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷àÿ ÷å-
ðåç Pr1 V⃗ = V⃗1 è Pr2 V⃗ = V⃗2 ïðîåêöèè âåêòîðîâ èç Rl+1 íà êîîðäèíàòíóþ
ãèïåðïëîñêîñòü yl+1 = 0 è íà (l+1)-þ êîîðäèíàòíóþ îñü â Rl+1, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî diam f(C) 6 diamPr1f(C) + diamPr2f(C), è,
ïðèìåíÿÿ (8.23) ïðè m = l è m = 1, ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (8.23)
ïðè m = l + 1 ââèäó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè φ. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû
8.2 çàâåðøåíî. 2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.2. Ââèäó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè èíòå-
ãðàëà è ìåðû, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìû ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ìíîæåñòâî E îãðàíè÷åíî è ÷òî E ⊂ Ω, ò.å., ÷òî E � êîìïàêò
â Ω. Äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî ω ⊂ Ω òà-
êîå, ÷òî E ⊂ ω è |ω \ E| < ε, ñì. òåîðåìó III (6.6) â [88]. Ó÷èòûâàÿ
çàìå÷àíèå, ñäåëàííîå âûøå, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω êîìïàêò è, ñëå-
äîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî â ω. Ñëåäîâàòåëüíî,
ω ìîæåò áûòü ïîêðûòî ñ÷åòíûìè íàáîðîì çàìêíóòûõ îðèåíòèðîâàííûõ
êóáîâ Ci, ëåæàùèõ â ω, âíóòðåííîñòè êîòîðûõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ,
è òàêèõ, ÷òî diam f(Ci) < δ äëÿ êàæäîãî ïðåäïèñàííîãî çàðàíåå δ > 0 è∣∣∣∣ ∞∪
i=1

∂Ci

∣∣∣∣ = 0. Òîãäà â ñèëó ëåììû 8.2 ïîëó÷àåì, ÷òî

Hk
δ (f(E)) 6 Hk

δ (f(ω)) 6
∞∑
i=1

[ diam f(Ci)]
k 6
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6 γk,mA
k−1
∗

∫
ω

φ∗ (|∇f |) dm(x).

Íàêîíåö, ââèäó àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà,
ïðîèçâîëüíîñòè ε è δ > 0 ïðèõîäèì ê (8.22). 2

Ñëåäñòâèå 8.2. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 8.2, îòîáðàæåíèå f îáëà-
äàåò N-ñâîéñòâîì Ëóçèíà, áîëåå òîãî, f ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíûì îòíîñèòåëüíî k-ìåðíîé õàóñäîðôîâîé ìåðû.

Çàìå÷àíèå 8.3. Çàìåòèì, ÷òî Hk(Rm) = 0 ïðè m < k, ñëåäîâàòåëü-
íî, ñîîòíîøåíèå (8.22) â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî äàæå è áåç
òðåáîâàíèÿ (8.21). Îäíàêî, (8.21) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïðè m > k. Õî-
ðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé ãîìåîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà Rk íà ñåáÿ, ïðè-
íàäëåæàùèé êëàññóW 1,k

loc
, îáëàäàåò N -ñâîéñòâîì, ñì. ëåììó III.6.1 â [239]

ïðè k = 2 è [76] ïðè k > 2. Àíàëîãè÷íîå çàêëþ÷åíèå ñïðàâåäëèâî òàêæå
è äëÿ íåïðåðûâíûõ îòêðûòûõ îòîáðàæåíèé, ñì. [244]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñóùåñòâóþò ïðèìåðû ãîìåîìîðôèçìîâ êëàññàW 1,p

loc
ïðè âñåõ p < k, íå îá-

ëàäàþùèõ N -ñâîéñòâîì, ñì. [70]. Êðîìå òîãî, Êåçàðè â ðàáîòå [148] áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî íåïðåðûâíûå ïëîñêèå îòîáðàæåíèÿ f : D → R2 êëàññà
ACLp, p > 2, îáëàäàþò N -ñâîéñòâîì, è ÷òî ñóùåñòâóþò ïðèìåðû íåïðå-
ðûâíûõ îòîáðàæåíèé êëàññà ACL2, íå îáëàäàþùèõ N -ñâîéñòâîì. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f ∈ W 1,k

loc
â Rk ïðè

k > 3 ìîãóò áûòü íàéäåíû â ðàáîòå [244]. Òî, ÷òî íåïðåðûâíûå îòîáðà-
æåíèÿ f â êëàññàõ Ñîáîëåâà W 1,p

loc
, p > k, â Rk, k > 3, óäîâëåòâîðÿþò

N -óñëîâèþ Ëóçèíà, áûëî óñòàíîâëåíî â ðàáîòå [245], ñì. òàêæå ðàáî-
òó [138]. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ñ
ïðîèçâîäíûìè â êëàññàõ Ëîðåíöà ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [217].

Ïî òåîðåìå 8.2, ñì. òàêæå òåîðåìó VII.3 â [206], ìû ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùåå çàêëþ÷åíèå òèïà Ñàðäà.

Ñëåäñòâèå 8.3. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 8.2, åñëè |∇f | = 0 íà èçìå-
ðèìîì ìíîæåñòâå E ⊂ Ω, òî Hk(f(E)) = 0 è ïîýòîìó dimH f(E) 6 k
è dim f(E) 6 k − 1.

Çàìå÷àíèå 8.4. Âïåðâûå óòâåðæäåíèå òàêîãî ðîäà áûëî ïîëó÷åíî
Ñàðäîì â ðàáîòå [298] äëÿ ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê x îòîáðà-
æåíèÿ f, ò.å. êîãäà Jf (x) = 0. Çàòåì àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû èçó÷àëèñü
ìíîãèìè àâòîðàìè äëÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ðàíãà r, ò.å. ïðè óñëîâèè
rank f ′(x) 6 r è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñóïåðêðèòè÷åñêèõ òî÷åê, êîãäà
f ′(x) � íóëåâàÿ ìàòðèöà, ñì., íàïð., [21,132,151,152,184,194,216,262,269,
300, 301] è [326]. Â óêàçàííûõ âûøå ðàáîòàõ, êàê ïðàâèëî, ïðèñóòñòâóåò
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òðåáîâàíèå ãëàäêîñòè f , áåç êîòîðîé àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå âåðíû.

Â ýòîé ñâÿçè çàìåòèì, ÷òî íàø ðåçóëüòàò äëÿ ñóïåðêðèòè÷åñêèõ òî-
÷åê, ñì. ñëåäñòâèå 8.3, èìååò ìåñòî è áåç äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé
íà ãëàäêîñòü f . Â ÷àñòíîñòè, äàííîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f êëàññà W 1,p

loc
ïðè p > k, ñì. ïî ýòîìó ïîâî-

äó ïðåêðàñíûé îáçîð ïî òåîðåìàì òèïà Ñàðäà [137], îòíîñÿùèéñÿ, â òîì
÷èñëå, ê êëàññàì Ñîáîëåâà.

Äàëåå ∇kf îáîçíà÷àåò k-ìåðíûé ãðàäèåíò ñóæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f
íà k-ìåðíóþ ïëîñêîñòü P . Êîìáèíèðóÿ ïðåäëîæåíèå 8.2 è ñëåäñòâèå 8.2,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 8.5. Ïóñòü k = 2, . . . , n− 1, U � îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî â Rn, n > 3, è ïóñòü f : U → Rm, m > 1, � îòîáðàæåíèå êëàññà
W 1,φ

loc
(U), ãäå φ : (0,∞) → (0,∞) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
k−1

dt <∞. (8.24)

Òîãäà äëÿ êàæäîãî k-ìåðíîãî íàïðàâëåíèÿ Γ è ïî÷òè âñåõ k-ìåðíûõ
ïëîñêîñòåé P ∈ Γ, ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ f íà ìíîæåñòâî P ∩ U îá-
ëàäàåò N-ñâîéñòâîì, áîëåå òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíûì îòíîñèòåëüíî k-ìåðíîé õàóñäîðôîâîé ìåðû. Êðîìå òîãî, íà
ïî÷òè âñåõ P ∈ Γ, Hk(f(E)) = 0, êàê òîëüêî ∇kf = 0 íà ìíîæåñòâå
E ⊂ P.

Íàèáîëåå âàæíûì äëÿ íàñ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðåäëîæåíèÿ 8.5 ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn, n > 3, φ :
(0,∞) → (0,∞) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
n−2

dt <∞. (8.25)

Òîãäà ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : U → Rm, m > 1, êëàññà
W 1,φ

loc
îáëàäàåò N-ñâîéñòâîì, áîëåå òîãî, ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíî îòíîñèòåëüíî (n − 1)-ìåðíîé õàóñäîðôîâîé ìåðû íà ïî÷òè âñåõ
ãèïåðïëîñêîñòÿõ P, ïàðàëëåëüíûõ ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè P0. Êðîìå òîãî, íà ïî÷òè âñåõ òàêèõ P, Hn−1(f(E)) = 0,
åñëè |∇f | = 0 íà E ⊂ P.
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Çàìåòèì, ÷òî, åñëè óñëîâèå âèäà (8.25) èìååò ìåñòî äëÿ íåêîòîðîé
íåóáûâàþùåé ôóíêöèè φ, òî ôóíêöèÿ φc(t) = φ(c t) ïðè c > 0 òàêæå
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (8.25). Êðîìå òîãî, õàóñäîðôîâû ìåðû ÿâ-
ëÿþòñÿ êâàçèèíâàðèàíòíûìè ïðè êâàçèèçîìåòðèÿõ.

Ïî ñâîéñòâó Ëèíäåëåôà â Rn, ñì., íàïð., òåîðåìó Ëèíäåëåôà â ðàçä.
I.5.XI â [46], ìíîæåñòâî U \ {x0} äëÿ ëþáîãî x0 ∈ Rn ìîæåò áûòü ïîêðû-
òî ñ÷åòíûì ÷èñëîì îòêðûòûõ ñåãìåíòîâ ñôåðè÷åñêèõ êîëåö â U \ {x0} ñ
öåíòðîì â òî÷êå x0, è êàæäûé òàêîé ñåãìåíò ìîæåò áûòü îòîáðàæåí íà
ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä â Rn ïîñðåäñòâîì êâàçèèçîìåòðèè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 8.3 ê êàæäîìó òàêîìó ïàðàëëåëåïèïåäó
ïî îòäåëüíîñòè, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå.

Ñëåäñòâèå 8.4. Ïðè óñëîâèè (8.25) ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-
íèå f ∈ W 1,φ

loc
îáëàäàåò N -ñâîéñòâîì îòíîñèòåëüíî (n−1)-ìåðíîé ìåðû

Õàóñäîðôà, áîëåå òîãî, ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíî íà ïî÷òè âñåõ
ñôåðàõ S ñ öåíòðîì â çàäàííîé ïðåäïèñàííîé òî÷êå x0 ∈ Rn. Êðîìå òî-
ãî, íà ïî÷òè âñåõ òàêèõ ñôåðàõ S âûïîëíåíî óñëîâèå Hn−1(f(E)) = 0,
êàê òîëüêî |∇f | = 0 íà ìíîæåñòâå E ⊂ S.

Çàìå÷àíèå 8.5. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (8.25) íå âëå÷åò N -ñâîéñòâî
îòîáðàæåíèÿ f : U → Rn â U îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà â Rn. Ïîñëåäíåå
çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, èç ïðèìåðîâ Ñ.Ï. Ïîíîìàðåâà, ïîñòðî-
èâøåãî ãîìåîìîðôèçìû f , ïðèíàäëåæàùèå êëàññó W 1,p

loc
(Rn) äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî p < n, è íå îáëàäàþùèå N -ñâîéñòâîì Ëóçèíà, ñì., íàïð., [70].

Â ÷àñòíîñòè, ñîîòíîøåíèå (8.25) èìååò ìåñòî äëÿ ôóíêöèé φ(t) = tp,
p > n − 1, èíà÷å ãîâîðÿ, óêàçàííûå âûøå ñâîéñòâà èìåþò ìåñòî äëÿ
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f ∈ W 1,p

loc
, p > n− 1. Îäíàêî, ýòî íåâåðíî äëÿ

p < n − 1. Áîëåå òîãî, ýòî íåâåðíî äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ f : U → Rn

â êëàññàõ W 1,p
loc
, p < n − 1, êàê ýòî ñëåäóåò èç ïðèìåðîâ Ïîíîìàðåâà.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè g(x) òàêîé ïðèìåð â Rn−1, òî f(x, y) = (g(x), y),
x ∈ Rn−1, y ∈ R, íå óäîâëåòâîðÿåò N -ñâîéñòâó Ëóçèíà íà êàæäîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè y = const. Ñëó÷àé p = n− 1 èññëåäîâàëñÿ â [159].

Åñëè m < n − 1, òî Hn−1(Rm) = 0 è N -ñâîéñòâî íà ï.â. ãèïåðïëîñ-
êîñòÿõ äëÿ îòîáðàæåíèÿ f â òåîðåìå 8.3 î÷åâèäíî áåç óñëîâèÿ (8.25).
Îäíàêî, óñëîâèå (8.25) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïðè m > n − 1, ñì. çàìå-
÷àíèå 8.3.

Ñâÿçü óñëîâèé òèïà Êàëüäåðîíà (8.15) ñ N -ñâîéñòâîì è äèôôåðåí-
öèðóåìîñòüþ âïåðâûå áûëà îáíàðóæåíà ïðè èçó÷åíèè òàê íàçûâàåìûõ
ëèïøèöèàíîâ â ñìûñëå Ðàäî, ñì., íàïð., [145] è V.3.6 â [270], à òàêæå
íåäàâíèå ðàáîòû [131,217] è [272].
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8.5. Î êîìïàêòíûõ êëàññàõ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íîðìàëüíûìè è êîìïàêòíûìè ñå-
ìåéñòâàìè îòîáðàæåíèé â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïóñòü (X, d) è
(X ′, d′) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ ìåòðèêàìè d è d ′, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ñåìåéñòâî F íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f : X → X ′ íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüíûì, åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé fj ∈ F èìå-
åò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fjm , ñõîäÿùóþñÿ ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîì-
ïàêòíîì ìíîæåñòâå C ⊂ X ê íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ f . Åñëè ïðè
ýòîì F ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîé ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè, ò.å., f ∈ F, òî ñåìåéñòâî íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì.

Ïîíÿòèå íîðìàëüíûõ ñåìåéñòâ îòîáðàæåíèé òåñíî ñâÿçàíî ñî ñëå-
äóþùèì ïîíÿòèåì. Ñåìåéñòâî F îòîáðàæåíèé f : X → X ′ íàçûâàåòñÿ
ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè äëÿ êàæäîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå ÷òî d′(f(x), f(x0)) < ε äëÿ âñåõ f ∈ F è
x ∈ X ïðè d(x, x0) < δ. Ñåìåéñòâî F íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðå-
ðûâíûì, åñëè F ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ X.

Ïóñòü φ : R+ → R+ � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, D � îáëàñòü â Rn, n >
2, M ∈ [0,∞) è x0 ∈ D.Îáîçíà÷èì ÷åðåç FφM ñåìåéñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ
îòîáðàæåíèé f : D → Rm, m > 1, êëàññà W 1,1

loc
òàêèõ, ÷òî f(x0) = 0 è∫

D

φ (|∇f |) dm(x) 6M . (8.26)

Ñèìâîëîì FpM îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî FφM ïðè φ(t) = tp, p ∈ [1,∞).
Ïîëàãàåì

t0 = sup
φ(t)=0

t , t0 = 0 åñëè φ(t) > 0 ∀ t ∈ R+ (8.27)

è
T0 = inf

φ(t)=∞
t , T0 = ∞ åñëè φ(t) <∞ ∀ t ∈ R+ . (8.28)

Íàìè äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ñì. òåîðåìó 4.1 â [284], ñðàâíè
òåîðåìó 8.1 â [208].

Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü φ : R+ → R+ � íåïîñòîÿííàÿ íåïðåðûâíàÿ
íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ
t∗ ∈ (t0,∞) è α ∈ (0, 1/(n− 1)) âûïîëíåíî óñëîâèå

∞∫
t∗

(
t

φ(t)

)α
dt <∞ . (8.29)
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Òîãäà ñåìåéñòâî FφM ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîé
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè â Rn.

Çäåñü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè φ ïîäðàçóìåâàåòñÿ â ñìûñëå òîïîëî-
ãèè ðàñøèðåííîé ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé îñè R+.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû íàïîìíèì, ÷òî íåóáûâàþùàÿ âû-
ïóêëàÿ ôóíêöèÿ φ : R+ → R+ íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé (ñì.,
íàïð., [80]), åñëè

lim
t→∞

φ(t)

t
= ∞ . (8.30)

Çàìå÷àíèå 8.6. Çàìåòèì, ÷òî íåïîñòîÿííàÿ íåïðåðûâíàÿ íåóáûâà-
þùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ φ : R+ → R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (8.29)
äëÿ íåêîòîðîãî α > 0, ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíê-
öèÿ φ(t)/t � íåóáûâàþùàÿ, åñëè φ � âûïóêëàÿ (ñì., íàïð., ïðåäëîæåíèå
I.4.5 â [141]). Òàêèì îáðàçîì, èç (8.29) äëÿ α > 0 ñëåäóåò (8.30).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.4 îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 8.3. Ïóñòü φ : R+ → R+ � íåïîñòîÿííàÿ íåïðåðûâíàÿ
íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (8.29) ïðè
íåêîòîðîì α > 0, è ïóñòü α̃ ∈ (α,∞). Òîãäà φ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå
φ = ψ ◦ φ̃, ãäå ψ è φ̃ : R+ → R+ � ñòðîãî âûïóêëûå è, êðîìå òîãî, φ̃ 6 φ
è ôóíêöèÿ φ̃ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (8.29) ñ ïîêàçàòåëåì α̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíî ëèïøèöåâîé íà èíòåðâàëå (0, T0), ãäå T0 îïðåäåëåíî (8.28), ïðè
ýòîì, T0 > t0 ââèäó íåïðåðûâíîñòè è íåïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè φ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, φ � ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, äèôôåðåíöèðóåìà çà
èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê â äàííîì íåâûðîæäåííîì èíòåðâà-
ëå è, êðîìå òîãî, φ′ íå óáûâàåò, ñì., íàïð., ñëåäñòâèÿ 1-2 è ïðåäëîæåíèå
ðàçäåëà I.4 â [141]. Òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷èâ ÷åðåç φ′

+(t) ôóíêöèþ, ñîâ-
ïàäàþùóþ ñ φ′(t) â òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè φ, φ′

+(t) = lim
τ→t+0

φ′(τ)

â îñòàëüíûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà [0, T0) è φ′
+(t) = ∞ äëÿ âñåõ t ∈ [T0,∞],

ïîëó÷àåì

φ(t) = φ(0) +

t∫
0

φ′
+(τ) dτ ∀ t ∈ R+ . (8.31)

Ââèäó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè φ′
+, âû÷èñëÿÿ åå ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî

îòðåçêàì [0, t] è [t/2, t], ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì èç (8.31) äâóñòîðîííþþ
îöåíêó

1

2
φ′
+ (t/2) 6 φ(t) − φ(0)

t
6 φ′

+(t) ∀ t ∈ R+ . (8.32)
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Íåðàâåíñòâà (8.32) ïîêàçûâàþò, ÷òî óñëîâèå (8.29) ýêâèâàëåíòíî ñëåäó-
þùåìó:

I : =

∞∫
t∗

dt

[φ′
+(t)]

α
<∞ . (8.33)

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè φ′
+ èç óñëîâèÿ (8.33) âûòåêàåò, ÷òî φ′

+(t) → ∞
ïðè t→ ∞. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà T∗ = sup

φ′
+(t)<1

t êîíå÷íà, T∗ ∈ [t0, T0).

Ïîëàãàåì λ = α/α∗ ∈ (0, 1).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè φ̃(t) =
t∫
0

h(τ) dτ è ψ(s) = φ(0) +
s∫
0

H(r) dr, ãäå

h(t) = φ′
+(t) ïðè t ∈ [0, T∗), h(t) = [φ′

+(t)]
λ ïðè t ∈ [T∗,∞], H(s) = 1

ïðè s ∈ [0, S∗), S∗ = φ∗(T∗), H(s) = [φ′
+(φ̃

−1(s))]1−λ ïðè s ∈ [S∗, S0),
S0 = φ∗(T0), è H(s) = ∞ ïðè s ∈ [S0,∞].

Ïî ïîñòðîåíèþ φ̃(t) 6 φ(t) ïðè âñåõ t ∈ R+, ôóíêöèè ψ è φ̃, à òàêæå
ψ ◦ φ̃ � íåóáûâàþùèå è âûïóêëûå (ñì., íàïð., ïðåäëîæåíèå 8 ðàçäåëà I.4
â [141]), è

∞∫
t∗

dt

[φ̃′
+(t)]

α̃
= I <∞ . (8.34)

Òàêèì îáðàçîì, φ̃ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (8.29) ñ íîâûì α̃. Ïî àíà-
ëîãèè ñ (8.32)

ψ(s) − ψ(0)

s
> 1

2
H (s/2) ∀ s ∈ R+, (8.35)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñõîäèòñÿ ê ∞ ïðè s → ∞.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ψ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé.

Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

(ψ ◦ φ̃)′+(t) = ψ′
+(φ̃(t)) · φ̃′

+(t) = φ′
+(t) ,

çà èñêëþ÷åíèåì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê â R+, ψ ◦ φ̃(0) = φ(0) è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ψ ◦ φ̃ ≡ φ â ñèëó (8.31). 2

Òåïåðü äîêàæåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà � òåîðåìó 8.4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, ïîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî îòîáðà-
æåíèé FφM ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ëåì-
ìå 8.3 ôóíêöèÿ φ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå φ = ψ ◦ φ̃, ãäå ψ è φ̃ : R+ →
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→ R+ ñòðîãî âûïóêëû è

∞∫
t∗

(
t

φ̃(t)

) 1
n−1

dt <∞ (8.36)

äëÿ íåêîòîðûõ t∗ > t0. Êðîìå òîãî, φ̃ 6 φ è, ñëåäîâàòåëüíî,∫
D

φ̃ (|∇f |) dm(x) 6M . (8.37)

Äëÿ òî÷êè z0 ∈ D è ÷èñëà δ > 0, îáîçíà÷èì ÷åðåç C(z0, δ) n�ìåðíûé
îòêðûòûé êóá ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 ñ ðåáðàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì
êîîðäèíàò è äëèíîé ðåáðà δ. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ
ψ � ñòðîãî âûïóêëàÿ, èíòåãðàë φ̃(|∇f |), âçÿòûé ïî êóáó C(z0, δ) ⊂ D,
ïðîèçâîëüíî ìàë ïðè äîñòàòî÷íîì ìàëîì δ > 0 äëÿ âñåõ f ∈ FφM , ñì.,
íàïð., òåîðåìó III.3.1.2 [80]. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 8.4
è çàìå÷àíèå 8.1 ê ôóíêöèè φ̃, ïîëó÷àåì, ÷òî |f(z) − f(z0)| < ε äëÿ âñåõ
z ∈ C(z0, δ) è íåêîòîðîì δ = δ(ε) > 0.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî FφM ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî íà êîì-
ïàêòàõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü K � êîìïàêò â D. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíî-
ñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî K � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-
ùåå òî÷êó x0 èç îïðåäåëåíèÿ FφM , ñì., íàïð., ëåììó 1 â [97]. Ïîêðîåì K
íàáîðîì êóáîâ C(z, δz), z ∈ K, ãäå ÷èñëî δz ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó ε := 1 èç
ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî K êîìïàêòíî, íàé-
ä¼òñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî êóáîâ Ci = C(zi, δzi), i = 1, 2, . . . , N ïîêðûâàþùèõ

K. Îòìåòèì, ÷òî D∗ :=
N∪
i=1

Ci ÿâëÿåòñÿ ïîäîáëàñòüþ D, ò.ê. K � ñâÿçíîå

ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäóþ òî÷êó z∗ ∈ K ìîæíî ñîåäèíèòü ñ
x0 â D∗ ëîìàíîé ñ êîíöàìè ñåãìåíòîâ â òî÷êàõ x0, x1, . . . , xk, z∗ â óêà-
çàííîì ïîðÿäêå, ëåæàùèõ â êóáàõ ñ íîìåðàìè i1, . . . , ik, x0 ∈ C(zi1 , δzi1 ),
z∗ ∈ C(zik , δzik ) è xl ∈ Cil ∩ Cil+1

, l = 1, . . . , k − 1, k 6 N − 1. Â ñèëó
íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà èìååì

|f(z∗)| 6
k−1∑
l=0

|f(xl)− f(xl+1)|+ |f(xk)− f(z∗)| 6 N .

Ïîñêîëüêó N çàâèñèò òîëüêî îò êîìïàêòà K, òî ñåìåéñòâî îòîáðàæå-
íèé FφM ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî íà êîìïàêòàõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåò-
ñÿ íîðìàëüíûì ñåìåéñòâîì â ñèëó òåîðåìû Àðöåëà�Àñêîëè, ñì., íàïð.,
IV.6.7 â [19].
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Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî êëàññ FφM çàìêíóò. Ïî çàìå÷àíèþ 8.6 φ ñòðîãî
âûïóêëà. Òîãäà ïî òåîðåìå III.3.1.2 â [80] äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

∫
E

|∇f | dm(x) 6 ε äëÿ êàæäîãî f ∈ FφM ïðè

m(E) < δ. Ïóñòü fj ∈ FφM è fj → f ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ïðè j → ∞.
Òîãäà ïî ëåììå 2.1 â ñòàòüå [289], ñì. ëåììó 2.11 â ìîíîãðàôèè [188],
èìååì, ÷òî f ∈ W 1,1

loc
. Ïî òåîðåìå 3.3 ãëàâû III § 3.4 â ìîíîãðàôèè [77]∫

D

φ(|∇f |) dm(x) 6M , (8.38)

ò.e. êëàññ FφM çàìêíóò. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ FφM êîìïàêòåí. 2

Ñëåäñòâèå 8.5. Êëàññ FpM êîìïàêòåí îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíî ðàâ-
íîìåðíîé ñõîäèìîñòè äëÿ êàæäîãî p ∈ (n,∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ôóíêöèÿ
φ(t) = tp óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 8.4 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
α ∈ (1/(p− 1), 1/(n− 1)). 2

Îòìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæå-
íèé â êëàññàõ W 1,p ïðè p > n áûëà èññëåäîâàíà åù�å â ðàáîòå [138], ñì.
òàêæå [209]. Îäíàêî, óñëîâèå p > n ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ñèëüíûì òðåáîâà-
íèåì äëÿ îòîáðàæåíèé ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì êàê ýòî áûëî î÷åâèäíî
óæå â ïëîñêîì ñëó÷àå, ñì., íàïð., [139,160,188,252], õîòÿ ýòî óñëîâèå åñòå-
ñòâåííî äëÿ êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, ñì., íàïð., [10] è [173]. Ìû
âåðíåìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó åùå ðàç â ïàðàãðàôå 10.7 è óñèëèì ðåçóëüòàòû
â ñëó÷àå ãîìåîìîðôèçìîâ.

8.6. Íèæíèå è êîëüöåâûå Q-ãîìåîìîðôèçìû

Îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ìû íà÷èíàåì ðàññìàòðèâàòü â íàñòîÿùåì ðàç-
äåëå, íå òîëüêî ÿâëÿþòñÿ èíòåðåñíûìè ñàìè ïî ñåáå, íî è íåîáõîäèìû
íàì êàê àïïàðàò äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðûõ âàæíûõ óòâåðæäåíèé î êëàñ-
ñàõ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà. Â ðàáîòå [171], ðàçä. 13, Ô. Ãåðèíã îïðåäåëèë K-
êâàçèêîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå êàê ãîìåîìîðôèçì, èçìåíÿþùèé ìîäóëü
êîëüöåâîé îáëàñòè íå áîëåå ÷åì â K ðàç. Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ìîòèâèðî-
âàíî êîëüöåâûì îïðåäåëåíèåì Ãåðèíãà.

Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè â Rn = Rn ∪ {∞}, n > 2, x0 ∈ D \ {∞}, Q :
Rn → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ. Ãîìåîìîðôèçì f : D → D′
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áóäåì íàçûâàòü íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå x0, åñëè

M (f (Σε)) > inf
ρ∈ext admΣε

∫
D∩Aε

ρn(x)

Q(x)
dm(x) (8.39)

äëÿ êàæäîãî êîëüöà Aε = A(x0, ε, ε0) = {x ∈ Rn : ε < |x− x0| < ε0} , ε ∈
∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d0), ãäå

d0 = sup
x∈D

|x− x0|, (8.40)

à Σε îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâî âñåõ ïåðåñå÷åíèé ñôåð

S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r} , r ∈ (ε, ε0),

ñ îáëàñòüþ D. Óêàçàííîå âûøå ïîíÿòèå ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî â
áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, x0 = ∞ ∈ D, ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðè
ïîìîùè èíâåðñèè T (x) = x/|x|2, T (∞) = 0, T (0) = ∞. Èìåííî, ãî-
ìåîìîðôèçì f : D → D′ íàçûâàþò íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì
â òî÷êå ∞ ∈ D, åñëè îòîáðàæåíèå F = f ◦ T ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q∗-
ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå 0 ïðè Q∗ = Q ◦ T .

Íàêîíåö, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f : D → Rn ÿâëÿåòñÿ
íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â îáëàñòè D, åñëè f ÿâëÿåòñÿ íèæíèì
Q-ãîìåîìîðôèçìîì â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ D.

Ïðèâåä¼ì êðèòåðèé íèæíåãî Q-ãîìåîìîðôèçìà â Rn, ñì. òåîðåìó
2.1 â ñòàòüå [40], ëèáî òåîðåìó 9.2 â ìîíîãðàôèè [252], ñì. òàêæå ðàçäåë
3.7 âûøå.

Ïðåäëîæåíèå 8.6. Ïóñòü D è D′ îáëàñòè â Rn, n > 2, x0 ∈
∈ D \ {∞}, è Q : Rn → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ. Òî-
ãäà ãîìåîìîðôèçì f : D → D′ ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â
òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

M (f (Σε)) > I : =

ε0∫
ε

dr

∥Q∥ n−1(r)
∀ ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d0), (8.41)

ãäå

∥Q∥ n−1(r) =

 ∫
D(x0,r)

Qn−1(x) dA


1

n−1

(8.42)

160



Ãëàâà 8. Ê îáùåé òåîðèè êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà

åñòü Ln−1-íîðìà ôóíêöèè Q íàä ìíîæåñòâîì D(x0, r) = D ∩ S(x0, r) =
= {x ∈ D : |x− x0| = r}.

Çàìåòèì, ÷òî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ
(8.39) äîñòèãàåòñÿ äëÿ ôóíêöèè

ρ0(x) =
Q(x)

∥Q∥ n−1(|x|)
.

Äàëåå, êàê îáû÷íî, Γ(A,B,C) äëÿ ìíîæåñòâ A, B è C â Rn îáîçíà-
÷àåò ñåìåéñòâî âñåõ êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ A è B â C.

Òåïåðü ïóñòü D ⊂ Rn è D′ ⊂ Rn, n > 2, � äâå ôèêñèðîâàííûå îá-
ëàñòè, à Q : Rn → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ. Ïîëàãàåì
Si := S(x0, ri), i = 1, 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f : D → D′

ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå x0 ∈ D, åñëè f
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

M (f (Γ(S1, S2, D))) 6
∫

A∩D

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) (8.43)

äëÿ êàæäîãî êîëüöà A = A(x0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < d0 = d(x0, ∂D) è
êàæäîé èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèè η : (r1, r2) → [0,∞], òàêîé, ÷òî

r2∫
r1

η(r) dr > 1. (8.44)

Ïîíÿòèå êîëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôèçìà ïðîäîëæàåòñÿ â ∞ ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì, êàê è â ñëó÷àå íèæíèõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ âûøå.

Ïîíÿòèå êîëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôèçìà âïåðâûå áûëî ââåäåíî â ðà-
áîòå [286] â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì óðàâíåíèé Áåëüòðàìè íà ïëîñêîñòè, à
ïîçæå áûëî ðàñïðîñòðàíåíî íà ïðîñòðàíñòâåííûé ñëó÷àé â ðàáîòå [86],
ñì. òàêæå ìîíîãðàôèþ [252].

Ñëåäñòâèå 8.6. Â Rn, n > 2, íèæíèé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D′

â òî÷êå x0 ∈ D ñ Q èíòåãðèðóåìîé â îêðåñòíîñòè x0 â ñòåïåíè n − 1
ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q∗-ãîìåîìîðôèçìîì â x0 c Q∗ = Qn−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 0 < r1 < r2 < d(x0, ∂D) è
Si = S(x0, ri), i = 1, 2. Ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì Õåññå è Öèìåðà, ñì., íàïð.,
[204] è [327], ñì. òàêæå ïðèëîæåíèÿ A3 è A6 â [252],

M (f (Γ(S1, S2, D))) 6 M1−n(f (Σ)) , (8.45)
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ïîñêîëüêó f (Σ) ⊂ Σ (f(S1), f(S2), f(D)), ãäå Σ îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü
âñåõ ñôåð ñ öåíòðîì â òî÷êå x0, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó ñôåðàìè S1 è S2,
à Σ (f(S1), f(S2), f(D)) ñîñòîèò èç âñåõ (n − 1)-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé â
f(D), îòäåëÿþùèõ f(S1) è f(S2). Èç ñîîòíîøåíèÿ (8.45) ïî ïðåäëîæåíèþ
8.6 ïîëó÷àåì, ÷òî

M (f (Γ(S1, S2, D))) 6 I1−n , (8.46)

ãäå èíòåãðàë I îïðåäåëåí â (8.41). Îäíàêî ïî ëåììå 3.7 â [86], ñì. òàêæå
ëåììó 7.4 â [252],

I1−n 6
∫

A∩D

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) (8.47)

äëÿ êàæäîé èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèè η : (r1, r2) → [0,∞], óäîâëå-
òâîðÿþùåé óñëîâèþ (8.44), ãäå A � êîëüöî A(x0, r1, r2). Íàêîíåö, èç (8.46)
è (8.47) ïîëó÷àåì çàêëþ÷åíèå ñëåäñòâèÿ 8.6. 2

Ñëåäñòâèå 8.7. Ïðè n = 2 ëþáîé íèæíèé Q-ãîìåîìîðôèçì f :
D → D′ â òî÷êå x0 ∈ D ñ Q èíòåãðèðóåìîé â îêðåñòíîñòè x0 ÿâëÿåòñÿ
êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå x0.

Çàìå÷àíèå 8.7. Íåðàâåíñòâî (8.47), à, ñëåäîâàòåëüíî, è çàêëþ÷åíèÿ
ñëåäñòâèé 8.6 è 8.7 îñòàþòñÿ â ñèëå, åñëè ôóíêöèÿ Q èíòåãðèðóåìà â
ñòåïåíè n−1 íà ïî÷òè âñåõ ñôåðàõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ðàäèóñîâ ñ öåíòðîì
â òî÷êå x0.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â îïðåäåëåíèÿõ íèæíèõ è êîëüöåâûõ Q-ãîìåî-
ìîðôèçìîâ ôóíêöèþ Q äîñòàòî÷íî çàäàòü òîëüêî â îáëàñòè D èëè ïðî-
äîëæèòü íóëåì âíå D.

Â ïðåïðèíòå [227] áûëî âïåðâûå äîêàçàíî, ÷òî êàæäûé ãîìåîìîð-
ôèçì f ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q-ãî-
ìåîìîðôèçìîì c Q(x) = Kf (x), ñì. òàêæå òåîðåìó 1 â [37] è ðàçäåë 5.2
âûøå. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî àíàëîãè÷íîå çàêëþ÷åíèå
ñïðàâåäëèâî äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ f ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì â Rn, n > 3,
êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà W 1,φ

loc
, êîãäà ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ òèïà Êàëüäåðîíà (8.25) è, â ÷àñòíîñòè, êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà
W 1,p

loc
ïðè p > n− 1.

8.7. Íèæíèå Q-ãîìåîìîðôèçìû è êëàññû Îðëè÷à�Ñîáîëåâà

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå íàìè ïîêàçàíî, êàêèì îáðàçîì ðàçâèòûå íàìè ðà-
íåå òåîðèè îòîáðàæåíèé ñ íåîãðàíè÷åííîé õàðàêòåðèñòèêîé êâàçèêîí-

162



Ãëàâà 8. Ê îáùåé òåîðèè êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà

ôîðìíîñòè (íèæíèõ è êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ), îïóáëèêîâàííûå,
íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè [252], ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê øèðîêèì êëàñ-
ñàì îòîáðàæåíèé ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì, à òàêæå êëàññàì Îðëè÷à�
Ñîáîëåâà è, â ÷àñòíîñòè, ê êëàññàì Ñîáîëåâà W 1,p

loc
ïðè p > n − 1 â

Rn, n > 3. Íàïîìíèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ïëîñêèé ñëó÷àé áûë èçó-
÷åí íàìè ðàíåå â ðàáîòàõ [37], [227] è [241], ãäå óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáîé
ãîìåîìîðôèçì f êîíå÷íîãî èñêàæåíèÿ íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ íèæíèì
Q-ãîìåîìîðôèçìîì ñ Q(x) = Kf (x), ñì. ÷àñòü II äàííîé êíèãè.

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå g : X → Y ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè X è Y íàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâûì, åñëè dist (g(x1), g(x2)) 6
6 M · dist (x1, x2) äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé M < ∞ è âñåõ x1, x2 ∈ X.
Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå g : X → Y áèëèïøèöåâî, åñëè, îíî, âî-
ïåðâûõ, ëèïøèöåâî, âî-âòîðûõ, M∗ · dist (x1, x2) 6 dist (g(x1), g(x2)) äëÿ
íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé M∗ > 0 è âñåõ x1, x2 ∈ X.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ äàëüíåéøåãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ.

Òåîðåìà 8.5. Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè â Rn, n > 3, φ : (0,∞) →
→ (0,∞) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî ïðè íåêîòîðîì t∗ ∈ (0,∞)

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
n−2

dt <∞. (8.48)

Òîãäà ëþáîé ãîìåîìîðôèçì f : D → D′ êîíå÷íîãî èñêàæåíèÿ êëàññà
W 1,φ

loc
ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0 ∈

∈ D ñ Q(x) = Kf (x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B (áîðåëåâñêîå) ìíîæåñòâî âñåõ
òî÷åê x ∈ D, ãäå îòîáðàæåíèå f èìååò ïîëíûé äèôôåðåíöèàë f ′(x) è
Jf (x) ̸= 0. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Êèðñáðàóíà è èñïîëüçóÿ åäèíñòâåííîñòü
àïïðîêñèìàòèâíîãî äèôôåðåíöèàëà, ñì., íàïð., ðàçä. 2.10.43 è òåîðåìó
3.1.2 â [108], çàêëþ÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî B ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ÷åòíîå
îáúåäèíåíèå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Bl, l = 1, 2, . . ., òàêèõ ÷òî îòîáðàæå-
íèÿ fl = f |Bl

ÿâëÿþòñÿ áèëèïøèöåâûìè ãîìåîìîðôèçìàìè, ñì., íàïð.,
ëåììó 3.2.2 è òåîðåìû 3.1.4 è 3.1.8 â [108]. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâà Bl ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îáîçíà÷èì
òàêæå ÷åðåç B∗ îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê x ∈ D, ãäå f èìååò
ïîëíûé äèôôåðåíöèàë, îäíàêî, f ′ = 0.

Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâî B0 := D \ (B ∪B∗) èìååò ëåáåãîâó ìåðó
íóëü, ñì. òåîðåìó 8.1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 3.6 èìååì AS(B0) = 0
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äëÿ ïî÷òè âñåõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé S â Rn è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïî÷òè
âñåõ ñôåð Sr := S(x0, r) ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ∈ D. Òàêèì îáðàçîì, ïî
ñëåäñòâèþ 8.4, ïîëó÷èì AS∗

r
(f(B0)) = 0, à òàêæå AS∗

r
(f(B∗)) = 0 äëÿ

ïî÷òè âñåõ Sr, ãäå S∗
r = f(Sr).

Ïóñòü Γ îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâî âñåõ ïåðåñå÷åíèé ñôåð Sr, r ∈ (ε, ε0),
ε0 < d0 = sup

x∈D
|x − x0|, ñ îáëàñòüþ D. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ρ∗ ∈

∈ adm f(Γ), òàêîé ÷òî ρ∗ ≡ 0 âíå f(D), ïîëàãàåì ρ ≡ 0 âíå D è íà B0, è

ρ(x) := ρ∗(f(x))∥f ′(x)∥ ïðè x ∈ D \B0.

Ðàññóæäàÿ ïîêóñî÷íî íà êàæäîì Bl, l = 1, 2, . . ., ñîãëàñíî ðàçä. 1.7.6 è
ëåììå 3.2.2 â [108] ìû ïîëó÷àåì, ÷òî∫

Sr

ρn−1 dA =

∫
Sr

ρn−1
∗ (f(x))∥f ′(x)∥n−1 dA > 1

äëÿ ïî÷òè âñåõ Sr, è, ñëåäîâàòåëüíî, ρ ∈ ext admΓ.

Èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ íà êàæäîì Bl, l = 1, 2, . . ., ñì., íàïð.,
òåîðåìó 3.2.5 â [108], ââèäó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì
îöåíêó ∫

D

ρn(x)

Kf (x)
dm(x) 6

∫
f(D)

ρn∗ (x) dm(x),

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. 2

Ñëåäñòâèå 8.8. Ëþáîé ãîìåîìîðôèçì ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì â
Rn, n > 3, êëàññà W 1,p

loc
ïðè p > n−1 ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèç-

ìîì â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ D ñ Q(x) = Kf (x).

Ñëåäñòâèå 8.9. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé ãîìåîìîðôèçì f ∈ W 1,1
loc

â
Rn, n > 3, òàêîé ÷òî Kf ∈ Lq

loc
ïðè q > n − 1, ÿâëÿåòñÿ íèæíèì

Q-ãîìåîìîðôèçìîì â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ D ñ Q(x) = Kf (x).

Êîìáèíèðóÿ òåîðåìó 8.5, ñëåäñòâèÿ 8.6, 8.8 è 8.9, ìû òàêæå ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå.

Ñëåäñòâèå 8.10. Ëþáîé ãîìåîìîðôèçì f ∈ W 1,φ
loc

ïðè óñëîâèè

(8.48) íà ôóíêöèþ φ è, â ÷àñòíîñòè, ëþáîé ãîìåîìîðôèçì f ∈ W 1,p
loc

ïðè p > n−1, ñ Kf ∈ Ln−1(D) ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q∗-ãîìåîìîðôèçìîì

â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ D ñ Q∗(x) = [Kf (x)]
n−1. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî

äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà f ∈ W 1,1
loc

ñ äèëàòàöèåé Kf ∈ Lq
loc
(D) ïðè

q > n− 1.
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Çàìå÷àíèå 8.8. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 8.7, â ñëåäñòâèè 8.10 óñëîâèå
Kf ∈ Ln−1

loc
(D) ìîæíî çàìåíèòü íà óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòèKf â ñòåïåíè

n − 1 íà ïî÷òè âñåõ ñôåðàõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ðàäèóñîâ ñ öåíòðîì â
òî÷êàõ x0 ∈ D.
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Ãëàâà 9. Ëîêàëüíîå è ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå êëàññîâ

Îðëè÷à�Ñîáîëåâà

Â äàííîé ãëàâå ïðèâåäåíû êðèòåðèè ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíî-
ñòè, íåïðåðûâíîé è ãîìåîìîðôíîé ïðîäîëæèìîñòè íà ãðàíèöû è óñòðà-
íèìîñòè îñîáåííîñòåé ãîìåîìîðôèçìîâ f â îáëàñòÿõ Rn, n > 2, êëàññîâ
Îðëè÷à�Ñîáîëåâà W 1,φ

loc
, ïðè óñëîâèè òèïà Êàëüäåðîíà íà ôóíêöèþ φ, â

÷àñòíîñòè, êëàññîâ Ñîáîëåâà W 1,p
loc

ïðè p > n− 1.

9.1. Ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûå ñåìåéñòâà ãîìåîìîðôèçìîâ

Â ðàçäåëå ñôîðìóëèðîâàíû òåîðåìû î ðàâíîñòêïåííîé íåïðåðûâíîñòè
äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ êëàññîâ Îðëè÷à�ÑîáîëåâàW 1,φ

loc
, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ (9.2), ñì. íèæå, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå ñëàáîìó, ÷åì (8.29), â êîòî-
ðûõ îòñóòñòâóþò ðàâíîìåðíûå (äàæå ëîêàëüíî â îáëàñòè) îãðàíè÷åíèÿ
âèäà (8.26). Çäåñü âñþäó ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ φ : (0,∞) →
(0,∞) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé.

Íàïîìíèì, ÷òî â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå Rn = Rn
∪
{∞} èñïîëü-

çóåòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ (õîðäàëüíàÿ) ìåòðèêà h(x, y) = |π(x)−π(y)|, ãäå
π � ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ Rn íà ñôåðó Sn(1

2
en+1,

1
2
) â Rn+1:

h(x,∞) =
1√

1 + |x|2
, h(x, y) =

|x− y|√
1 + |x|2

√
1 + |y|2

, x ̸= ∞ ̸= y.

Çàìåòèì, ÷òî, ïî îïðåäåëåíèþ, h(x, y) 6 1 ïðè âñåõ x è y ∈ Rn, à òàêæå,
÷òî ïðè âñåõ x, y ∈ Rn âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî h(x, y) 6 |x − y|. Ñôå-
ðè÷åñêèì (õîðäàëüíûì) äèàìåòðîì ìíîæåñòâà E ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

h(E) = sup
x,y∈E

h(x, y). (9.1)

Êîìáèíèðóÿ ñëåäñòâèå 8.10, ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 8.8, ñ ðåçóëüòàòà-
ìè ñòàòüè [86] î ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûõ è íîðìàëüíûõ ñåìåéñòâàõ
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êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ, ñì. òàêæå ãëàâó 7 â ìîíîãðàôèè [252],
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè â Rn, n > 3, φ : (0,∞) →
→ (0,∞) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
n−2

dt <∞. (9.2)

Ïóñòü f : D → D′ � ãîìåîìîðôèçì êëàññà Îðëè÷à�Ñîáîëåâà W 1,φ
loc

ñ
Kf ∈ Ln−1

loc
, òàêîé ÷òî h(Rn\f(D)) > ∆ > 0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî x0 ∈ D è

x ∈ B(x0, ε(x0)), ε(x0) < d(x0) = dist(x0, ∂D), èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

h(f(x), f(x0)) 6
αn
∆

exp

−
ε(x0)∫

|x−x0|

dr

rk
1

n−1
x0 (r)

 , (9.3)

ãäå ïîñòîÿííàÿ αn çàâèñèò òîëüêî îò n, à kx0(r) îáîçíà÷àåò ñðåäíåå
èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè [Kf (x)]

n−1 íàä ñôåðîé S(x0, r).

Çàìå÷àíèå 9.1. Îöåíêà (9.3) ìîæåò áûòü òàêæå çàïèñàíà â âèäå

h(f(x), f(x0)) 6
αn
∆

exp

− ω
1

n−1

n−1

ε(x0)∫
|x−x0|

dr

∥Kf∥n−1(x0, r)

 , (9.4)

ãäå ωn−1 � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â Rn, ∥Kf∥n−1(x0, r) � íîðìà ñóæå-
íèÿ Kf íà ñôåðå S(x0, r) â ïðîñòðàíñòâå Ln−1 (S(x0, r)).

Ñëåäñòâèå 9.1. Â ÷àñòíîñòè, îöåíêè (9.3) è (9.4) èìåþò ìåñòî
äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ f , ïðèíàäëåæàùèõ êëàññàì Ñîáîëåâà W 1,p

loc
ïðè

p > n − 1 ñ Kf ∈ Ln−1
loc

è ãîìåîìîðôèçìîâ f ∈ W 1,1
loc

ñ Kf ∈ Lq
loc

ïðè
q > n− 1.

Ñëåäñòâèå 9.2. Ïóñòü äëÿ ãîìåîìîðôèçìà f : D → D′ êëàññà W 1,1
loc

ïðè r < ε(x0) < min {e−1, d(x0)} âûïîëíåíî óñëîâèå

kx0(r) 6
[
log

1

r

]n−1

. (9.5)

Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ B(x0, ε(x0)) èìååò ìåñòî îöåíêà

h(f(x), f(x0)) 6
αn
∆

log 1
ε(x0)

log 1
|x−x0|

. (9.6)
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Ñëåäñòâèå 9.3. Â ÷àñòíîñòè, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ε(x0) <
< min{e−1, d(x0)},

Kf (x) 6 log
1

|x− x0|
, (9.7)

òî îöåíêà (9.6) èìååò ìåñòî âñþäó â øàðå B(x0, ε(x0)).

Çàìå÷àíèå 9.2. Åñëè âìåñòî óñëîâèé (9.5) è (9.7) ïîòðåáîâàòü, ñî-
îòâåòñòâåííî, âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ

kx0(r) 6 c ·
[
log

1

r

]n−1

(9.8)

è

Kf (x) 6 c · log 1

|x− x0|
, (9.9)

òî

h(f(x), f(x0)) 6
αn
∆

[
log 1

ε(x0)

log 1
|x−x0|

]1/c 1
n−1

. (9.10)

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü f : Bn → Bn, n > 3, f(0) = 0, � ãîìåîìîðôèçì
êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.2) è∫
ε<|x|<1

Kn−1
f (x)

dm(x)

|x|n
6 c log

1

ε
∀ ε ∈ (0, 1) . (9.11)

Òîãäà
|f(x)| 6 γn · |x|βn , (9.12)

ãäå γn � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n, è βn =

= (ωn−1/c)
1

n−1 , ωn−1 � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â Rn.

Òåîðåìà 9.3. Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè â Rn, n > 3, è f : D → D′ �
ãîìåîìîðôèçì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.2), òàêîé ÷òî h(Rn \ f(D)) >

∆ > 0 è ï.â. Kf (x) 6 Q(x) ïðè Qn−1 ∈ FMO(x0). Òîãäà ïðè íåêîòîðîì
0 < ε0 < dist(x0, ∂D)

h(f(x), f(x0)) 6
αn
∆

{
log 1

ε0

log 1
|x−x0|

}β

∀ x ∈ B(x0, ε0) , (9.13)

ãäå ïîñòîÿííàÿ αn çàâèñèò òîëüêî îò n, à β � òîëüêî îò ôóíêöèè Q.
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Ñëåäñòâèå 9.4. Â ÷àñòíîñòè, îöåíêà (9.13) ñïðàâåäëèâà, åñëè

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Qn−1(x) dm(x) <∞ . (9.14)

Òåïåðü, ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, φ : (0,∞) → (0,∞) � íåóáû-
âàþùàÿ ôóíêöèÿ, Q : Rn → (0,∞) � ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó
ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Oφ

Q,∆ ñåìåéñòâî âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ f
èç D â Rn ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì êëàññà Îðëè÷à�Ñîáîëåâà W 1,φ

loc
, òà-

êèõ ÷òî h
(
Rn \ f(D)

)
> ∆ > 0, Kf (x) 6 Q(x) ïî÷òè âñþäó. Îáîçíà-

÷èì òàêæå ÷åðåç SpQ,∆, p > 1, ñåìåéñòâî Oφ
Q,∆ ïðè φ(t) = tp, à ÷åðåç

Kp
Q,∆ ñåìåéñòâî âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì, òàêèõ ÷òî

Kf ∈ Lp
loc
, p > 1, Kf (x) 6 Q(x) ïî÷òè âñþäó, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

h
(
Rn \ f(D)

)
> ∆ > 0.

Íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 1.6, à òàêæå ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 8.9,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü φ : (0,∞) → (0,∞) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (9.2). Åñëè Qn−1 ∈ FMO, òî êëàññ Oφ

Q,∆ îá-
ðàçóåò íîðìàëüíîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé.

Ñëåäñòâèå 9.5. Ïðè óñëîâèè (9.2) êëàññ Oφ
Q,∆ îáðàçóåò íîðìàëüíîå

ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Qn−1(x) dm(x) <∞ ∀ x0 ∈ D. (9.15)

Ñëåäñòâèå 9.6. Â ÷àñòíîñòè, êëàññû SpQ,∆ è Kp
Q,∆ îáðàçóþò íîð-

ìàëüíîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ïðè p > n− 1, êàê òîëüêî âûïîëíåíî
îäíî èç äâóõ óñëîâèé: Qn−1 ∈ FMO èëè (9.15).

Òåîðåìà 9.5. Ïóñòü Q ∈ Ln−1
loc

, n > 3, è ïðè íåêîòîðîì ε(x0) <
< dist(x0, ∂D)

ε(x0)∫
0

dr

∥Q∥n−1(x0, r)
= ∞ ∀ x0 ∈ D , (9.16)

ãäå ∥Q∥n−1(x0, r) îáîçíà÷àåò íîðìó ôóíêöèè Q â ïðîñòðàíñòâå Ln−1 íàä
ñôåðîé |x − x0| = r. Òîãäà ïðè ëþáîì ∆ > 0 êëàññû Oφ

Q,∆, S
p
Q,∆ è Kp

Q,∆
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îáðàçóþò íîðìàëüíûå ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé, åñëè φ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (9.2) è, ñîîòâåòñòâåííî, åñëè p > n− 1.

Ñëåäñòâèå 9.7. Êëàññû Oφ
Q,∆, S

p
Q,∆ è Kp

Q,∆ îáðàçóþò íîðìàëüíûå
ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé, êàê òîëüêî ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿåò ñîîò-
íîøåíèþ (9.2), ëèáî, ñîîòâåòñòâåííî, p > n − 1, à ôóíêöèÿ Qn−1(x)
èìååò ëèøü îñîáåííîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîãî òèïà.

Ïóñòü, êàê è âûøå, D � îáëàñòü â Rn, n > 3, φ : (0,∞) → (0,∞) �
íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèè Φ : [0,∞] → [0,∞],
M > 0 è ∆ > 0, ÷åðåç OΦ,φ

M,∆ îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî âñåõ ãîìåîìîðôèç-
ìîâ ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì êëàññà Îðëè÷à�Ñîáîëåâà W 1,φ

loc
, òàêèõ ÷òî

h
(
Rn \ f(D)

)
> ∆ > 0 è∫

D

Φ
(
[Kf (x)]

n−1) dm(x)

(1 + |x|2)n
6M. (9.17)

Àíàëîãè÷íî, SΦ,p
M,∆, p > 1, îáîçíà÷àåò êëàññû OΦ,φ

M,∆ ïðè φ(t) = tp. Íà-

êîíåö, KΦ,p
M,∆, p > 1, îáîçíà÷àåò êëàññ âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ ñ êîíå÷íûì

èñêàæåíèåì, òàêèõ ÷òî Kf ∈ Lp
loc
, p > 1, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî óñëî-

âèå (9.17) è h
(
Rn \ f(D)

)
> ∆ > 0.

Êîìáèíèðóÿ òåîðåìó 4.1 ðàáîòû [87] ñî ñëåäñòâèåì 8.10, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 9.6. Ïóñòü Φ : [0,∞] → [0,∞] � íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî ïðè íåêîòîðîì δ0 > Φ(0)

∞∫
δ0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞. (9.18)

Òîãäà êëàññû OΦ,φ
M,∆ ïðè óñëîâèè (9.2), à òàêæå êëàññû SΦ,p

M,∆ è KΦ,p
M,∆ ïðè

p > n − 1, ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûìè, è, ñëåäîâàòåëüíî,
îáðàçóþò íîðìàëüíîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ïðè ëþáûõ M ∈ (0,∞)
è ∆ ∈ (0, 1).

Çàìå÷àíèå 9.3. Êàê ñëåäóåò èç ðàáîòû [87], óñëîâèå âèäà (9.18)
ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì, íî è íåîáõîäèìûì äëÿ íîðìàëüíîñòè
óêàçàííûõ êëàññîâ.
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9.2. Îá îáëàñòÿõ ñ ðåãóëÿðíûìè ãðàíèöàìè

Íàïîìíèì, ÷òî îáëàñòü D ⊂ Rn, n > 2, íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñâÿçíîé
â òî÷êå x0 ∈ ∂D, åñëè äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 íàéä¼òñÿ
îêðåñòíîñòü V ⊂ U òî÷êè x0, òàêàÿ ÷òî ìíîæåñòâî V ∩D ÿâëÿåòñÿ ñâÿç-
íûì. Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ æîðäàíîâà îáëàñòüD â Rn ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
ñâÿçíîé â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû ∂D (ñì., íàïð., [325], ñ. 66).

D

д D

U

V

x0

Ðèñ. 1.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïëîñêîé â òî÷êå
x0 ∈ ∂D, åñëè äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 è ëþáîãî P > 0
íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü V ⊂ U òî÷êè x0, òàêàÿ ÷òî

M (Γ(E,F,D)) > P (9.19)

äëÿ âñåõ êîíòèíóóìîâ E è F , ëåæàùèõ â îáëàñòè D è ïåðåñåêàþùèõ ∂U
è ∂V . Òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè D ñëàáî ïëîñêàÿ, åñëè îíà
ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïëîñêîé â êàæäîé òî÷êå ∂D.

x0

дD

F
D

E

X

V U

Ðèñ. 2.
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Íàêîíåö, ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà x0 ∈ ∂D ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî äîñòèæè-
ìîé, åñëè äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 íàéä¼òñÿ êîìïàêò E,
ëåæàùèé â îáëàñòè D, îêðåñòíîñòü V ⊂ U òî÷êè x0 è íåêîòîðîå ÷èñëî
δ > 0, òàêèå ÷òî

M (Γ(E,F,D)) > δ (9.20)

äëÿ âñåõ êîíòèíóóìîâ F , ëåæàùèõ â îáëàñòè D è ïåðåñåêàþùèõ ∂U è
∂V . Ãîâîðÿò, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî äîñòèæèìîé, åñëè
êàæäàÿ å¼ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî äîñòèæèìîé.

Â îïðåäåëåíèÿõ ñèëüíî äîñòèæèìîé è ñëàáî ïëîñêîé ãðàíèöû, â êà-
÷åñòâå îêðåñòíîñòåé U è V òî÷êè x0, ìîæíî áðàòü îòêðûòûå (çàìêíóòûå)
øàðû ñ öåíòðîì â òî÷êå x0, ëèáî îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 èç ëþáîé äðóãîé
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé. Ïðèâåäåííûå âûøå ïîíÿòèÿ
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà ñëó÷àé ðàñøèðåí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà Rn è òî÷êè x0 = ∞. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå â ïðèâåä¼í-
íûõ âûøå îïðåäåëåíèÿõ íåîáõîäèìî áðàòü ñîîòâåòñòâóþùèå îêðåñòíîñòè
áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè.

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî, åñëè îáëàñòü D â Rn ÿâëÿåòñÿ ñëàáî
ïëîñêîé â òî÷êå x0 ∈ ∂D, òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî äîñòèæèìîé èç
D. Áîëåå òîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî, åñëè îáëàñòü D â Rn ÿâëÿåòñÿ ñëàáî
ïëîñêîé â òî÷êå x0 ∈ ∂D, òî D ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñâÿçíîé â ýòîé òî÷êå,
ñì., íàïð., ëåììó 5.1 â [40], ëèáî ëåììó 3.15 â [252].

Ïîíÿòèÿ ñèëüíîé äîñòèæèìîñòè è ñëàáîé ïëîñêîñòè, îòíîñÿùèåñÿ
ê ãðàíè÷íûì òî÷êàì íåêîòîðîé îáëàñòè â Rn, âïåðâûå áûëè ââåäåíû â
ðàáîòå [39]. Äàííûå ïîíÿòèÿ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëèçàöèåé è îáîáùåíèåì ñîîò-
âåòñòâóþùèõ áîëåå ðàííèõ ïîíÿòèé, ðàññìàòðèâàâøèõñÿ â ïðåäøåñòâó-
þùèõ ðàáîòàõ [250,251]. Â ñâÿçè ñ ýòèì óïîìÿíåì òàêæå ñâîéñòâà P1 è P2

ïî Âÿéñÿëÿ, ñì. [320], à òàêæå ñâîéñòâà êâàçèêîíôîðìíîé äîñòèæèìîñòè
è êâàçèêîíôîðìíîé ïëîñêîñòè ïî Íÿêêè, ñì., íàïð., â [261]. Çàìåòèì, ÷òî
ìíîæåñòâî ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ãîìåîìîðôíûì ïðîäîëæåíèåì íà
ãðàíèöó êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé è èõ îáîáùåíèé, èìåþò ìåñòî
ïðè óñëîâèè ñëàáîé ïëîñêîñòè ãðàíèö ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòåé. Óñëî-
âèå ñèëüíîé äîñòèæèìîñòè èãðàåò àíàëîãè÷íóþ ðîëü äëÿ íåïðåðûâíîãî
ïðîäîëæåíèÿ îòîáðàæåíèé íà ãðàíèöó. Íèæå ìû ïðèâîäèì íåêîòîðûå
âàæíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íàìè â ñôåðå óïîìÿíóòûõ âûøå èññëå-
äîâàíèé, ñì., íàïð., òåîðåìó 10.1 è ëåììó 6.1 â [40], ëåììó 5.3 â [35], ñì.
òàêæå òåîðåìó 9.8 è ëåììû 9.4 è 6.5 â [252].

Ïðåäëîæåíèå 9.1. Ïóñòü D è D′ � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn,
n > 2, Q : D → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ è f : D → D′ �
íèæíèé Q-ãîìåîìîðôèçì â D. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíî ñâÿçíîé íà ãðàíèöå ∂D, à îáëàñòü D′ èìååò ñëàáî ïëîñêóþ
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(ñîîòâåòñòâåííî, ñèëüíî äîñòèæèìóþ) ãðàíèöó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïðè íåêîòîðîì δ(x0) ∈ (0, d(x0)), d(x0) = sup

x∈D
|x−x0|, âûïîëíåíî óñëîâèå

δ(x0)∫
0

dr

∥Q∥n−1(x0, r)
= ∞ ∀ x0 ∈ ∂D, (9.21)

ãäå ∥Q∥n−1(x0, r) îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (8.42). Òîãäà îòîáðàæåíèå f
èìååò ãîìåîìîðôíîå (ñîîòâåòñòâåííî, íåïðåðûâíîå) ïðîäîëæåíèå f íà
D è f îòîáðàæàåò D íà D′.

Îáëàñòü D ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ êâàçèýêñòðåìàëüíîé äëè-
íû, ñîêð. QED-îáëàñòüþ, ñì. [177], åñëè ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé
K > 1 è ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîíòèíóóìîâ E è F â D âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

M
(
Γ(E,F,Rn

)
6 K ·M (Γ(E,F,D)) . (9.22)

Õîðîøî èçâåñòíî, ñì., íàïð., òåîðåìó 10.12 â [320], ÷òî äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ ìíîæåñòâ E è F â Rn, n > 2, ïåðåñåêàþùèõ âñå ñôåðû S(x0, ϱ),
ϱ ∈ (r, R), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

M (Γ(E,F,Rn)) > cn log
R

r
. (9.23)

Ñëåäîâàòåëüíî, QED-îáëàñòè èìåþò ñëàáî ïëîñêèå ãðàíèöû. Îäèí èç
ïðèìåðîâ â [252], ñì. ðàçä. 3.8, ïîêàçûâàåò, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî äàæå äëÿ îäíîñâÿçíûõ ïëîñêèõ îáëàñòåé.

Îáëàñòü D ⊂ Rn, n > 2, íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíîé, åñëè êàæäàÿ
ïàðà òî÷åê x1 è x2 ∈ D ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé γ â
îáëàñòè D, òàêîé ÷òî

s(γ) 6 a · |x1 − x2| (9.24)

è ïðè âñåõ x ∈ γ

min
i=1,2

s(γ(xi, x)) 6 b · d(x, ∂D), (9.25)

ãäå ñèìâîë γ(xi, x) îáîçíà÷àåò ÷àñòü êðèâîé γ, îãðàíè÷åííóþ òî÷êàìè xi
è x, ñì., íàïð., [254]. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ ðàâíîìåðíàÿ îáëàñòü
ÿâëÿåòñÿ QED-îáëàñòüþ, îäíàêî, ñóùåñòâóþò ïðèìåðû QED-îáëàñòåé,
íå ÿâëÿþùèõñÿ ðàâíîìåðíûìè, ñì., íàïð., [177]. Îãðàíè÷åííûå âûïóê-
ëûå îáëàñòè, à òàêæå îáëàñòè ñ ãëàäêèìè ãðàíèöàìè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå
ïðîñòûìè ïðèìåðàìè ðàâíîìåðíûõ îáëàñòåé, à, ñëåäîâàòåëüíî, è QED-
îáëàñòåé, ðàâíî êàê è îáëàñòåé ñî ñëàáî ïëîñêèìè ãðàíèöàìè.
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Â òåîðèè îòîáðàæåíèé è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ òàêæå ÷à-
ñòî âñòðå÷àþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ëèïøèöåâû ãðàíèöû. Ãîâîðÿò, ÷òî îá-
ëàñòü D â Rn è åå ãðàíèöà ÿâëÿþòñÿ ëèïøèöåâûìè, åñëè ëþáàÿ òî÷êà
x0 ∈ ∂D èìååò îêðåñòíîñòü U , êîòîðàÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî áèëèïøè-
öåâà îòîáðàæåíèÿ f , ñì. ðàçäåë 8.7, ïåðåâîäèòñÿ â åäèíè÷íûé øàð Bn â
Rn, òàê ÷òî ∂D∩U ïåðåõîäèò â ïåðåñå÷åíèå Bn ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Çàìåòèì, ÷òî áèëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ
f ÿâëÿþòñÿ êâàçèêîíôîðìíûìè, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ
êâàçèèíâàðèàíòîì. Ïîýòîìó ëèïøèöåâû ãðàíèöû òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñëàáî
ïëîñêèìè.

9.3. Íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà ãðàíèöó

Âñþäó íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî φ : (0,∞) → (0,∞) � íåóáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ.

Â ñèëó òåîðåìû 8.5, à òàêæå òåîðåìû 6.1 â [40], ñì. ëåììó 9.4 â [252],
èìååì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 9.1. Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè â Rn, n > 3, x0 ∈ ∂D è

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
n−2

dt <∞. (9.26)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D, à ãðà-
íèöà îáëàñòè D′ ñèëüíî äîñòèæèìà. Ïóñòü f : D → D′ ãîìåîìîðôèçì
ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì, òàêîé ÷òî f ∈ W 1,φ

loc
. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

ε0∫
0

dr

∥Kf∥n−1(r)
= ∞, (9.27)

ãäå 0 < ε0 < d0 = sup
x∈D

|x− x0| è

∥Kf∥n−1(r) = ∥Kf∥n−1(x0, r) =

 ∫
D∩S(x0,r)

Kn−1
f (x) dA


1

n−1

, (9.28)

òî îòîáðàæåíèå f ïðîäîëæàåòñÿ â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâíîñòè â Rn.

Â ÷àñòíîñòè, èç ëåììû 9.1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå.
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Ñëåäñòâèå 9.8. Ïóñòü D è D′ � QED-îáëàñòè â Rn, x0 ∈ ∂D,
f : D → D′ � ãîìåîìîðôèçì ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì êëàññà W 1,φ

loc
ñ

óñëîâèÿìè (9.26) è (9.27). Òîãäà îòîáðàæåíèå f ïðîäîëæàåòñÿ â òî÷êó
x0 ïî íåïðåðûâíîñòè â Rn.

Çäåñü è â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå ïðåäåëüíûõ ìíî-
æåñòâ îòîáðàæåíèÿ f : D → Rn äëÿ ìíîæåñòâ X ⊂ D,

C(X, f) :=
{
y ∈ Rn : y = lim

k→∞
f(xk), xk → x0 ∈ X, xk ∈ D

}
. (9.29)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãîìåîìîðôèçìà f : D → D′ èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå C(∂D, f) ⊂ ∂D′, ñì., íàïð., ïðåäëîæåíèå 13.5 â [252].

Òåîðåìà 9.7. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, X ⊂ D, è f � ãî-
ìåîìîðôèçì îáëàñòè D \X â Rn ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì êëàññà W 1,φ

loc

ñ óñëîâèåì (9.26). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X è C(X, f) ÿâëÿþòñÿ NED-
ìíîæåñòâàìè, x0 ∈ X, è ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (9.27), ãäå 0 < ε0 <
d0 = dist (x0, ∂D) è

∥Kf∥n−1(r) =

 ∫
S(x0,r)

Kn−1
f (x) dA


1

n−1

. (9.30)

Òîãäà îòîáðàæåíèå f ïðîäîëæàåòñÿ â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâíîñòè â
Rn.

Ââèäó ñëåäñòâèÿ 8.10, ïîëó÷àåì òàêæå ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ èç ðå-
çóëüòàòîâ ðàáîòû [54] äëÿ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ, ñì. ãëàâó 2.

Ëåììà 9.2. Ïóñòü D è D′ � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn, n > 3, D
ëîêàëüíî ñâÿçíà â x0 ∈ ∂D, è ïóñòü f : D → D′ � ãîìåîìîðôèçì êëàññà
W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.26) òàêîé, ÷òî ∂D′ ñèëüíî äîñòèæèìà õîòÿ áû â

îäíîé òî÷êå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà C(x0, f). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî∫
D(x0,ε)

Kn−1
f (x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = o (In(ε, ε0)) (9.31)

ïðè ε → 0 è íåêîòîðîì ε0 = ε(x0) > 0, ãäå D(x0, ε) = {x ∈ D : ε <
< |x−x0| < ε0} è ψ(t) � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà (0,∞),
òàêàÿ ÷òî

0 < I(ε, ε0) =

ε0∫
ε

ψ(t) dt <∞ ∀ε ∈ (0, ε0) .
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Òîãäà f èìååò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå â òî÷êó x0.

Çàìå÷àíèå 9.4. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî (9.31) âûïîëíåíî, â ÷àñòíîñòè,
åñëè ∫

|x−x0|<ε0

Kn−1
f (x) · ψn(|x− x0|) dm(x) <∞ (9.32)

äëÿ íåêîòîðîãî ε0 > 0 è I(ε, ε0) → ∞ ïðè ε → 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ
ïðîäîëæèìîñòè ïî íåïðåðûâíîñòè f â òî÷êó x0 ∈ ∂D äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû èíòåãðàë (9.32) ñõîäèëñÿ äëÿ íåêîòîðîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè
ψ(t), êîòîðàÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà íà (0, ε0], íî èìååò íåèíòåãðèðóå-
ìóþ îñîáåííîñòü â íóëå.

Òåîðåìà 9.8. Ïóñòü D è D′ � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn, n > 3,
D ëîêàëüíî ñâÿçíà â x0 ∈ ∂D, ∂D′ ñèëüíî äîñòèæèìà, è ïóñòü f : D →
→ D′ � ãîìåîìîðôèçì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.26). Åñëè

kx0(r) = O

([
log

1

r

]n−1
)

(9.33)

ïðè r → 0, ãäå kx0(r) � ñðåäíåå èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå K
n−1
f íàä ñôåðîé

|x− x0| = r, òî f ïðîäîëæèì â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâíîñòè â Rn.

Òåîðåìà 9.9. Ïóñòü D è D′ � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn, n > 3,
D ëîêàëüíî ñâÿçíà â x0 ∈ ∂D, ∂D′ ñèëüíî äîñòèæèìà, è ïóñòü f : D →
→ D′ � ãîìåîìîðôèçì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.26). Åñëè Kn−1

f (x) èìå-

åò êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëåáàíèå â òî÷êå x0 ∈ D, òî f ïðîäîëæèì â x0
ïî íåïðåðûâíîñòè â Rn.

Ñëåäñòâèå 9.9. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 9.9 èìååò ìå-
ñòî, åñëè

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Kn−1
f (x) dm(x) < ∞ . (9.34)

Òåîðåìà 9.10. Ïóñòü D è D′ � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn, n > 3,
D ëîêàëüíî ñâÿçíà â x0 ∈ ∂D, ∂D′ ñèëüíî äîñòèæèìà, è ïóñòü f : D →
→ D′ � ãîìåîìîðôèçì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.26). Åñëè∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x)
dm(x)

|x− x0|n
= o

([
log

1

ε

]n)
(9.35)

ïðè ε→ 0, òî f ïðîäîëæèì â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâíîñòè â Rn.
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Çàìå÷àíèå 9.5. Âûáèðàÿ â ëåììå 9.2 ôóíêöèþ ψ(t) = 1/(t log 1/t)
âìåñòî ψ(t) = 1/t, ìû ìîæåì çàìåíèòü óñëîâèå (9.35) áîëåå ñëàáûì óñëî-
âèåì ∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x) dm(x)

|x− x0| log 1
|x−x0|

= o

([
log log

1

ε

]n)
(9.36)

è (9.33) óñëîâèåì

kx0(r) = o

([
log

1

r
log log

1

r

]n−1
)
. (9.37)

Ìû ìîãëè áû çäåñü ïðèâåñòè öåëóþ øêàëó ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé ëî-
ãàðèôìè÷åñêîãî òèïà, èñïîëüçóÿ ôóíêöèè ψ(t) âèäà 1/(t log · · · log 1/t).

Òåîðåìà 9.11. Ïóñòü D è D′ � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn, n > 2,
D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, à D′ èìååò ñèëüíî äîñòèæèìóþ ãðàíèöó
è ïóñòü f : D → D′ � ãîìåîìîðôèçì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.26). Åñëè∫

D

Φ
(
Kn−1
f (x)

)
dm(x) <∞ (9.38)

äëÿ íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : [0,∞] → [0,∞], òàêîé ÷òî

∞∫
δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ (9.39)

ïðè íåêîòîðîì δ > Φ(0), òî f èìååò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f : D →
→ D′.

Óñëîâèå (9.39) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì, íî è íåîáõîäèìûì
äëÿ íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ íà ãðàíèöó îòîáðàæåíèé f ñ èíòåãðàëü-
íûìè îãðàíè÷åíèÿìè âèäà (9.38), ñì., íàïð., çàìå÷àíèå 5.1 â ðàáîòå [229].

9.4. Ïðîäîëæåíèå íà ãðàíèöó îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé

Ñëåäóþùàÿ ëåììà î ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâàõ ëåæèò â îñíîâå äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè íà ãðàíèöó îáðàòíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ
ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì. Ýòà ëåììà âûòåêàåò èç ëåììû 9.1 â ñòàòüå [40],
ñì. ëåììó 9.5 â ìîíîãðàôèè [252], è òåîðåìó 8.5.
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Ëåììà 9.3. Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè â Rn, n > 3, z1 è z2 � ðàçëè÷-
íûå òî÷êè ∂D, z1 ̸= ∞, à f � ãîìåîìîðôèçì îáëàñòè D íà D′ êëàññà
W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.26). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ Kf ÿâëÿåòñÿ èí-

òåãðèðóåìîé íà øòðèõîâûõ ëèíèÿõ

D(r) = {x ∈ D : |x− z1| = r} = D ∩ S(z1, r) (9.40)

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà E ÷èñåë r < |z1 − z2|, èìåþùåãî ïîëîæè-
òåëüíóþ ëèíåéíóþ ìåðó. Åñëè D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êàõ z1 è z2, à
∂D′ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïëîñêîé, òî

C(z1, f) ∩ C(z2, f) = ∅. (9.41)

Èç ëåììû 9.3 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 9.12. Ïóñòü D è D′ îáëàñòè â Rn, n > 3, D ëîêàëüíî
ñâÿçíà íà ñâîåé ãðàíèöå, à ãðàíèöà îáëàñòè D′ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïëîñêîé
è ïóñòü f : D → D′ � ãîìåîìîðôèçì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.26) è

Kf ∈ Ln−1(D). Òîãäà îòîáðàæåíèå f−1 èìååò ïðîäîëæåíèå â çàìûêàíèå
îáëàñòè D′ ïî íåïðåðûâíîñòè â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó òåîðåìû Ôóáèíè, ìíîæå-
ñòâî

E = {r ∈ R : Kf |D(r) ∈ Ln−1(D(r))} (9.42)

èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ëåáåãîâó ìåðó, ïîñêîëüêó Kf ∈ Ln−1(D). 2

Çàìå÷àíèå 9.6. Èç ïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî â òåî-
ðåìå 9.12 äîñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Kf ÿâëÿåòñÿ èíòåãðè-
ðóåìîé â ñòåïåíè n − 1 ëèøü â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû îáëàñòè D, è ìû
ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 9.3.

Êðîìå òîãî, ââèäó òåîðåìû 8.5, ïî òåîðåìå 9.2 â [40], ñì. òàêæå òåî-
ðåìó 9.7 â [252], ìû ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî çàêëþ÷åíèÿ.
2

Òåîðåìà 9.13. Ïóñòü D è D′ � îáëàñòè â Rn, n > 3, D ëîêàëüíî
ñâÿçíà íà ñâîåé ãðàíèöå, à ãðàíèöà îáëàñòè D′ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïëîñêîé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : D → D′ � ãîìåîìîðôèçì ñ êîíå÷íûì èñêàæåíè-
åì êëàññà f ∈ W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.26) è, êðîìå òîãî,

δ(x0)∫
0

dr

∥Kf∥n−1(x0, r)
= ∞ ∀ x0 ∈ ∂D (9.43)
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ïðè íåêîòîðîì δ(x0) < d(x0) = sup
x∈D

|x− x0|, ãäå âåëè÷èíà ∥Kf∥n−1(x0, r)

îïðåäåëåíà â (9.28). Òîãäà îòîáðàæåíèå f−1 ïðîäîëæàåòñÿ â çàìûêàíèå
îáëàñòè D′ ïî íåïðåðûâíîñòè â Rn.

9.5. Ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå íà ãðàíèöó

Êîìáèíèðóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ äâóõ ðàçäåëîâ, ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 9.14. Ïóñòü D è D′ � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn, n > 3,
îáëàñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ñâîåé ãðàíèöå, à îáëàñòü D′ èìååò ñëàáî
ïëîñêóþ ãðàíèöó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : D → D′ � ãîìåîìîðôèçì ñ
êîíå÷íûì èñêàæåíèåì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.26). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî
δ(x0)∫
0

dr

∥Kf∥n−1(x0, r)
= ∞ ∀ x0 ∈ ∂D (9.44)

ïðè íåêîòîðîì δ(x0) < d(x0) = sup
x∈D

|x− x0|, ãäå âåëè÷èíà ∥Kf∥n−1(x0, r)

îïðåäåëåíà â (9.28). Òîãäà îòîáðàæåíèå f èìååò ãîìåîìîðôíîå ïðîäîë-
æåíèå f : D → D′.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 9.14, ìû ïîëó÷àåì îáîáùåíèå õî-
ðîøî èçâåñòíîé òåîðåìû Ãåðèíãà�Ìàðòèî î ãîìåîìîðôíîì ïðîäîëæå-
íèè íà ãðàíèöó êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé ìåæäó QED-îáëàñòÿìè,
ñì. [177].

Ñëåäñòâèå 9.10. Ïóñòü D è D′ � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè ñî ñëàáî
ïëîñêèìè ãðàíèöàìè â Rn, n > 3, îòîáðàæåíèå f : D → D′ � ãîìåî-
ìîðôèçì ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.26). Åñëè

óñëîâèå (9.44) âûïîëíåíî â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ ∂D, òî f èìååò ãîìåî-
ìîðôíîå ïðîäîëæåíèå f : D → D′.

Â ñèëó òåîðåìû 8.5 ìû ïîëó÷àåì òàêæå ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ñì.,
íàïð., òåîðåìó 10.3 â [40] è òåîðåìó 9.10 â [252].

Òåîðåìà 9.15. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, n > 3,
X ⊂ D è C(X, f) � NED-ìíîæåñòâà. Ïóñòü f : D \ {X} → Rn � ãîìåî-
ìîðôèçì ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.26), òàêîé

÷òî â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ X èìååò ìåñòî óñëîâèå (9.44) ïðè íåêîòîðîì
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δ(x0) < dist(x0, ∂D), ãäå

∥Kf∥n−1(x0, r) =

 ∫
S(x0,r)

Kn−1
f (x) dA


1

n−1

. (9.45)

Òîãäà îòîáðàæåíèå f èìååò ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå â D.

Çàìå÷àíèå 9.7. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 9.15 ñïðàâåäëè-
âî, åñëè X � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è

Hn−1(X) = 0 = Hn−1(C(X, f)). (9.46)

Êðîìå òîãî, óñëîâèå (9.44) ìîæíî çàìåíèòü íà óñëîâèå, ÷òî Kn−1
f (x) 6

6 Q(x) ï.â. äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè Q : Rn → [0,∞] êëàññà FMO(X) èëè
íà óñëîâèå

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Kn−1
f (x) dm(x) <∞ ∀ x0 ∈ X . (9.47)

Òåîðåìà 9.16. Ïóñòü D è D′ � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn, n > 3,
D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, à D′ èìååò ñëàáî ïëîñêóþ ãðàíèöó è
ïóñòü f : D → D′ � ãîìåîìîðôèçì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.26). Åñëè∫

D

Φ
(
Kn−1
f (x)

)
dm(x) <∞ (9.48)

äëÿ íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : [0,∞] → [0,∞], òàêîé ÷òî
∞∫
δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ (9.49)

ïðè íåêîòîðîì δ > Φ(0), òî f èìååò ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå f :
D → D′.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (9.49) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì, íî è
íåîáõîäèìûì äëÿ íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ íà ãðàíèöó îòîáðàæåíèé
f ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè âèäà (9.48) (ñì., íàïð., [229]).

Ëåììà 9.4. Ïóñòü D è D′ � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn, n > 3, D
ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, ∂D′ � ñëàáî ïëîñêàÿ, è ïóñòü f : D → D′ �
ãîìåîìîðôèçì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.26). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî∫

D(x0,ε)

Kn−1
f (x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = o (In(ε, ε0)) ∀ x0 ∈ ∂D (9.50)
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ïðè ε → 0 è íåêîòîðîì ε0 = ε(x0) > 0, ãäå D(x0, ε) = {x ∈ D : ε <
< |x−x0| < ε0} è ψ(t) � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà (0,∞),
òàêàÿ ÷òî

0 < I(ε, ε0) =

ε0∫
ε

ψ(t) dt <∞ ∀ ε ∈ (0, ε0) .

Òîãäà f èìååò ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå f : D → D′.

Òåîðåìà 9.17. Ïóñòü D è D′ � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn, n > 3,
D ëîêàëüíî ñâÿçíà â x0 ∈ ∂D, ∂D′ � ñëàáî ïëîñêàÿ, è ïóñòü f : D → D′ �
ãîìåîìîðôèçì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.26). Åñëè Kn−1

f (x) ≤ Q(x) ï.â.,

ãäå Q ∈ FMO(∂D), òî f èìååò ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå f : D →
→ D′.

Ñëåäñòâèå 9.11. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 9.17 èìååò
ìåñòî, åñëè

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Kn−1
f (x) dm(x) <∞ ∀x0 ∈ ∂D . (9.51)

9.6. Óñòðàíåíèå èçîëèðîâàííûõ îñîáåííîñòåé

Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíî áîëüøàÿ ñòåïåíü èíòåãðèðóåìîñòè äèëàòàöèè
Kf íå ãàðàíòèðóåò ïðîäîëæåíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè â íà÷àëî êîîðäèíàò
ãîìåîìîðôèçìà f ïðîêîëîòîãî åäèíè÷íîãî øàðà Bn \ {0} â Rn, n > 2,
êëàññà W 1,1

loc
, ñì. ïðåäëîæåíèå 6.3 â [252]. Ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ èìå-

þò áîëåå òîíêóþ ïðèðîäó.

Ïî òåîðåìå 4.1 èç ñòàòüè [40], ñì. òàêæå òåîðåìó 9.3 â ìîíîãðàôèè
[252], è íà îñíîâàíèè òåîðåìû 8.5, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 9.18. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, x0 ∈ D, è ïóñòü
f � ãîìåîìîðôèçì D \ {x0} â Rn êëàññà W 1,φ

loc
ñ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé

φ : R+ → R+, òàêîé ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî t∗ ∈ R+

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
n−2

dt <∞ . (9.52)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ε0∫
0

dr

||Kf ||n−1(x0, r)
= ∞ , (9.53)

ãäå ε0 < dist(x0, ∂D), è

||Kf ||n−1(x0, r) =

 ∫
S(x0,r)

Kn−1
f (x) dA


1

n−1

. (9.54)

Òîãäà f ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà D â Rn.

Ñëåäñòâèå 9.12. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 9.18 âåðíî,
åñëè

−
∫
|x−x0|=r

Kn−1
f (x) dA = O

(
logn−1 1

r

)
ïðè r → 0 . (9.55)

Äàëåå, ïî ëåììå 3.2 ïðè p = n, ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåî-
ðåìû 9.18 ñëåäóþùóþ îáùóþ ëåììó.

Ëåììà 9.5. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, x0 ∈ D, è ïóñòü f �
ãîìåîìîðôèçì D \ {x0} â Rn êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.52) è Kf ∈ Ln−1

loc
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî∫
ε<|x−x0|<ε0

Kn−1
f (x)·ψnx0,ε(|x−x0|) dm(x) = o(Inx0(ε)) ïðè ε→ 0 , (9.56)

ãäå ε0 < dist (x0, ∂D) è ψx0,ε(t) � ñåìåéñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ èçìåðè-
ìûõ (ïî Ëåáåãó) ôóíêöèé íà (0,∞), òàêèõ ÷òî

0 < Ix0(ε) =

ε0∫
ε

ψx0,ε(t) dt <∞ ∀ ε ∈ (0, ε0) . (9.57)

Òîãäà f ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà D â Rn.

Â ÷àñòíîñòè, âûáèðàÿ â ëåììå 9.5 ψ(t) = 1/(t log 1/t), ïîëó÷àåì ïî
ëåììå 1.2 ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå.

Òåîðåìà 9.19. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, x0 ∈ D, è f �
ãîìåîìîðôèçì D \ {x0} â Rn êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.52), òàêîé ÷òî

Kn−1
f (x) 6 Q(x) ï.â. â D (9.58)

182



Ãëàâà 9. Ëîêàëüíîå è ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà

äëÿ ôóíêöèè Q : Rn → R+, Q ∈ FMO(x0). Òîãäà f ïðîäîëæàåòñÿ äî
ãîìåîìîðôèçìà D â Rn.

Ñëåäñòâèå 9.13. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 9.19 âåðíî,
åñëè

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Kn−1
f (x) dm(x) <∞ . (9.59)

Àíàëîãè÷íî, âûáèðàÿ â ëåììå 9.5 ôóíêöèþ ψ(t) = 1/t, ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 9.20. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, x0 ∈ D, è f �
ãîìåîìîðôèçì D \ {x0} â Rn êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.52), òàêîé ÷òî∫

ε<|x−x0|<ε0

Kn−1
f (x)

dm(x)

|x− x0|n
= o

([
log

ε0
ε

]n)
, (9.60)

ãäå ε0 < dist(x0, ∂D). Òîãäà f ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà D â Rn.

Ñëåäñòâèå 9.14. Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå (9.60) è óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû 9.20 âåðíû, åñëè

Kf (x) = o

(
log

1

|x− x0|

)
ïðè x→ x0 . (9.61)

Ýòî æå âåðíî, åñëè

kf (r) = o

([
log

1

r

]n−1
)

ïðè r → 0 , (9.62)

ãäå kf (r) � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè K
n−1
f (x) ïî ñôåðå |x− x0| = r.

Çàìå÷àíèå 9.8. Âûáèðàÿ â ëåììå 9.5 ôóíêöèþ ψ(t) = 1/(t log 1/t)
âìåñòî ψ(t) = 1/t, ìû ìîæåì çàìåíèòü (9.60) óñëîâèåì∫

ε<|x−x0|<1

Kn−1
f (x) dm(x)(

|x− x0| log 1
|x−x0|

)n = o

([
log log

1

ε

]n)
, (9.63)

à (9.62) çàìåíèòü óñëîâèåì

kf (r) = o

([
log

1

r
log log

1

r

]n−1
)
. (9.64)
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Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü, ÷òîáû

kf (r) = O

([
log

1

r

]n−1
)
. (9.65)

Âîîáùå ãîâîðÿ, ìû ìîæåì çäåñü ïðèâåñòè öåëûé ðÿä ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ óñëîâèé â òåðìèíàõ ñóïåðïîçèöèé ëîãàðèôìîâ.

Èç òåîðåìû 9.18 òàêæå êàê è èç òåîðåìû 1.1 ïðè p = n− 1 ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 9.21. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, x0 ∈ D, è f �
ãîìåîìîðôèçì D \ {x0} â Rn êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.52), òàêîé ÷òî∫

D

Φ(Kn−1
f (x)) dm(x) <∞ (9.66)

äëÿ íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : R+ → R+. Åñëè

∞∫
δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ (9.67)

äëÿ íåêîòîðîãî δ > Φ(0), òî f ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà D â
Rn.

Çàìå÷àíèå 9.9. Îòìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 5.1 è çàìå÷àíèþ 5.1 â [229]
óñëîâèå (9.67) íå òîëüêî äîñòàòî÷íî, íî è íåîáõîäèìî äëÿ óñòðàíèìîñòè
èçîëèðîâàííûõ îñîáåííîñòåé f ñ èíòåãðàëüíûì îãðàíè÷åíèåì (9.66).

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèþ 1.4 óñëîâèå (9.67) ýêâèâàëåíòíî êàæäî-
ìó èç óñëîâèé (1.21)�(1.26) ïðè p = n − 1 è, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ

∞∫
δ

log Φ(t)
dt

tn′ = +∞ (9.68)

äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0, ãäå 1
n′ +

1
n
= 1, ò.å., n′ = 2 äëÿ n = 2, n′ ñòðîãî

óáûâàåò ïî n, è n′ = n/(n− 1) → 1 ïðè n→ ∞.

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû â ýòîì ïàðàãðàôå ñïðàâåäëè-
âû, â ÷àñòíîñòè, åñëè f ∈ W 1,p

loc
, p > n − 1 è, â ÷àñòíîñòè, åñëè f ∈ W 1,1

loc

è Kf ∈ Lq
loc
, q > n− 1, ñì., íàïð., ñëåäñòâèå 8.9.
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9.7. Óñòðàíåíèå NED-ìíîæåñòâ

Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî X ⊂ Rn, n > 2, íàçûâàåòñÿ íóëü-ìíîæåñòâîì
ýêñòðåìàëüíûõ äëèí, ñîêð. NED-ìíîæåñòâîì, åñëè

M (Γ(E,F,Rn)) =M (Γ(E,F,Rn\X)) (9.69)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîíòèíóóìîâ E è F ⊂ Rn\X.
Çàìå÷àíèå 9.10. Èçâåñòíî (ñì. [318]), ÷òî, åñëè X ⊂ Rn, n ≥ 2,

ÿâëÿåòñÿ NED-ìíîæåñòâîì, òî

|X| = 0 (9.70)

è X ëîêàëüíî íå ðàçáèâàåò Rn, ò.å.

dimX 6 n− 2 , (9.71)

ñì., íàïð., òåîðåìó VII.3 â [206], à òàêæå ðàáîòó [1]. Îáðàòíî, åñëè ìíî-
æåñòâî X ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, è

Hn−1(X) = 0 , (9.72)

òî X ÿâëÿåòñÿ NED-ìíîæåñòâîì, ñì. [318].
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äîïîëíåíèå NED-ìíîæåñòâà â Rn ÿâëÿåòñÿ âàæ-

íûì ñëó÷àåì QED-îáëàñòè.

Êàê è ðàíåå, ÷åðåç C(X, f) îáîçíà÷àåì ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî
îòîáðàæåíèÿ f : D → Rn äëÿ ìíîæåñòâà X ⊂ D,

C(X, f) : =
{
y ∈ Rn : y = lim

k→∞
f(xk), xk → x0 ∈ X, xk ∈ D

}
. (9.73)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà f : D → D′ ñïðàâåäëèâî âêëþ-
÷åíèå C(∂D, f) ⊆ ∂D′, ñì., íàïð., ïðåäëîæåíèå 13.5 â [252].

Ïî òåîðåìå 8.5 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ñì. òåîðåìó 10.3
â [40] èëè òåîðåìó 9.10 â [252].

Òåîðåìà 9.22. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, X � ìíîæåñòâî
â D, è ïóñòü f : D \ {X} → Rn � ãîìåîìîðôèçì êîíå÷íîãî èñêàæåíèÿ
êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.52). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X è C(X, f) � NED-

ìíîæåñòâà. Åñëè

δ(x0)∫
0

dr

||Kf ||n−1(x0, r)
= ∞ ∀ x0 ∈ X , (9.74)
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ãäå δ(x0) < dist(x0, ∂D) è

||Kf ||n−1(x0, r) =

 ∫
|x−x0|=r

Kn−1
f (x) dA


1

n−1

, (9.75)

òî f èìååò ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå èç D â Rn.

Çàìå÷àíèå 9.11. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 9.22 âûïîëíåíî,
åñëè X � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ñ

Hn−1(X) = 0 = Hn−1(C(X, f)) . (9.76)

Áîëåå òîãî, ïî ïðåäëîæåíèþ 5.2 ïîëó÷àåì òåîðåìà 9.22 âåðíà, åñëè âû-
ïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé (9.55)�(9.65) äëÿ äèëàòàöèè Kf â êàæ-
äîé òî÷êå x0 ∈ X.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.2 ïîëó÷àåì òàêæå ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå òåîðåìû
9.22.

Òåîðåìà 9.23.Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, X � NED-ìíîæåñòâî
â D, è ïóñòü f : D \ {X} → Rn � ãîìåîìîðôèçì êîíå÷íîãî èñêàæå-
íèÿ êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (9.52), òàêîé ÷òî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî

C(X, f) òàêæå ÿâëÿåòñÿ NED-ìíîæåñòâîì, è ïóñòü∫
D

Φ(Kn−1
f (x)) dm(x) <∞ (9.77)

äëÿ íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : R+ → R+. Åñëè

∞∫
δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ (9.78)

äëÿ íåêîòîðîãî δ > Φ(0), òî f èìååò ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå èç D
â Rn.
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Ãëàâà 10. Ñõîäèìîñòü è êîìïàêòíîñòü îòîáðàæåíèé

êëàññîâ Ñîáîëåâà

Äàííàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé, íà÷àòûõ â ãëàâå 1,
ñì. òàêæå ðàáîòû [233], [279] è [283]. Â ãëàâå 1 áûëè çàëîæåíû îñíîâû òåî-
ðèè ñõîäèìîñòè äëÿ îáùèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ãîìåîìîðôèçìîâ. Òàì æå
íà ýòîé îñíîâå áûëà ðàçâèòà òåîðèÿ êîìïàêòíîñòè äëÿ òàê íàçûâàåìûõ
êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ, èãðàþùèõ âàæíóþ ðîëü â òåîðèè îòîáðà-
æåíèé è â òåîðèè óðàâíåíèé Áåëüòðàìè, ñì., íàïð., ïî ýòîìó ïîâîäó ìî-
íîãðàôèè [188], [252] è ñòàòüè [227], [233]. Â ãëàâå 10 ïðèâåäåíû ñîîòâåò-
ñòâóþùèå òåîðåìû ñõîäèìîñòè è êîìïàêòíîñòè äëÿ îòîáðàæåíèé êëàññîâ
Îðëè÷à�Ñîáîëåâà è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ êëàññîâ Ñîáîëå-
âà, îñíîâàííûå íà óïîìÿíóòîé òåîðèè êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ.

10.1. Ââåäåíèå

Â ãëàâå 8, áûëî óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, ñì. ñëåäñòâèå 9.3 â
[233]. Ãîìåîìîðôèçìû, çàäàííûå â îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà Rn, n > 3,
êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà W 1,φ

loc
, ãäå íåïîñòîÿííûå íåïðåðûâíûå íåóáû-

âàþùèå ôóíêöèè φ : R+ → R+ ïðè íåêîòîðûõ t∗ ∈ (t0,∞), t0 = sup
φ(0)=0

t,

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ òèïà Êàëüäåðîíà:

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
n−2

dt <∞ , (10.1)

â ÷àñòíîñòè, êëàññîâ Ñîáîëåâà W 1,p
loc

ïðè p > n − 1, ñì. çàìå÷àíèå 8.1,
ÿâëÿþòñÿ êîëüöåâûìè Q∗-ãîìåîìîðôèçìàìè â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ D ñ
Q∗(x) = [Kf (x)]

n−1. Òàêèì îáðàçîì, ñîïîñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñ ðå-
çóëüòàòàìè ïî ñõîäèìîñòè êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ â ñåêöèè 1.4,
ïðèõîäèì ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðåçóëüòàòàì î ñõîäèìîñòè ãîìåîìîðôèç-
ìîâ êëàññîâ Ñîáîëåâà, à òàêæå Îðëè÷à�Ñîáîëåâà.

Â äàëüíåéøåì íàìè èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ I, Ī, R, R, R+, R+

è Rn äëÿ [1,∞), [1,∞], (−∞,∞), [−∞,∞], [0,∞), [0,∞] è Rn ∪ {∞},
ñîîòâåòñòâåííî.
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Êàê è ðàíåå, B(x, r), x ∈ Rn, n > 2, r > 0, îáîçíà÷àåò îòêðûòûé øàð
ñ öåíòðîì â x è ðàäèóñîì r, ò.å. B(x, r) = {z ∈ Rn : |z − x| < r }, è
Bn = B(0, 1).

10.2. Ñõîäèìîñòè ãîìåîìîðôèçìîâ êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà

Ëåììà 10.1. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, è ïóñòü
fj, j = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ D â Rn êëàññà

W 1,φ
loc

ñ óñëîâèåì (10.1), ñõîäÿùèõñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê îòîáðàæå-
íèþ f îòíîñèòåëüíî ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêè. Ïóñòü∫
ε<|x−x0|<ε0

Kn−1
f (x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = o(In(ε, ε0)) ∀ x0 ∈ D, (10.2)

ãäå o(In(ε, ε0))/I
n(ε, ε0) → 0 ïðè ε → 0 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ïà-

ðàìåòðà j = 1, 2, . . . äëÿ ε0 < dist (x0, ∂D) è èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ψ(t) :
(0, ε0) → [0,∞] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

0 < I(ε, ε0) :=

ε0∫
ε

ψ(t) dt <∞ ∀ ε ∈ (0, ε0) . (10.3)

Òîãäà îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîñòîÿííîé â Rn, ëèáî ãîìåîìîð-
ôèçìîì â Rn.

Çàìå÷àíèå 10.1. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå ëåììû 10.1 ñïðàâåäëèâî
äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ fj êëàññîâ W

1,p
loc

ïðè p > n−1, åñëè Kn−1
fj

(x) ≤ Q(x)

ï.â. â D ñ èçìåðèìîé ôóíêöèåé Q : D → (0,∞), òàêîé ÷òî∫
ε<|x−x0|<ε0

Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = o(In(ε, ε0)) ∀ x0 ∈ D . (10.4)

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, fj, j = 1, 2, . . . , �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ èç D â Rn êëàññà W 1,φ
loc

ñ óñëîâèåì
(10.1) è Kn−1

fj
(x) 6 Q(x) ï.â. â D, ãäå Q ∈ FMO. Åñëè fj → f ëîêàëüíî

ðàâíîìåðíî, òî îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîñòîÿííîé â Rn, ëèáî
ãîìåîìîðôèçìîì â Rn.
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Ñëåäñòâèå 10.1. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäåëüíîå îòîáðàæåíèå f ÿâëÿ-
åòñÿ ëèáî ïîñòîÿííîé â Rn, ëèáî ãîìåîìîðôèçìîì èç îáëàñòè D â ïðî-
ñòðàíñòâî Rn, êàê òîëüêî

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Q(x) dm(x) <∞ ∀ x0 ∈ D ,

ëèáî êîãäà êàæäàÿ òî÷êà x0 ∈ D ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ëåáåãà ôóíêöèè
Q ∈ L1

loc
.

Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü îáëàñòü D â Rn, n > 3, Q : D → Ī � ëîêàëüíî
èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
ε(x0) < dist (x0, ∂D),

ε(x0)∫
0

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

= ∞ ∀ x0 ∈ D , (10.5)

ãäå qx0(r) îáîçíà÷àåò ñðåäíåå èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Q(x) ïî
ñôåðå |x − x0| = r. Ïóñòü fj, j = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåî-

ìîðôèçìîâ D íà Rn êëàññà W 1,φ
loc
, ãäå ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(10.1) è Kn−1
fj

(x) 6 Q(x) ï.â. â D. Åñëè fj → f ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî, òî

îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîñòîÿííîé â Rn, ëèáî ãîìåîìîðôèçìîì
èç îáëàñòè D â Rn.

Ñëåäñòâèå 10.2. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 10.2 èìååò
ìåñòî, åñëè

qx0(r) = O

(
logn−1 1

r

)
∀ x0 ∈ D .

Ñëåäñòâèå 10.3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10.2 ïðåäåëüíîå îòîáðàæå-
íèå f ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîñòîÿííîé â Rn, ëèáî ãîìåîìîðôèçìîì â Rn ïðè
óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ Q èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëåáàíèå, ëèáî îñî-
áåííîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîãî òèïà ïîðÿäêà íå áîëåå, ÷åì n− 1 â êàæäîé
òî÷êå x0 ∈ D.

Òåîðåìà 10.3. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, à ôóíêöèÿ Q : D →
→ Ī ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà è∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x)

|x− x0|n
dm(x) = o

(
logn

1

ε

)
∀ x0 ∈ D (10.6)
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ïðè ε → 0 äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε0 = ε(x0) < dist (x0, ∂D).
Ïóñòü fj, j = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ D â Rn

êëàññà W 1,φ
loc
, ãäå ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (10.1) è Kn−1

fj
(x) 6

6 Q(x) ï.â. â D. Åñëè fj → f ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî, òî îòîáðàæåíèå f
ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîñòîÿííûì â Rn, ëèáî ãîìåîìîðôèçìîì â Rn.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèè Φ : Ī → R+ îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ Φ−1 : R+ → Ī ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî ïðàâèëó

Φ−1(τ) = inf
Φ(t)>τ

t .

Êàê îáû÷íî, çäåñü inf ñ÷èòàåì ðàâíûì ∞, åñëè ìíîæåñòâî òåõ t â Ī, äëÿ
êîòîðûõ Φ(t) > τ, ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ−1 òàêæå
íå óáûâàåò. Îòìåòèì, ÷òî åñëè h : Ī → Ī � ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ
ãîìåîìîðôèçì è φ : Ī → R+ � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî

(φ ◦ h)−1 = h−1 ◦ φ−1 . (10.7)

Òåîðåìà 10.4. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, Q : D → Ī �
èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ è Φ : Ī → R+ � íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∫

D

Φ (Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
6M <∞ (10.8)

è äëÿ íåêîòîðîãî δ > Φ(1)

∞∫
δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ . (10.9)

Äàëåå, ïóñòü fj, j = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ

èç D â Rn êëàññà W 1,φ
loc

ñ óñëîâèåì (10.1) è Kn−1
fj

(x) 6 Q(x) ï.â. â D.
Åñëè fj → f ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî, òî îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ëèáî
ïîñòîÿííûì â Rn, ëèáî ãîìåîìîðôèçìîì èç D â Rn.

Çàìå÷àíèå 10.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10.4 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ Φ(t) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íå íà âñåì îòðåçêå Ī, à ëèøü íà îòðåçêå
[t∗,∞] ãäå t∗ = Φ−1(δ). Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
Φ : Ī → R+, âûïóêëàÿ íà îòðåçêå [t∗,∞], ìîæåò áûòü çàìåíåíà íåóáû-
âàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèåé Φ∗ : Ī → R+, ìèíîðèðóþùåé ôóíêöèþ Φ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Φ∗(t) ≡ 0 ïðè t ∈ [1, t∗], Φ(t) = φ(t) ïðè
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t ∈ [t∗, T∗] è Φ∗ ≡ Φ(t) ïðè t ∈ [T∗,∞], ãäå τ = φ(t) � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç òî÷êó (0, t∗) è êàñàþùàÿñÿ ãðàôèêà ôóíêöèè τ = Φ(t) â òî÷êå
(T∗,Φ(T∗)), T∗ ∈ (t∗,∞). Ïî ïîñòðîåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî Φ∗(t) 6 Φ(t) ïðè
âñåõ T ∈ Ī è Φ∗(t) = Φ(t) äëÿ âñåõ t > T∗ è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ (10.8)
è (10.9) ñïðàâåäëèâû äëÿ Φ∗ ïðè òîì æå M è êàæäîãî δ > 0.

Áîëåå òîãî, â òåîðåìå 10.4 ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Φ ìè-
íîðèðóåòñÿ íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèåé Ψ íà îòðåçêå [T,∞], òàêîé
÷òî ïðè íåêîòîðîì T ∈ I è δ > Ψ(T ) âûïîëíåíî óñëîâèå

∞∫
δ

dτ

τ [Ψ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ . (10.10)

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (10.10) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â òåðìèíàõ ôóíêöèè
ψ(t) = logΨ(t):

∞∫
∆

ψ(t)
dt

tn′ = ∞ (10.11)

ïðè íåêîòîðîì ∆ > t0 ∈ [T,∞], ãäå t0 := sup
ψ(t)=−∞

t, t0 = T, åñëè ψ(T ) >

> −∞ è 1
n′+

1
n
= 1; ò.e. n′ = 2 äëÿ n = 2, n′ óáûâàåò ïî n è n′ = n/(n−1) →

→ 1 ïðè n→ ∞, ñì. ïðåäëîæåíèå 2.3 â [282]. ßñíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ψ
íå óáûâàåò è âûïóêëà, òî ôóíêöèÿ Φ = eψ òàêæå íåóáûâàåò è âûïóêëà,
îäíàêî, îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî. Òåì íå ìåíåå,
çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 10.4 ñïðàâåäëèâî, åñëè ψm(t), t ∈ [T,∞], âûïóêëà è
ñîîòíîøåíèå (10.11) âûïîëíåíî äëÿ ôóíêöèè ψm ïðè íåêîòîðîì m ∈ N,
ïîñêîëüêó eτ > τm/m! äëÿ âñåõ m ∈ N.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(t) = αt
1

n−1 ïðè α ∈ (0,∞) óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèþ (10.11), à ôóíêöèÿ eαt
1

n−1 âûïóêëà íà îòðåçêå [T,∞] ïðè
T >

[
n−2
α

]n−1
, ñì., íàïð., 1.4.4 â [141].

Ñëåäñòâèå 10.4. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 10.4 ñïðàâåä-
ëèâî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî α > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫

D

eαQ
1

n−1 (x) dm(x)

(1 + |x|2)n
6M <∞ . (10.12)

Àíàëîãè÷íîå çàêëþ÷åíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè Φ = eψ,
ãäå ψ(t) êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèè αtβ, α > 0, β > 1/(n − 1), è
íåêîòîðûõ ôóíêöèé âèäà [log(A1+ t)]

α1, [log log(A2+ t)]
α2 , . . . , αm > −1,
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Am ∈ R, m ∈ N, t ∈ [T,∞], ψ(t) ≡ ψ(T ), t ∈ [1, T ] äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî T ∈ I.

Çàìå÷àíèå 10.3. Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 10.1, çàêëþ÷åíèÿ ïðèâåäåí-
íûõ âûøå òåîðåì î ñõîäèìîñòè êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ fj îñòàþò-
ñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ êîëüöåâûõ Qj−ãîìåîìîðôèçìîâ fj, åñëè õîòÿ áû
îäíî èç óñëîâèé íà Q = Qj â òåîðåìàõ 10.1�10.4 è ñëåäñòâèÿ 10.1�10.3 âû-
ïîëíåíî ðàâíîìåðíî ïî ïàðàìåòðó j = 1, 2, . . .. Òàêèì îáðàçîì, çàìåíÿÿ
ïðèâåäåííûå âûøå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ Q íà ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ
íà ôóíêöèþ Kn−1

fj
, ðàâíîìåðíûå ïî ïàðàìåòðó j, ìû ïîëó÷àåì áîëåå îá-

ùèå òåîðåìû ñõîäèìîñòè ñîáîëåâñêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ áåç êàêîé-ëèáî
ïîòî÷å÷íîé ìàæîðàíòû Q(x) äëÿ Kn−1

fj
(x). Íèæå ìû ïðèâîäèì íåêîòî-

ðûå èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â ÿâíîé ôîðìå.

Òåîðåìà 10.5.Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, è ïóñòü Φ : R+ →
R+ � íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (10.9).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî fj, j = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèç-

ìîâ èç îáëàñòè D â ïðîñòðàíñòâî Rn êëàññà Îðëè÷à�Ñîáîëåâà W 1,φ
loc
, ãäå

φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (10.1), òàêèõ ÷òî∫
D

Φ(Kn−1
fj

(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
6M <∞ ∀ j = 1, 2, . . . . (10.13)

Åñëè fj → f ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî, òî f ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîñòîÿííûì â
Rn, ëèáî ãîìåîìîðôèçìîì â Rn.

Êîììåíòàðèè, ñäåëàííûå â çàìå÷àíèè 10.2 ïî ïîâîäó óñëîâèÿ âû-
ïóêëîñòè ôóíêöèè Φ è åå ìèíîðàíòû â òåîðåìå 10.4, îñòàþòñÿ â ñèëå è
ïî îòíîøåíèþ ê òåîðåìå 10.5. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
çàêëþ÷åíèå.

Ñëåäñòâèå 10.5.Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 10.5 èìååò
ìåñòî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî α > 0 âûïîëíåíî óñëîâèå∫

D

eαKf (x)
dm(x)

(1 + |x|2)n
6M <∞ . (10.14)

Àíàëîãè÷íîå çàêëþ÷åíèå âåðíî è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè Φ = eψ, ãäå ψ(t) �
êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèè αtβ, α > 0, β > 1/(n− 1), è íåêîòîðûõ
ôóíêöèé âèäà [log(A1 + t)]α1, [log log(A2 + t)]α2 , . . . , αm > −1, Am ∈ R,
m ∈ N, t ∈ [T,∞], ψ(t) ≡ ψ(T ), t ∈ [1, T ], ãäå T ∈ I äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Çàìå÷àíèå 10.4. Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ (10.13) è (10.8)
íà ôóíêöèè Kf è Φ ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â äðóãèõ ôîðìàõ, êîòîðûå
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èíîãäà áîëåå óäîáíû. À èìåííî, èç ñîîòíîøåíèÿ (10.7) ïðè h(t) = t
1

n−1

è φ(t) = Φ(tn−1), Φ = φ ◦ h, ñëåäóåò, ÷òî ïàðà óñëîâèé (10.13) è (10.9)
ýêâèâàëåíòíà óñëîâèÿì∫

D

φ(Kfj(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
6M <∞ ∀ j = 1, 2, . . . (10.15)

è
∞∫
δ

dτ

τφ−1(τ)
= ∞ (10.16)

äëÿ íåêîòîðîãî δ > φ(1). Êðîìå òîãî, ïî òåîðåìå 2.1 â [291] óñëîâèÿ
(10.15) è (10.16) ïðè φ = eψ, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:∫

D

eψ(Kfj
(x)) dm(x)

(1 + |x|2)n
6M <∞ ∀ j = 1, 2, . . . (10.17)

è
∞∫

∆

ψ(t)
dt

t2
= ∞ (10.18)

äëÿ íåêîòîðîãî ∆ > t0, ãäå t0 := sup
ψ(t)=−∞

t, t0 = 1 åñëè ψ(1) > −∞.

10.3. Íîðìàëüíûå ñåìåéñòâà ãîìåîìîðôèçìîâ

Íèæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå êðèòåðèè íîðìàëüíîñòè ñåìåéñòâ ãîìåîìîð-
ôèçìîâ êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà.

Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, è ïóñòü φ : R+ → R+ � íåïîñòîÿííàÿ
íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, Q : D → Ī � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Oφ

Q,∆ ñåìåéñòâî ãîìåîìîðôèçìîâ f êëàññà Îðëè÷à�
Ñîáîëåâà W 1,φ

loc
, òàêèõ ÷òî Kn−1

f (x) 6 Q(x) ï.â. è h
(
Rn \ f(D)

)
> ∆ > 0.

Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì ÷åðåç SpQ,∆ � êëàññ Oφ
Q,∆ ñ φ(t) = tp, p > 1. Íà-

êîíåö, ïóñòü SQ,∆ � ñåìåéñòâî âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ f îáëàñòè D â Rn

êëàññà Ñîáîëåâà W 1,1
loc
, òàêèõ ÷òî Kn−1

f (x) 6 Q(x) ï.â. è h
(
Rn \ f(D)

)
>

> ∆ > 0. Çäåñü è äàëåå ÷åðåç h(A) áóäåì îáîçíà÷àòü ñôåðè÷åñêèé (õîð-
äàëüíûé) äèàìåòð ìíîæåñòâà A â Rn.
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Ëåììà 10.2. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3, ∆ > 0 è Q : D → Ī
� èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (10.4). Òîãäà êëàññû
Oφ
Q,∆, S

p
Q,∆ è SQ,∆ îáðàçóþò íîðìàëüíûå ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé ïðè

óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (10.1), ëèáî, ñî-
îòâåòñòâåííî, p > n− 1 è Q ∈ Lγ

loc
, γ > 1.

Çàìå÷àíèå 10.5. Ëåììà 10.2 ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 1.7
äëÿ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå ëåììû 10.2 âûïîëíåíî
ïðè óñëîâèè íà ôóíêöèþQ èç òåîðåì 10.1�10.4 è ñëåäñòâèé 10.1�10.3, ñì.,
íàïð., ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòåðèè íîðìàëüíîñòè â ðàáîòå [233]. Ïî ýòîìó
ïîâîäó, ñì. òàêæå ïàðàãðàô 1.4, ãäå óêàçàíû âçàèìîñâÿçè ðàçëè÷íûõ
óñëîâèé íà ôóíêöèþ Q ñ óñëîâèåì (10.4).

Êðîìå òîãî, êàê ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 6.1 ðàáîòû [283], çàêëþ÷åíèÿ
î ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè è íîðìàëüíîñòè ñåìåéñòâ êîëüöåâûõ Q-
ãîìåîìîðôèçìîâ âûïîëíåíû äëÿ ïåðåìåííûõ ôóíêöèé Q, îäíàêî, ëèøü
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ Q èç ëåì-
ìû 10.1, òåîðåì 10.1�10.4 è ñëåäñòâèé 10.1�10.3 âûïîëíåíû ðàâíîìåðíî.
Òàêèì îáðàçîì, çàìåíÿÿ óïîìÿíóòûå âûøå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ Q ñî-
îòâåòñòâóþùèìè ðàâíîìåðíûìè óñëîâèÿìè íà ôóíêöèþ Kn−1

f , ïîëó÷à-
åì áîëåå øèðîêèé êðóã ðåçóëüòàòîâ î íîðìàëüíîñòè ñåìåéñòâ ãîìåîìîð-
ôèçìîâ êëàññîâ Ñîáîëåâà áåç êàêîé-ëèáî ïîòî÷å÷íîé ìàæîðàíòû Q äëÿ
Kn−1
f . Íåêîòîðûå èç ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ â ÿâíîé ôîðìå ïðèâåäåíû

íèæå.

Ïóñòü Φ : Ī → R+ � íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ çàäàííûõ
÷èñåë ∆ ∈ (0, 1) è M ∈ (0,∞) îáîçíà÷èì ÷åðåç Oφ

Φ ñåìåéñòâî âñåõ ãîìåî-
ìîðôèçìîâ f èç îáëàñòè D â Rn êëàññà Îðëè÷à�Ñîáîëåâà W 1,φ

loc
òàêèõ,

÷òî h
(
Rn \ f(D)

)
> ∆ è∫

D

Φ(Kn−1
f (x))

dm(x)

(1 + |x|2)n
6M . (10.19)

Äàëåå, ïóñòü SpΦ � êëàññ Oφ
Φ, ãäå φ(t) = tp, p > 1.

Êðîìå òîãî, ïóñòü S∗
Φ,α, α > 1, � ñåìåéñòâî âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ f

èç îáëàñòè D â Rn êëàññà W 1,1
loc

òàêèõ ÷òî h
(
Rn \ f(D)

)
> ∆ è∫

D

Φ(Kα
f (x))

dm(x)

(1 + |x|2)n
6M . (10.20)

Íàêîíåö, äëÿ çàäàííîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèè ψ : Ī → R+ òàêîé, ÷òî

ïðè íåêîòîðûõ m ∈ N è T ∈ I ôóíêöèÿ ψm
(
t

1
n−1

)
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà
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îòðåçêå [T,∞], îáîçíà÷èì ÷åðåç Sψ∗ ñåìåéñòâî âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ f èç
îáëàñòè D â Rn êëàññà Ñîáîëåâà W 1,1

loc
òàêèõ, ÷òî h

(
Rn \ f(D)

)
> ∆ è∫

D

eψ(Kf (x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
6M . (10.21)

Ïðèìåíÿÿ ê êëàññó Sψ∗ çàìå÷àíèå 1.8 (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 6.1 èç ðàáîòû
[283]), à òàêæå çàìå÷àíèå 10.2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 10.3. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 3. Òîãäà êëàññû Oφ
Φ è

Sψ∗ , S
p
Φ è S∗

Φ,α ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè, åñëè φ, Φ è ψ óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì (10.1), (10.9) è (10.18), ñîîòâåòñòâåííî, p > n− 1 è

∞∫
δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1
α

= ∞ , δ > Φ(1) , α > n− 1 . (10.22)

10.4. Êëàññû Îðëè÷à�Ñîáîëåâà è èíòåãðàë Äèðèõëå

Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò ïðèâåäåíû òåîðåìû î ïðèíàäëåæíîñòè îáðàò-
íûõ îòîáðàæåíèé ê êëàññó ãîìåîìîðôèçìîâ ñ îãðàíè÷åííûì èíòåãðàëîì
Äèðèõëå, à òàêæå î ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòü è íîðìàëüíîñòè ñå-
ìåéñòâ îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé.

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè-
÷åííûì èíòåãðàëîì Äèðèõëå. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü íàé-
äåíî â § 2 ãë. IV â [104]. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : D → Rn ïðèíàäëåæèò êëàññó BLn/2k â
D, åñëè f ∈ W 1,1

loc
è

J(f,D) =

∫
D

[
n∑
i=1

n∑
j=1

(
∂fi
∂xj

)2
]n/2

dm(x) 6 k <∞ . (10.23)

Ïðè ýòîì, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f ∈ BLn/2, åñëè íàéä¼òñÿ k < ∞, òàêîå
÷òî f ∈ BL

n/2
k . Íàïîìíèì, ÷òî êîëåáàíèåì îòîáðàæåíèÿ f : D → Rn

íà ìíîæåñòâå E ⊂ D íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ω(E, f) = sup
x1,x2∈E

|f(x1)− f(x2)| .
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Îòîáðàæåíèå f : D → Rn íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ âñÿêîé
îáëàñòè G ⊂ D òàêîé, ÷òî G ⊂ D âûïîëíåíî óñëîâèå ω(G, f) = ω(∂G, f).
Îòìåòèì, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, êàæäûé ãîìåîìîðôèçì f : D → Rn ÿâëÿ-
åòñÿ ìîíîòîííûì îòîáðàæåíèåì. Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü
íàéäåíû â ìîíîãðàôèè [2] (ñì. §, 1, ñ. 518 è § 3, ñ. 539). Ñå÷åíèå ôèêñèðî-
âàííîé ñôåðû S(a, r) â Rn âñÿêîé ãèïåðïëîñêîñòüþ, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
å¼ öåíòð, áóäåì íàçûâàòü ìàëîé îêðóæíîñòüþ. Î÷åâèäíî, ïðîèçâîëü-
íàÿ ìàëàÿ îêðóæíîñòü ðàçäåëÿåò ñôåðó íà äâå êîìïîíåíòû; òà èç íèõ,
êîòîðàÿ íå âûõîäèò çà ïðåäåëû ïîëóñôåðû, íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêèì
êðóãîì. Ïóñòü K � ñôåðè÷åñêèé êðóã. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ òî÷êà O ∈ K, íàçûâàåìàÿ öåíòðîì ñôåðè÷åñêîãî êðóãà,
îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëèíû äóã, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êó O ñ
ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé ñôåðû âäîëü ñôåðû S(a, r), ïîñòîÿííû. Ýòó äëèíó
äóãè íàçûâàþò ñôåðè÷åñêèì ðàäèóñîì êðóãà K.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ìîíîãðàôèè [104] (ñì. ñëåäñòâèå
â § 2 ãë. IV, ñ. 120).

Ïðåäëîæåíèå 10.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : D → Rn ïðèíàäëå-
æèò êëàññó BLn/2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ 0 < r1 < r2, òàêèå
÷òî ìíîæåñòâî S(a, r) ∩ D íå ïóñòî ïðè âñåõ r ∈ [r1, r2]. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Kr îòêðûòûé ñôåðè÷åñêèé êðóã ñôåðè÷åñêîãî ðàäèóñà R(r) 6 πr

2
,

Kr ⊂ S(a, r) ∩D. Ïóñòü ïî÷òè âñþäó íà [r1, r2] îïðåäåëåíû èçìåðèìûå

ôóíêöèè Ω(r) 6 ω(Kr, f) è α(r) > 2R(r)
πr

. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàé-
ä¼òñÿ r ∈ [r1, r2], äëÿ êîòîðîãî

Ω(r) 6 (α(r)(Mn + ε)J(f,Dr1,r2))
1/n · log−1/n

(
r2
r1

)
,

ãäå Dr1,r2 :=
∪

r∈[r1,r2]
S(a, r) ∩D.

Ñëåäóþùàÿ îöåíêà èñêàæåíèÿ ðàññòîÿíèÿ â êëàññå ∈ BLn/2 áûëà
îïóáëèêîâàíà â ìîíîãðàôèè [104] ïðè n = 3. Ìû ïðèâîäèì çäåñü ïîëíîå
äîêàçàòåëüñòâî ýòîé îöåíêè â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî n > 2, ïîñêîëüêó
äîêàçàòåëüñòâî â [104] ñîäåðæàëî íåòî÷íîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 10.2. Ïóñòü f : D → Rn � ìîíîòîííîå îòîáðàæå-
íèå, ïðèíàäëåæàùåå êëàññó BLn/2, òî÷êè x′ è x′′ ∈ D óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ |x′−x′′| < 2 è, êðîìå òîãî, øàð B

(
x′+x′′

2
,
√

|x′−x′′|
2

)
ñîäåðæèòñÿ

â D âìåñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì. Òîãäà

|f(x′)− f(x′′)| 6 (2MnJ(f,D))1/n log−1/n 2

|x′ − x′′|
, (10.24)
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ãäå J(f,D) çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèåì (10.23), à Mn � íåêîòîðàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàåì x0 := 1
2
(x′ + x′′), r := 1

2
|x′ − x′′|,

r0 :=
√
r è ðàññìîòðèì ñôåðó S(x0, t), t ∈ [r, r0]. Ïîñêîëüêó f íåïðå-

ðûâíî, à S(x0, t) � êîìïàêò â Rn, íàéäóòñÿ òî÷êè a, b ∈ S(x0, t), äëÿ
êîòîðûõ ω(S(x0, t), f) = |f(a) − f(b)|. Ïóñòü Kt � ñôåðè÷åñêèé êðóã ðà-
äèóñà R 6 πt/2, òàêîé ÷òî a è b ∈ Kt. Òîãäà ω(S(x0, t), f) 6 ω(Kt, f)
ââèäó íåïðåðûâíîñòè f è ïî ïðåäëîæåíèþ 10.1 äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàé-
ä¼òñÿ r ∈ [r, r0] òàêîå, ÷òî

ω(S(x0, r), f) 6 [α(r)(2(Mn + ε))J(f,D)]1/n · log−1/n

(
2

|x′ − x′′|

)
, (10.25)

ãäå Mn � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f ìîíîòîííî,

ω(B(x0, r), f) 6 ω(B(x0, r), f) = ω(S(x0, r), f) . (10.26)

Çàìåòèì, ÷òî x′, x′′ ∈ B(x0, r), è ïîýòîìó

|f(x′)− f(x′′)| 6 ω(B(x0, r), f) . (10.27)

Òàêèì îáðàçîì, èç ñîîòíîøåíèé (10.25)�(10.27) è ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0
â (10.25) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (10.24). 2

Èñïîëüçóåìîå íèæå îïðåäåëåíèå àïïðîêñèìàòèâíîãî äèôôåðåíöèà-
ëà îòîáðàæåíèÿ f ìîæíî íàéòè, íàïð., â ðàçä. 3.1.2 â [108]. Ïóñòü A �
íåâûðîæäåííàÿ (n × n)�ìàòðèöà. Òîãäà å�å ïðèñîåäèí¼ííàÿ ìàòðèöà
(îáîçíà÷àåìàÿ ñèìâîëîì adjA) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ A · adjA =
= IdetA, ò.å. adjA = A−1detA.

Íàïîìíèì, ÷òî âíóòðåííåé äèëàòàöèåé îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

KI(x, f) =
|Jf (x)|
l (f ′(x))n

,

ãäå l (f ′(x)) = min
h∈Rn,|h|=1

|f ′(x)h|, åñëè Jf (x) ̸= 0; KI(x, f) = 1, åñëè f ′(x) =

0; KI(x, f) = ∞ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.
Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî âíåøíåé äèëàòàöèåé îòîáðàæåíèÿ f â òî÷-

êå x íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

KO(x, f) =
∥f ′(x)∥n

|J(x, f)|
,
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åñëè J(x, f) ̸= 0; KO(x, f) = 1, åñëè f ′(x) = 0; è KO(x, f) = ∞ â îñòàëü-
íûõ òî÷êàõ.

Îäíèì èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 10.6. Ïóñòü f : D → D′ � ãîìåîìîðôèçì êëàññà Îð-
ëè÷à�Ñîáîëåâà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì òèïà Êàëüäåðîíà (10.1) òàêîé, ÷òî

KO(x, f) ∈ Ln−1
loc

. Òîãäà îòîáðàæåíèå g := f−1 ïðèíàäëåæèò êëàññóW 1,n
loc

è ∫
D′

∥g′(y)∥ndm(y) =

∫
D

KI(x, f)dm(x) . (10.28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1.2 â [224] îòîáðàæåíèå f îáëàäàåò
N−1-ñâîéñòâîì. Òàê êàê ïî òåîðåìå 8.1 îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî
ïî÷òè âñþäó, òî ïî òåîðåìå 1 â [71] Jf (x) ̸= 0 ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ D.
Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå x0 äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ f ñ
Jf (x0) ̸= 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∥adj f ′(x0)∥ 6 ∥f ′(x)∥n−1 (10.29)

(ñì. ï. 2.1 § 1 ãë. I â [77], ñ. 21). Äàëåå, ïî íåðàâåíñòâó Ã¼ëüäåðà

∥∂if∥Ln−1(C) 6 ∥Kf∥
1
n

Ln−1(C) · (m(f(C)))
1
n <∞ , (10.30)

ãäå C � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò â îáëàñòè D. Èç (10.29) è (10.30) ñëåäóåò,
÷òî ∥adj f ′(x)∥ ∈ L1

loc
. Êðîìå òîãî, ïî òåîðåìå 8.3 îòîáðàæåíèå f îáëà-

äàåò N -ñâîéñòâîì íà ïî÷òè âñåõ ãèïåðïëîñêîñòÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, f−1 ∈
W 1,1

loc
(f(D)) ïî òåîðåìå 1 â [13]. Òåïåðü, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü âêëþ-

÷åíèå f−1 ∈ W 1,n(D′), íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ∥g′(y)∥n ∈ L1(D),
ò.å., ÷òî

∫
D′

∥g′(y)∥n dm(y) < ∞, ãäå g := f−1 (ñì. òåîðåìó 2 ðàçä. 1.1.3

â [63]).
Ïîñêîëüêó, êàê áûëî óñòàíîâëåíî, g ∈ W 1,1

loc
(D′), ïðè ïî÷òè âñåõ

y ∈ D′ îòîáðàæåíèå g èìååò îáû÷íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (ñì. òåî-
ðåìó 1 ðàçä. 1.1.3 â [63]), âñëåäñòâèå ÷åãî f ïî÷òè âñþäó àïïðîêñèìà-
òèâíî äèôôåðåíöèðóåìî (ñì. òåîðåìó 3.1.4 â [108]). Òàê êàê g ÿâëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèåì ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì (ñì. òåîðåìó 1 â [13]), ÿêîáèåâà
ìàòðèöà g′(y) íóëåâàÿ ïðè ïî÷òè âñåõ y òàêèõ, ÷òî Jg(y) = 0; òàêèì îá-
ðàçîì, ∥g′(y)∥n = Kg(y) · Jg(y) ïðè ïî÷òè âñåõ y ∈ D′ (ñîãëàñíî òåîðèè
èíòåãðàëà 0 · ∞ = 0, ñì. § 3 ãë. I â [88]).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B (áîðåëåâî) ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê y ∈ D′, ãäå
îòîáðàæåíèå g èìååò îáû÷íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è Jg(y) = det g′(y) ̸=
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̸= 0. Ïî òåîðåìå 3.1.8 â [108] ìíîæåñòâî B ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà íå áî-
ëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ÷èñëî áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Bl, l = 1, 2, . . . , òàêèõ ÷òî
îòîáðàæåíèå gl = g|Bl

ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì. Ïî òåîðåìå Êèðñáðàóíà,
ñì. òåîðåìó 2.10.43 â [108], êàæäîå îòîáðàæåíèå gl ìîæåò áûòü ïðîäîë-
æåíî äî ëèïøèöåâñêîãî îòîáðàæåíèÿ g̃l : Rn → Rn, ïðè ýòîì ïî òåîðåìå
Ðàäåìàõåðà�Ñòåïàíîâà g̃l äèôôåðåíöèðóåìî ïî÷òè âñþäó â Rn (ñì. òåî-
ðåìó 3.1.6 â [108]) è, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè àïïðîêñèìàòèâíîãî äèôôå-
ðåíöèàëà (ñì. ðàçä. 3.1.2 â [108]), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè âñåõ y ∈ Bl

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî g̃l
′(y) = g′(y). Òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g̃l � îäíî-

ëèñòíûå (âçàèìíî îäíîçíà÷íûå) íà Bl (ñì., íàïð., ëåììó 3.2.2 â [108]) è
÷òî ìíîæåñòâà Bl ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.2.5 â [108] íà Bl, l = 1, 2, . . . , ñóììèðóÿ ïî âñåì
Bl, ó÷èòûâàÿ N−1-ñâîéñòâî îòîáðàæåíèÿ f, ïîëó÷àåì∫

D′

∥g′(y)∥n dm(y) =

∫
D′

Kg(y) · Jg(y) dm(y) =

=

∫
D′

Kg(g
−1(g(y))) · Jg(y) dm(y) =

∫
f−1(D′)

Kg

(
g−1(x)

)
dm(x) . (10.31)

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ââåä¼ííûì îáîçíà÷åíèÿì g′(g−1(x)) = g′(f(x)) è
ïî òåîðåìå 4 ãë. VIII § 3 â [33] g′(f(x)) = (f ′(x))−1 â êàæäîé òî÷êå x
äèôôåðåíöèðóåìîñòè è íåâûðîæäåííîñòè îòîáðàæåíèÿ f. Çíà÷èò, ïðè
ïî÷òè âñåõ x ∈ D.

∥g′ (f(x)) ∥ =
1

l (f ′(x))
, Jg (f(x)) =

1

Jf (x)
(10.32)

(ñì. ñíîâà òåîðåìó 2.1 è ñîîòíîøåíèÿ (2.4)�(2.7) ï. 2.1 § 1 ãë. I â [77]).
Òàêèì îáðàçîì, èç (10.31) è (10.32) ïîëó÷àåì (10.28). 2

Ñëåäñòâèå 10.6. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 10.6∫
D′

∥g′(y)∥ndm(y) 6
∫
D

Kn−1
O (x, f) dm(x) . (10.33)

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû 10.6 è õîðîøî èçâåñòíîãî íåðà-
âåíñòâà KI(x, f) 6 Kn−1

O (x, f) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈ D äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ f ñ Jf (x) ̸= 0, ñì. ï. 2.1 ãë. I â [77]. 2
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Ñëåäñòâèå 10.7. Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî (10.28) è íåðàâåíñòâî
(10.33) èìåþò ìåñòî, åñëè f ∈ W 1,p

loc
ñ íåêîòîðûì p > n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè çàêëþ÷åíèÿ ñëåäñòâèÿ 10.7
äîñòàòî÷íî âûáðàòü â òåîðåìå 10.6 è ñëåäñòâèè 10.6 ôóíêöèþ φ(t) = tp,
p > n− 1. 2

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòåé D ⊂ Rn è D′ ⊂ Rn îáîçíà÷èì ñèìâî-
ëîì Oφ

Q(D,D
′) ñåìåéñòâî âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ f : D → D′, f(D) = D′,

ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì êëàññà Îðëè÷à�Ñîáîëåâà W 1,φ
loc
, òàêèõ ÷òî è

KI(x, f) 6 Q(x) ïî÷òè âñþäó.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ D[
n∑
i=1

n∑
j=1

(
∂gi
∂yj

)2
]n/2

6 nn/2 · ∥g′(y)∥n , (10.34)

ïîýòîìó èç (10.28) âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 10.8. Ïóñòü ãîìåîìîðôèçì ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì
f ∈ Oφ

Q(D,D
′), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óñëîâèå Êàëüäåðîíà (??) è, êðîìå

òîãî, Q ∈ L1(D). Òîãäà îòîáðàæåíèå g := f−1 ïðèíàäëåæèò êëàññó
BLn/2 â D′ è∫

D′

[
n∑
i=1

n∑
j=1

(
∂gi
∂yj

(y)

)2
]n/2

dm(y) 6 C(D,Q, n) <∞ ,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C(D,Q, n) çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà n è L1-íîðìû ôóíêöèè Q â D. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé òî÷êè y0 ∈ D′

íàéä¼òñÿ δ > 0, δ < dist (y0, D′), òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ x′, x′′ ∈ B(y0, δ) è
îòîáðàæåíèé g òàêèõ, ÷òî g−1 = f ∈ Oφ

Q(D,D
′), âûïîëíåíî íåðàâåí-

ñòâî

|g(x′)− g(x′′)| 6 C0(D,Q, n) log
−1/n 2

|x′ − x′′|
, (10.35)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C0(D,Q, n) çàâèñèò òîëüêî îò n è L1-íîðìû Q â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâ (10.28) è (10.34) âûòåêàåò, ÷òî

∫
D′

[
n∑
i=1

n∑
j=1

(
∂gi
∂yj

)2
]n/2

dm(y) 6 nn/2 ·
∫
D

Q(x) dm(x) <∞ . (10.36)
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Çíà÷èò, g := f−1 ∈ BLn/2(D′). Ñîîòíîøåíèå (10.35), âûïîëíåííîå ñ íåêî-
òîðîé ïîñòîÿííîé C0(D,Q, n) < ∞ (çàâèñÿùåé òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà n è L1-íîðìû ôóíêöèè Q â D), ñëåäóåò èç (10.36) íà îñíî-
âå ïðåäëîæåíèÿ 10.2. 2

Èç îöåíêè (10.35) âûòåêàåò ñëåäóþùåå âàæíîå

Ñëåäñòâèå 10.9. Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 10.8 ñåìåéñòâî âñåõ îòîá-
ðàæåíèé g = f−1 òàêèõ, ÷òî f ∈ Oφ

Q,(D,D
′), îáðàçóåò ðàâíîñòåïåííî

íåïðåðûâíîå, à, ñëåäîâàòåëüíî, è íîðìàëüíîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé.

10.5. Îñíîâíàÿ ëåììà

Ñëåäóþùàÿ ëåììà áûëà äîêàçàíà ðàíåå äëÿ îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åí-
íûì èñêàæåíèåì â ðàáîòå [186], ëåììà 4.7, à òàêæå äëÿ îòîáðàæåíèé ñ
êîíå÷íûì èñêàæåíèåì äëèíû â ìîíîãðàôèè [252], ëåììà 8.6.

Ëåììà 10.4. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, è ïóñòü fj,
j = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ èç îáëàñòè D â Rn

êëàññà W 1,1
loc
, ñõîäÿùàÿñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê îòîáðàæåíèþ

f : D → Rn. Òîãäà

Pf (x0) 6 lim inf
h→0

lim inf
j→∞

1

hn

∫
C(x0,h)

Pfj(y) dm(y) (10.37)

â êàæäîé òî÷êå x0 äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ f, ãäå C(x0, h) �
êóá â Rn ñ öåíòðîì â òî÷êå x0, ÷üè ðåáðà äëèíû h îðèåíòèðîâàíû âäîëü
ãëàâíûõ îñåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (f ′(x0)z, f

′(x0)z).

Çäåñü ìû èñïîëüçóåì äèëàòàöèþ Pf , îïðåäåëåííóþ â (8.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
x0 = 0, f(0) = 0, è fj(0) = 0, j = 1, 2, . . .. Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ â Rn, îáðàçîâàííûé ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ëèíåé-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f ′(0)∗f ′(0). Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî f ′(0)Bn ÿâëÿ-
åòñÿ ýëëèïñîèäîì, ÷üè ïîëóîñè λ1 6 λ2 6 . . . 6 λn åñòü íåîòðèöàòåëü-
íûå êâàäðàòíûå êîðíè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû
f ′(0)∗f ′(0). Ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f ′(0) ̸= 0, ò.e., λn > 0, ïîñêîëü-
êó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Pf (0) = 1 è íåðàâåíñòâî (10.37) î÷åâèäíî. Ïóñòü
òàêæå C(h) : = C(0;h).
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Â ñèëó òîãî, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå 0, äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ = δ(ε) > 0, òàêîå ÷òî

|f(y)− f ′(0)y| < hε

äëÿ âñåõ h ∈ (0, δ) è y ∈ C(h). Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó fj → f ëîêàëüíî
ðàâíîìåðíî, èìååì äëÿ âñåõ y ∈ C(h), ÷òî

|fj(y)− f ′(0)y| < hε (10.38)

ïðè j > j0. Ìíîæåñòâî f ′(0)C(h) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ïàðàëëåëåïè-
ïåäîì

(−λ1h/2, λ1h/2)× · · · × (−λnh/2, λnh/2),

êîòîðûé ìîæåò âûðîæäàòüñÿ, åñëè λi = 0, i = 1, . . . , k, 0 < k < n, ÷üè
ðåáðà îðèåíòèðîâàíû âäîëü áàçèñíûõ âåêòîðîâ ẽk+1, . . . , ẽn â Rn,

ẽi =
f ′(0)ei
|f ′(0)ei|

, i = k + 1, . . . , n,

è íåêîòîðûõ âåêòîðîâ ẽ1, . . . , ẽk, êîòîðûå îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ê (n − k)-ìåðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó
ïðîñòðàíñòâà Rn, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè ẽk+1, . . . , ẽn. Èç íåðàâåíñòâà
(10.38) ñëåäóåò, ÷òî âñå òî÷êè fj(y), y ∈ C(h), ëåæàò â ïàðàëëåëåïèïåäå(

−
(
λ1
2

+ ε

)
h,

(
λ1
2

+ ε

)
h

)
× · · · ×

(
−
(
λn
2

+ ε

)
h,

(
λn
2

+ ε

)
h

)
.

Çäåñü ïðîñòðàíñòâî Rn ñíàáæåíî áàçèñîì ẽ1, . . . , ẽn. Òàêèì îáðàçîì,

mes(fj(C(h))) 6 hn(λ1 + 2ε)(λ2 + 2ε) · · · (λn + 2ε). (10.39)

Èç (10.39) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî∫
C(h)

|Jfj(y)| dm(y) 6 mes(fj(C(h))) 6 hn(|Jf (0)|+△(ε)) , (10.40)

ãäå △(ε) → 0 ïðè ε→ 0, ïîñêîëüêó Jf (0) = λ1λ2 · . . . · λn.

Ðàññìîòðèì (n−1)-ìåðíûé êóá C∗(h) ñ öåíòðîì â òî÷êå x = 0 è ðåá-
ðàìè äëèíû h, îðèåíòèðîâàííûìè âäîëü âåêòîðîâ e1, . . . , en−1. Ðàññìîò-
ðèì îòðåçîê l(z), z ∈ C∗(h), ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê C∗(h), ëåæàùèé âíóòðè
C(h). Îáîçíà÷èì ÷åðåç lj(z) äëèíó êðèâîé fj(l(z)). Ïîñêîëüêó fj ∈ W 1,1

loc
,
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ïî òåîðåìå 1 ðàçäåëà 1.1.3 è òåîðåìå ðàçäåëà 1.1.7 ðàáîòû [257] îòîáðà-
æåíèå fj ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì íà l(z) äëÿ ï.â. z ∈ C∗(h).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1.3 èç [320] ïîëó÷àåì, ÷òî

lj(z) =

h/2∫
−h/2

|f ′
j(z, yn)en| dyn (10.41)

äëÿ ï.â. z ∈ C∗(h) îòíîñèòåëüíî (n − 1)-ìåðíîé ìåðû Ëåáåãà. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñîîòíîøåíèå (10.38) âëå÷åò, ÷òî

lj(z) > (|f ′(0)en| − 2ε)h = (λn − 2ε)h.

Ïîýòîìó èç (10.41) âûòåêàåò îöåíêà

h/2∫
−h/2

|f ′
j(z, yn)en| dyn > h(λn − 2ε)

äëÿ ï.â. z ∈ C∗(h). Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðóÿ ïî C∗(h) è èñïîëüçóÿ
òåîðåìó Ôóáèíè, âèäèì, ÷òî∫

C(h)

|f ′
j(y)en| dm(y) > hn(λn − 2ε). (10.42)

Ïóñòü Kfj(y) ̸= ∞ ï.â. â C(h). Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Ã�åëüäåðà ïîëó-
÷àåì, ÷òî∫
C(h)

|f ′
j(y)en| dm(y) 6

∫
C(h)

∥f ′
j(y)∥ dm(y) =

∫
C(h)

K
1/n
fj

(y) Jfj(y)
1/n dm(y) 6

(10.43)

6

 ∫
C(h)

K
1

n−1

fj
(y) dm(y)


n−1
n
 ∫
C(h)

Jfj(y) dm(y)


1
n

.

Çäåñü ìû òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâîì ∥f ′
j(y)∥n = Kfj(y) Jfj(y)

ï.â. Êîìáèíèðóÿ (10.43), (10.40) è (10.42), çàêëþ÷àåì, ÷òî(
(λn − 2ε)n

|Jf (0)|+△(ε)

) 1
n−1

6 1

hn

∫
C(h)

K
1

n−1

fj
(y) dm(y) .
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî òàêæå ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå
Kfj(y) = ∞ íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà ∞.

Òàêèì îáðàçîì, óñòðåìëÿÿ j → ∞, çàòåì h → 0 è, íàêîíåö, ε → 0,
ìû çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî. 2

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Éåíñåíà ê (10.37), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå çà-
êëþ÷åíèå.

Ñëåäñòâèå 10.10. Â óñëîâèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 10.4

Φ (Pf (x0)) 6 lim inf
h→0

lim inf
j→∞

1

hn

∫
C(x0,h)

Φ
(
Pfj (y)

)
dm(y) (10.44)

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : Ī → R+.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôóíêöèè Φ(t) = tn−1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Ñëåäñòâèå 10.11. Â óñëîâèÿõ ëåììû 10.4

Kf (x0) 6 lim inf
h→0

lim inf
j→∞

1

hn

∫
C(x0,h)

Kfj(y) dm(y) . (10.45)

Òåîðåìà 10.7. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, è ïóñòü fj,

j = 1, 2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ D â Rn êëàññà W 1,1
loc
,

ñõîäÿùàÿñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê îòîáðàæåíèþ f : D → Rn, ãäå f
äèôôåðåíöèðóåìî ï.â. â D. Åñëè

Pfj (x) 6 P (x) ∈ L1
loc

j = 1, 2, . . . , (10.46)

òî
Pf (x) 6 lim sup

j→∞
Pfj (x) ï.â. (10.47)

Êðîìå òîãî, åñëè f � ãîìåîìîðôèçì, òî f ∈ W 1,1
loc

è ∂ifj → ∂if ñëàáî â
L1
loc

ïðè j → ∞ äëÿ âñåõ i = 1, . . . n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 10.4, óñëîâèå (10.46) è òåîðåìó
î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè, ñì., íàïð., òåîðåìó I.12.12 â [88], èìååì,
÷òî

Pf (x) 6 lim inf
h→0

1

hn

∫
C(x,h)

lim sup
j→∞

Pfj(y) dm(y) . (10.48)

204



Ãëàâà 10. Cõîäèìîñòü è êîìïàêòíîñòü îòîáðàæåíèé êëàññîâ Ñîáîëåâà

Äàëåå, ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðóåìîñòè íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà,
ñì., íàïð., òåîðåìó IV.6.3 â [88], ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
h→0

1

hn

∫
C(x,h)

lim sup
j→∞

Pfj (y) dm(y) = lim sup
j→∞

Pfj (x) (10.49)

ïðè ïî÷òè âñåõ x. Êîìáèíèðóÿ (10.48) è (10.49), ïðèõîäèì ê (10.47).
Â ñèëó (10.46) îòîáðàæåíèå fj ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñ êîíå÷íûì

èñêàæåíèåì, Pfj <∞ ï.â., è ïî (8.7)

∥∂ifj∥ 6 ∥Pfj∥(n−1)/n · |fj(C)|1/n 6 ∥P∥(n−1)/n · |fj(C)|1/n <∞ (10.50)

äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà C ⊂ Ω, i = 1, . . . , n, j = 1, 2, . . . , ãäå
∥ ∗ ∥ - íîðìà ∗ â L1(C). Çàôèêñèðóåì ρ∗ ∈ (0, ρ), ãäå ρ = dist(C, ∂D) è
ïîêðîåì C øàðàìè B(x, ρ∗), x ∈ C. Âûáèðàÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå èç
äàííîãî ïîêðûòèÿ, ïîëó÷àåì îòêðûòîå ìíîæåñòâî V, ñîäåðæàùåå C, è
òàêîå ÷òî V ⊂ D. Ïî ïîñòðîåíèþ, V � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî îáëà-
ñòè D, ïðè ýòîì, f(C) è f(V ) ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè ïîäìíîæåñòâàìè
îáëàñòè D′ = f(D). Ïîñêîëüêó f(C) ⊂ f(V ), à ìíîæåñòâî f(V ) îòêðûòî
è f � ãîìåîìîðôèçì, èìååì íåðàâåíñòâî dist(f(C), ∂f(V )) > 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, fj(C) ⊂ f(V ) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ j è èç óñëîâèÿ (10.50)
ñëåäóåò, ÷òî

∥∂ifj∥ 6 ∥P∥(n−1)/n · |f(V )|1/n <∞ (10.51)

äëÿ òàêèõ j. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

∥∂ifj∥E 6 ∥P∥(n−1)/n
E · |f(V )|1/n <∞, (10.52)

ãäå ÷åðåç ∥ ∗ ∥E îáîçíà÷åíà íîðìà ∗ â L1(E) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èçìåðè-
ìîãî ìíîæåñòâà E ⊆ C. Â ñèëó ëåììû 2.1 â [289], f ∈ W 1,1

loc
è ∂ifj → ∂if

ñëàáî â L1
loc
, i = 1, . . . n ïðè j → ∞. 2

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû
áåç ïîòî÷å÷íîé ìàæîðàíòû P (x).

10.6. Ïîëóíåïðåðûâíîñòü äèëàòàöèé â ñðåäíåì

Àíàëîãè ðåçóëüòàòà, ïðèâåä¼ííîãî íèæå, äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîñòè ìîæíî
íàéòè â ìîíîãðàôèè [29], ñì. òåîðåìó 11.1. Ñì. òàêæå òåîðåìó 4.1 â [186],
îòíîñÿùóþñÿ ê ïðîñòðàíñòâåííûì îòîáðàæåíèÿì ñ îãðàíè÷åííûì èñêà-
æåíèåì.
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Êàê è âûøå, ìû èñïîëüçóåì çäåñü äèëàòàöèþ Pf , îïðåäåëåííóþ â
(8.5).

Òåîðåìà 10.8. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, è ïóñòü fj,
j = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ èç D â Rn êëàññà
W 1,1

loc
(D), ñõîäÿùàÿñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê îòîáðàæåíèþ

f : D → Rn, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì ï.â. â D. Òîãäà
íà êàæäîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ω ⊆ D è êàæäîé ñòðîãî âûïóêëîé
ôóíêöèè Φ : Ī → R+, íåïðåðûâíîé ñëåâà â òî÷êå T = sup

Φ(t)<∞
t, âûïîëíåíî

ñîîòíîøåíèå∫
Ω

Φ(Pf (x)) dm(x) 6 lim inf
j→∞

∫
Ω

Φ(Pfj(x)) dm(x) . (10.53)

Êðîìå òîãî, åñëè f ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì è ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåí-
ñòâà (10.53) êîíå÷íà, òî f ∈ W 1,1

loc
(Ω). Åñëè, êðîìå òîãî

lim sup
j→∞

∫
Ω

Φ(Pfj(x)) dm(x) <∞ , (10.54)

òî ∂ifj → ∂if ñëàáî â L1
loc
(Ω) ïðè j → ∞ è âñåõ i = 1, . . . n.

Çàìå÷àíèå 10.6. Çäåñü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè Φ ïîíèìàåòñÿ â
ñìûñëå òîïîëîãèè R+. Ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî âûïóêëîñòè, íåóáû-
âàíèÿ è íåïðåðûâíîñòè ñëåâà ôóíêöèè Φ â òî÷êå T ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî
äîñòàòî÷íûìè, íî è íåîáõîäèìûìè äëÿ çàêëþ÷åíèÿ (10.53), ÷òî óæå áû-
ëî ïîêàçàíî â ïëîñêîì ñëó÷àå â ìîíîãðàôèè [29]. Ìû äîêàæåì ýòî äëÿ
ïðîñòðàíñòâåííîãî ñëó÷àÿ â ïàðàãðàôå 10.8.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 10.8 ïðèâåäåì åùå îäíó íåñëîæíóþ
ëåììó, êîòîðàÿ ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé ëåììû Ôàòó
äëÿ ðÿäîâ, ñì., íàïð., òåîðåìó I.12.10 â [88].

Ëåììà 10.5. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü amj, m, j = 1, 2, . . . , ñî-
ñòîèò èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà

∞∑
m=1

lim inf
j→∞

amj 6 lim inf
j→∞

∞∑
m=1

amj . (10.55)

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü amj, m, j = 1, 2, . . . ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûå
÷èñëà, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (10.55) äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû |amj| 6 bm, ãäå

∑
bm <∞.
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Äåéñòâèòåëüíî, ñëó÷àé ðÿäîâ ðåäóöèðóåòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó èíòå-
ãðàëüíîìó ñëó÷àþ ÷åðåç ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè φj, j = 1, 2, . . . , çàäàííûå
íà ñåãìåíòå [0, 1]:

φj(t) = 2mamj ,
m−1∑
k=1

2−k 6 t <
m∑
k=1

2−k, m = 1, 2, . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà â (10.53) ðàâíà
∞, íåðàâåíñòâî (10.53) î÷åâèäíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ∫

Ω

Φ(Pfj(x)) dm(x) 6M <∞ ∀ j = 1, 2, . . . . (10.56)

1. Ïóñòü ñíà÷àëà ôóíêöèÿ Φ(Pf (z)) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóå-
ìîé íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå Ω. Òîãäà ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðî-
âàíèè íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, ñì. IV(6.3) â [88],

lim
h→0

1

h2

∫
C(x;h)

Φ(Pf (ζ) dm(ζ) = Φ(Pf (x))

è ñîîòíîøåíèå (10.44) âûïîëíåíî ââèäó ñëåäñòâèÿ 10.10 äëÿ âñåõ x ∈ E,
ãäå |Ω \E| = 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ E è ëþáîãî ε > 0
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì h < δ = δ(ε, x) âûïîëíåíî óñëîâèå∫

C(x,h)

Φ(Pf (ζ)) dm(ζ) 6 lim inf
n→∞

∫∫
C(x,h)

Φ(Pfj(ζ)) dm(ζ) + εh2 .

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà êóáîâ C(x, h), h < min(ρ(x, ∂Ω)/
√
n, δ(ε, x)),

x ∈ E, îáðàçóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà E â ñìûñëå Âèòàëè. Ïî òåîðåìå
Âèòàëè ìîæíî âûáðàòü íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ êóáîâ Cm = C(xm, hm) èç óêàçàííîãî ïîêðûòèÿ, òàêóþ
÷òî |E \ ∪Em| = 0, Cm ⊆ Ω è |Ω \ ∪Em| = 0, |Ω| =

∑
|Em|, ñì., íàïð.,

òåîðåìó IV.3.1 â [88].
Ââèäó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà (ñì., íàïð., òåîðåìó I.12.7

â [88]), ïî ëåììå 10.5, ïðèìåíåííîé ê

amj =

∫
Em

Φ(Pfj(ζ)) dm(ζ), m, j = 1, 2, . . . ,

ïîëó÷àåì, ÷òî∫
Ω

Φ(Pf (ζ)) dm(ζ) 6 lim inf
j→∞

∫
Ω

Φ(Pj(ζ)) dm(ζ) + ε|Ω|,
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è â ñèëó ïðîèçâîëà ε > 0 ïðèõîäèì ê (10.53).

2. Åñëè Φ(T ) < ∞, òî òàêæå T < ∞, ïîñêîëüêó Φ(t)/t → ∞ ïðè
t → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, Pfj(x) 6 T ï.â. ïî óñëîâèþ (10.56) è ïîòîìó
Pf (x) ≤ T ï.â. ïî ëåììå 10.4. Îäíàêî òîãäà Φ(Pf (x)) 6 Φ(T ) ï.â., è
ôóíêöèÿ Φ(Pf (x)) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà â Ω. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó
ïóíêòà 1 äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷àåì (10.53) äëÿ îãðàíè÷åííîãî Ω.

3. Äàëåå ïðåäïîëîæèì Φ(T ) = ∞. Òîãäà ïî íåïðåðûâíîñòè ñëåâà â
òî÷êå T ôóíêöèè Φ â ñìûñëå R+ íàéä¼òñÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü tm ∈ (1, T ), m = 1, 2, . . ., òàêàÿ ÷òî tm → T è, ñîîòâåòñòâåííî,
Φ(tm) → ∞ ïðè m → ∞, ïðè ýòîì Φ(t) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â
êàæäîé òî÷êå tm, Φ′(tm) > 0 (ñì., íàïð., ñëåäñòâèå I.4.2 â [141]). Ðàññìîò-
ðèì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè

Φm(t) =

{
Φ(t), t 6 tm,
Φ(tm) + Φ′(tm)(t− tm), t > tm;

è

φm(τ) =

{
τ, τ 6 Φ(tm),
Φ(αm + βmτ), τ > Φ(tm),

ãäå êîýôôèöèåíòû {
αm = tm − Φ(tm)/Φ

′(tm)
βm = 1/Φ′(tm)

íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ

αm + βm [Φ(tm) + Φ′(tm)(t− tm)] ≡ t . (10.57)

Òàêèì îáðàçîì, ïî ïîñòðîåíèþ,

φm(Φm(t)) ≡ Φ(t), m = 1, 2, . . . (10.58)

Îòìåòèì, ÷òî âñå ôóíêöèè Φm è φm ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, âûïóê-
ëûìè è íåóáûâàþùèìè, ñì., íàïð., ïðåäëîæåíèå I.4.8 â [141], ïðè ýòîì,
ïîñêîëüêó Φ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèåé,

lim
τ→∞

φm(τ)

τ
= ∞ . (10.59)

Êðîìå òîãî, Φm 6 Φ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φm ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è
ñòðåìèòñÿ ê Φ ïîòî÷å÷íî ïðè m→ ∞.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè Φm(P (x)), m = 1, 2, . . . , ñóììèðóåìû äëÿ
îãðàíè÷åííûõ Ω. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó íåðàâåíñòâà Éåíñåíà, (10.56) è
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(10.58), äëÿ êàæäîãî E ⊆ Ω òàêîãî, ÷òî |E| > 0, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ
âñåõ j = 1, 2, . . . è M∗ =M + ε:

φm

 1

|E|

∫
E

Φm(Pfj(ζ)) dm(ζ)

 6 M∗

|E|
<∞. (10.60)

Åñëè T <∞, èç îïðåäåëåíèÿ φm, (10.57) è (10.60) ïîëó÷àåì, ÷òî

1

|E|

∫
E

Φm(Pfj(ζ)) dm(ζ) 6 Qm : = Φ(tm) + Φ′(tm)(T − tm),

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðîâàíèè íåîïðåäåëåííîãî èí-
òåãðàëà Φm(Pfj(x)) 6 Qm, m, j = 1, 2, . . . , äëÿ ï.â. x ∈ Ω. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïî òåîðåìå 10.7 Φm(P (x)) 6 Qm ï.â. è èíòåãðèðóåìîñòü Φm(P )
ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé.

Åñëè T = ∞, òî â ñèëó (10.59) è (10.60)∫
E

Φm(Pfj(ζ)) dm(ζ) 6M∗
τ

φm(τ)
→ 0,

ãäå τ = φ−1
m (M∗/|E|) → ∞ ïðè |E| → 0. Êðîìå òîãî,

∥Φm(Pfj)∥L1(Ω) 6 |Ω|φ−1
m (M∗/|Ω|).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φm(Pfj)|Ω ñëàáî êîìïàêòíà â L1(Ω),
ñì., íàïð., ñëåäñòâèå IV.8.11 â [19]. Ïîýòîìó ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
Φm(Pfj)|Ω → Ψ ñëàáî â L1(Ω) ïðè j → ∞. Ïî ñëåäñòâèþ 10.10 è òåî-
ðåìå î äèôôåðåíöèðîâàíèè íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ñì., íàïð., òåî-
ðåìó IV.6.3 â [88]) ïîëó÷àåì, ÷òî Φm(Pf ) ≤ Ψ ï.â. â Ω è, ñëåäîâàòåëüíî,
Φm(Pf )|Ω ∈ L1(Ω).

Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïåðâûé ïóíêò äîêàçàòåëüñòâà ê êàæ-
äîé èç ôóíêöèé Φm, m = 1, 2, . . . , ÷òîáû ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî∫

Ω

Φm(Pf (ζ)) dm(ζ) 6 lim inf
j→∞

∫
Ω

Φm(Pfj(ζ)) dm(ζ) .

Ïî òåîðåìå Ëåáåãà îá èíòåãðèðîâàíèè ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôóíêöèé, ñì., íàïð., òåîðåìó IV.12.6 â [88],

lim
m→∞

∫
Ω

Φm(Pf (ζ)) dm(ζ) =

∫
Ω

Φ(Pf (ζ)) dm(ζ) ,
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lim
m→∞

∫
Ω

Φm(Pfj(ζ)) dm(ζ) =

∫
Ω

Φ(Pfj(ζ)) dm(ζ) .

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

amj =

∫
Ω

Φm(Pfj(ζ)) dm(ζ)

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî m è ïîýòîìó

lim
m→∞

lim
j→∞

amj 6 lim
j→∞

lim
m→∞

amj , (10.61)

ñì. ëåììó 10.5. Ïîñëåäíåå ïðèâîäèò íàñ ê (10.53) â ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõ
Ω.

4. Íàêîíåö, óñòðàèâàÿ èñ÷åðïàíèÿ Ωm = {ζ ∈ Ω : |ζ| < m} ,
m = 1, 2, . . . è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (10.61) èç ëåììû 10.5 ê äðóãîé
äâîéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

amj : =

∫
Ωm

Φ(Pfj(ζ)) dm(ζ) =

∫
Ω

χm(ζ) Φ(Pfj(ζ)) dm(ζ) , (10.62)

ãäå χm � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ìíîæåñòâà Ωm, ïî óïîìÿíóòîé
òåîðåìå Ëåáåãà ïîëó÷àåì (10.53) â îáùåì ñëó÷àå.

5. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Φ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé, ïî òåîðåìå 3.1.2
[80] è èç óñëîâèÿ (10.54) íàõîäèì, ÷òî∫

Ω

Pfj(x) dm(x) 6 K <∞ ∀ j > N (10.63)

è äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ Ω∫
E

Pfj(x) dm(x) 6 KE <∞ ∀ j > N, (10.64)

ãäå
KE → 0 ïðè |E| → 0 . (10.65)

Ïî (8.7), (10.63) è (10.64) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà C ⊂ Ω,
i = 1, . . . , n, j > N ,

∥∂ifj∥ 6 ∥Pfj∥(n−1)/n K(n−1)/n · |fj(C)|1/n <∞ (10.66)
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è

∥∂ifj∥E 6 ∥Pfj∥
(n−1)/n
E |fj(C)|1/n 6 K

(n−1)/n
E · |fj(C)|1/n <∞ , (10.67)

ãäå ∥ ∗ ∥ è ∥ ∗ ∥E îáîçíà÷àþò íîðìó ∗ â L1(C) è L1(E), ñîîòâåòñòâåííî.
Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 10.7 ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâó-
åò êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî C∗, òàêîå ÷òî fj(C) ⊂ f(C∗) äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ j è, ñëåäîâàòåëüíî, èç (10.66) è (10.67) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ
i = 1, . . . , n,

∥∂ifj∥ 6 K(n−1)/n · |f(C∗)|1/n < ∞ ∀ j > N∗ (10.68)

è
∥∂ifj∥E 6 K

(n−1)/n
E · |f(C∗)|1/n <∞ ∀ j > N∗ (10.69)

Ïî ëåììå 2.1 â [289], óñëîâèé (10.68) è (10.69) ñëåäóåò ÷òî f ∈ W 1,1
loc

(Ω) è
∂ifj → ∂if ñëàáî â L1

loc
(Ω) ïðè j → ∞ äëÿ âñåõ i = 1, . . . n, êîãäà (10.54)

âûïîëíåíî. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. 2

Ñëåäñòâèå 10.12. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10.8 äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé
íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : R+ → R+ è êàæäîãî îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà Ω ⊆ D âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫

Ω

Φ(Kf (x)) dm(x) 6 lim inf
j→∞

∫
Ω

Φ(Kfj(x)) dm(x) . (10.70)

Ïðèâåäåì îäíî èç íàèáîëåå âàæíûõ ñëåäñòâèé òåîðåìû 10.8.

Ñëåäñòâèå 10.13. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, è ïóñòü fj,
j = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ èç D â Rn êëàññà
W 1,1

loc
(D), êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê ãîìåîìîðôèçìó f èç

D â Rn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α > n − 1 è ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
Ω ⊆ D ∫

Ω

Φ(Kα
f (x)) dm(x) 6 lim inf

j→∞

∫
Ω

Φ(Kα
fj
(x)) dm(x) (10.71)

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : Ī → R+.
Êðîìå òîãî, åñëè Φ íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé è ïðàâàÿ ÷àñòü óñëîâèÿ
(10.71) êîíå÷íà, òî f ∈ W 1,p

loc
(Ω) ñ p = nα/(1 + α) > n − 1 è f äèô-

ôåðåíöèðóåìî ï.â. íà Ω. Íàêîíåö, åñëè èìååò ìåñòî äîïîëíèòåëüíîå
óñëîâèå

lim sup
j→∞

∫
Ω

Φ(Kα
fj
(x)) dm(x) <∞ , (10.72)
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òî ∂ifj → ∂if ñëàáî â Lp
loc
(Ω) ïðè j → ∞ äëÿ âñåõ i = 1, . . . n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü â (10.71) ðàâíà∞, òî íåðàâåí-
ñòâî (10.71) î÷åâèäíî. Ñëåäîâàòåëüíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ∫

Ω

Φ(Kα
fj
(x)) dm(x) 6M <∞ ∀ j = 1, 2, . . . . (10.73)

Ïî òåì æå ïðè÷èíàì ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Φ íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé.
Íàêîíåö, êàê è â ïîñëåäíåì äîêàçàòåëüñòâå, ïî ëåììå 10.5 è ñ÷åòíîé
àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Ω ÿâëÿåòñÿ îãðàíè-
÷åííîé îáëàñòüþ.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 10.8 ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî f ÿâëÿåò-
ñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ï.â. íà Ω. Äàëåå, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ Φ ïðîäîëæåíà ñ Ī íà R+ ïî ïðàâèëó: Φ(t) ≡ Φ(1) ïðè âñåõ
t ∈ [0, 1). Òàêèì îáðàçîì ïðîäîëæåííàÿ ôóíêöèÿ Φ íåïðåðûâíà, íå óáû-
âàåò, íåïîñòîÿííà è âûïóêëà, ñì., íàïð., ïðåäëîæåíèå I.4.8 â [141]. Ïîëà-
ãàÿ t0 = sup

Φ(t)=Φ(0)

t è T0 = sup
Φ(t)<∞

t, âèäèì, ÷òî t0 < T0. Ïîñêîëüêó Φ � íåïðå-

ðûâíàÿ, íåóáûâàþùàÿ è íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, ïîëàãàÿ t∗ ∈ (t0, T0),
ïîëó÷àåì, ÷òî

Φ(t)− Φ(0)

t
> Φ(t∗)− Φ(0)

t∗
> 0 ∀ t ∈ [t∗,∞)

â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè Φ, ñì., íàïð., ïðåäëîæåíèå I.4.5 â [141], ò.e.
Φ(t) > at ïðè t > t∗, ãäå a = [Φ(t∗)− Φ(0)]/t∗ > 0. Òàêèì îáðàçîì, èç
(10.73) ïîëó÷àåì, ÷òî∫

Ω

Kα
fj
(x) dm(x) 6 t∗|Ω| + M/a <∞ ∀ j = 1, 2, . . . . (10.74)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäëîæåíèþ 8.1 fj ∈ W 1,p
loc

(Ω) ïðè p = nα/(1 + α) >
> n − 1, ïîñêîëüêó α > n − 1 è, áîëåå òî÷íî, â ñèëó (8.7) è (10.74) äëÿ
ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà C ⊂ Ω, i = 1, . . . , n, j = 1, 2, . . .

∥∂ifj∥p 6 ∥Kfj∥1/nα · |fj(C)|1/n 6 A · |fj(C)|1/n <∞, (10.75)

ãäå A = (t∗|Ω| +M/a)1/α. Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 10.7, ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî C∗, òàêîå
÷òî fj(C) ⊂ f(C∗) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ j è, ñëåäîâàòåëüíî, èç (10.75)
âûòåêàåò, ÷òî

∥∂ifj∥p 6 A · |f(C∗)|1/n <∞ (10.76)
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äëÿ âñåõ òàêèõ j. Òàêèì îáðàçîì, ∂ifj → ∂if ñëàáî â Lp
loc
(Ω) ïðè j → ∞

ïðè âñåõ i = 1, . . . n è f ∈ W 1,p
loc

(Ω) ñ p > n − 1, ñì., íàïð., ëåììó 3.5
ãë. III § 3.4 ìîíîãðàôèè [77], îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî ï.â. â Ω
ïî òåîðåìå Ãåðèíãà�Ëåõòî�Ìåíüøîâà äëÿ n = 2 è òåîðåìå Âÿéñÿëÿ äëÿ
n > 3, ñì. [176], [239], [259] è [319].

Íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 10.8 â Ω, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (10.71).
2

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 10.8, à å�å
äîêàçàòåëüñòâî ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïîñëåäíåãî ñëåä-
ñòâèÿ è îñíîâàíî íà îöåíêàõ (8.7) è eτ > τN

N !
äëÿ âñåõ N = 1, 2, . . ..

Òåîðåìà 10.9. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, è ïóñòü fj, j =
= 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ èç D â Rn êëàññà
W 1,1

loc
(D), ñõîäÿùàÿñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê ãîìåîìîðôèçìó f èç D â

Rn. Òîãäà äëÿ êàæäîé íåïðåðûâíîé íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè
ψ : Ī → R+ è êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω ⊆ D âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî ∫

Ω

eψ(Pf (x)) dm(x) 6 lim inf
j→∞

∫
Ω

eψ(Pfj
(x)) dm(x) . (10.77)

Åñëè, äîïîëíèòåëüíî, ψ ÿâëÿåòñÿ íåïîñòîÿííîé è ïðàâàÿ ÷àñòü â (10.77)
êîíå÷íà, òî f ∈ W 1,p

loc
(Ω) äëÿ âñåõ p ∈ [1, n) è f äèôôåðåíöèðóåìo ï.â. â

Ω. Êðîìå òîãî, åñëè

lim sup
j→∞

∫
Ω

eψ(Pfj
(x)) dm(x) <∞ , (10.78)

òî ∂ifj → ∂if ñëàáî â Lp
loc
(Ω) ïðè j → ∞ äëÿ âñåõ i = 1, . . . n è äëÿ âñåõ

p ∈ [1, n).

Ñëåäñòâèå 10.14. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî α > 0∫
Ω

eαPf (x) dm(x) 6 lim inf
j→∞

∫
Ω

eαPfj
(x) dm(x) (10.79)

è ∫
Ω

eαKf (x) dm(x) 6 lim inf
j→∞

∫
Ω

eαKfj
(x) dm(x) . (10.80)

Åñëè ïðàâûå ÷àñòè â (10.79) èëè â (10.80) êîíå÷íû, òî f ∈ W 1,p
loc

(Ω) äëÿ
âñåõ p ∈ [1, n), è f äèôôåðåíöèðóåìî ï.â. â Ω. Êðîìå òîãî, åñëè

lim sup
j→∞

∫
Ω

eαPfj
(x) dm(x) <∞ , (10.81)
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ëèáî

lim sup
j→∞

∫
Ω

eαKfj
(x) dm(x) <∞ , (10.82)

òî ∂ifj → ∂if ñëàáî â Lp
loc
(Ω) ïðè j → ∞ äëÿ âñåõ i = 1, . . . n è äëÿ âñåõ

p ∈ [1, n).

Çàìå÷àíèå 10.7. Àíàëîãè÷íûå çàêëþ÷åíèÿ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëè-
âûìè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ψ(t), ÿâëÿþùåéñÿ êîíå÷íûì ïðîèç-
âåäåíèåì ôóíêöèè αtβ (α > 0, β > 1), è íåêîòîðîãî ÷èñëà ôóíêöèé
[log(A1 + t)]α1 , [log log(A2 + t)]α2 , . . . , ãäå αm, Am ∈ R, m ∈ N, t ∈ [T,∞],
ψ(t) ≡ ψ(T ), t ∈ [1, T ] è T ∈ I äîñòàòî÷íî âåëèêî. Â ÷àñòíîñòè, âûáèðàÿ
β = n − 1, ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå ïðåäåëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ Kf , åñëè
n > 3.

Òåïåðü äîêàæåì ñëåäóþùóþ ïîëåçíóþ ëåììó, ÷åé ïðîòîòèï íà ïëîñ-
êîñòè ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [59]. Ìû âûâîäèì å�å íà îñíîâå òåîðåìû 10.8.

Ëåììà 10.6. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, è ïóñòü fj, j =
= 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ èç D â Rn êëàññà
W 1,1

loc
(D), ñõîäÿùàÿñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê äèôôåðåíöèðóåìîìó ï.â. â

D îòîáðàæåíèþ f : D → Rn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
Ω ⊆ D, ëþáîé ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : Ī → R+, íåïðåðûâíîé ñëåâà
â òî÷êå T = sup

Φ(t)<∞
t, è äëÿ êàæäîé ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

Ψ : Rn → (0,∞), òàêîé ÷òî 1/Ψ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííà â Rn, âûïîëíåíî
óñëîâèå∫

Ω

Φ(Pf (x)) Ψ(x) dm(x) 6 lim inf
j→∞

∫
Ω

Φ(Pfj(x)) Ψ(x) dm(x) . (10.83)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 10.8, â ñèëó
ëåììû 10.5 è ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíî-
æåñòâî Ω îãðàíè÷åíî. Íà òàêîì ìíîæåñòâå ïî óñëîâèþ ëåììû
0 < c 6 Ψ 6 C < ∞. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü
òàêæå, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â (10.83) êîíå÷íà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ëåâàÿ ÷àñòü
â (10.53) òàêæå êîíå÷íà.

Ïóñòü C(x, h) � êóá ñ öåíòðîì â òî÷êå x ∈ D, ÷üè ðåáðà äëèíû h
îðèåíòèðîâàíû âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé. Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíî-
ñòè ôóíêöèè Ψ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0, òàêîå
÷òî |Ψ(x)−Ψ(x′)| äëÿ âñåõ x ∈ Ω, x′ ∈ C(x, h) è h < δ(ε).

214



Ãëàâà 10. Cõîäèìîñòü è êîìïàêòíîñòü îòîáðàæåíèé êëàññîâ Ñîáîëåâà

Ñèñòåìà êóáîâ C(x, h), x ∈ Ω, h < min(ρ(x, ∂Ω)/
√
n, δ(ε)) îáðàçóåò

ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Ω â ñìûñëå Âèòàëè, ïîýòîìó íàéä¼òñÿ ñ÷åòíîå ìíî-
æåñòâî êóáîâ Cm = C(xm, hm) ⊆ Ω èç çàäàííîãî ïîêðûòèÿ, òàêàÿ ÷òî
|Ω \ ∪Cm| = 0, ñì., íàïð., òåîðåìó IV.3.1 â [88].

Ïî òåîðåìå 10.8, äëÿ ε < c ïîëó÷àåì, ÷òî∫
Cm

Φ(Pf (x)) Ψ(x) dm(x) 6

6 (Ψ(xm)− ε)

∫
Cm

Φ(Pf (x)) dm(x) + 2ε

∫
Cm

Φ(Pf (x)) dm(x) 6

6 (Ψ(xm)− ε) lim inf
j→∞

∫
Cm

Φ(Pfj(x)) dm(x) + 2ε

∫
Cm

Φ(Pf (x)) dm(x) 6

6 lim inf
j→∞

∫
Cm

Φ(Pfj(x)) Ψ(x) dm(x) + 2ε

∫
Cm

Φ(Pf (x)) dm(x) .

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ââèäó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà
è ëåììû Ôàòó èìååì, ÷òî∫

Ω

Φ(Pf (x)) (Ψ(x)− 2ε) dm(x) 6 lim inf
j→∞

∫
Ω

Φ(Pfj(x)) Ψ(x) dm(x) .

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëà ε > 0 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (10.83). 2

Çàìå÷àíèå 10.8. Åñëè ïðåäåëüíîå îòîáðàæåíèå f � ãîìåîìîðôèçì
è Φ èìååò âèä Φ(t) = ψ(tα), α > (n − 1)2 èëè Φ(t) = eψ(t), ãäå ψ � íåêî-
òîðàÿ íåïîñòîÿííàÿ íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî
â ëåììå 10.6 ìû ìîæåì íå ïðåäïîëàãàòü a priori, ÷òî f äèôôåðåíöèðó-
åìî ï.â. è ìîæåì äîïîëíèòåëüíî äåëàòü ñîîòâåòñòâóþùèå çàêëþ÷åíèÿ î
ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïåðâûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êàê â ñëåäñòâèè 10.13
è òåîðåìå 10.9. Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ôàêòîâ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íû, è
ïîýòîìó ìû îïóñêàåì äåòàëè.

Âûáèðàÿ â ëåììå 10.6 Ψ(x) = 1/(1 + |x|2)n, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþ-
ùèì òåîðåìàì î ïîëóíåïðåðûâíîñòè äèëàòàöèé â ñðåäíåì îòíîñèòåëüíî
ñôåðè÷åñêîãî îáúåìà â Rn.

Òåîðåìà 10.10. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, è ïóñòü fj,
j = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ â D íà Rn êëàññà
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W 1,1
loc

(D), ñõîäÿùèõñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê îòîáðàæåíèþ f : D → Rn,
êîòîðîå äèôôåðåíöèðóåìî ï.â. â D. Òîãäà íà êàæäîì îòêðûòîì ìíî-
æåñòâå Ω ⊆ D∫

Ω

Φ(Pf (x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
6 lim inf

j→∞

∫
Ω

Φ(Pfj(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
(10.84)

äëÿ ëþáîé ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : Ī → R+, íåïðåðûâíîé ñëåâà â
òî÷êå T = sup

Φ(t)<∞
t.

Ñëåäñòâèå 10.15. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10.10∫
Ω

Φ(Kf (x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
6 lim inf

j→∞

∫
Ω

Φ(Kfj(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
(10.85)

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : Ī → R+ è
ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω ⊆ D.

Ñëåäñòâèå 10.16. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, è ïóñòü fj,
j = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ èç D â Rn êëàññà
W 1,1

loc
(D), ñõîäÿùàÿñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê ãîìåîìîðôèçìó f èç D â

Rn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α > n− 1∫
Ω

Φ(Kα
f (x))

dm(x)

(1 + |x|2)n
6 lim inf

j→∞

∫
Ω

Φ(Kα
fj
(x))

dm(x)

(1 + |x|2)n
(10.86)

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : Ī → R+ è
ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω ⊆ D. Êðîìå òîãî, åñëè Φ íåïîñòîÿííà
è ïðàâàÿ ÷àñòü (10.86) êîíå÷íà, òî f ∈ W 1,p

loc
(Ω) ïðè p = nα/(1 + α) >

> n− 1 è f äèôôåðåíöèðóåìî ï.â. íà Ω. Íàêîíåö, åñëè äîïîëíèòåëüíî

lim sup
j→∞

∫
Ω

Φ(Kα
fj
(x))

dm(x)

(1 + |x|2)n
<∞ , (10.87)

òî ∂ifj → ∂if ñëàáî â Lp
loc
(Ω) ïðè j → ∞ è âñåõ i = 1, . . . n.

Òåîðåìà 10.11. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, è ïóñòü fj,
j = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ èç D â Rn êëàñ-
ñà W 1,1

loc
(D), ñõîäÿùàÿñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê ãîìåîìîðôèçìó f èç D

â Rn. Òîãäà äëÿ êàæäîé íåïðåðûâíîé íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè
ψ : Ī → R+ è ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω ⊆ D∫

Ω

eψ(Pf (x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
6 lim inf

j→∞

∫
Ω

eψ(Pfj
(x)) dm(x)

(1 + |x|2)n
. (10.88)
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Êðîìå òîãî, åñëè ψ íåïîñòîÿííà è ïðàâàÿ ÷àñòü â (10.88) êîíå÷íà, òî
f ∈ W 1,p

loc
(Ω) äëÿ âñåõ p ∈ [1, n) è f äèôôåðåíöèðóåìî ï.â. â Ω. Íàêîíåö,

åñëè

lim sup
j→∞

∫
Ω

eψ(Pfj
(x)) dm(x)

(1 + |x|2)n
<∞ , (10.89)

òî ∂ifj → ∂if ñëàáî â Lp
loc
(Ω) ïðè j → ∞ äëÿ âñåõ i = 1, . . . n è âñåõ

p ∈ [1, n).

Çàìå÷àíèå 10.7, îòíîñÿùååñÿ ê ïðèìåðàì ôóíêöèé ψ, ñïðàâåäëèâî è
â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîãî îáúåìà.

Ñëåäñòâèå 10.17. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî α > 0∫
Ω

eαPf (x)
dm(x)

(1 + |x|2)n
6 lim inf

j→∞

∫
Ω

eαPfj
(x) dm(x)

(1 + |x|2)n
(10.90)

è ∫
Ω

eαKf (x)
dm(x)

(1 + |x|2)n
6 lim inf

j→∞

∫
Ω

eαKfj
(x) dm(x)

(1 + |x|2)n
. (10.91)

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü â (10.90), ëèáî â (10.91) êîíå÷íà, òî f ∈ W 1,p
loc

(Ω) äëÿ
âñåõ p ∈ [1, n) è îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî ï.â. â Ω. Êðîìå òîãî,
åñëè

lim sup
j→∞

∫
Ω

eαPfj
(x) dm(x)

(1 + |x|2)n
<∞ , (10.92)

ëèáî

lim sup
j→∞

∫
Ω

eαKfj
(x) dm(x)

(1 + |x|2)n
<∞ , (10.93)

òî ∂ifj → ∂if ñëàáî â Lp
loc
(Ω) ïðè j → ∞ äëÿ âñåõ i = 1, . . . n è äëÿ âñåõ

p ∈ [1, n).

10.7. Êîìïàêòíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ êëàññîâ Ñîáîëåâà

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ îòîáðàæåíèé íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè îí ÿâ-
ëÿåòñÿ íîðìàëüíûì è çàìêíóòûì. Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëü-
òàòû î íîðìàëüíîñòè è çàìêíóòîñòè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû î
êîìïàêòíîñòè äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ êëàññîâ Ñîáîëåâà.

Äëÿ çàäàííîé îáëàñòè D ⊂ Rn, n > 3, èçìåðèìîé ôóíêöèè Q :
D → Ī è z1, z2 ∈ D, z′1, z

′
2 ∈ Rn, z1 ̸= z2, z

′
1 ̸= z′2, îáîçíà÷èì ÷åðåç SQ
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ñåìåéñòâî âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ f èçD â Rn êëàññà ÑîáîëåâàW 1,1
loc
, òàêèõ

÷òî Kn−1
f (x) ≤ Q(x) ï.â. â D è f(z1) = z′1, f(z2) = z′2. Àíàëîãè÷íî, äëÿ

çàäàííîé ôóíêöèè Φ : Ī → R+ è ÷èñëà α > 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç SΦ,α

ñåìåéñòâî âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ f èç D â Rn êëàññà Ñîáîëåâà W 1,1
loc

ñ
àíàëîãè÷íîé íîðìèðîâêîé, òàêèõ ÷òî∫

D

Φ(Kα
f (x))

dm(x)

(1 + |x|2)n
6 1 . (10.94)

Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè ψ : Ī → R+ è ÷èñëà M ∈ R+

îáîçíà÷èì ÷åðåç SψM ñåìåéñòâî âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ f èç D â Rn êëàññà
Ñîáîëåâà W 1,1

loc
ñ óêàçàííîé âûøå íîðìèðîâêîé, òàêèõ ÷òî∫

D

eψ(Kf (x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
6M . (10.95)

Ëåììà 10.7. Ïóñòü Q ∈ Lγ
loc

äëÿ íåêîòîðîãî γ > 1 è óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ (10.4). Òîãäà êëàññ SQ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî ñåìåéñòâî SQ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íûì ïî ëåììå 10.2. Äîêàæåì çàìêíóòîñòü ýòîãî ñåìåéñòâà. Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fj ∈ SQ, j = 1, 2, . . . òà-
êóþ, ÷òî fj → f ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ïðè j → ∞. Òîãäà ïî ëåììå 10.1 f
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ñ çàäàííîé íîðìèðîâêîé. Ïî ñëåäñòâèþ 10.13,
ïðèìåíåííîìó ïðè α = γ(n − 1) > (n − 1) è Φ(t) ≡ t, ïîëó÷àåì, ÷òî
f ∈ W 1,p

loc
ïðè p = nα/(1 + α) > n − 1 è Kn−1

f (x) 6 Q(x) ï.â. â D, ò.e.
f ∈ SQ. 2

Òåîðåìà 10.12. Åñëè Q ∈ FMO ∩ Lγ
loc
, γ > 1, òî êëàññ SQ êîìïàê-

òåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ D. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = 0 ∈ D.
Âûáèðàÿ ïîëîæèòåëüíîå ε0 < min {dist (0, ∂D) , e−1} , â ñèëó ëåììû ??
ïîëó÷àåì, ÷òî ∫

ε<|x|<ε0

Q(x) · ψn(|x|) dm(x) = O

(
log log

1

ε

)
,

ãäå ψ(t) = 1
t log 1

t

. Çàìåòèì, ÷òî I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε

ψ(t) dt = log
log 1

ε

log 1
ε0

. Òàêèì

îáðàçîì, íåîáõîäèìîå çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç ëåììû 10.7. 2
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Ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 10.12 ïîëó÷àþòñÿ èç ñëåäñòâèÿ 1.1
è ïðåäëîæåíèÿ 1.3, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäñòâèå 10.18. Êëàññ SQ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè Q ∈ Lγ
loc
,

γ > 1 è

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Q(x) dm(x) <∞ ∀ x0 ∈ D . (10.96)

Ñëåäñòâèå 10.19. Êëàññ SQ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè Q ∈ Lγ
loc

äëÿ íåêîòîðîãî γ > 1 è êàæäîå x0 ∈ D ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ëåáåãà Q.

Òåîðåìà 10.13. Ïóñòü Q ∈ Lγ
loc
, γ > 1, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ε(x0)∫
0

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

= ∞ ∀ x0 ∈ D (10.97)

äëÿ íåêîòîðîãî ε(x0) < dist (x0, ∂D), ãäå ÷åðåç qx0(r) îáîçíà÷èì ñðåäíåå
Q(x) ïî ñôåðå |x− x0| = r. Òîãäà êëàññ SQ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ D è I = I(ε, ε0) =
ε0∫
ε

ψ(t) dt,

ε ∈ (0, ε0), ãäå

ψ(t) =

{
1/[tq

1
n−1
x0 (t)] , t ∈ (ε, ε0) ,

0 , t /∈ (ε, ε0) .

Çàìåòèì, ÷òî ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà I(ε, ε0) <∞ äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, ε0),
ïîñêîëüêó Q ∈ L1

loc
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (10.97) ïîëó÷àåì, ÷òî

I(ε, ε∗) > 0 äëÿ âñåõ ε ∈ (0, ε∗) ïðè íåêîòîðîì ε∗ ∈ (0, ε0). Ïðîñòûå
âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò òàêæå, ÷òî∫

ε<|x−x0|<ε∗

Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = ωn−1 · I(ε, ε∗)

è I(ε, ε∗) = o (In(ε, ε∗)) ïî (10.97). Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû
10.13 ñëåäóåò èç ëåììû 10.7. 2

Ñëåäñòâèå 10.20. Êëàññ SQ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè Q ∈ Lγ
loc
,

γ > 1, è ôóíêöèÿ Q èìååò îñîáåííîñòè òîëüêî ëîãàðèôìè÷åñêîãî òèïà
ïîðÿäêà íå áîëåå ÷åì n− 1 â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ D.
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Òåîðåìà 10.14. Êëàññ SQ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè Q ∈ Lγ
loc
,

γ > 1, è ∫
ε<|x−x0|<ε0

Q(x)

|x− x0|n
dm(x) = o

(
logn

1

ε

)
∀x0 ∈ D (10.98)

ïðè ε→ 0 è íåêîòîðîì ε0 = ε(x0) < dist (x0, ∂D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 10.14 ñëåäóåò èç ëåììû
10.7 ïîñðåäñòâîì âûáîðà ôóíêöèè ψ(t) = 1

t
â óñëîâèè (10.4). 2

Òåîðåìà 10.15. Êëàññ SQ êîìïàêòåí, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ γ > 1 è
íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : Ī → R+, òàêîé ÷òî

∞∫
δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

γ(n−1)

= ∞ , (10.99)

δ > Φ(1), âûïîëíåíî óñëîâèå∫
D

Φ (Qγ(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
6M <∞ . (10.100)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 10.13, ïî-
ñêîëüêó èç óñëîâèé (10.99)�(10.100) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå (10.97), ñì.
òåîðåìó 3.1 â [282]. 2

Çàìå÷àíèå 10.9. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (10.99) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî
äîñòàòî÷íûì, íî òàêæå è íåîáõîäèìûì äëÿ íîðìàëüíîñòè è, ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ êîìïàêòíîñòè êëàññà SQ, ãäå Q óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíî-
ìó óñëîâèþ (10.100), ñì. ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð â [282], òåîðåìà 5.1.
Îòìåòèì òàêæå (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.3 â [282]), ÷òî óñëîâèå (10.99) ýêâè-
âàëåíòíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

∞∫
δ

log Φ(t)
dt

tγ′
= ∞ (10.101)

äëÿ âñåõ δ > t0, ãäå t0 := sup
Φ(t)=0

t (çäåñü ïîëàãàåì t0 = 1, åñëè Φ(1) > 0), è

ãäå γ′ = 1 + 1/γ(n− 1). Îòìåòèì, ÷òî γ′ < n′, ãäå 1
n′ +

1
n
= 1, ò.e., n′ = 2
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ïðè n = 2, n′ ñòðîãî óáûâàåò ïî n è n′ = n/(n− 1) → 1 è,ñëåäîâàòåëüíî,
γ′ → 1 ïðè n→ ∞.

Íàêîíåö, ïðèâåä¼ì êðèòåðèè êîìïàêòíîñòè êëàññîâ Ñîáîëåâà áåç ïî-
òî÷å÷íûõ ìàæîðàíò äëÿ äèëàòàöèé.

Òåîðåìà 10.16.Êëàññ SΦ,α ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì äëÿ âñåõ
α > n − 1 è âñåõ íåïðåðûâíûõ íåóáûâàþùèõ âûïóêëûõ ôóíêöèé Φ :
Ī → R+, òàêèõ ÷òî ïðè íåêîòîðîì δ > Φ(1)

∞∫
δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1
α

= ∞ . (10.102)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñåìåéñòâî SΦ,α ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ïî ëåììå
10.3. Ïóñòü fj, j = 1, 2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ â SΦ,α,
òàêèõ ÷òî fj → f ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ïðè j → ∞. Òîãäà ïî ëåììå 10.1 f
� ãîìåîìîðôèçì ñ çàäàííîé íîðìèðîâêîé. Tàêèì îáðàçîì, ïî ñëåäñòâèþ
10.13 êëàññ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïàêòíûì. 2

Çàìå÷àíèå 10.10. Çàìåòèì åùå ðàç, ÷òî óñëîâèå (10.102) ÿâëÿåòñÿ
íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì, íî è íåîáõîäèìûì äëÿ íîðìàëüíîñòè, ñëåäî-
âàòåëüíî, êîìïàêòíîñòè êëàññîâ SΦ,α, ñì. òåîðåìó 5.1 â [282]. Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî óñëîâèå (10.102) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

∞∫
δ

log Φ(t)
dt

tα′ = ∞ (10.103)

äëÿ âñåõ δ > t0, ãäå t0 := sup
Φ(t)=0

t (çäåñü ïîëàãàåì t0 = 1, åñëè Φ(1) > 0) è

α′ = 1+1/α. Îòìåòèì, ÷òî α′ < n′, ãäå n′ = n/(n−1) → 1, ñëåäîâàòåëüíî,
α′ → 1 ïðè n → ∞. Íàêîíåö, ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ëåãêî âèäåòü,
÷òî èç (10.103) ñëåäóåò, ÷òî Φ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé.

Òåîðåìà 10.17. Êëàññ SψM ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì äëÿ ëþáîé íåïðå-

ðûâíîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèè ψ : Ī → R+, òàêîé ÷òî ôóíêöèÿ eψ(t
n−1)

âûïóêëà, ψm
(
t

1
n−1

)
âûïóêëà íà îòðåçêå [T,∞] ïðè íåêîòîðûõ m ∈ N,

T ∈ I è
∞∫
1

ψ(τ)
dτ

τ 2
= ∞ . (10.104)
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Çàìå÷àíèå 10.11. Çàìåòèì, ÷òî âûïóêëîñòü ôóíêöèè eψ(t
n−1) ÿâ-

ëÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì, ÷åì âûïóêëîñòü eψ(t) è áîëåå ñèëüíûì,

÷åì âûïóêëîñòü ôóíêöèè ψ(t). Âûïóêëîñòü ôóíêöèè ψ
(
t

1
n−1

)
ÿâëÿåòñÿ

áîëåå ñèëüíûì òðåáîâàíèåì, ÷åì âûïóêëîñòü ψ(t), îäíàêî, âûïóêëîñòü

ψm
(
t

1
n−1

)
ïðè m > 1 ìîæåò áûòü ñëàáåå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëó÷àÿ

m = 1 è T = 1 ïåðâîå óñëîâèå ìîæåò áûòü îïóùåíî, ïîñêîëüêó îíî
ñëåäóåò èç âòîðîãî. Òåì íå ìåíåå, âûïóêëîñòü ôóíêöèè eψ(t

n−1) ÿâëÿ-
åòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ êîìïàêòíîñòè êëàññîâ SψM , ïîñêîëüêó
eψ(Kf ) = eψ(P

n−1
f ) (ñì. çàìå÷àíèå 10.6). Êðîìå òîãî, ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ

ïîêàçûâàþò, ÷òî óñëîâèå (10.104) äëÿ ôóíêöèè ψ ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

∞∫
1

log Φ(t)
dt

tn′ = ∞ , n′ = n/(n− 1) , (10.105)

äëÿ ôóíêöèè Φ(t) = eψ(t
n−1), ïîñêîëüêó Φ(1) ≥ 1. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñîîò-

íîøåíèå (10.105) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

∞∫
1

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ , (10.106)

ñì. ïðåäëîæåíèå 2.3 â [282]. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 5.1 â ðàáîòå [282]
ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå (10.104) ÿâëÿåòñÿ òàêæå íåîáõîäèìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñåìåéñòâî SψM ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ïî ëåììå
10.3. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ fj ∈ SψM , j =
= 1, 2, . . ., òàêèõ ÷òî fj → f ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî.

Ïóñòü Ψ(t) = ψm
(
t

1
n−1

)
ïðè t ∈ [T,∞]. Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ Ψ íà

R+ ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâàΨ(t) ≡ Ψ(T ) ïðè âñåõ t ∈ [0, T ). Ïî ïîñòðîåíèþ
ôóíêöèÿ Ψ � íåïðåðûâíàÿ, íåóáûâàþùàÿ, íåïîñòîÿííàÿ, ñì. (10.103), è
âûïóêëàÿ, ñì. ïðåäëîæåíèå I.4.8 â [141]. Ïîëàãàÿ t0 = sup

Ψ(t)=Ψ(0)

t è T0 =

= sup
Ψ(t)<∞

t, èìååì, ÷òî t0 < T0, ïîñêîëüêó Ψ � íåïðåðûâíàÿ, íåóáûâàþùàÿ

è íåïîñòîÿííàÿ. Âûáèðàÿ t∗ ∈ (t0, T0), ïîëó÷àåì, ÷òî

Ψ(t)−Ψ(0)

t
> Ψ(t∗)−Ψ(0)

t∗
> 0, ∀ t ∈ [t∗,∞),
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â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè Ψ (ñì. ïðåäëîæåíèå I.4.5 â [141]), ò.e.
Ψ(t) > at ïðè t > t∗, ãäå a = [Ψ(t∗)−Ψ(0)]/t∗ > 0. Ïîñëå çàìåíû τ = t

1
n−1

ïîëó÷àåì, ÷òî ψm(τ) > aτn−1 äëÿ âñåõ τ ∈ [τ∗,∞], ãäå τ∗ = t
1

n−1
∗ . Òà-

êèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî eψ > ψk/k! äëÿ âñåõ k = lm, l ∈ N,
ïîëó÷àåì, èç (10.95), ÷òî∫

D

K
l(n−1)
fj

(x)
dm(x)

(1 + |x|2)n
6 τ l∗S(D) + (lm)!M/al <∞ , ∀ j, l ∈ N ,

ãäå ÷åðåç S(D) îáîçíà÷åí ñôåðè÷åñêèé îáúåìD. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåä-
ëîæåíèþ ?? fj ∈ W 1,p

loc
(D) äëÿ âñåõ p ∈ [1, n) è, â ÷àñòíîñòè,

fj ∈ W 1,φ
loc

(D), j = 1, 2, . . ., ãäå φ(t) = tp∗ è p∗ ∈ (n − 1, n). Êðîìå òî-
ãî, òàê êàê eψ > ψm/m!, ïîëó÷àåì èç óñëîâèÿ (10.95), ÷òî∫

D

Ψ(Kn−1
fj

(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
6 m!M <∞ ∀ j ∈ N . (10.107)

Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå 10.5 îòîáðàæåíèåì f ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèç-
ìîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.16 è îöåíîê äëÿKfj , äîêàçàííûõ
âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî∫

D

K
l(n−1)
f (x)

dm(x)

(1 + |x|2)n
6 τ l∗S(D) + (lm)!M/al <∞ ∀ l ∈ N ,

f ∈ W 1,p
loc

(D) äëÿ âñåõ p ∈ [1, n) è f äèôôåðåíöèðóåìî ï.â. â D.
Íàêîíåö, â ñèëó òåîðåìû 10.10, ïðèìåíåííîé ê ôóíêöèè

Φ(t) = eψ(t
n−1), çàêëþ÷àåì, ÷òî f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (10.95) è ïîòîìó

f ∈ SψM . Òàêèì îáðàçîì, êëàññ SψM ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è, ñëåäîâàòåëüíî,
êîìïàêòíûì. 2

Çàìå÷àíèå 10.12. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ âûïóêëûõ ôóíêöèé ψ, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (10.104) òåîðåìû 10.17, ìîãóò áûòü êîíå÷íûå
ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé αtβ, α > 0, β > 1, è íåêîòîðûõ èç ôóíêöèé âèäà
[log(A1+t)]

α1 , [log log(A2+t)]
α2 , . . . , αm > −1, Am ∈ R, m ∈ N, t ∈ [T,∞],

ψ(t) ≡ ψ(T ), t ∈ [1, T ], ãäå T ∈ I äîñòàòî÷íî âåëèêî.
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10.8. Òî÷íîñòü óñëîâèé

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â çàìå÷àíèè 10.10, óñëîâèå (10.102) â òåîðåìå 10.16
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è âëå÷¼ò óñëîâèå (8.30). Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû
ïîêàæåì, ÷òî è äðóãèå îñíîâíûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ Φ, ïðèñóòñòâóþ-
ùèå â òåîðåìàõ 10.8, 10.10, 10.16 è 10.17, ÿâëÿþòñÿ òàêæå íåîáõîäèìûìè.
Äîêàæåì çäåñü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 10.18. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, è ïóñòü Φ : Ī →
→ R+ � íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Φ(∞) = ∞.
Åñëè Φ ëèáî 1) íå âûïóêëà, ëèáî 2) íå ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé, ëèáî 3)
íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà â òî÷êå T = sup

Φ(t)<∞
t, òî ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ fj èç D â Rn êëàññà W 1,1
loc

(D), ñõî-
äÿùàÿñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê äèôôåðåíöèðóåìîìó ï.â. îòîáðàæåíèþ
f : D → Rn, òàêàÿ ÷òî íà êàæäîì îòêðûòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæå-
ñòâå Ω ⊆ D∫

Ω

Φ(Pf (x))Ψ(x) dm(x) > lim sup
j→∞

∫
Ω

Φ(Pfj(x))Ψ(x) dm(x) (10.108)

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Ψ : Rn → (0,∞) è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ôóíêöèé Ψ(x) ≡ 1 è Ψ(x) = 1/(1 + |x|2)n.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.18 îñíîâûâàåòñÿ íà ðÿäå ëåìì, êîòîðûå
ìîãóò èìåòü ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Èõ ïðîòîòèïû â ïëîñêîì ñëó÷àå
ìîãóò áûòü íàéäåíû â ñòàòüÿõ [185,278], à òàêæå â ìîíîãðàôèè [29], ñì.
ëåììó 12.1.

Ëåììà 10.8. Ïóñòü t1 è t2 ∈ I, λ ∈ [0, 1]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü K-êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé fj : Rn → Rn ñ
K = max(tn−1

1 , tn−1
2 ) è äèëàòàöèÿìè Pfj , j = 1, 2, . . ., ïðèíèìàþùèìè

òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ t1 è t2 ï.â., êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â Rn ê
àôôèííîìó îòîáðàæåíèþ f ñ äèëàòàöèåé

Pf (x) ≡ t0 : = λt1 + (1− λ)t2 , (10.109)

ãäå âûáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

Ej = {x ∈ Rn : Pfj(x) = t1} (10.110)

çàâèñèò òîëüêî îò λ, íî íå çàâèñèò îò ÷èñåë t1 è t2. Êðîìå òîãî, äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè Φ : I → R è ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Ψ : Rn → R+ íà
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êàæäîì ìíîæåñòâå E â Rn êîíå÷íîé ìåðû Ëåáåãà ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
j→∞

∫
E

Φ(Pfj(x)) Ψ(x) dm(x) = (10.111)

= {λΦ(t1) + (1− λ)Φ(t2)}
∫
E

Ψ(x) dm(x) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàäàäèì àôôèííûå îòîáðàæåíèÿ
gl : Rn → Rn, l = 0, 1, 2, â òåðìèíàõ êîîðäèíàò x = (x1, . . . , xn) è êîîð-
äèíàòíûõ ôóíêöèé y = (y1, . . . , yn), ïîëàãàÿ y1 ≡ x1 . . . , yn−1 ≡ xn−1 è
yn = tl xn, l = 0, 1, 2. Î÷åâèäíî, ÷òî Pgl(x) ≡ tl, l = 0, 1, 2.

Çàôèêñèðóåì j = 1, 2, . . . è ðàçîáü¼ì ïðîñòðàíñòâî Rn íà ñëîè ãèïåð-
ïëîñêîñòÿìè Hjm = {x ∈ Rn : xn = m 2−j}, m = 0,±1,±2, . . . . Â ñâîþ
î÷åðåäü, ðàçîáú�åì êàæäûé òàêîé ñëîé íà äâà ñëîÿ ïðè ïîìîùè ãèïåð-
ïëîñêîñòè H̃jm = {x ∈ Rn : xn = m 2−j + λ 2−j}.

Äàëåå, ïîëîæèì fj(x) = g1(x) äëÿ âñåõ x ∈ Rn, ëåæàùèõ ìåæäó
ãèïåðïëîñêîñòÿìè Hj 0 è H̃j 0. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ñëîåâ, ïîëîæèì fj(x) =
gl(x)+c

(l)
j men, ãäå l = 1 ìåæäó ãèïåðïëîñêîñòÿìè Hj m è H̃j m, è l = 2 ìåæäó

ãèïåðïëîñêîñòÿìè H̃j m è Hj (m+1), à ïîñòîÿííûå c
(l)
j m íàõîäÿòñÿ èíäóêöèåé

ïîm = 0,±1,±2, . . . â îáå ñòîðîíû îò íóëÿ èç óñëîâèÿ ñêëåèâàíèÿ. Òàêæå
ïîëàãàåì f(x) ≡ g0(x) â Rn.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ∆fj = {λt1+(1−λ)t2} 2−j en = t0 2
−j en =

= ∆g0 äëÿ ∆x = 2−jen, ñì. òàêæå (10.109), è fj(x) = g1(x) = g0(x) íà
ãèïåðïëîñêîñòè Hj 0. Ò.ê. Hj m ñîâïàäàåò ñ H(j+1) 2m, íàáîð óêàçàííûõ ãè-
ïåðïëîñêîñòåé òîëüêî ðàñòåò ñ ðîñòîì j. Ñëåäîâàòåëüíî, fj(x) = f(x)
íà âñåõ ãèïåðïëîñêîñòÿõ Hj m, j = 1, 2, . . . , m = 0,±1,±2, . . . , êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ âñþäó ïëîòíûìè â Rn è, êðîìå òîãî, |fj(x)− f(x)| 6 t02

−j äëÿ
âñåõ j = 1, 2, . . . è âñåõ x ∈ Rn. Òàêèì îáðàçîì, fj(x) → f(x) ïðè j → ∞
ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x ∈ Rn. Ñîîòíîøåíèå (10.111) íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò èç ðàñïðåäåëåíèÿ ìåð ìåæäó âåëè÷èíàìè t1 è t2 â äèëàòàöèÿõ
Pfj , j = 1, 2, . . . 2

Ëåììà 10.9. Ïóñòü τ0 è τ∗ ∈ I, τ∗ > τ0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü K-êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé fj : Rn → Rn ñ

K = τ
(n−1)2

∗ è äèëàòàöèÿìè Pfj , j = 1, 2, . . ., ïðèíèìàþùèìè òîëüêî
îäíî çíà÷åíèå τ∗ ï.â., êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â Rn ê àôôèííîìó
îòîáðàæåíèþ f ñ äèëàòàöèåé Pf (x) = τ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàêëþ÷åíèå ëåììû 10.9 ñëåäó-
åò èç ïîñòðîåíèÿ, ïðèâåäåííîãî â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 10.8 ñ âûáîðîì
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t0 = τ0, t1 = τ 1−n∗ è t2 = τ∗ è ÷èñëîì

λ =
τ∗ − τ0

τ∗ − τ 1−n∗
∈ (0, 1) ,

êîòîðîå íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ τ0 = λτ 1−n∗ + (1− λ)τ∗. 2

Ëåììà 10.10. Ïóñòü τ0 è τj ∈ I, j = 1, 2, . . ., òàêèå ÷òî τj → ∞
ïðè j → ∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàçèêîíôîðìíûõ
îòîáðàæåíèé fj : Rn → Rn ñ äèëàòàöèÿìè Pfj , j = 1, 2, . . ., ïðèíèìà-
þùèìè òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ τ0 è τj ï.â., êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
â Rn ê ëèïøèöåâîìó ãîìåîìîðôèçìó f ñ äèëàòàöèåé Pf , ïðèíèìàþùåé
òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ τ0 è ∞ ï.â. Êðîìå òîãî, f â òåðìèíàõ êîîðäèíàò
xi è êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé yi, i = 1, . . . , n èìååò ïðîñòîé âèä: yi = xi,
i = 1, . . . , n − 1 è yn = ψ(xn), ψ(xn + 1) = ψ(xn) + c . Äîïîëíèòåëü-
íî ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî |{x ∈ C : Pf (x) = ∞}| = λ ïðè ëþáîì
ïðåäïèñàííîì λ ∈ (0, 1), ãäå C = {x ∈ Rn : 0 6 xi 6 1, i = 1, . . . , n} �
åäèíè÷íûé êóá â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé fj
âèäà y(j)i = xi, i = 1, . . . , n−1, è y(j)n = ψj(xn), ãäå ψj(xn+1) = ψj(xn)+cj,
ψj(0) = 0 è ïîñòîÿííàÿ cj = ψj(1) íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ñêëåèâàíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ψj íà åäèíè÷íîì îòðåçêå [0, 1].
Íà îòðåçêå [0, 1] ïðèìåíèì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà.

Èìåííî, çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå λ ∈ (0, 1) è ïîëîæèì q = 1−λ−1.
Âûáðîñèì ñíà÷àëà öåíòðàëüíûé èíòåðâàë äëèíû q èç îòðåçêà [0, 1] è
îáîçíà÷èì îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî ÷åðåç E1. Ïîñëå ýòîãî ïîñòðîèì ψ1,
ïðèìåíÿÿ ñæàòèÿ â τn−1

1 ðàç è ñäâèãîâ íà ñåãìåíòàõ ìíîæåñòâà E1, ðàñ-
òÿæåíèå â τ0 ðàç è ñäâèã íà [0, 1] \ E1 è óñëîâèå ñêëåèâàíèÿ. Ðàññóæäàÿ
ïî èíäóêöèè, âûáðàñûâàåì èç êàæäîãî îòðåçêà ìíîæåñòâà Ej öåíòðàëü-
íûå èíòåðâàëû ðàâíîé äëèíû ñ îáùåé äëèíîé qj+1 è îáîçíà÷àåì ÷åðåç
Ej+1 îñòàâøóþñÿ ÷àñòü Ej. Çàòåì ñòðîèì ôóíêöèþ ψj íà [0, 1], ïðèìåíÿÿ
ñæàòèÿ â τn−1

j ðàç è ñäâèãè íà ñåãìåíòàõ ìíîæåñòâà Ej+1, ðàñòÿæåíèÿ â
τ0 ðàç è ñäâèãè íà èíòåðâàëàõ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà [0, 1] \ Ej+1 è óñëî-
âèå ñêëåèâàíèÿ. Êàê ëåãêî âèäåòü, êàíòîðîâî ìíîæåñòâî E = ∩Ej èìååò
äëèíó λ.

ÏóñòüE0 � ïåðèîäè÷åñêîå ðàñïðîñòðàíåíèåE íà R. ßñíî, ÷òî lim
j→∞

fj =

= f , ãäå f èìååò âèä yi = xi, i = 1, . . . , n− 1, è yn = ψ(xn) ïðè íåêîòîðîé
ôóíêöèè ψ, òàêîé ÷òî ψ(xn + 1) = ψ(xn) + c, ψ(0) = 0, ãäå ïîñòîÿííàÿ
c = (1 − λ)τ0 ðàâíà äëèíå ìíîæåñòâà [0, 1] \ E, ïîìíîæåííîé íà τ0, è
|ψ(x(1)n ) − ψ(x

(2)
n )| 6 τ0|x(1)n − x

(2)
n | ðàâíà ñóììàðíîé äëèíå âñåõ èíòåð-

âàëîâ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà [0, 1] \ E, ëåæàùèõ â èíòåðâàëå (x
(1)
n , x

(2)
n ),
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ïîìíîæåííîé íà τ0. Òàêèì îáðàçîì, f ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì ãîìåîìîð-
ôèçìîì è, ñëåäîâàòåëüíî, f äèôôåðåíöèðóåìî ï.â. Êðîìå òîãî, çàìåòèì,
÷òî ïî÷òè âñå òî÷êè ìíîæåñòâà E0 ÿâëÿþòñÿ åãî òî÷êàìè ïëîòíîñòè, ñì.,
íàïð., [88], è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååì, ÷òî ∂nf = 0 äëÿ ï.â. xn ∈ E0. Ïîýòî-
ìó Pf (x) = ∞ íà ïîäìíîæåñòâå åäèíè÷íîãî êóáà C ìåðû λ. Îñòàëüíûå
óòâåðæäåíèÿ ëåììû î÷åâèäíû ïî ïîñòðîåíèþ. 2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.18. 1. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî
ôóíêöèÿ Φ íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà I, ò.e. ñóùåñòâóþò tl ∈ I, l = 1, 2,
t1 < t2 è λ ∈ (0, 1), òàêèå ÷òî

Φ(λt1 + (1− λ)t2)) > λΦ(t1) + (1− λ)Φ(t2) .

Â ñèëó ëåììû 10.8 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ fj :
Rn → Rn êëàññà W 1,1

loc
, ñ äèëàòàöèÿìè Pfj , j = 1, 2, . . ., ïðèíèìàþùèìè

òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ t1 è t2 ï.â., êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â Rn ê àô-
ôèííîìó îòîáðàæåíèþ f ñ äèëàòàöèåé Pf (x) ≡ t0, ãäå t0 = λt1+(1−λ)t2,
è ñîîòíîøåíèå (10.111) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
Ψ : Rn → (0,∞), â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôóíêöèé âèäà Ψ(x) ≡ 1 è Ψ(x) =
= 1/(1 + |x|2)n. Òàêèì îáðàçîì, èç âûøåïðèâåäåííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
èìååì, ÷òî

lim
j→∞

∫
Ω

Φ(Pfj(x)) Ψ(x) dm(x) <

∫
Ω

Φ(Pf (x)) Ψ(x) dm(x)

äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Ω â D.

2. Ïóñòü òåïåðü Φ íå ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé íà I, ò.e., ñóùåñòâóþò
òî÷êè τ0 è τ∗ ∈ I, τ0 < τ∗, òàêèå ÷òî Φ(τ0) > Φ(τ∗). Òîãäà ïî ëåììå 10.9 ñó-
ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ fj : Rn → Rn êëàññà W 1,1

loc

ñ äèëàòàöèÿìè Pfj(x) = τ∗ ï.â., j = 1, 2, . . . ï.â., ñõîäÿùàÿñÿ ðàâíîìåðíî
â Rn ê àôôèííîìó îòîáðàæåíèþ f ñ äèëàòàöèåé Pf (x) ≡ τ0. Òàêèì îá-
ðàçîì, íåðàâåíñòâî (10.108) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

3. Äàëåå, ïóñòü Φ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà â òî÷êå
T = sup

Φ(t)<∞
t < ∞. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà äîêàçàòåëüñòâà, ìû

ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Φ ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò ïðåäåë Φ(T − 0) : = lim

t→T−0
Φ(t) < Φ(T). Ïóñòü tj, j = 1, 2, . . .

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë èç [1,T), ñõîäÿùèõñÿ ê T. Ïîëîæèì t0 = T
è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ fj : Rn → Rn, j =
0, 1, 2, . . ., çàäàííóþ â òåðìèíàõ êîîðäèíàò x = (x1, . . . , xn) è êîîðäè-
íàòíûõ ôóíêöèé y = (y1, . . . , yn) : y1 ≡ x1 . . . , yn−1 ≡ xn−1 è yn = tj xn,
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j = 0, 1, 2, . . .. Î÷åâèäíî, ÷òî fj → f : = f0(x) è Pfj(x) → Pf (x) ðàâíîìåð-
íî â Rn ïðè j → ∞, ïîñêîëüêó Pfj(x) ≡ tj è, òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî
(10.108) ñïðàâåäëèâî äëÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Íàêîíåö, ïóñòü sup
Φ(t)<∞

t = ∞, è ïóñòü ôóíêöèÿ Φ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé ñëåâà â òî÷êå ∞. Èç ïóíêòîâ äîêàçàòåëüñòâà 1) è 2) ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî Φ íå óáûâàåò è âûïóêëà íà I. Òàêæå ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ Φ ïðîäîëæåíà ñ Ī íà R+ ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà: Φ(t) ≡ Φ(1)
äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1). Òàê ïðîäîëæåííàÿ ôóíêöèÿ Φ íå óáûâàåò è âûïóêëà,
ñì., íàïð., ïðåäëîæåíèå I.4.8 â [141].

Åñëè Φ íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà I, òî t0 = sup
Φ(t)=Φ(0)

t <∞. Âûáèðàÿ

t∗ ∈ (t0,∞), èìååì, ÷òî

Φ(t)− Φ(0)

t
> Φ(t∗)− Φ(0)

t∗
> 0 ∀ t ∈ [t∗,∞)

â ñèëó âûïóêëîñòè Φ (ñì., íàïð., ïðåäëîæåíèå I.4.5 â [141]), ò.e. Φ(t) > at
äëÿ t > t∗, ãäå a = [Φ(t∗)− Φ(0)]/t∗ > 0. Îäíàêî òîãäà Φ(t) → ∞ ïðè
t→ ∞, ò.e. Φ íåïðåðûâíà â ∞.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà Φ(t) � ïîñòîÿí-
íàÿ íà I. Íî â ýòîì ñëó÷àå çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 10.18 ñëåäóåò èç ëåììû
10.10. 2
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×àñòü IV.

Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå îòîáðàæåíèé íà

ìíîãîîáðàçèÿõ

Â äàííîé ÷àñòè ïðèâåäåíà òåîðèÿ ãðàíè÷íîãî ïîâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé
êëàññîâ Ñîáîëåâà è Îðëè÷à-Ñîáîëåâà íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ðàç-
âèòàÿ â ðàáîòå [6], ñì. òàêæå [5].

Ãëàâà 11. Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå êîëüöåâûõ Q-ãîìåî-
ìîðôèçìîâ

Â äàííîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà ïðîäîëæåíèÿ íà ãðàíèöó êîëü-
öåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ ìåæäó îáëàñòÿìè íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçè-
ÿõ. Ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ Q(x) è ãðàíèöû îáëàñòåé, ïðè
êîòîðûõ âñÿêèé êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå èëè
ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå íà ãðàíèöó.

11.1. Ââåäåíèå

Ïåðâûå ñïåöèôè÷åñêèå ìíîãîìåðíûå ýôôåêòû òåîðèè êâàçèêîíôîðì-
íûõ îòîáðàæåíèé áûëè îòìå÷åíû Ì.À. Ëàâðåíòüåâûì â ñòàòüå [49]. Õî-
òÿ ìíîãèå óòâåðæäåíèÿ èç ýòîãî èññëåäîâàíèÿ äîëãîå âðåìÿ íå áûëè
äîêàçàíû è íå ïîëó÷èëè äîëæíîãî ðàçâèòèÿ. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå
ïðîñòðàíñòâåííûõ êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé íà÷àëîñü óæå â êîí-
öå 50-õ � íà÷àëå 60-õ ãîäîâ â îñíîâíîì â Ðîññèè (Ëàâðåíòüåâ [50, 52],
Øàáàò [109, 110], Ðåøåòíÿê [74, 75], Áåëèíñêèé [8]), Ôèíëÿíäèè (Âÿéñà-
ëà [316,317]) è ÑØÀ (Ãåðèíã [170,171]).
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîíÿòèå êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ ñåìåéñòâà êðè-
âûõ íà ïëîñêîñòè, êàê êîíôîðìíîãî èíâàðèàíòà, ðîäèëîñü ó Áåðëèíãà è
Àëüôîðñà [115] è îôîðìèëîñü â ìåòîä ýêñòðåìàëüíûõ äëèí, êîòîðûé, â
ñâîþ î÷åðåäü, ïîÿâèëñÿ èç ïðèåìîâ Ãð¼÷à. Ìåòîä ýêñòðåìàëüíûõ äëèí
èëè ìîäóëåé è ñàì ýòîò êîíôîðìíûé èíâàðèàíò óñïåøíî èñïîëüçóþò-
ñÿ êàê â ãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè, òàê è çà åå ïðåäåëàìè, ïðèìåíÿåò-
ñÿ ê èññëåäîâàíèþ ãðàíè÷íîãî ïîâåäåíèÿ êîíôîðìíûõ è êâàçèêîíôîðì-
íûõ îòîáðàæåíèé [110,179,304] èëè ê êà÷åñòâåííûì âîïðîñàì ìàãíèòíîé
ãèäðîäèíàìèêè è òåîðèè çàöåïëåíèé [167, 168]. Ñàìî ïîíÿòèå êîíôîðì-
íûõ èíâàðèàíòîâ (åìêîñòü, ìîäóëü èëè ýêñòðåìàëüíàÿ äëèíà), êàê óæå
óïîìèíàëîñü âûøå, ñâÿçàíî ñ èìåíåì Àëüôîðñà [114, 115, 304]. Èñïîëü-
çóÿ ýòè èíâàðèàíòû, íà ìíîãîîáðàçèè ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ââîäèòü
êîíôîðìíî-èíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó, ñì., íàïð., [?, 118, 165, 166, 240] è ïî-
ïîëíÿòü ìíîãîîáðàçèå ïî ýòîé ìåòðèêå. Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíåå êðàñè-
âîå ïðèìåíåíèå ýòèõ êîíôîðìíûõ èíâàðèàíòîâ, ñâÿçàííîå ñ ìàãíèòíîé
ãèäðîäèíàìèêîé è óçëàìè, îïèñàíî â [167, 168]. Â ïîñëåäíèå æå ãîäû
âåäóùèå ñïåöèàëèñòû â ñâîèõ ðàáîòàõ àêòèâíî èçó÷àþò êîëüöåâûå Q-
ãîìåîìîðôèçìû, ñì., [85, 86]. Ýòî ïîíÿòèå ìîòèâèðîâàíî îïðåäåëåíèåì
êâàçèêîíôîðìíîñòè ïî Ãåðèíãó, ñì., íàïð., [171] è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáîáùåíèå è ëîêàëèçàöèþ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå âïåðâûå áûëî ââå-
äåíî Â. Ðÿçàíîâûì, Ó. Ñðåáðî è Ý. ßêóáîâûì íà ïëîñêîñòè [286, 288].
Çàìåòèì, ÷òî èçíà÷àëüíî ïîíÿòèå êîëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôèçìà íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè áûëî èçó÷åíî è ïîëó÷èëî íà÷àëî ê òùàòåëüíîìó
ðàññìîòðåíèþ äëÿ ðåøåíèÿ âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè, ñì.,
íàïð., [85, 286]. Â äàííîé ãëàâå èñïîëüçóþòñÿ êàê óæå óïîìÿíóòûå âû-
øå èíâàðèàíòû, òàê è îòíîñèòåëüíî íîâîå ïîíÿòèå êîëüöåâîãî Q-ãîìåî-
ìîðôèçìà íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè.

11.2. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Äàëåå D è D∗ � îáëàñòè íà ãëàäêèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (Mn, g) è
(Mn

∗ , g
∗), n > 2, ñîîòâåòñòâåííî.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê òåîðèè ìíîãîîá-
ðàçèé, êîòîðûå ìîæíî íàéòè, íàïð., â [36, 69, 73, 237]. n-ìåðíîå òîïî-
ëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Mn � ýòî õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé, â êîòîðîì êàæäàÿ òî÷êà èìååò îòêðûòóþ
îêðåñòíîñòü ãîìåîìîðôíóþ Rn. Êàðòîé íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçû-
âàåòñÿ ïàðà (U,φ), ãäå U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Mn, à
φ � ãîìåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ïîäìíîæåñòâà U íà îòêðûòîå ïîäìíîæå-
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ñòâî êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî êàæäîé òî÷êå
p ∈ U ñòàâèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå íàáîð èç n ÷èñåë,
åå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò. Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå � ìíîãîîáðàçèå ñ
êàðòàìè (Uα, φα), ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû êîòîðûõ ñâÿçàíû ãëàäêèì (C∞)
îáðàçîì.

Ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì (Mn, g) íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå ìíîãîîá-
ðàçèå âìåñòå ñ çàäàííîé íà íåì ðèìàíîâîé ìåòðèêîé, ò.å. ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûì ñèììåòðè÷íûì òåíçîðíûì ïîëåì g = gij(x), êîòîðîå çà-
äàåòñÿ â êîîðäèíàòíûõ êàðòàõ ñ ïðàâèëîì ïåðåõîäà:

′gij(x) = gkl(y(x))
∂yk

∂xi
∂yl

∂xj
. (11.1)

Òåíçîðíîå ïîëå gij(x) â äàëüíåéøåì òàêæå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ãëàäêèì.
Ýëåìåíò äëèíû íà (Mn, g) çàäàåòñÿ èíâàðèàíòíîé äèôôåðåíöè-

àëüíîé ôîðìîé ds2 = gijdx
idxj :=

∑n
i,j=1 gijdx

idxj, ãäå gij � ìåòðè÷å-
ñêèé òåíçîð, xi � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, åñëè
γ : [a, b] → Mn � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ è x(t) � åå ïàðàìåòðè÷åñêîå
çàäàíèå â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, òî åå äëèíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

sγ =

b∫
a

√
gij(x(t))

dxi

dt

dxj

dt
dt. (11.2)

Ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå d(p1, p2) îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíôèìóì
äëèí êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè p1 è p2 â (Mn, g), ñì. [237], ñ. 94. Ëþ-
áàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ p1 è p2, íà êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ ýòîò èíôèìóì,
íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ýëåìåíò îáúåìà íà (Mn, g) îïðåäåëÿåòñÿ èí-
âàðèàíòíîé ôîðìîé

dv =
√
detgij dx

1...dxn,

à ýëåìåíò ïëîùàäè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè H íà (Mn, g) � èíâàðèàíòíîé
ôîðìîé

dA =
√
det g∗αβ du1...dun−1 ,

ãäå g∗αβ � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà H, ïîðîæäåííàÿ èñõîäíîé ðèìàíîâîé
ìåòðèêîé gij ïî ôîðìóëå:

g∗αβ(u) = gij(x(u)) ·
∂xi

∂uα
· ∂x

j

∂uβ
. (11.3)
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Çäåñü x(u) � ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè H ñ ∇ux ̸= 0 âñþäó.
Òàêèì îáðàçîì, ìåòðè÷åñêèé òåíçîð g íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ïî-
ðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð g∗ íà ïðîèçâîëüíîé ðå-
ãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè, ñì., íàïð., § 88 â [73].

Äàëåå ïîä ãèïåðïîâåðõíîñòüþ íà ìíîãîîáðàçèè (Mn, g) ïîíèìà-
åòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå H : U → Mn, ãäå U � îáëàñòü â (n − 1)-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn−1 èëè, áîëåå îáùî, U � (n − 1)-ìåðíîå ìíîãî-
îáðàçèå, íàïðèìåð, (n − 1)-ìåðíàÿ ñôåðà. Åñëè îòîáðàæåíèå H ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêèì â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, òî ãèïåðïîâåðõíîñòü íàçûâàþò
ãëàäêîé. Íàïðèìåð, ãåîäåçè÷åñêàÿ ñôåðà â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñò-
íîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ãëàäêîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ � ãëàäêàÿ
ïîâåðõíîñòü, ñì. ìîíîãðàôèþ [237, ñ. 106].

Äëÿ íàñ âàæíû ñëåäóþùèå ôóíäàìåíòàëüíûå ôàêòû, ñì., íàïð.,
ëåììó 5.10 è ñëåäñòâèå 6.11 â [237], à òàêæå [36], ñ. 260�261.

Ïðåäëîæåíèå 11.1. Â êàæäîé òî÷êå ãëàäêîãî ðèìàíîâà ìíîãî-
îáðàçèÿ ñóùåñòâóþò åå îêðåñòíîñòè è ñîîòâåòñòâóþùèå ëîêàëüíûå
êîîðäèíàòû â íèõ, â êîòîðûõ ãåîäåçè÷åñêèì ñôåðàì ñ öåíòðîì â äàí-
íîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóþò åâêëèäîâû ñôåðû ñ òåìè æå ðàäèóñàìè è
ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, à ñâÿçêå ãåîäåçè÷åñêèõ, èñõîäÿùèõ èç
äàííîé òî÷êè, ñîîòâåòñòâóåò ñâÿçêà îòðåçêîâ ëó÷åé, èñõîäÿùèõ èç
íà÷àëà êîîðäèíàò.

Îêðåñòíîñòè è êîîðäèíàòû, óêàçàííûå â ïðåäëîæåíèè 11.1, ïðèíÿòî
íàçûâàòü íîðìàëüíûìè.

Çàìå÷àíèå 11.1. Â ÷àñòíîñòè, â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ãåîäåçè-
÷åñêèå ñôåðû èìåþò åñòåñòâåííóþ ãëàäêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ÷åðåç íà-
ïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ñîîòâåòñòâóþùèõ ëó÷åé, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà êî-
îðäèíàò. Êðîìå òîãî, ìåòðè÷åñêèé òåíçîð g â íà÷àëå ýòèõ êîîðäèíàò
ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, ñì., íàïð., ïðåäëîæåíèå 5.11 â [237], à
ââèäó åãî íåïðåðûâíîñòè g ïðîèçâîëüíî áëèçîê ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå â
äîñòàòî÷íî ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ íóëÿ.

Â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ñôåð
S(x0, ε) = {x ∈ Mn : d(x, x0) = ε}, ãåîäåçè÷åñêèõ øàðîâ B(x0, ε) = {x ∈
∈ Mn : d(x, x0) < ε} è ãåîäåçè÷åñêèõ êîëåö A(x0, r1, r2) = {x ∈ Mn : r1 <
< d(x, x0) < r2}, ãäå d � ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå íà (Mn, g).

Ïóñòü (Mn, g) � ãëàäêîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, n > 2. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ φ : Mn → R èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå êîëåáàíèå
â òî÷êå x0 ∈ Mn, ñîêð. φ ∈ FMO(x0), åñëè

lim
ε→0

1

v(B(x0, ε))

∫
B(x0,ε)

|φ(x)− φ̃ε| dv(x) <∞ ∀ x0 ∈ Mn, (11.4)
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ãäå

φ̃ε =
1

v(B(x0, ε))

∫
B(x0,ε)

φ(x) dv(x) (11.5)

� ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè φ(x) ïî ãåîäåçè÷åñêîìó øàðó B(x0, ε) îòíî-
ñèòåëüíî ìåðû îáúåìà v. Ïèøåì òàêæå φ ∈ FMO, åñëè φ ∈ FMO(x0)
äëÿ âñåõ x0 ∈ Mn.

Ïóñòü Γ = {γ} � ñåìåéñòâî êðèâûõ íà n-ìåðíîì ðèìàíîâîì ìíî-
ãîîáðàçèè (Mn, g). Èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ρ :
Mn → [0,∞], n > 2, íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ Γ, åñëè∫

γ

ρds > 1 (11.6)

äëÿ êàæäîé êðèâîé γ ∈ Γ. Çäåñü ds ñîîòâåòñòâóåò åñòåñòâåííîìó ïàðà-
ìåòðó äëèíû äóãè íà êðèâîé γ, âû÷èñëÿåìîé îòíîñèòåëüíî ãåîäåçè÷å-
ñêîãî ðàññòîÿíèÿ d.

Ìîäóëåì ñåìåéñòâà êðèâûõ Γ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

M(Γ) := inf
ρ ∈ adm Γ

∫
Mn

ρndv. (11.7)

Â äàëüíåéøåì, äëÿ ìíîæåñòâ A,B è C íà ìíîãîîáðàçèè (Mn, g), n >
> 2, ñèìâîëîì ∆(A,B;C) îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ êðèâûõ γ : [a, b] →
→ Mn, ñîåäèíÿþùèõ A è B â C, ò.å. γ(a) ∈ A, γ(b) ∈ B è γ(t) ∈ C äëÿ
âñåõ t ∈ (a, b).

Êðîìå òîãî, â äàëüíåéøåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå ñôå-
ðû S(x0, r), ãåîäåçè÷åñêèå øàðû B(x0, r) è ãåîäåçè÷åñêèå êîëüöà A =
= A(x0, r1, r2) ëåæàò â íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

ÏóñòüD èD∗ � îáëàñòè íà ãëàäêèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (Mn, g)
è (Mn

∗ , g
∗), n > 2, ñîîòâåòñòâåííî, è ïóñòü Q : Mn → (0,∞) � èçìåðèìàÿ

ôóíêöèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗ íàçûâàåòñÿ
êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå x0 ∈ D, åñëè

M (∆(fC, fC0;D∗)) 6
∫

A∩D

Q(x) · ηn (d(x, x0)) dv(x) (11.8)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ãåîäåçè÷åñêîãî êîëüöà A = A(x0, ε, ε0), 0 < ε <
< ε0 < ∞, ëþáûõ äâóõ êîíòèíóóìîâ (êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ)
C ⊂ B(x0, ε) ∩ D è C0 ⊂ D \ B(x0, ε0) è ëþáîé áîðåëåâîé ôóíêöèè
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η : (ε, ε0) → [0,∞], òàêîé ÷òî

ε0∫
ε

η(r)dr > 1. (11.9)

Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q-ãîìåîìîðôèç-
ìîì â D, åñëè (11.8) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ òî÷åê x0 ∈ D.

Ëåììà 11.1. Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü îáëàñòåé íà ãëàäêèõ ðèìà-
íîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (Mn, g) îòíîñèòåëüíî ãåîäåçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ
ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ n. Êðîìå òîãî, ãëàäêèå ðè-
ìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ëîêàëüíî n-ðåãóëÿðíû ïî Àëüôîðñó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî

d(z, y) = inf
γ
sγ,

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì êðèâûì γ, ñîåäèíÿþùèì z è y â Mn, è

ãäå sγ � äëèíà êðèâîé γ. Çäåñü sγ =
∫ √

gij(x(s∗))
dxi

ds∗
dxj

ds∗
ds∗, ãäå s∗ �

åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð äëèíû êðèâîé γ. ßñíî, ÷òî â ëþáûõ ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ | dx

ds∗
| = 1. Ïóñòü η = (η1, ..., ηn), ãäå ηi = dxi

ds∗
. Îöåíèì ãåîäåçè-

÷åñêîå ðàññòîÿíèå d(z, y) ÷åðåç åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå r(z, y) â ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ. Äëÿ ýòîé öåëè ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

φx0(η) = gij(x0) η
iηj,

çàäàííóþ íà åäèíè÷íîé ñôåðå |η| = 1 â Rn, ãäå x0 ∈ Mn � ôèêñèðîâàííàÿ
òî÷êà. Ïî îïðåäåëåíèþ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåííûì è íåïðåðûâíûì. Òàê êàê íåïðåðûâíàÿ íà êîìïàêòå
|η| = 1, η ∈ Rn, ôóíêöèÿ φx0(η) äîñòèãàåò íà íåì ñâîåãî ìàêñèìóìà è
ìèíèìóìà,

0 < mx0 < φx0(η) < Mx0 <∞ , (11.10)

ãäå mx0 è Mx0 � êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò x0.
Áîëåå òîãî, ââèäó íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè φx(η) ïî ñîâîêóïíîñòè

ïåðåìåííûõ x è η, (11.10) èìååò ìåñòî íå òîëüêî â òî÷êå x0, íî è âî âñåõ
òî÷êàõ x íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x0.

Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíî èìååì äâóõñòîðîííþþ îöåíêó ãåîäåçè÷å-
ñêîãî ðàññòîÿíèÿ ÷åðåç åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå
êîîðäèíàò

m · r(z, y) 6 d(z, y) 6M · r(z, y) ,
ãäå 0 < m 6M <∞.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé èìååì ëîêàëüíóþ äâóõñòî-
ðîííþþ îöåíêó îáúåìà V (B) =

∫
B

√
det gij dx1...dxn ãåîäåçè÷åñêèõ øàðîâ

B ÷åðåç èõ åâêëèäîâ îáúåì W (B):

m̃ ·W (B) 6 V (B) 6 M̃ ·W (B), (11.11)

ïîñêîëüêó det gij ïîëîæèòåëåí è íåïðåðûâåí.
Êîìáèíèðóÿ (11.10) è (11.11), ïîëó÷àåì, ÷òî ëîêàëüíî

c · dn 6 V (B) 6 C · dn,

ãäå d � ãåîäåçè÷åñêèé ðàäèóñ øàðîâ B.
Òàêèì îáðàçîì, ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî n-ðåãó-

ëÿðíûìè ïî Àëüôîðñó, à çíà÷èò èõ õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ñîâïàäàåò
ñ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ n, ñì. [197], c. 62. 2

Èç ëåììû 11.1, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì ëîêàëüíîå óñëîâèå óäâîåíèÿ
ìåðû.

Ñëåäñòâèå 11.1. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 íà ãëàäêîì ðèìàíîâîì ìíî-
ãîîáðàçèè (Mn, g) íàéäóòñÿ r0 > 0 è c ∈ (1,∞), òàêèå ÷òî

v(B(x0, 2r)) 6 cv(B(x0, r)) ∀ r 6 r0. (11.12)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè D � ñëàáî ïëîñêàÿ â òî÷êå
x0 ∈ ∂D, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà P > 0 è îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 íàéäåòñÿ
åå îêðåñòíîñòü V ⊂ U òàêàÿ, ÷òî

M(∆(E,F ;D)) > P (11.13)

äëÿ ëþáûõ êîíòèíóóìîâ E è F â D, ïåðåñåêàþùèõ ∂U è ∂V.
Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè D ñèëüíî äîñòèæèìà

â òî÷êå x0 ∈ ∂D, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 íàéäåòñÿ
êîìïàêò E ⊂ D, îêðåñòíîñòü V ⊂ U òî÷êè x0 è ÷èñëî δ > 0 òàêèå, ÷òî

M(∆(E,F ;D)) > δ (11.14)

äëÿ ëþáîãî êîíòèíóóìà F â D, ïåðåñåêàþùåãî ∂U è ∂V.
Ãðàíèöà ∂D íàçûâàåòñÿ ñèëüíî äîñòèæèìîé è ñëàáî ïëîñêîé,

åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà èìåþò ìåñòî â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû.
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11.3. Î íåïðåðûâíîì ïðîäîëæåíèè íà ãðàíèöó

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ïîëó÷àåòñÿ èç
ëåìì 4.4 è 11.1.

Ëåììà 11.2. Ïóñòü îáëàñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D,
D∗ � êîìïàêò, à f : D → D∗ � êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì â x0, òà-
êîé ÷òî ∂D∗ ñèëüíî äîñòèæèìà õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ïðåäåëüíîãî
ìíîæåñòâà

C(x0, f) = {y ∈ Mn
∗ : y = lim

k→∞
f(xk), xk → x0, xk ∈ D} , (11.15)

Q : Mn → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ∫
ε<d(x,x0)<ε0

Q(x) · ψnx0,ε(d(x, x0)) dv(x) = o(Inx0,ε0(ε)) (11.16)

ïðè ε→ 0 äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε0 ∈ (0, d(x0)), ãäå d(x0) :=
= sup

x∈D
d(x, x0), è ψx0,ε(t) � ñåìåéñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ èçìåðèìûõ (ïî

Ëåáåãó) ôóíêöèé íà (0,∞), òàêèõ ÷òî

Ix0,ε0(ε) : =

ε0∫
ε

ψx0,ε(t) dt < ∞ ∀ ε ∈ (0, ε0) , ε0 ∈ (0, d(x0)). (11.17)

Òîãäà f ïðîäîëæèì â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâíîñòè íà (Mn
∗ , g

∗).

Âûáèðàÿ â ëåììå 11.2 ψ(t) ≡ 1/t, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåð-
æäåíèþ.

Ëåììà 11.3. Ïóñòü îáëàñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D,
D∗ � êîìïàêò, à f : D → D∗ � êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì â x0, òà-
êîé ÷òî ∂D∗ ñèëüíî äîñòèæèìà õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ïðåäåëüíîãî
ìíîæåñòâà C(x0, f), Q : Mn → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

δ(x0)∫
0

dr( ∫
S(x0,r)

Q(x)dA

) 1
n−1

= ∞, (11.18)

ãäå δ(x0) ∈ (0, d(x0)), d(x0) := sup
x∈D

d(x, x0), òàêîâî ÷òî B(x0, δ(x0)) �

íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0. Òîãäà f ïðîäîëæèì â òî÷êó x0 ïî
íåïðåðûâíîñòè íà (Mn

∗ , g
∗).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì ε0 = δ(x0) è

ψ(t) =

 1/[
∫

S(x0,t)

Q(x) dA]
1

n−1 , t ∈ (0, ε0) ,

0 , t > ε0 .
(11.19)

Òîãäà, ïîëàãàÿ r = |x− x0|, èìååì, ÷òî∫
ε<d(x,x0)<ε0

Q(x) · ψn (r) dv(x) =

ε0∫
ε

dr( ∫
S(x0,r)

Q(x) dA

) 1
n−1

=

= Ix0,ε0(ε) = o(Inx0,ε0(ε)).

Òàêèì îáðàçîì, ïî ëåììå 11.2 ïîëó÷àåì çàêëþ÷åíèå ëåììû 11.3. 2

Çàìå÷àíèå 11.2. Çàìåòèì, ÷òî Ix0,ε0(ε) <∞ äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, ε0).
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ∆ > 0, îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì
Q∆-ãîìåîìîðôèçìîì, ãäå Q∆ = Q(x) + ∆. Ïîëàãàÿ

ψ∆(t) =

 1/[
∫

S(x0,t)

Q∆(x) dA]
1

n−1 , ïðè t ∈ (ε, ε0) ,

0 , ïðè t > ε0 è t 6 ε,

ïîëó÷àåì, ÷òî

I∆(ε) :=

∫
ε<d(x,x0)<ε0

Q∆(x)ψ
n
∆(|x− x0|) dv(x) =

=

ε0∫
ε

dr( ∫
S(x0,r)

Q∆(x) dA

) 1
n−1

<∞.

Ïóñòü Cε è C0 � çàìêíóòûå äóãè îêðóæíîñòåé S(x0, ε) è S(x0, ε0), ëå-
æàùèå â îáëàñòè D, à ψ∗

∆(t) � áîðåëåâà ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïî÷òè âñþäó
ñîâïàäàåò ñ ψ∆(t) (ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíêöèè ñëåäóåò èç òåîðåìû
Ëóçèíà). Òîãäà ôóíêöèÿ

ρ(x) :=

{
ψ∗
∆(|x− x0|)/I∆(ε) , ïðè x ∈ A(x0, ε, ε0) ,

0 , ïðè x ∈ Mn \ A(x0, ε, ε0),
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ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ Γ = ∆(Cε, C0;D) è ïî îïðå-
äåëåíèþ êîëüöåâîãî Q∆-ãîìåîìîðôèçìà

M(f(Γ)) 6
∫

ε<d(x,x0)<ε0

Q∆(x)ρ
n(x) dv(x) = I1−n∆ (ε).

Îòñþäà ïðè∆ → 0 èìååì, ÷òîM(f(Γ0)) 6 I1−nx0,ε0
(ε), ãäå Γ0 � ïîäñåìåéñòâî

Γ êðèâûõ, ëåæàùèõ â B(x0, ε0). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè Ix0,ε0(ε) = ∞, òî
M(f(Γ0)) = 0, ÷òî íåâîçìîæíî ïî ëåììå 1.15 â [261], ïîñêîëüêó ìîäóëü
f(Γ0) â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ýêâèâàëåíòåí ìîäóëþ M(f(Γ0)), ñì.,
íàïð., [311].

Êîìáèíèðóÿ ëåììû 4.2 è 11.1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ.

Ëåììà 11.4. Ïóñòü D � îáëàñòü íà ãëàäêîì ðèìàíîâîì ìíîãî-
îáðàçèè (Mn, g), n > 2. Òîãäà äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè
φ : Mn → R êëàññà FMO(x0)∫

ε<d(x,x0)<ε0

φ(x) dv(x)(
d(x, x0) log

1
d(x,x0)

)n = O

(
log log

1

ε

)
(11.20)

ïðè ε→ 0 è íåêîòîðîì ε0 ∈ (0, δ0), ãäå δ0 = min (e−e, d0), d0 := sup
x∈D

d(x, x0).

Âûáèðàÿ â ëåììå 11.2 ψ(t) = 1/(t log 1
t
), ïîëó÷àåì ïî ëåììå 11.4

ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D, ∂D∗
ñèëüíî äîñòèæèìà, à çàìûêàíèå D∗ êîìïàêòíî. Åñëè Q ∈ FMO(x0),
òî ëþáîé êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗ ïðîäîëæèì â òî÷êó
x0 ïî íåïðåðûâíîñòè íà ìíîãîîáðàçèè (Mn

∗ , g
∗).

Ñëåäñòâèå 11.2. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D, ∂D∗
ñèëüíî äîñòèæèìà, à D∗ êîìïàêòíî. Åñëè

lim
ε→0

1

v(B(x0, ε))

∫
B(x0,ε)

Q(x) dv(x) <∞,

òî ëþáîé êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗ ïðîäîëæèì â òî÷êó
x0 ïî íåïðåðûâíîñòè íà (Mn

∗ , g
∗).

Òåîðåìà 11.2. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, ∂D∗ ñèëü-
íî äîñòèæèìà, D∗ êîìïàêòíî. Åñëè Q ïðèíàäëåæèò FMO, òî ëþáîé
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êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗ äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå ïðîäîë-
æåíèå f : D → D∗.

Òåîðåìà 11.3. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, ∂D∗ ñèëüíî
äîñòèæèìà, D∗ êîìïàêòíî è óñëîâèå (11.18) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x0 ∈
∈ ∂D. Òîãäà ëþáîé êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗ äîïóñêàåò
íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f : D → D∗.

Ñëåäñòâèå 11.3. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå ∂D, ∂D∗
ñèëüíî äîñòèæèìà, D∗ êîìïàêòíî è ïðè r → 0

1

rn−1

∫
S(x0,r)

Q(x) dA = O

(
logn−1 1

r

)
∀ x0 ∈ ∂D. (11.21)

Òîãäà ëþáîé êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗ äîïóñêàåò íåïðå-
ðûâíîå ïðîäîëæåíèå f : D → D∗.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà, ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 11.1 è çàìå÷àíèÿ 11.1, ñëå-
äóåò èç åå åâêëèäîâîãî àíàëîãà, cì. íåäàâíþþ ðàáîòó [291].

Ëåììà 11.5. Ïóñòü B0 = B(x0, ε0) � íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷-
êè x0 íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (Mn, g), n > 2, Q : B0 → (0,∞) �
èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ è Φ : [0,∞] → [0,∞] � âîçðàñòàþùàÿ âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà

ε0∫
0

dr

rq
1
p (r)

> c

n

∞∫
eÑM0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1
p

∀ p ∈ (0,∞), (11.22)

ãäå M0 � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè Φ ◦ Q íàä B0, q(r), r ∈ (0, ε0), �
ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè Q(x) íàä ãåîäåçè÷åñêîé ñôåðîé S(x0, r) = {x ∈
∈ Mn : d(x, x0) = r}, c � ïîñòîÿííàÿ, ïðîèçâîëüíî áëèçêàÿ ê åäèíèöå äëÿ
ìàëûõ ε0.

Êîìáèíèðóÿ ëåììû 11.3 è 11.5, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 11.4. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D, ∂D∗
ñèëüíî äîñòèæèìà, D∗ êîìïàêòíî è ïóñòü f : D → D∗ � êîëüöåâîé
Q-ãîìåîìîðôèçì, ∫

D

Φ(Q(x)) dv(x) <∞ (11.23)

äëÿ âîçðàñòàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : [0,∞] → [0,∞], òàêîé ÷òî

∞∫
δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ (11.24)
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ïðè íåêîòîðîì δ > Φ(0). Òîãäà f ïðîäîëæèì â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâ-
íîñòè.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå (11.24) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷-
íûì, íî è íåîáõîäèìûì äëÿ íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ íà ãðàíèöó êîëü-
öåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè (11.23) íà Q,
ñì. ïðèìåð ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5.1 äëÿ ñëó÷àÿ Rn, n > 2, â [231].

11.4. Î ïðîäîëæåíèè íà ãðàíèöó îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé

Ëåììà 11.6. Ïóñòü f : D → D∗ � êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì ñ
Q ∈ L1(D). Åñëè îáëàñòü D ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíà â òî÷êàõ x1 è
x2 ∈ ∂D, x1 ̸= x2, à D∗ èìååò ñëàáî ïëîñêóþ ãðàíèöó, òî C(x1, f)∩
∩C(x2, f) = ∅.

Ïî ëåììå 11.6 ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå.

Òåîðåìà 11.5. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, ∂D∗ � ñëà-
áî ïëîñêàÿ, çàìûêàíèå D êîìïàêòíî è ïóñòü f : D → D∗ � êîëüöå-
âîé Q-ãîìåîìîðôèçì ñ Q ∈ L1(D). Òîãäà îáðàòíîå îòîáðàæåíèå g =
= f−1 : D∗ → D äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå g : D∗ → D.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå Q ∈ L1(D) â òåîðåìå 11.5 íåëüçÿ çàìåíèòü
óñëîâèåì Q ∈ Lp(D) íè ïðè êàêîì p ∈ (0, 1), ñì. ïðèìåðû ëèïøèöåâûõ
îòîáðàæåíèé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5 â [226], òåîðåìó 12.3 è ñëåä-
ñòâèå 12.1.

Çàìå÷àíèå 11.3. Èç ëåììû 11.6 ñëåäóåò, ÷òî â òåîðåìå 11.5 äîñòà-
òî÷íî òðåáîâàòü âìåñòî óñëîâèÿ Q ∈ L1

v(D) èíòåãðèðóåìîñòü Q â îêðåñò-
íîñòè ∂D.

11.5. Î ãîìåîìîðôíîì ïðîäîëæåíèè íà ãðàíèöó

Êîìáèíèðóÿ ðåçóëüòàòû èç äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ, ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèå òåîðåìû.

Ëåììà 11.7. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, ∂D∗ � ñëàáî
ïëîñêàÿ, à D è D∗ êîìïàêòíû. Åñëè ôóíêöèÿ Q ∈ L1(D) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ (11.16) â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ ∂D, òî ëþáîé êîëüöåâîé Q-
ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗ ïðîäîëæèì äî ãîìåîìîðôèçìà f : D → D∗.
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Òåîðåìà 11.6. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, ∂D∗ � ñëàáî
ïëîñêàÿ, çàìûêàíèÿ D è D∗ êîìïàêòíû. Åñëè Q ïðèíàäëåæèò êëàññó
FMO, òî ëþáîé êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗ äîïóñêàåò
ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå f : D → D∗.

Òåîðåìà 11.7. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, ∂D∗ ñëàáî
ïëîñêàÿ, D è D∗ êîìïàêòíû, Q ∈ L1(D) è óñëîâèå (11.18) âûïîëíåíî
äëÿ âñåõ x0 ∈ ∂D. Òîãäà ëþáîé êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗
äîïóñêàåò ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå f : D → D∗.

Ñëåäñòâèå 11.4. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, ∂D∗ � ñëàáî
ïëîñêàÿ, D è D∗ êîìïàêòíû è âûïîëíåíî óñëîâèå (11.21). Òîãäà ëþáîé
êîëüöåâîé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗ äîïóñêàåò ãîìåîìîðôíîå ïðî-
äîëæåíèå f : D → D∗.

Òåîðåìà 11.8. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, ∂D∗ - ñëà-
áî ïëîñêàÿ, D è D∗ êîìïàêòíû è ïóñòü f : D → D∗ � êîëüöåâîé Q-
ãîìåîìîðôèçì, ãäå Q óäîâëåòâîðÿåò (11.23) � (11.24). Òîãäà f äîïóñêà-
åò ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå f : D → D∗.
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íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ïðîáëåìû íåïðåðûâíîãî è ãîìåîìîðôíîãî
ïðîäîëæåíèÿ íà ãðàíèöó íèæíèõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ ìåæäó îáëàñòÿìè
íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ôîðìóëèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñëåä-
ñòâèÿ äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì êëàññîâ Îðëè÷à�
Ñîáîëåâà W 1,φ

loc ïðè óñëîâèè òèïà Êàëüäåðîíà íà ôóíêöèþ φ è, â ÷àñòíî-
ñòè, êëàññîâ Ñîáîëåâà W 1,p

loc ïðè p > n− 1.

12.1. Ââåäåíèå

Ïóñòü äàëåå ω � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rk èëè áîëåå îáùî � k-ìåð-
íîå ìíîãîîáðàçèå, ãäå k = 1, . . . , n − 1. Òîãäà k-ìåðíîé ïîâåðõíî-
ñòüþ S íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (Mn, g) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå S : ω → Mn. Ïîâåðõíîñòè â Mn ðàçìåðíî-
ñòè k = n − 1 ïðèíÿòî íàçûâàòü ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè. Ôóíêöèåé
êðàòíîñòè N(S, y) ïîâåðõíîñòè S íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ïðîîáðàçîâ y ∈ Mn.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ñèìâîë N(S, y) îáîçíà÷àåò êðàòíîñòü íàêðûòèÿ òî÷êè
y ïîâåðõíîñòüþ S. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ êðàòíîñòè ÿâëÿåòñÿ
ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó, ò.å., äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ym ∈ Mn,
m = 1, 2, . . . , òàêîé ÷òî ym → y ∈ Mn ïðè m → ∞, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
N(S, y) ≥ lim infm→∞ N(S, ym), ñì., íàïð., [270], ñ. 160. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî ôóíêöèÿ N(S, y) ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ïî Áîðåëþ è, ñëåäîâàòåëü-
íî, èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé õàóñäîðôîâîé ìåðû Hk, ñì.,
íàïð., òåîðåìó II (7.6) â [88]. Çäåñü õàóñäîðôîâû ìåðû ñîîòâåòñòâóþò
ãåîäåçè÷åñêîìó ðàññòîÿíèþ íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè Mn.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå Hk, k = 1, . . . , n−1, n îáîçíà÷àåò k-ìåðíóþ ìå-
ðó Õàóñäîðôà íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (Mn, g) îòíîñèòåëüíî ãåî-
äåçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ d. Òî÷íåå, åñëè A � ìíîæåñòâî â Mn, òî

Hk(A) := sup
ε>0

Hk
ε (A),
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Hk
ε (A) := inf

∞∑
i=1

(diamAi)
k ,

ãäå èíôèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì ïîêðûòèÿì A ìíîæåñòâàìè Ai ñ diamAi <
< ε, ñì., íàïð., [206]. Îòìåòèì, ÷òî Hk ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé ìåðîé â
ñìûñëå Êàðàòåîäîðè, ñì. [88]. Âåëè÷èíà

dimHA = sup
Hk(A)>0

k

íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòüþ ìíîæåñòâà A.

Â ðàáîòå [192] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ p è q ∈ (0, n) ìíî-
æåñòâî A, òàêîå, ÷òî dimHA = p, ìîæåò áûòü îòîáðàæåíî ïðè ïîìîùè
êâàçèêîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ f ïðîñòðàíñòâà Rn íà ìíîæåñòâî B c
dimHB = q.

k-ìåðíîé õàóñäîðôîâîé ïëîùàäüþ áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B
â Mn (ëèáî ïðîñòî ïëîùàäüþ B ïðè k = n − 1), àññîöèèðîâàííîé ñ
ïîâåðõíîñòüþ S : ω → Mn, íàçûâàåì âåëè÷èíó

AS(B) = Ak
S(B) :=

∫
B

N(S, y) dHky , (12.1)

ñð., íàïð., ðàçä. 3.2.1 â [108]. Ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé
(êâàäðèðóåìîé), åñëè AS(Mn) <∞, ñì., íàïð., ðàçä. 9.2 â [252].

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ áîðåëåâñêîé ôóíêöèè ρ : Mn → [0,∞], å¼ èí-
òåãðàë íàä ïîâåðõíîñòüþ S îïðåäåëÿåì ðàâåíñòâîì∫

S

ρ dA :=

∫
Mn

ρ(y)N(S, y) dHky . (12.2)

Ïóñòü D � îáëàñòü íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (Mn, g) n ≥ 2. Äëÿ
çàäàííîé âûïóêëîé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè φ : [0,∞) → [0,∞), φ(0) = 0,
îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Lφ ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé f : D → R, òàêèõ
÷òî ∫

D

φ

(
|f(x)|
λ

)
dv(x) <∞ (12.3)

ïðè íåêîòîðîì λ > 0. Ïðîñòðàíñòâî Lφ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Îð-
ëè÷à.
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Êëàññîì Îðëè÷à�Ñîáîëåâà W 1,φ
loc

(D) íàçûâàåòñÿ êëàññ âñåõ ëî-
êàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé f, çàäàííûõ â D, ñ ïåðâûìè îáîáù¼í-
íûìè ïðîèçâîäíûìè (â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ), ãðàäèåíò ∇f êîòîðûõ
ëîêàëüíî â îáëàñòè D ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Îðëè÷à Lφ. Çàìåòèì,
÷òî ïî îïðåäåëåíèþ W 1,φ

loc
⊂ W 1,1

loc
. Êàê îáû÷íî, ìû ïèøåì f ∈ W 1,p

loc
, åñëè

φ(t) = tp, p ≥ 1.

Äàëåå, åñëè f � ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ n âåùå-
ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, f = (f1, . . . , fm), fi ∈ W 1,1

loc
, i = 1, . . . , m,

è íà ëþáîì êîìïàêòå C ⊂ D∫
C

φ

(
|∇f(x)|

λ

)
dv(x) <∞ (12.4)

äëÿ íåêîòîðîãî λ > 0, ãäå |∇f(x)| =
√

m∑
i=1

n∑
j=1

(
∂fi
∂xj

)2
, òî ìû òàêæå ïèøåì

f ∈ W 1,φ
loc
.Ìû òàêæå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèåW 1,φ

loc
â ñëó÷àå îòîáðàæåíèé

f : D → D∗ ìåæäó îáëàñòÿìè D è D∗ íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ðàç-
íîé ðàçìåðíîñòè è äëÿ áîëåå îáùèõ ôóíêöèé φ, ÷åì â êëàññàõ Îðëè÷à,
àïðèîðè âñåãäà ïðåäïîëàãàâøèõ âûïóêëîñòü ôóíêöèè φ.

12.2. Ñâÿçü W 1,φ
loc

ñ íèæíèìè Q-ãîìåîìîðôèçìàìè

Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2. Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : D → Rn

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì, åñëè f ∈ W 1,1
loc
,

Jf (x) ∈ L1
loc

è
∥f ′(x)∥n 6 K(x) · Jf (x)

äëÿ íåêîòîðîé ïî÷òè âñþäó êîíå÷íîé ôóíêöèè K(x). Çäåñü ∥f ′(x)∥ îáî-
çíà÷àåò ìàòðè÷íóþ íîðìó ÿêîáèåâîé ìàòðèöû f ′ îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå
x ∈ D,

∥f ′(x)∥ = sup
h∈Rn,|h|=1

|f ′(x) · h| ,

Jf (x) = detf ′(x) � ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x. Â äàëüíåéøåì
Kf (x) îáîçíà÷àåò íàèìåíüøóþ òàêóþ ôóíêöèþ K(x) > 1, ò.å. ïîëàãàåì

Kf (x) =

 ∥f ′(x)∥n/Jf (x), Jf (x) ̸= 0;
1, f ′(x) = 0;
∞ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.
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Âïåðâûå ïîíÿòèå îòîáðàæåíèÿ ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì ââåäåíî â
ñëó÷àå ïëîñêîñòè äëÿ f ∈ W 1,2

loc
â ðàáîòå [212]. Â äàëüíåéøåì ýòî óñëîâèå

áûëî çàìåíåíî òðåáîâàíèåì f ∈ W 1,1
loc
, ïðåäïîëàãàþùèì äîïîëíèòåëüíî,

÷òî Jf ∈ L1
loc
(ñì., íàïð., [210]). Çàìåòèì, ÷òî óïîìÿíóòîå äîïîëíèòåëüíîå

óñëîâèå Jf ∈ L1
loc

èçëèøíå â ñëó÷àå ãîìåîìîðôèçìîâ, ïîñêîëüêó∫
C

Jf (x) dm(x) 6 |f(C)| (12.5)

äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà C â D, ñì., íàïð., ïóíêòû 3.1.4, 3.1.8 è 3.2.5 â [108].
Îòîáðàæåíèÿ ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì íàøëè ìíîãèõ ïîñëåäîâàòåëåé,
ñì. äàëüíåéøèå ññûëêè â [252]. Ïðåäøåñòâóþùèå èì îòîáðàæåíèÿ ñ îãðà-
íè÷åííûì èñêàæåíèåì äàâíî ñòàëè êëàññèêîé òåîðèè îòîáðàæåíèé (ñì.,
íàïð., [77]).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f ìåæäó îáëàñòÿìè D è D∗ íà
ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (Mn, g) è (Mn

∗ , g
∗), n > 3, ñîîòâåòñòâåííî, íà-

çûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ñ êîíå÷íûì èñêàæåíèåì, åñëè f ∈ W 1,1
loc

è
Ln(x, f) 6 K(x) · J(x, f)

äëÿ íåêîòîðîé ïî÷òè âñþäó êîíå÷íîé ôóíêöèè K(x), ãäå

J(x, f) = lim inf
r→0

v∗(f(B(x, r)))/v(B(x, r))

è
L(x, f) = lim sup

y→x
d∗(f(x), f(y))/d(x, y).

Çäåñü B(x, r) îáîçíà÷àåò ãåîäåçè÷åñêèé øàð â (Mn, g) ñ öåíòðîì â òî÷êå
x ðàäèóñà r, v è v∗, d è d∗ îáîçíà÷àþò îáúåìû è ãåîäåçè÷åñêèå ðàññòîÿ-
íèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ (Mn, g) è (Mn

∗ , g
∗), ñîîòâåòñòâåííî. Â äàëüíåéøåì

K(x, f) îáîçíà÷àåò íàèìåíüøóþ òàêóþ ôóíêöèþ K(x) > 1, ò.å. ïîëàãàåì

K(x, f) =

 Ln(x, f)/J(x, f), J(x, f) ̸= 0, ;
1, L(x, f) = 0;
∞, â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.

Çàìå÷àíèå 12.1. Ïåðåõîäÿ ê ëîêàëüíûì êîîðäèíàòàì, âèäèì, ÷òî
îïðåäåëåíèÿ K(x, f) è Kf (x) ñîãëàñîâàíû â òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè îòîáðàæåíèÿ f . Âåëè÷èíà Kf (x) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî çàìåí
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò è ïî òåîðåìå 8.1 K(x, f) ìîæíî âû÷èñëÿòü ï.â.
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÷åðåç Kf (x) â ëþáûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ îòîáðàæåíèé êëàññà
Îðëè÷à�Ñîáîëåâà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (8.18).

Áîðåëåâó ôóíêöèþ ρ : Mn → [0,∞] íàçûâàåì äîïóñòèìîé äëÿ
ñåìåéñòâà k-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé Γ â Mn, k = 1, 2, . . . , n − 1, ïèøåì
ρ ∈ admΓ, åñëè ∫

S

ρk dA > 1

äëÿ ëþáîãî S ∈ Γ. Ìîäóëü ñåìåéñòâà Γ åñòü âåëè÷èíà

M(Γ) := inf
ρ∈admΓ

∫
Mn

ρn dv.

Äàëåå ãîâîðèì, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî P èìååò ìåñòî äëÿ ï.â.
S ∈ Γ, åñëè ìîäóëü ïîäìíîæåñòâà Γ∗ òåõ S ∈ Γ, äëÿ êîòîðûõ ñâîéñòâî P
íàðóøàåòñÿ, ðàâåí íóëþ.

Àíàëîãè÷íî [252], èçìåðèìóþ îòíîñèòåëüíî ìåðû îáúåìà v ôóíêöèþ
ρ : Mn → [0,∞] íàçûâàåì îáîáùåííî äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà Γ,
ñîñòîÿùåãî èç k-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé S â Mn, ïèøåì ρ ∈ ext admΓ,
åñëè óñëîâèå äîïóñòèìîñòè âûïîëíåíî äëÿ ï.â. S ∈ Γ.

Çäåñü ìû ãîâîðèì òàêæå, ÷òî ñåìåéñòâî Γ1 ìèíîðèðóåòñÿ ñ ñåìåé-
ñòâîì Γ2, ïèøåì Γ1 > Γ2, åñëè äëÿ ëþáîé S ∈ Γ1 íàéäåòñÿ S ′ ∈ Γ2 òàêàÿ,
÷òî AS(B) > AS

′(B) äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B â Mn. Êàê
èçâåñòíî, òîãäà M(Γ1) 6M(Γ2), ñì., íàïð., [169].

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå, ìîòèâèðîâàííîå êîëüöåâûì îïðåäåëåíèåì Ãå-
ðèíãà äëÿ êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé â [171], áûëî âïåðâûå ââåäåíî
â Rn, ñì. ñòàòüþ [40], à òàêæå ìîíîãðàôèþ [252].

Âñþäó äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî (Mn, g) è (Mn
∗ , g

∗) � ãëàäêèå ðè-
ìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ. Â äàëüíåéøåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ãåîäåçè÷å-
ñêèå ñôåðû S(x0, ε) = {x ∈ Mn : d(x, x0) = ε}, ãåîäåçè÷åñêèå øàðû
B(x0, ε) = {x ∈ Mn : d(x, x0) < ε} è ãåîäåçè÷åñêèå êîëüöà A(x0, ε, ε0) =
= {x ∈ Mn : ε < d(x, x0) < ε0} ëåæàò â íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0.

Ïóñòü äàíû îáëàñòè D è D∗ íà (Mn, g) è (Mn
∗ , g

∗), n > 2, ñîîòâåò-
ñòâåííî, è èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ Q : D → (0,∞). Ãîìåîìîðôèçì f : D →
→ D∗ áóäåì íàçûâàòü íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå x0 ∈ D,
åñëè ñóùåñòâóåò δ0 ∈ (0, d(x0)), d(x0) = sup

x∈D
d(x, x0), òàêîå ÷òî äëÿ âñÿêî-

ãî ε0 < δ0 è ãåîäåçè÷åñêèõ êîëåö Aε = A(x0, ε, ε0), ε ∈ (0, ε0), âûïîëíåíî
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óñëîâèå

M (f (Σε)) > inf
ρ∈ext admΣε

∫
D∩Aε

ρn(x)

Q(x)
dv(x) , (12.6)

ãäå ÷åðåç Σε îáîçíà÷åíî ñåìåéñòâî âñåõ ïåðåñå÷åíèé ñ îáëàñòüþ D ãåîäå-
çè÷åñêèõ ñôåð S(x0, r), r ∈ (ε, ε0).

Ãîâîðèì, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗ ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q-
ãîìåîìîðôèçìîì â îáëàñòè D, åñëè f ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q-ãîìåî-
ìîðôèçìîì â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ D.

Îòîáðàæåíèå f : X → Y ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè X è
Y íàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâûì, åñëè

dist (f(x1), f(x2)) 6M · dist (x1, x2)

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîéM <∞ è âñåõ x1, x2 ∈ X . Ãîâîðÿò, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå f : X → Y áèëèïøèöåâî, åñëè, îíî, âî�ïåðâûõ, ëèïøèöåâî è,
âî�âòîðûõ,

dist (x1, x2) 6M∗ · dist (f(x1), f(x2))
äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé M∗ <∞ è âñåõ x1, x2 ∈ X.

Ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå âïåðâûå áûëî ïîëó÷åíî â Rn â ïðå-
ïðèíòå [233]. Åãî äîêàçàòåëüñòâî íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ òðåáóåò
íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèè.

Òåîðåìà 12.1. Ïóñòü D è D∗ � îáëàñòè íà ãëàäêèõ ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ (Mn, g) è (Mn

∗ , g
∗), n > 3, ñîîòâåòñòâåííî, φ : [0,∞) →

→ [0,∞) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ñ óñëîâèåì (8.18). Òîãäà êàæäûé ãî-
ìåîìîðôèçì f : D → D∗ êîíå÷íîãî èñêàæåíèÿ êëàññàW 1,φ

loc
(D) ÿâëÿåòñÿ

íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â D ñ Q(x) = Kf (x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåçB (áîðåëåâñêîå) ìíîæåñòâî âñåõ
òî÷åê x ∈ D, ãäå îòîáðàæåíèå f èìååò ïîëíûé äèôôåðåíöèàë f ′(x)
è Jf (x) ̸= 0 â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Êèðñáðàó-
íà è èñïîëüçóÿ åäèíñòâåííîñòü àïïðîêñèìàòèâíîãî äèôôåðåíöèàëà, ñì.,
íàïð., ðàçä. 2.10.43 è òåîðåìó 3.1.2 â [108], çàêëþ÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî
B ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ÷¼òíîå îáúåäèíåíèå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Bl,
l = 1, 2, . . . , òàêèõ ÷òî îòîáðàæåíèÿ fl = f |Bl

ÿâëÿþòñÿ áèëèïøèöåâûìè
ãîìåîìîðôèçìàìè, ñì., íàïð., ëåììó 3.2.2 è òåîðåìû 3.1.4 è 3.1.8 â [108].
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâà Bl ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþòñÿ è ëåæàò â êàðòàõ ìíîãîîáðàçèÿ Mn. Îáîçíà÷èì òàêæå
÷åðåç B∗ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê x ∈ D, ãäå f èìååò ïîëíûé äèôôåðåíöèàë
è f ′(x) = 0.
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Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâî B0 := D \ (B
∪
B∗) èìååò íóëåâîé îáúåì,

ñì. òåîðåìó 8.1 è çàìå÷àíèå 11.1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 9.1 èç [252]
ïëîùàäü B0 ∩ Sr ðàâíà íóëþ äëÿ ïî÷òè âñåõ ñôåð Sr := S(x0, r) â íîð-
ìàëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ D. Òàêèì îáðàçîì, ïî ñëåäñòâèþ 8.4 è
çàìå÷àíèþ 11.1, ïîëó÷àåì, ÷òî ïëîùàäè f(B0) ∩ S∗

r è f(B∗) ∩ S∗
r òàêæå

ðàâíû íóëþ äëÿ ïî÷òè âñåõ òàêèõ Sr, ãäå S∗
r = f(Sr).

Çäåñü ìû òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî B0 è B∗ ìîæíî ðàçáèòü íà
ñ÷åòíîå ÷èñëî êóñêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ (è åãî îáðàç) ëåæèò â êàðòå
ìíîãîîáðàçèÿ Mn (Mn

∗ , ñîîòâåòñòâåííî.)

Ïóñòü Γ îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâî âñåõ ïåðåñå÷åíèé ñôåð Sr, r ∈ (ε, ε0),
â íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè ñ îáëàñòüþ D. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
ρ∗ ∈ adm f(Γ), òàêîé ÷òî ρ∗ ≡ 0 âíå f(D), ïîëàãàåì ρ ≡ 0 âíå D è íà B0,
è ρ(x) : = ρ∗(f(x))L(x, f) ïðè x ∈ D \ B0. Ðàññóæäàÿ íà êàæäîì Bl,
l = 1, 2, . . ., ñîãëàñíî 1.7.6 è 3.2.1 â [108], ïîëó÷àåì∫

Sr

ρn−1 dA =

∫
Sr

ρn−1
∗ (f(x))Ln−1(x, f) dA >

∫
S∗
r

ρn−1
∗ dA∗ > 1

äëÿ ïî÷òè âñåõ Sr, è, ñëåäîâàòåëüíî, ρ ∈ ext admΓ. Èñïîëüçóÿ çàìåíó
ïåðåìåííûõ íà Bl, l = 1, 2, . . . , ñì., íàïð., òåîðåìû 2.10.43 è 3.2.5 â [108],
ââèäó ñ÷¼òíîé àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì îöåíêó (12.6). 2

Ñëåäñòâèå 12.1. Ëþáîé ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗ ñ êîíå÷íûì
èñêàæåíèåì êëàññà W 1,p

loc
ïðè p > n− 1 ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q-ãîìåîìîð-

ôèçìîì â D ñ Q(x) = K(x, f) ï.â.

Ñëåäñòâèå 12.2. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗
êëàññà W 1,1

loc
, òàêîé ÷òî K(x, f) ∈ Lq

loc
ïðè q > n− 1, ÿâëÿåòñÿ íèæíèì

Q-ãîìåîìîðôèçìîì â D ñ Q(x) = K(x, f) ï.â.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è (12.5) íà êàæ-
äîì êîìïàêòå C â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷àåì îöåíêó íîðì ïåðâûõ
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∥∂if∥p 6 ∥K1/n
f ∥s · ∥J1/n

f ∥n ≤ ∥Kf∥1/nq · |f(C)|1/n <∞ ,

ãäå 1
p
= 1

s
+ 1

n
è s = qn, ò.å., 1

p
= 1

n

(
1
q
+ 1
)
, è åñëè q > n − 1, òî òàêæå

p > n− 1. Èòàê, ìû èìååì, ÷òî f ∈ W 1,p
loc
, ãäå p = nq/(1+ q) > n− 1, è ïî

ñëåäñòâèþ 12.1 ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå 12.2. 2
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12.3. Ñâÿçü íèæíèõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ ñ êîëüöåâûìè

Â äàëüíåéøåì ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ ñòàíäàðòíûõ ñîãëàøåíèé, ÷òî a/∞ =
= 0 äëÿ a ̸= ∞, a/0 = ∞, åñëè a > 0 è 0 · ∞ = 0 (ñì., íàïð., [88]).

Àíàëîã ñëåäóþùåãî êðèòåðèÿ íèæíèõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ áûë ïî-
ëó÷åí ðàíåå â Rn (ñì. òåîðåìó 2.1 â [40]).

Òåîðåìà 12.2. Ïóñòü D è D∗ � îáëàñòè íà ãëàäêèõ ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ (Mn, g) è (Mn

∗ , g
∗), n > 2, ñîîòâåòñòâåííî, Q : D →

→ (0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, è ïóñòü x0 ∈ D. Ãîìåîìîðôèçì
f : D → D∗ ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q-ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå x0 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè B(x0, ε0) òî÷-
êè x0 ñ ε0 < d(x0) := sup

x∈D
d(x, x0)

M(fΣε) >
ε0∫
ε

dr

||Q|| n−1(x0, r)
∀ ε ∈ (0, ε0), (12.7)

ãäå Σε � ñåìåéñòâî âñåõ ïåðåñå÷åíèé ñ îáëàñòüþ D ãåîäåçè÷åñêèõ ñôåð
S(x0, r), r ∈ (ε, ε0), è

||Q|| n−1(x0, r) =

 ∫
D(x0,r)

Qn−1(x) dA


1

n−1

(12.8)

� Ln−1-íîðìà Q ïî D(x0, r) = {x ∈ D : d(x, x0) = r} = D ∩ S(x0, r).
Çàìåòèì, ÷òî èíôèìóì â (12.6) äîñòèãàåòñÿ äëÿ ôóíêöèè

ρ0(x) =
Q(x)

||Q||n−1(x0, d(x, x0))
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ρ ∈ ext admΣε

Aρ(r) :=

∫
D(x0,r)

ρn−1(x)dA ̸= 0

ï.â. ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ôóíêöèåé ïî ïàðàìåòðó r, ñêàæåì ïî òåîðåìå
Ôóáèíè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì òðåáîâàòü ðàâåíñòâî Aρ(r) = 1 ï.â.
âìåñòî óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè è

inf
ρ∈ext admΣε

∫
D∩Rε

ρn(x)

Q(x)
dv(x) =

ε0∫
ε

 inf
α∈ I(r)

∫
D(x0,r)

αp(x)

Q(x)
dA

 dr,
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ãäå p = n/(n − 1), Rε = {x ∈ Mn : ε < d(x, x0) < ε0} è I(r) îáîçíà-
÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé α íà ïîâåðõíîñòè D(x0, r) òà-
êèõ, ÷òî

∫
D(x0,r)

α(x) dA = 1. Ïîýòîìó òåîðåìà 12.2 ñëåäóåò èç ëåììû 2.1

ðàáîòû [40] äëÿ X = D(x0, r) ñ ìåðîé ïëîùàäè íà D(x0, r) â êà÷åñòâå
µ, φ = 1

Q
|D(x0,r) è p = n/(n− 1) > 1. 2

Ëåììà 12.1. Ïóñòü D è D∗ � îáëàñòè íà ãëàäêèõ ðèìàíîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèÿõ (Mn, g) è (Mn

∗ , g∗), n > 2, Q : D → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíê-
öèÿ è f : D → D∗ � íèæíèé Q-ãîìåîìîðôèçì â òî÷êå x0 ∈ D. Òîãäà

M (∆(fS1, fS2;D∗)) 6 cI1−n, (12.9)

ãäå Si = S(x0, ri) = {x ∈ Mn : d(x, x0) = ri}, i = 1, 2, 0 < r1 < r2, B(x0, r2)
� íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0,

I = I(x0, r1, r2) =

r2∫
r1

dr

||Q||n−1(x0, r)
, (12.10)

||Q||n−1(x0, r) îïðåäåëåíî â (12.8), à êîíñòàíòà c ïðîèçâîëüíî áëèçêà ê
1 â äîñòàòî÷íî ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷êè x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî çàìå÷àíèþ 11.1 ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â íà÷à-
ëå íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé è, ñëåäîâà-
òåëüíî, â äîñòàòî÷íî ìàëîì øàðå ñ öåíòðîì â íóëå ðàâíîìåðíî áëèçîê
ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì Õåññå è Öèììåðà
(ñì. [204] è [327]), èìååì, ÷òî

M (∆(fS1, fS2;D∗))) 6 c/Mn−1(fΣ), (12.11)

ïîñêîëüêó fΣ ⊂ Σ(fS1, fS2;D∗), ãäå Σ îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãåî-
äåçè÷åñêèõ ñôåð ñ öåíòðîì â òî÷êå x0, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó ñôåðàìè
S1 è S2, à Σ(fS1, fS2;D∗) ñîñòîèò èç âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â D∗, îò-
äåëÿþùèõ fS1 è fS2, c � ïîñòîÿííàÿ, ïðîèçâîëüíî áëèçêàÿ ê åäèíèöå
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ îêðåñòíîñòåé x0. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 12.2
ïîëó÷àåì îöåíêó (12.9). 2

Çàìå÷àíèå 12.2. Â ÷àñòíîñòè, ââèäó ãîìåîìîðôíîñòè f , èç íåðà-
âåíñòâà (12.9) ñëåäóåò, ÷òî I(x0, r1, r2) ̸= ∞ ïðè 0 < r1 < r2 â íîðìàëüíîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Ëåììà 12.2. Ïóñòü D � îáëàñòü íà ãëàäêîì ðèìàíîâîì ìíîãî-
îáðàçèè (Mn, g), n > 2, x0 ∈ D, 0 < r1 < r2 < d(x0) := sup

x∈D
d(x, x0),
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A = A(x0, r1, r2) � ãåîäåçè÷åñêîå êîëüöî, B(x0, r2) � íîðìàëüíàÿ îêðåñò-
íîñòü òî÷êè x0 è ïóñòü Q : D → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Ïî-
ëàãàåì, â ñîîòâåòñòâèè ñ (12.8) è (12.10) η0(t) = 1/I · ∥Q∥n−1(x0, t).
Òîãäà

I1−n =

∫
A∩D

Qn−1(x) · ηn0 (d(x, x0)) dv(x) 6

6
∫

A∩D

Qn−1(x) · ηn (d(x, x0)) dv(x) (12.12)

äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè η : (r1, r2) → [0,∞], òàêîé, ÷òî

r2∫
r1

η(r)dr = 1. (12.13)

Ñëåäñòâèå 12.3. Ïðè óñëîâèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ ëåìì 12.1 è 12.2

M(∆(fS1, fS2;D∗)) 6 c

∫
A∩D

Qn−1(x) ηn(d(x, x0)) dv(x). (12.14)

Òåîðåìà 12.3. Ïóñòü D è D∗ � îáëàñòè íà ãëàäêèõ ðèìàíîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèÿõ (Mn, g) è (Mn

∗ , g∗), n > 2, ñîîòâåòñòâåííî, è ïóñòü
Q : D → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè f : D → D∗ � íèæ-
íèé Q-ãîìåîìîðôèçì â òî÷êå x0 ∈ D, òî f ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì Q∗-
ãîìåîìîðôèçìîì â òî÷êå x0 ñ Q∗(x) = cQn−1(x), ãäå êîíñòàíòà c ìî-
æåò áûòü âûáðàíà ïðîèçâîëüíî áëèçêîé ê 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî êðèâûõ∆(fC1, fC2;D∗) ìè-
íîðèðóåòñÿ ñåìåéñòâîì∆(fS1, fS2;D∗), ãäå S1 = S(x0, r1) è S2 = S(x0, r2),
òîM(∆(fC1, fC2;D∗)) 6M(∆(fS1, fS2;D∗)) è çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 12.3
ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäñòâèÿ 12.3. 2

Çàìå÷àíèå 12.3. Êîìáèíèðóÿ òåîðåìó 12.3 ñ òåîðåìîé 12.1 è ñëåä-
ñòâèåì 12.1, ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ãîìåîìîðôèçìàõ
f : D → D∗ êîíå÷íîãî èñêàæåíèÿ â êëàññàõ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà W

1,φ
loc

ïðè
óñëîâèè òèïà Êàëüäåðîíà (8.18) íà ôóíêöèþ φ è, â ÷àñòíîñòè, â êëàññàõ
Ñîáîëåâà W 1,p

loc
ïðè p > n − 1 ñ Q(x) = K(x, f). Íàêîíåö, ïî ñëåäñòâèþ

12.2 âñå òåîðåìû äàííîãî ïàðàãðàôà âåðíû äëÿ ëþáûõ ãîìåîìîðôèçìîâ
f êëàññà W 1,1

loc
ñ Kf ∈ Lq

loc
, q > n− 1, è, ïðè ýòîì, Q(x) = Kf (x).
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12.4. Ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå íèæíèõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ

Ââèäó òåîðåìû 12.3 è ëåììû 11.1 çäåñü ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðèþ ãðà-
íè÷íîãî ïîâåäåíèÿ êîëüöåâûõ Q-ãîìåîìîðôèçìîâ â ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ñ ìåðàìè, êîòîðàÿ áûëà ðàçâèòà â ãë. 1 ï. 6. Âñþäó â äàííîé
ãëàâå D è D∗ � îáëàñòè íà ãëàäêèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (Mn, g) è
(Mn

∗ , g∗), n > 2, ñîîòâåòñòâåííî.

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî, íî î÷åíü âàæíîãî ðåçóëüòàòà, ñð.
òåîðåìó 3 â [24].

Òåîðåìà 12.4. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, D êîìïàêò-
íî, ∂D∗ ñëàáî ïëîñêàÿ. Åñëè f : D → D∗ ÿâëÿåòñÿ íèæíèì Q-ãî-
ìåîìîðôèçìîì ñ Q ∈ Ln−1(D), òî f−1 èìååò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå
íà D∗.

Çàìå÷àíèå 12.4. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü óñëîâèå Q ∈ Ln−1(D) íåëü-
çÿ çàìåíèòü íà óñëîâèå Q ∈ Lp(D) íè ïðè êàêîì p < n − 1, ñì., íàïð.,
ïðèìåðû ëèïøèöåâûõ îòîáðàæåíèé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5 â [226],
à òàêæå òåîðåìó 12.3 è ñëåäñòâèå 12.1. Îäíàêî çäåñü äîñòàòî÷íî ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî Q ∈ Ln−1(D ∩ U) äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ãðàíèöû D.

Òåîðåìà 12.4 ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ñëåäóþùåé ëåììû ðàñ-
ñóæäåíèåì îò ïðîòèâíîãî.

Ëåììà 12.3. Ïóñòü z1 è z2 ∈ ∂D, z2 ̸= z1 è f : D → D∗ � íèæ-
íèé Q-ãîìåîìîðôèçì â òî÷êå z1, è ïóñòü ôóíêöèÿ Q èíòåãðèðóåìà â
ñòåïåíè n− 1 íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ

D(r) = {x ∈ D : d(x, z1) = r} = D ∩ S(z1, r) (12.15)

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà E ÷èñåë r < d(z1, z2) ïîëîæèòåëüíîé ëè-
íåéíîé ìåðû è ãåîäåçè÷åñêèõ ñôåð S(z1, r) èç íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè z1. Åñëè D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êàõ z1 è z2, à ∂D∗ ñëàáî ïëîñêàÿ,
òî

C(z1, f) ∩ C(z2, f) = ∅. (12.16)

Çäåñü C(z1, f) è C(z2, f) îáîçíà÷àþò ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà îòîáðà-
æåíèÿ f â òî÷êàõ z1 è z2, ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d = min(r1, d(z1, z2)), ãäå r1 � ðàäèóñ íîð-
ìàëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z1. Âûáèðàåì ε0 ∈ (0, d) è ε ∈ (0, ε0), òà-
êèìè ÷òî ìíîæåñòâî E∗ = {r ∈ E : r ∈ (ε, ε0)} èìååò ïîëîæèòåëü-
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íóþ ìåðó. Òàêîé âûáîð âîçìîæåí ââèäó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ëèíåé-
íîé ìåðû, à òàêæå ââèäó èñ÷åðïàíèÿ E = ∪∞

m=1Em, ãäå Em = {r ∈ E :
r ∈ (1/m, d− 1/m)}. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ñôåðà S(z1, r),
r ∈ E∗, îòäåëÿåò òî÷êè z1 è z2 â Mn, è D(r), r ∈ E∗, îòäåëÿåò èõ â D. Ïî
òåîðåìå 12.2 èìååì, ÷òî M(fΣε) > 0, ãäå Σε îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâî âñåõ
ïåðåñå÷åíèé ãåîäåçè÷åñêèõ ñôåð S(z1, r), r ∈ (ε, ε0), ñ îáëàñòüþ D.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C1 ∩ C2 ̸= 0, ãäå Ci = C(zi, f), i = 1, 2. Òàê
êàê D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êàõ z1 è z2, ñóùåñòâóþò èõ íîðìàëüíûå
îêðåñòíîñòè Ui, òàêèå ÷òî Wi = D ∩ Ui, i = 1, 2, ñâÿçíû, U1 ⊂ B(z1, ε) è
U2 ⊂ Mn \ B(z1, ε0). Ïîëîæèì Γ = ∆(W1,W2;D). Òîãäà ïî ìèíîðèðîâà-
íèþ, ñì., íàïð., [169] è òåîðåìó 6.2 â [320],

M(fΓ) 6M(∆(fS(z1, ε)), (fS(z1, ε0));D∗),

è ïî ëåììå 12.1 M(fΓ) 6 c · I1−n < ∞, ïîñêîëüêó ∥Q∥n−1(x0, r) ̸= ∞ íà
ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû E∗ ⊆ (ε, ε0).

Ïóñòü y0 ∈ C1 ∩ C2. Âûáåðåì r0 > 0, òàêîå ÷òî S(y0, r0) ∩ fW1 ̸=
̸= 0 è S(y0, r0) ∩ fW2 ̸= 0. Ïî óñëîâèþ ∂D∗ ñëàáî ïëîñêàÿ, è, ñëåäî-
âàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî M0 > M(fΓ) íàéäåòñÿ r∗ ∈ (0, r0), òàêîå ÷òî
M(∆(E,F ;D∗)) > M0 äëÿ âñåõ êîíòèíóóìîâ E è F â D∗, ïåðåñåêàþùèõ
îáå ãåîäåçè÷åñêèå ñôåðû S(y0, r0) è S(y0, r∗). Îäíàêî ýòè ñôåðû ìîæíî
ñîåäèíèòü êðèâûìè P1 è P2 â îáëàñòÿõ fW1 è fW2, ñîîòâåòñòâåííî, è äëÿ
ýòèõ êðèâûõM0 6M(∆(P1, P2;D∗)) 6M(fΓ). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
îïðîâåðãàåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî C1 ∩ C2 ̸= 0. 2

Ââèäó çàìå÷àíèÿ 12.2 è ïî ëåììå 12.3, ìû òàêæå ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 12.5. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, D êîìïàêòíî,
∂D∗ � ñëàáî ïëîñêàÿ è

δ(x0)∫
0

dr

∥Q∥n−1(x0, r)
= ∞ ∀ x0 ∈ ∂D (12.17)

äëÿ íåêîòîðîãî δ(x0) ∈ (0, d(x0)), ãäå d(x0) := sup
x∈D

d(x, x0), òàêîãî ÷òî

B(x0, δ(x0)) � íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 è

∥Q∥n−1(x0, r) =

 ∫
S(x0,r)∩D

Qn−1(x) dA


1

n−1

. (12.18)
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî íèæíåãî Q-ãîìåîìîðôèçìà f : D → D∗, åãî îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå f−1 äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà D∗.

Ëåììà 12.4. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â x0 ∈ ∂D, ∂D∗ ñèëüíî
äîñòèæèìà õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà C(x0, f)
è D∗ êîìïàêòíî, Q : Mn → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ è ïóñòü
f : D → D∗ � íèæíèé Q-ãîìåîìîðôèçì â òî÷êå x0. Åñëè óñëîâèå (12.17)
âûïîëíåíî â òî÷êå x0, òî f ïðîäîëæèì â x0 ïî íåïðåðûâíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî L =
= C(x0, f) ̸= ∅ ââèäó êîìïàêòíîñòè D∗. Ïî óñëîâèþ ∂D∗ ñèëüíî äî-
ñòèæèìà â òî÷êå y0 ∈ L. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû åùå îäíà
òî÷êà z0 ∈ L. Ïóñòü U = B(y0, r0), ãäå 0 < r0 < d∗(y0, z0).

Â ñèëó ëîêàëüíîé ñâÿçíîñòè îáëàñòè D â òî÷êå x0 íàéäåòñÿ ïîñëåä-
îâàòåëüíîñòü îêðåñòíîñòåé Vk òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî Dk = D∩Vk � îáëàñòè
è diamVk → 0 ïðè k → ∞. Âûáèðàåì òî÷êè yk è zk ∈ Fk = f(Dk) c
d∗(y0, yk) < r0 è d∗(y0, zk) > r0, yk → y0 è zk → z0 ïðè k → ∞, êîòîðûå
ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíûìè êðèâûìè Ck â îáëàñòÿõ Fk, k = 1, 2, ...
Ïî ïîñòðîåíèþ

Ck ∩ ∂U ̸= ∅. (12.19)

Ïî óñëîâèþ ñèëüíîé äîñòèæèìîñòè òî÷êè y0 èçD∗ íàéäåòñÿ êîìïàêò
E ⊂ D∗ è ÷èñëî δ > 0 òàêèå, ÷òî

M(∆(E,Ck;D∗)) > δ (12.20)

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíåíî äëÿ âñåõ k = 1, 2, ... Îòìåòèì, ÷òî
C = f−1(E) � êîìïàêò â D∗ è, ñëåäîâàòåëüíî, ε0 = dist(x0, C) > 0.

Ïóñòü Γε � ñåìåéñòâî âñåõ ïóòåé ñâÿçûâàþùèõ ñôåðû S(x0, ε) = {x ∈
∈ Mn : d(x, x0) = ε} è S(x0, ε0) = {x ∈ Mn : d(x, x0) = ε0} â D. Îòìåòèì,
÷òî Ck ⊂ f(Bε) äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ε ∈ (0, ε0) äëÿ áîëüøèõ k,
ãäå Bε = B(x0, ε). Òàêèì îáðàçîì, M(fΓε) > δ äëÿ âñåõ ε ∈ (0, ε0).

Ïî íåðàâåíñòâó (12.11), ãäå Σ � ñåìåéñòâî âñåõ ïîâåðõíîñòåé D(r) =
= {x ∈ D : d(x, x0) = r}, r ∈ (ε, ε0), è ïî òåîðåìå 12.2 M(fΓε) → 0
ïðè ε → 0 ââèäó óñëîâèÿ (12.17) â òî÷êå x0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
îïðîâåðãàåò ïðåäïîëîæåíèå. 2

Ñëåäñòâèå 12.4. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D, ∂D∗
ñèëüíî äîñòèæèìà, D∗ êîìïàêòíî è

Q(x) = O

(
log

1

r

)
ïðè r := d(x, x0) → 0.
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Òîãäà ëþáîé íèæíèé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗ äîïóñêàåò ïðîäîë-
æåíèå â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâíîñòè íà (Mn

∗ , g
∗).

Êîìáèíèðóÿ ëåììó 12.4 ñ ëåììîé 11.5 ïðè p = n− 1, ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 12.6. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D, ∂D∗
ñèëüíî äîñòèæèìà, D∗ êîìïàêòíî è ïóñòü f : D → D∗ � íèæíèé
Q-ãîìåîìîðôèçì, ∫

D

Φ(Qn−1(x)) dv(x) <∞ (12.21)

äëÿ âîçðàñòàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : [0,∞] → [0,∞], òàêîé ÷òî

∞∫
δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ (12.22)

ïðè íåêîòîðîì δ > Φ(0). Òîãäà f ïðîäîëæèì â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâ-
íîñòè.

Çàìå÷àíèå 12.5. Óñëîâèå (12.22) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì,
íî è íåîáõîäèìûì äëÿ ïðîäîëæåíèÿ íà ãðàíèöó íèæíèõQ-ãîìåîìîðôèç-
ìîâ ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè (12.21) íà Q, ñì. ïðèìåðû â ñëó÷àå Rn,
n > 2, â ëåììå 5.1 â [231].

Äàëåå, íà îñíîâå òåîðåìû 12.5 è ëåììû 12.4, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
çàêëþ÷åíèþ.

Òåîðåìà 12.7. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, D è D∗ êîì-
ïàêòíû, ∂D∗ � ñëàáî ïëîñêàÿ è âûïîëíåíî óñëîâèå (12.17). Òîãäà ëþáîé
íèæíèé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗ äîïóñêàåò ãîìåîìîðôíîå ïðîäîë-
æåíèå f : D → D∗.

Ñëåäñòâèå 12.5. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, ∂D∗ � ñëàáî
ïëîñêàÿ, D è D∗ êîìïàêòíû è

Q(x) = O

(
log

1

r

)
ïðè r := d(x, x0) → 0 ∀ x0 ∈ ∂D. (12.23)

Òîãäà ëþáîé íèæíèé Q-ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗ äîïóñêàåò ãîìåî-
ìîðôíîå ïðîäîëæåíèå f : D → D∗.

Íàêîíåö, êîìáèíèðóÿ òåîðåìó 12.7 ñ ëåììîé 11.5, èìååì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 12.8. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, ∂D∗ � ñëà-
áî ïëîñêàÿ, D è D∗ êîìïàêòíû è ïóñòü f : D → D∗ � íèæíèé Q-
ãîìåîìîðôèçì, ãäå Q óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (12.21) � (12.22). Òîãäà
f äîïóñêàåò ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå f : D → D∗.

Ñëåäñòâèå 12.6. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 12.8 èìååò
ìåñòî, åñëè ïðè íåêîòîðîì α > 0∫

D

eαQ
n−1(x)dv(x) <∞. (12.24)

12.5. Ñëåäñòâèÿ äëÿ êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà

Íàêîíåö, ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû î ãðàíè÷íîì ïîâåäå-
íèè ãîìåîìîðôèçìîâ c êîíå÷íûì èñêàæåíèåì êëàññîâ Îðëè÷à�Ñîáîëåâà
W 1,φ

loc
ìåæäó îáëàñòÿìè D è D∗ íà ãëàäêèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

(Mn, g) è (Mn
∗ , g

∗), n > 3. Èìåííî ââèäó òåîðåìû 12.1, à òàêæå ñëåäñòâèé
12.1 è 12.2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñåðèþ ñëåäñòâèé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ
òåîðåì ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 12.9. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, D êîìïàêò-
íî, ∂D∗ ñëàáî ïëîñêàÿ. Åñëè f : D → D∗ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì c
êîíå÷íûì èñêàæåíèåì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (8.18) è Kf ∈ Ln−1(D),

òî f−1 èìååò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà D∗.

Òåîðåìà 12.10. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, D êîìïàêò-
íî, ∂D∗ ñëàáî ïëîñêàÿ, è ïóñòü f : D → D∗ � ãîìåîìîðôèçì c êîíå÷íûì
èñêàæåíèåì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (8.18),

δ(x0)∫
0

dr

∥Kf∥n−1(x0, r)
= ∞ ∀ x0 ∈ ∂D, (12.25)

äëÿ íåêîòîðîãî δ(x0) ∈ (0, d(x0)), ãäå d(x0) := sup
x∈D

d(x, x0), òàêîãî ÷òî

B(x0, δ(x0)) � íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, è

∥Kf∥n−1(x0, r) =

 ∫
S(x0,r)

Kn−1
f dA


1

n−1

. (12.26)
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Òîãäà f−1 äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà D∗.

Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì Kf ïðîäîëæåííûì íóëåì âíå îáëàñòè D.

Òåîðåìà 12.11. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D, ∂D∗
ñèëüíî äîñòèæèìà, à D∗ êîìïàêòíî. Òîãäà ëþáîé ãîìåîìîðôèçì
f : D → D∗ êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (8.18) è Kn−1

f ∈ FMO(x0) ïðî-
äîëæèì â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâíîñòè íà (Mn

∗ , g
∗).

Ñëåäñòâèå 12.7. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D, ∂D∗
ñèëüíî äîñòèæèìà, à D∗ êîìïàêòíî. Òîãäà ëþáîé ãîìåîìîðôèçì
f : D → D∗ êëàññà W

1,φ
loc

ñ óñëîâèåì (8.18) è

lim
ε→0

1

v(B(x0, ε))

∫
B(x0,ε)

Kn−1
f (x) dv(x) <∞ (12.27)

ïðîäîëæèì â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâíîñòè íà (Mn
∗ , g

∗).

Òåîðåìà 12.12. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D, ∂D∗
ñèëüíî äîñòèæèìà, D∗ êîìïàêòíî è ïóñòü f : D → D∗ � ãîìåîìîðôèçì
c êîíå÷íûì èñêàæåíèåì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (8.18). Åñëè

δ(x0)∫
0

dr

∥Kf∥n−1(x0, r)
= ∞ (12.28)

äëÿ íåêîòîðîãî δ(x0) ∈ (0, d(x0)), ãäå d(x0) := sup
x∈D

d(x, x0), òàêîãî ÷òî

B(x0, δ(x0)) � íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, è

∥Kf∥n−1(x0, r) =

 ∫
S(x0,r)

Kn−1
f dA


1

n−1

, (12.29)

òî f èìååò ïðîäîëæåíèå â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâíîñòè íà (Mn
∗ , g

∗).

Òåîðåìà 12.13. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà â òî÷êå x0 ∈ ∂D, ∂D∗
ñèëüíî äîñòèæèìà, D∗ êîìïàêòíî è ïóñòü f : D → D∗ � ãîìåîìîðôèçì
êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (8.18) è∫

D

Φ(Kn−1
f (x)) dv(x) <∞ (12.30)

äëÿ âîçðàñòàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè Φ : [0,∞] → [0,∞] òàêîé, ÷òî
∞∫
δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ (12.31)
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ïðè íåêîòîðîì δ > Φ(0). Òîãäà f ïðîäîëæèì â òî÷êó x0 ïî íåïðåðûâ-
íîñòè.

Òåîðåìà 12.14. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, ∂D∗ � ñëàáî
ïëîñêàÿ, D è D∗ êîìïàêòíû. Òîãäà ëþáîé ãîìåîìîðôèçì f : D → D∗
êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (8.18) è Kn−1

f ∈ FMO äîïóñêàåò ãîìåîìîðôíîå

ïðîäîëæåíèå f : D → D∗.

Òåîðåìà 12.15. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå ∂D, ∂D∗ ñëà-
áî ïëîñêàÿ, D è D∗ êîìïàêòíû è ïóñòü f : D → D∗ � ãîìåîìîðôèçì c
êîíå÷íûì èñêàæåíèåì êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (8.18). Åñëè âûïîëíåíî

óñëîâèå (12.28) âûïîëíåíî âî âñåõ òî÷êàõ x0 ∈ ∂D, òî f èìååò ãîìåî-
ìîðôíîå ïðîäîëæåíèå f : D → D∗.

Ñëåäñòâèå 12.8. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå, ∂D∗ � ñëàáî
ïëîñêàÿ, D è D∗ êîìïàêòíû. Òîãäà ëþáîé ãîìåîìîðôèçì c êîíå÷íûì
èñêàæåíèåì f : D → D∗ êëàññà W

1,φ
loc

ñ óñëîâèåì (8.18) è

Kf (x) = O

(
log

1

r

)
ïðè r := d(x, x0) → 0 ∀ x0 ∈ ∂D (12.32)

èìååò ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå f : D → D∗.

Òåîðåìà 12.16. Ïóñòü D ëîêàëüíî ñâÿçíà íà ãðàíèöå ∂D, ∂D∗ �
ñëàáî ïëîñêàÿ, D è D∗ êîìïàêòíû è ïóñòü f : D → D∗ � ãîìåîìîðôèçì
êëàññà W 1,φ

loc
ñ óñëîâèåì (8.18) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (12.30)�(12.31). Òî-

ãäà f äîïóñêàåò ãîìåîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå f : D → D∗.

Ñëåäñòâèå 12.9. Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèÿ òåîðåì 12.13 è 12.16
èìåþò ìåñòî, åñëè ïðè íåêîòîðîì α > 0∫

D

eαK
n−1
f (x)dv(x) <∞. (12.33)

Çàìå÷àíèå 12.6. Óñëîâèå (12.31) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì,
íî è íåîáõîäèìûì äëÿ íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ íà ãðàíèöó ãîìåîìîð-
ôèçìîâ c êîíå÷íûì èñêàæåíèåì êëàññà Îðëè÷à�Ñîáîëåâà c óñëîâèåì
(8.18) è ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè (12.30) íà Kf , ñì. ïðèìåð èç
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5.1 äëÿ ñëó÷àÿ Rn â [231] èëè [229].
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Î äèôôåðåíöèðóåìîñòè àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé ïî Êàëüäåðîíó

Â ýòîì ïðèëîæåíèè ìû â îñíîâíîì ñëåäóåì ñòàòüå Êàëüäåðîíà [145],
ñòàðàÿñü ñîõðàíèòü åãî ñòèëü èçëîæåíèÿ.

Êàê áûëî ïîêàçàíî åùå Êåçàðè íà ïëîñêîñòè â ðàáîòå [147], íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x, y), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé â
ñìûñëå Òîíåëëè, ïðîèçâîäíûå êîòîðîé èç êëàññà Lp, p > 2, èìååò ïî-
÷òè âñþäó ïîëíûé äèôôåðåíöèàë â ñìûñëå Øòîëüöà. Ýòî íå âåðíî ïðè
p = 2, íî ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü óëó÷øåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü φ(t)
� íåîòðèöàòåëüíàÿ âûïóêëàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ äëÿ
0 6 t < ∞ òàêàÿ, ÷òî φ(0) = 0. Ñëåäóÿ Îðëè÷ó, îáîçíà÷èì ÷åðåç Lφ

êëàññ âñåõ ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà λ, çàâèñÿùàÿ
îò f , òàêàÿ ÷òî ∫

φ

(
|f |
λ

)
dσ <∞ ;

òîãäà, åñëè f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé â ñìûñëå
Òîíåëëè è

√
f 2
x + f 2

y ïðèíàäëåæèò êëàññó L
φ ëîêàëüíî, φ(t) òàêàÿ, ÷òî

∞∫
1

t

φ(t)
dt <∞ ,

òî f èìååò ïî÷òè âñþäó ïîëíûé äèôôåðåíöèàë. Ýòîò ðåçóëüòàò â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì èç âîçìîæíûõ. Ôàêòè÷åñêè, äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè φ(t) òàêîé, ÷òî

∞∫
1

t

φ(t)
dt = ∞, (A1)

ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ è àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòî-
ðîé
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√
f 2
x + f 2

y ïðèíàäëåæèò ëîêàëüíî êëàññó Lφ, è êîòîðàÿ íå èìååò ïî÷òè
âñþäó ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà.

Îáùèé ðåçóëüòàò äëÿ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü ñôîðìóëè-
ðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè f � íåïðåðûâíàÿ è àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ â ñìûñëå Òîíåëëè è |grad f | ïðèíàäëåæèò ëîêàëüíî êëàññó
Lφ, ãäå ôóíêöèÿ φ òàêîâà, ÷òî

∞∫
1

[
t

φ(t)

] 1
n−1

dt <∞, (A2)

òî f èìååò ïî÷òè âñþäó ïîëíûé äèôôåðåíöèàë â ñìûñëåØòîëüöà. Ôóíê-
öèè ýòîãî êëàññà óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (A7) è ïîýòîìó ïðèíàäëå-
æàò êëàññó φ-ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, ââåäåííîãî Ò. Ðàäî. Êàê çàìåòèë
Ðàäî, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Ñòåïàíîâà [309], φ-ëèïøèöåâû ôóíêöèè èìå-
þò ïî÷òè âñþäó ïîëíûé äèôôåðåíöèàë, íî ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå
äèôôåðåíöèàëà ïðÿìî, áåç ññûëêè íà ðåçóëüòàò Ñòåïàíîâà, êîòîðûé ÿâ-
ëÿåòñÿ äàëåêî íå ýëåìåíòàðíûì.

Ïóñòü f(P ), P = (x1, x2, . . . , xn), ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé â n-ìåðíîì åäèíè÷íîì êóáå K0, 0 6 xi 6 1.
Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê Q è ïî÷òè âñåõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç Q, f(P ) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó P èQ. Êðîìå òîãî, åñëè α1, α2, . . . , αn � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû è
f1, f2, . . . , fn ÷àñòíûé ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f , òî

df
ds

=
∑
αifi äëÿ ïî÷òè

âñåõ s.

Ïóñòü Q è Q′ � äâå òî÷êè èç K0 òàêèå, ÷òî f àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íà íà ïî÷òè âñåõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç Q èëè Q′, d � ðàññòîÿíèå
ìåæäó Q è Q′, è D � äèñê ðàäèóñà d

2
√
n
ñ öåíòðîì â ñåðåäèíå îòðåçêà

QQ′, ëåæàùèé â ãèïåðïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê QQ′. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî D ïîëíîñòüþ ëåæèò â K0, è îáîçíà÷èì ÷åðåç γ è γ′ êîíóñû,
ïðîåêòèðóþùèå D èç òî÷åê Q è Q′, ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè P � òî÷êà èç
D òàêàÿ, ÷òî f àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêàõ PQ è PQ′, òî

|f(Q)− f(Q′)| 6 |f(P )− f(Q)|+ |f(P )− f(Q′)|
è

|f(P )− f(Q)| =
∫
QP

(
df

ds

)
ds 6

∫
QP

∣∣∣∣dfds
∣∣∣∣ ds,

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî îòðåçêó PQ. Òîãäà ïî÷òè âñþäó èìååì

df

ds
=
∑

αifi è

∣∣∣∣dfds
∣∣∣∣ 6 |grad f |,
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è ïîýòîìó

|f(P )− f(Q)| 6
∫
PQ

|grad f | ds,

è àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

|f(P )− f(Q′)| 6
∫
PQ′

|grad f | ds,

è îáúåäèíÿÿ îáà íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî

|f(Q)− f(Q′)| 6
∫
PQ

|grad f | ds+
∫
PQ′

|grad f | ds. (A3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç dΩQ ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà, ïðîåêòèðóþùåãî èç òî÷êè
Q ýëåìåíò ïëîùàäè íà D. Òîãäà dΩQ = dΩQ′ è∫

D

dΩQ = Ω,

ãäå Ω � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êà-
ìè Q è Q′. Èíòåãðèðóÿ (A3) îòíîñèòåëüíî dΩQ ïî D, ïîëó÷àåì∫

D

|f(Q)− f(Q′)| dΩQ = Ω |f(Q)− f(Q′)| 6

6
∫
D

dΩQ

∫
PQ

|grad f | ds+
∫
D

dΩQ′

∫
PQ′

|grad f | ds.

Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç dv ýëåìåíò îáúåìà â K0, à ÷åðåç ϱ è ϱ′ ðàññòî-
ÿíèÿ äî Q è Q′, ñîîòâåòñòâåííî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âûøåóêàçàííûå
ïîâòîðíûå èíòåãðàëû ðàâíû èíòåãðàëàì ïî îáúåìó, èìåííî:∫

D

dΩQ

∫
QP

|grad f | ds =
∫
γ

|grad f |
ϱn−1

dv

è ∫
D

dΩQ′

∫
Q′P

|grad f | ds =
∫
γ′

|grad f |
ϱ′ n−1

dv,
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ãäå γ è γ′ � êîíóñû, ââåäåííûå âûøå. Ïîýòîìó ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî
ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

Ω |f(Q)− f(Q′)| 6
∫
γ

|grad f |
ϱn−1

dv +

∫
γ′

|grad f |
ϱ′ n−1

dv.

Ïóñòü òåïåðü òî÷êà Q çàôèêñèðîâàíà è K � êóá ñ öåíòðîì â Q è ïîëíî-
ñòüþ ñîäåðæàùèéñÿ â K0. Åñëè Q′ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç K, êîíóñû
γ è γ′ ïîñòðîåíû äëÿ îòðåçêà QQ′ âûøåóêàçàííûì ñïîñîáîì, ïîëíîñòüþ
ñîäåðæàòñÿ âK; äåéñòâèòåëüíî, åñëè 2δ � äëèíà ðåáðà êóáàK, òî ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó ñåðåäèíîé îòðåçêà QQ′ è ãðàíèöåé êóáà K íå ìåíüøå, ÷åì
δ/2, à äëèíà îòðåçêà QQ′ íå ïðåâîñõîäèò

√
nδ, òàê ÷òî ðàäèóñ äèñêà D íå

áîëüøå δ/2, ïîýòîìó D è, ñîîòâåòñòâåííî, γ è γ′ ïîëíîñòüþ ñîäåðæàòñÿ
â K. Âñëåäñòâèå ýòîãî èìååì

Ω |f(Q)− f(Q′)| 6
∫
γ

|grad f |
ϱn−1

dv +

∫
γ′

|grad f |
ϱ′ n−1

dv 6

6
∫
K

(
1

ϱn−1
+

1

ϱ′ n−1

)
|grad f | dv.

Ïóñòü R � òî÷êà èç K è |P −R| � ðàññòîÿíèå ìåæäó P è R. Òîãäà

|f(Q)− f(Q′)| 6 2

Ω
sup
R∈K

∫
K

|grad f(P )|
|R− P |n−1

dv. (A4)

Ñëåäóþùèì øàãîì ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (A7). Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì,
÷òî |grad f | ïðèíàäëåæèò êëàññó Lφ, ãäå φ âîçðàñòàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíê-
öèÿ òàêàÿ, ÷òî φ(0) = 0, è

A :=

∞∫
0

[
t

φ(t)

] 1
n−1

dt <∞. (A5)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Em ìíîæåñòâî òî÷åê èç K, äëÿ êîòîðûõ

2m 6 |grad f | < 2m+1.

Òîãäà ∫
K

|grad f |
|R− P |n−1

dv 6
+∞∑

m=−∞

2m+1

∫
Em

dv

|R− P |n−1
.
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Òåïåðü íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî èíòåãðàë∫
Em

dv

|R− P |n−1

íå ïðåâîñõîäèò òîò æå èíòåãðàë ïî øàðó ñ öåíòðîì â òî÷êå R è òîé æå
ìåðû, êàê è Em. Ïîýòîìó, åñëè ω � îáúåì øàðà ðàäèóñà 1, òî ðàäèóñ
ýòîãî øàðà ðàâåí (

|Em|
ω

)1/n

è, çíà÷èò,

∫
Em

dv

|R− P |n−1
6

( |Em|
ω )

1/n∫
0

d(ϱnω)

ϱn−1
= nω

n−1
n |Em|1/n.

Äåëàÿ çàìåíó âûøå, ïîëó÷àåì∫
K

|grad f |
|R− P |n−1

dv 6
+∞∑

m=−∞

2m+1nω
n−1
n |Em|1/n =

= 2nω
n−1
n

+∞∑
m=−∞

2m|Em|1/n
φ(2m)1/n

φ(2m)1/n
; (A6)

è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ê ïîñëåäíåé ñóììå, èìååì

∞∑
m=−∞

2m|Em|1/n
φ(2m)1/n

φ(2m)1/n
6
[

∞∑
m=−∞

|Em|φ(2m)

] 1
n
[

∞∑
m=−∞

[
2mn

φ(2m)

] 1
n−1

]n−1
n

.

Äàëåå, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ Em,

+∞∑
m=−∞

|Em|φ(2m) 6
∫
K

φ(|grad f |) dv;

ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó φ(t) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ,[
2mn

φ(2m)

] 1
n−1

6
m∫

m−1

[
2n(s+1)

φ(2s)

] 1
n−1

ds,
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òî
+∞∑

m=−∞

[
2mn

φ(2m)

] 1
n−1

6
+∞∫

−∞

[
2n(s+1)

φ(2s)

] 1
n−1

ds.

Ââîäÿ ïåðåìåííóþ t = 2s â èíòåãðàëå, ïîëó÷àåì ÷òî

+∞∑
m=−∞

[
2mn

φ(2m)

] 1
n−1

6 c

∞∫
0

[
t

φ(t)

] 1
n−1

dt = cA ,

ãäå êîíñòàíòà c çàâèñèò îò n.

Äåëàÿ çàìåíó â íåðàâåíñòâå (A6), ïîëó÷àåì

∫
K

|grad f |
|R− P |n−1

dv 6 cA
n−1
n

 ∫
K

φ (|grad f |) dv

 1
n

è èç íåðàâåíñòâà (A4) èìååì

|f(Q)− f(Q′)| 6 cA
n−1
n

 ∫
K

φ (|grad f |) dv

 1
n

, (A7)

ãäå êîíñòàíòà c çàâèñèò îò n.

Íåðàâåíñòâî (A7) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê Q è Q′, ãäå Q′

ñîäåðæèòñÿ â K. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî îïðåäåëåííî ñïðàâåäëè-
âî äëÿ ïî÷òè âñåõ Q è ïî÷òè âñåõ Q′ è òîãî, ÷òî îáå ñòîðîíû íåðàâåíñòâà
ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè òî÷åê Q è Q′ è äëèíû ðåáðà K.
Êðîìå òîãî, âûïóêëîñòü φ íå èñïîëüçîâàëàñü â ðàññóæäåíèÿõ, ïîýòîìó
(A7) ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ íåâûïóêëûõ ôóíêöèé φ ïðè ñîõðàíåíèè
âñåõ îñòàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî äèôôåðåíöèðóåìîñòè f ïî÷òè âñþäó çàâèñèò ñåé÷àñ
òîëüêî îò îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî ôàêòà, à èìåííî, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ
Q è äëÿ êóáîâ K ñ öåíòðîì â Q ñïðàâåäëèâî

lim
|K|→0

1

|K|

∫
K

φ (|grad f(P )− grad f(Q)|) dv = 0. (A8)

Ïðèâåäåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè ðàññóæäåíèé ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî φ (2|grad f |) òàêæå èíòåãðèðóåìà;
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òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a⃗r ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè è äëÿ ëþ-
áîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà s ôóíêöèÿ φ (|grad f − a⃗r|+ s) èíòåãðèðóåìà
è âíå ìíîæåñòâà ìåðû íóëü äëÿ êàæäîé òî÷êè Q è ëþáûõ a⃗r è s èìååì

lim
|K|→0

1

|K|

∫
K

φ (|grad f − a⃗r|+ s) dv = φ (|grad f(Q)− a⃗r|+ s) .

Äëÿ òîãî æå Q è ëþáîãî âåêòîðà a⃗ ïîëó÷àåì

grad f − a⃗ = (grad f − a⃗r) + (⃗ar − a⃗) ,

è åñëè s > |⃗ar − a⃗|, òî

|grad f − a⃗r| − s 6 |grad f − a⃗| 6 |grad f − a⃗r| − s,

φ (|grad f − a⃗r| − s) 6 φ (|grad f − a⃗|) 6 φ (|grad f − a⃗r| − s) .

Óñðåäíÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî K è óñòðåìëÿÿ |K| → 0, à çàòåì
a⃗r → a⃗ è s→ 0, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

lim
|K|→0

1

|K|

∫
K

φ (|grad f − a⃗|) dv = φ (|grad f(Q)− a⃗|) .

Çàìåíÿÿ a⃗ íà grad f(Q), ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Âîçâðàùàÿñü ê ôóíêöèè f , ïóñòü Q � òî÷êà, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëè-

âî (A8) è ïóñòü g(P ) := f(P )−f(Q)−
n∑
i=1

∂f
∂xi

(Q)(x− x̄i), ãäå xi � êîîðäèíà-

òû òî÷êè P , à x̄i � êîîðäèíàòû òî÷êè Q. Åñëè K � êóá ñ öåíòðîì â òî÷êå
Q è Q′ � òî÷êà íà ãðàíèöå K, òî íåðàâåíñòâî (A7) âëå÷åò íåðàâåíñòâî

|g(Q′)− g(Q)| = |g(Q′)| 6 cA
n−1
n

 ∫
K

φ (|grad g|) dv

 1
n

.

Ïîñêîëüêó grad g(P ) = grad f(P )− grad f(Q) è |K| 6 2n|Q−Q′|n, èìååì

|g(Q′)| 6 2cA
n−1
n |Q−Q′|

 1

|K|

∫
K

φ (|grad f(P )− grad f(Q)|) dv

 1
n

.
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Ïðè |K| → 0 âåëè÷èíà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ; ïîýòîìó,
ïîëàãàÿ Q′ = P , ïîëó÷àåì

|g(P )|
|P −Q|

=

∣∣∣∣f(P )− f(Q)−
n∑
i=1

∂f
∂xi

(Q)(x− x̄i)

∣∣∣∣
|P −Q|

→ 0

ïðè P → Q. Äðóãèìè ñëîâàìè, f(P ) èìååò ïîëíûé äèôôåðåíöèàë â
òî÷êå Q, è äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà çàêîí÷åíî.

Òåïåðü ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ çàäàííîé âîçðàñòàþùåé âûïóêëîé ôóíê-
öèè φ(t) òàêîé, ÷òî φ(0) = 0 è

∞∫
1

[
t

φ(t)

] 1
n−1

dt = ∞,

ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f , êîòîðàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà òà-
êàÿ, ÷òî |grad f | ∈ Lφ è äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó ïîë-
íîãî äèôôåðåíöèàëà. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ïðè íàøèõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F (P ) > 0, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ðàñ-
ñòîÿíèÿ ϱ îò òî÷êè P äî íà÷àëà êîîðäèíàò (ðàäèàëüíàÿ ôóíêöèÿ), êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé óáûâàþùåé ôóíêöèåé
ïåðåìåííîé ϱ äëÿ ϱ > 0 è òàêàÿ, ÷òî F (P ) → ∞ ïðè ϱ → 0; êðîìå òî-
ãî,

∫
φ (|gradF (P )|) dv 6 1. Êàê òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå F óñòàíîâëåíî,

ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P k
h òî÷êè âíóòðè êóáà K0, êîîðäèíàòû êîòîðûõ �

öåëûå êðàòíûå 1
2k
è ïóñòü Ek � îáúåäèíåíèå øàðîâ ðàäèóñà 1

4k
ñ öåíòðàìè

â P k
h . Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò íå áîëåå 2kn òî÷åê P k

h â K0, èìååì, ÷òî
|Ek| < ω 1

2kn
, ãäå ω � îáúåì øàðà ðàäèóñà 1. Êðîìå òîãî, ïîëîæèì

Fk(ϱ) =


0, åñëè ϱ > 1

4k
,

inf

[
4kn
(
2

3

)k
; F (ϱ)− F

(
1

4k

)]
, åñëè 0 6 ϱ <

1

4k
.

Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ F (ϱ) î÷åâèäíî, ÷òî Fk(ϱ) óäîâëåòâîðÿþò ðàâíîìåðíîìó
óñëîâèþ ëèïøèöåâîñòè, ÷òî Fk(0) = 4kn

(
2
3

)k
è∫

φ (|gradFk|) dv 6 1.
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Ïîëîæèì
Gk(P ) =

∑
h

Fk
(
|P − P k

h |
)

è

f(P ) =
∞∑
k=1

1

4kn
Gk(P ).

Ïîñêîëüêó Gk(P ) íåïðåðûâíû è Gk(P ) 6 4kn
(
2
3

)k
, òî f(P ) íåïðå-

ðûâíà; ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì∫
K0

φ (|gradGk|) dv 6 2kn.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Éåíñåíà, ïîëó÷àåì∫
K

φ (|grad f |) dv 6
∫
K0

φ

(
∞∑
k=1

1

4kn
|gradGk|

)
dv 6

6
∫
K0

φ


∞∑
k=1

1
4kn

|gradGk|
∞∑
k=1

1
4kn

 dv 6

∞∑
k=1

1
4kn

∫
K0

φ (|gradGk|) dv

∞∑
k=1

1
4kn

<∞,

òàê ÷òî φ (|grad f |) èíòåãðèðóåìà è |grad f | èç êëàññà Lφ.

Îáîçíà÷èì òåïåðü Dl =
∞∪
k=l

Ek; òîãäà Dl ⊃ Dl+1 è lim
l→∞

|Dl| = 0, òàê

÷òî ìíîæåñòâî D =
∞∩
k=1

Dk èìååò ìåðó íóëü. Åñëè Q íå ïðèíàäëåæèò D,

òî Q íå ñîäåðæèòñÿ â Dl äëÿ íåêîòîðîãî l, è òàê êàê Gk(P ) îáðàùàåòñÿ
â íóëü âíå Ek è Gk(P ) îáðàùàåòñÿ â íóëü âíå Dl ïðè k > l, òàê ÷òî

f(Q) =
l−1∑
k=1

1

4kn
Gk(Q),

ñëåäîâàòåëüíî,

f(P )− f(Q)

|P −Q|
=

l−1∑
k=1

1

4kn
Gk(P )−Gk(Q)

|P −Q|
+

∞∑
k=l

1

4kn
Gk(P )

|P −Q|
.
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Äàëåå, âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Pm
h(m) èç òî÷åê P

k
h , òàêóþ ÷òî Pm

h(m) →
→ Q ïðè m → ∞, òî÷íåå, òàêóþ ÷òî |Pm

h(m) − Q| 6 √
n 1

2m
. Ïîñêîëüêó

Gm(P
m
h ) = 4km

(
2
3

)k
, òî

Gm(P
m
h(m))

|Pm
h(m) −Q|

> 1√
n
2m 4km

(
2

3

)m
.

Äåëàÿ çàìåíó âûøå, ïðè m > l ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

f(Pm
h(m))− f(Q)

|Pm
h(m) −Q|

>
l−1∑
k=1

1

4kn
Gk(P

m
h(m))−Gk(Q)

|Pm
h(m) −Q|

+
1√
n

(
4

3

)m
.

Êàæäàÿ èç ôóíêöèé Gk(P ) óäîâëåòâîðÿåò ðàâíîìåðíîìó óñëîâèþ ëèï-
øèöåâîñòè, òàê ÷òî çíàê ñóììû ñïðàâà îãðàíè÷åí; òàêèì îáðàçîì,

lim
m→∞

f(Pm
h(m))− f(Q)

|Pm
h(m) −Q|

= ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, f íå äèôôåðåíöèðóåìà â Q, ò.å. f íå èìååò ïîëíîãî äèô-
ôåðåíöèàëà âíå D.

Òåïåðü îñòàëîñü òîëüêî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ F (ϱ). Ìû îãðàíè÷èìñÿ
òîëüêî ñëó÷àåì, êîãäà φ(t)/t, ñ ó÷åòîì âûïóêëîñòè φ, ÿâëÿåòñÿ íåóáûâà-
þùåé è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t → ∞. Åñëè φ(t)/t îãðàíè÷åíà,
òî ãðàäèåíò ëþáîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ïî Òîíåëëè ôóíêöèè ïðè-
íàäëåæèò Lφ.

Ïîëîæèì

Φ(t) =

t∫
1

[
s

φ(s)

] 1
n−1

ds

è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

s =

[
t

φ(t)

] 1
n−1 1

Φ(t)
=

Φ′(t)

Φ(t)
.

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, ñòðîãî óáûâàåò, è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t →
→ ∞ è ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t → 1; ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåå ñóùåñòâóåò
îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ t = h(s), îïðåäåëåííàÿ ïðè âñåõ s > 0. Êðîìå òîãî,
èìååì

1∫
0

h(s) ds = ∞,

1∫
0

φ(h(s))sn−1ds <∞. (A9)
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü ýòî, ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó Φ′(t)
óáûâàþùàÿ, òî

Φ(t)

t
≃ Φ(t)

t− 1
> Φ′(t). (A10)

Òîãäà
1∫
ε

h(s) ds =

1∫
ε

t ds = st|1ε +
t(ε)∫
t(1)

s dt.

Òåïåðü ïðè s→ 0 t ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òàê ÷òî âûðàæåíèå

s =
Φ′(t)

Φ(t)
t

îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì â ñèëó (A10). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåãðàë

∞∫
s dt =

∞∫
Φ′(t)

Φ(t)
dt

ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó Φ(t) → ∞ ïðè t→ ∞, òàê ÷òî

1∫
0

h(s) ds = ∞.

Ðàññìîòðèì òåïåðü

1∫
0

φ(h(s))sn−1ds =

1∫
0

φ(t)
t

φ(t) Φ(t)n−1
ds =

1∫
0

t

Φ(t)n−1
ds.

Ñíîâà â ñèëó (A10) ìû ìîæåì ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì ïîñëåäíèé
èíòåãðàë, è åãî ñõîäèìîñòü ñâîäèòñÿ ê ñõîäèìîñòè

∞∫ (
Φ′(t)

Φ(t)n
− (n− 1)Φ′(t)2 t

Φ(t)n+1

)
dt.

Íî ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, êàê ýòî ëåãêî âèäåòü, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
(A10).

Òàêèì îáðàçîì, (A9) óñòàíîâëåíû.
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Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

α∫
0

φ(h(s))sn−1ds 6 1

è ïîëîæèì

F (ϱ) =


0 ïðè ϱ > α,
α∫
ϱ

(h(s)− h(α)) ds ïðè 0 < ϱ 6 α.

Â ñèëó (A9) âèäèì, ÷òî F (ϱ) îáëàäàåò íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. 2
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Îá îöåíêàõ åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâåííûõ

îáëàñòÿõ ïî Â.È. Êðóãëèêîâó

Â ýòîì ïðèëîæåíèè ìû ïðèâîäèì ðÿä îöåíîê �åìêîñòåé êîíäåíñàòî-
ðîâ èç ðàáîòû [43].

Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì, ñëåäóÿ [248], ïîíÿòèå åìêîñòè êîíäåíñà-
òîðà. Èìåííî, ïîä êîíäåíñàòîðîì â Rn ìû ïîíèìàåì ïàðó ìíîæåñòâ
A = (E,G), ãäå ìíîæåñòâî G îòêðûòî, à E êîìïàêòíî â Rn è E ⊂ G.

Åñëè G ⊂ D, òî ãîâîðèì, ÷òî êîíäåíñàòîð (E,G) ëåæèò â D. Êîí-
äåíñàòîðû (E1, G1) è (E2, G2) íå ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè G1 ∩ G2 = ∅. Êîí-
äåíñàòîð (E,G) îãðàíè÷åí, åñëè G � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

Äëÿ êîíäåíñàòîðà A = (E,G) ÷åðåç W (A) = W (E,G) îáîçíà÷èì
ñîâîêóïíîñòü íåïðåðûâíûõ ACL-ôóíêöèé φ : G→ [0, 1], ðàâíûõ åäèíèöå
íà E è èìåþùèõ â G êîìïàêòíûé íîñèòåëü. Ïðè 1 6 p 6 n âåëè÷èíó

capp(E,G) = inf

∫
G

|∇φ(x)|p dx ,

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì φ ∈ W (A), íàçîâåì
p-åìêîñòüþ êîíäåíñàòîðà A = (E,G).

Çíà÷åíèå p-åìêîñòè êîíäåíñàòîðà A = (E,G) íå èçìåíèòñÿ, åñëè â
åå îïðåäåëåíèè òðåáîâàíèå φ ∈ W (A) çàìåíèòü óñëîâèåì φ ∈ W∞

0 (A),
ãäå W∞

0 (A) = W (A) ∩ C∞
0 (G). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðè p = n

ïðèâåäåíî â [248], à ïðè 1 6 p < n äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

Ïðèâåäåì ðÿä èñïîëüçóåìûõ íàìè â äàëüíåéøåì óòâåðæäåíèé îòíî-
ñèòåëüíî åìêîñòåé êîíäåíñàòîðîâ, ïðè ýòîì ñ÷èòàåì âñå êîíäåíñàòîðû
îãðàíè÷åííûìè.

Ïðåäëîæåíèå Á1. Åñëè q < p, òî

cappq(E,G) 6 [m(G \ E)]p−q capqp(E,G) ,
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ãäå ÷åðåç mP îáîçíà÷åíà n-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà P .

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ W (E,G), ïðèìåíÿÿ íåðà-
âåíñòâî Ãåëüäåðà, èìååì

∫
G

|∇φ|q dx =

∫
G\E

|∇φ|q dx 6 [m(G \ E)]
p−q
p

∫
G

|∇φ|p dx


q
p

è íóæíîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò äàëåå èç îïðåäåëåíèÿ åìêîñòè êîíäåíñà-
òîðà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïð., [24], [62]).

Ïðåäëîæåíèå Á2. Â ñëó÷àå êîíöåíòðè÷åñêèõ øàðîâ G = {x ∈
∈ Rn : |x| < R} è E = {x ∈ Rn : |x| 6 r}, 0 < r < R, ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

capn(E,G) = ωn−1 ln1−n R

r
,

à åñëè 1 < p < n, òî

capp(E,G) = ωn−1

(
n− p

p− 1

)p−1 (
r

p−n
p−1 −R

p−n
p−1

)1−p
,

ãäå ωn−1 � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé (n− 1)-ìåðíîé ñôåðû.

Ïðåäëîæåíèå Á3. Äëÿ ëþáîãî êîíäåíñàòîðà (E,G) èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

cap1(E,G) = inf mn−1S ,

ãäå mn−1S � îçíà÷àåò (n− 1)-ìåðíóþ ïëîùàäü C∞-ìíîãîîáðàçèÿ S, ÿâ-
ëÿþùåãîñÿ ãðàíèöåé îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U , ñîäåðæàùåãî S è ñîäåð-
æàùåãîñÿ âìåñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì â G, à òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü
áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì S.

Ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ëåììû 6 èç [62].

Ïðåäëîæåíèå Á4. Ïðè 1 6 p 6 n ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó

capp(E,G) 6
m(G \ E)

[dist(E, ∂G)]p
,

ãäå dist(E, ∂G) � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâîì E è ãðàíè-
öåé ∂G ìíîæåñòâà G.
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Äëÿ p = n ýòî íåðàâåíñòâî äîêàçàíî â [248]. Íóæíàÿ îöåíêà äëÿ
1 6 p < n ïîëó÷àåòñÿ òåïåðü èç íåðàâåíñòâà

capnp(E,G) 6 [m(G \ E)]n−p cappn(E,G) ,
ÿâëÿþùåãîñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèÿ 12.1.

Ïðåäëîæåíèå Á5. Ïðè 1 6 p 6 n ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñíèçó

capp(E,G) >
(inf mn−1S)

p

[m(G \ E)]p−1 ,

ãäå âåëè÷èíà infmn−1S îïðåäåëåíà â ïðåäëîæåíèè 3.

Ýòà îöåíêà åñòü î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 12.1 (â êîòîðîì
íàäî ïîëîæèòü q = 1) è ïðåäëîæåíèÿ 12.3.

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèÿõ íà êîíäåíñàòîð äëÿ åãî åìêîñòè
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà ñíèçó.

Ïðåäëîæåíèå Á6. Åñëè ìíîæåñòâî E ñâÿçíî, òî ïðè n−1 < p 6
6 n èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

capn−1
p (E,G) > c

(diamE)p

[m(G)]1−n+p
,

ãäå c � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n è p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñïðàâåäëèâîñòè äàííîãî íåðà-
âåíñòâà áóäåì ñëåäîâàòü ñõåìå åãî äîêàçàòåëüñòâà, ïðîâåäåííîãî â [248]
äëÿ ñëó÷àÿ p = n.

Îáîçíà÷èì d = diamE è ïóñòü d > 0 (ïðè d = 0 íåðàâåíñòâî î÷åâèä-
íî). ×òîáû óïðîñòèòü äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè,
ñ÷èòàåì, ÷òî ïàðà òî÷åê ìíîæåñòâà E, íà êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ âåëè÷èíà
d, ðàñïîëîæåíà íà n-é êîîðäèíàòíîé îñè xn è îäíà èç ýòèõ òî÷åê ñîâïà-
äàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 0 < t < d ÷åðåç Pt îáîçíà÷èì ãèïåðïëîñêîñòü
xn = t.

Â ïîäïðîñòðàíñòâå xn = 0 ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ (n − 2)-ìåðíóþ
ñôåðó Sn−2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ôèêñèðóÿ ïðîèçâîëüíóþ òî÷-
êó z ∈ E ∩ Pt, äëÿ âñÿêîé òî÷êè y ∈ Sn−2 ÷åðåç R(y) îáîçíà÷èì òî÷íóþ
âåðõíþþ ãðàíü ÷èñåë r0 > 0 òàêèõ, ÷òî z + ry ∈ G ïðè 0 6 r 6 r0. Òîãäà
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ W∞

0 (E,G) âûïîëíåíî

R(y)∫
0

|∇φ(z + ry)| dr > φ(z)− φ(z +R(y) y) = 1 .
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Îöåíèâàÿ çäåñü ëåâóþ ÷àñòü ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà, èìååì

1 6
(

p− 1

p+ 1− n

)p−1

[R(y)]p+1−n

R(y)∫
0

|∇φ(z + ry)|p rn−2 dr .

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà [(p− 1)/(p+ 1− n)]1−p [R(y)]n−p−1

è èíòåãðèðóÿ çàòåì ïî y ∈ Sn−2, ïîëó÷èì(
p− 1

p+ 1− n

)1−p ∫
Sn−2

[R(y)]n−p−1 dy 6
∫

Sn−2

dy

R(y)∫
0

|∇φ(z + ry)|p rn−2dr 6

6
∫
Pt

|∇φ|p dz .

Äëÿ îöåíêè ñíèçó èíòåãðàëà ñëåâà âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ãåëü-
äåðà. Îáîçíà÷àÿ (n−2)-ìåðíóþ ïëîùàäü ñôåðû Sn−2 ÷åðåç ωn−2, âûâîäèì

ωpn−2 =

 ∫
Sn−2

dy

p

6

6


∫

Sn−2

[R(y)]n−p−1 dy


n−1

∫
Sn−2

[R(y)]n−1 dy


p+1−n

6

6 [(n− 1)mn−1(G ∩ Pt)]p+1−n


∫

Sn−2

[R(y)]n−p−1 dy


n−1

,

ãäå mn−1A îçíà÷àåò (n− 1)-ìåðíóþ ìåðó Ëåáåãà ìíîæåñòâà A.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è ïîëàãàÿ u(t) =
= mn−1(G ∩ Pt), èìååì∫

Pt

|∇φ|p dz >
(

p− 1

p+ 1− n

)1−p

(n− 1)
n−p−1
n−1 ω

p
n−1

n−2 [u(t)]
n−p−1
n−1 .

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî t ∈ (0, d) îòñþäà ïîëó÷àåì∫
G

|∇φ|p dx >
(

p− 1

p+ 1− n

)1−p

(n− 1)
n−p−1
n−1 ω

p
n−1

n−2

d∫
0

[u(t)]
n−p−1
n−1 dt .
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×òîáû îöåíèòü èíòåãðàë ñïðàâà, âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ãåëü-
äåðà:

dp =

 d∫
0

dt

p

6

 d∫
0

u(t) dt

p+1−n
d∫

0

[u(t)]
n−p−1
n−1 dt


n−1

6

6 (mG)p+1−n


d∫

0

[u(t)]
n−p−1
n−1 dt


n−1

.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì îöåíêó∫
G

|∇φ|p dx >
(

p− 1

p+ 1− n

)1−p

(n− 1)
n−p−1
n−1 ω

p
n−1

n−2

[
dp

(mG)p+1−n

] 1
n−1

,

îòêóäà, ââèäó ïðîèçâîëà â âûáîðå ôóíêöèè φ ∈ W∞
0 (E,G), âûòåêàåò

íóæíîå íåðàâåíñòâî. 2
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