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О квазилинейных уравнениях
типа Бельтрами с вырождением
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В статье рассматривается вопрос о разрешимости уравнения 𝑓𝑧 = 𝜈(𝑧, 𝑓(𝑧))𝑓𝑧,
где функция двух переменных 𝜈(𝑧, 𝑤) может быть близка к единице. Такие
уравнения мы называем квазилинейными уравнениями Бельтрами с вырожде-
нием эллиптичности. В статье доказано, что при некоторых достаточно общих
условиях на 𝜈(𝑧, 𝑤) приведенное выше уравнение имеет регулярное гомеоморф-
ное решение в классе Соболева 𝑊 1,1

loc . Более того, указанные решения 𝑓 таковы,
что 𝑓 −1 ∈ 𝑊 1,2

loc .
Библиография: 15 названий.

1. Введение. Одна из первых наиболее содержательных работ, касающихся
изучения квазилинейных уравнений типа Бельтрами, принадлежит известному уче-
ному, академику Боярскому, см. [1]. В указанной выше работе, ставшей класси-
ческой по данной тематике, сформулирован ряд фундаментальных теорем, част-
ный случай одной из которых приведен ниже. Для комплекснозначной функции
𝑓 : 𝐷 → C, заданной в области 𝐷 ⊂ C, имеющей частные производные по 𝑥 и 𝑦 при
п.в. 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, положим 𝜕𝑓 = 𝑓𝑧 = (𝑓𝑥 + 𝑖𝑓𝑦)/2 и 𝜕𝑓 = 𝑓𝑧 = (𝑓𝑥 − 𝑖𝑓𝑦)/2. Говорят,
что функция 𝜈 = 𝜈(𝑧, 𝑤) : 𝐷 × C → D удовлетворяет условиям Каратеодори, если 𝜈
измерима по 𝑧 ∈ 𝐷 при каждом фиксированном 𝑤 ∈ C и непрерывна по 𝑤 ∈ C при
п.в. 𝑧 ∈ 𝐷. В единичном круге D = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} рассмотрим уравнение

𝑓𝑧 = 𝜈(𝑧, 𝑓(𝑧))𝑓𝑧, (1.1)

называемое в дальнейшем квазилинейным уравнением типа Бельтрами. Предпо-
ложим, что функция 𝜈(𝑧, 𝑤) удовлетворяет условиям Каратеодори и

|𝜈(𝑧, 𝑤)| 6 𝑘 < 1 (1.2)

для п.в. 𝑧 ∈ D при каждом фиксированном 𝑤 ∈ C. Тогда уравнение (1.1) имеет
гомеоморфное решение 𝑓 : D → C, удовлетворяющее условиям нормировки 𝑓(0) = 0,
𝑓(1) = 1, см. теорему 8.2 в [1]. Здесь и далее под решением уравнения (1.1) пони-
мается отображение 𝑓 : D → C класса 𝐴𝐶𝐿, удовлетворяющее уравнению (1.1) при
п.в. 𝑧 ∈ D. Напомним, что отображение 𝑓 : 𝐷 → C, 𝐷 ⊂ C, называется абсолют-
но непрерывным на линиях 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝐿, если в любом прямоугольнике 𝑃 с ребрами,
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параллельными осям координат, и таком, что 𝑃 ⊂ 𝐷, функция 𝑓 абсолютно непре-
рывна на почти всех (п.в.) отрезках в 𝑃 , которые параллельны осям координат.
Хорошо известно, что 𝐴𝐶𝑃 𝑝

loc = 𝑊 1,𝑝
loc , 1 6 𝑝 < ∞, где 𝐴𝐶𝑃 𝑝

loc обозначает класс
всех 𝐴𝐶𝐿-отображений, частные производные первого порядка которых локально
интегрируемы в соответствующей степени 𝑝, см., например, [2; с. 8]. В частности,
𝑊 1,1

loc ⊂ 𝐴𝐶𝐿. Любой гомеоморфизм 𝑓 : 𝐷 → C класса 𝐴𝐶𝐿 является дифференциру-
емым почти всюду, см., например, [3; с. 128]. Таким образом, для гомеоморфизмов
класса 𝐴𝐶𝐿 запись (1.1) имеет смысл; в дальнейшем мы будем говорить о решениях
уравнения (1.1) в указанном выше смысле только в классе 𝐴𝐶𝐿 гомеоморфизмов.

Основная цель данной работы – установить теоремы существования для уравне-
ния (1.1), минуя условия вида (1.2). Насколько известно, тематика вырожденных
уравнений типа Бельтрами, т.е., уравнений, для которых комплексный коэффици-
ент 𝜈 может быть близок к единице, достаточно интенсивно изучается, см., напри-
мер, [4]–[8] и др. В то же время, хорошо известно, что в контексте разрешимости
уравнения (1.1) в классе 𝐴𝐶𝐿 гомеоморфизмов, условие ограниченности левой части
в (1.2) нельзя, например, заменить на условие локальной суммируемости 𝜈 в произ-
вольной сколь угодно большой степени 𝑝 > 1, даже в том простом случае, когда 𝜈
зависит только от 𝑧. Условия, гарантирующие существование решений указанного
выше уравнения, являются предметом более тонкого анализа, связанного, в част-
ности, с функциями ограниченного среднего колебания, см. [9], и с более общими
классами функций, о которых пойдет речь ниже.

2. Основные определения. Всюду далее 𝐷 – область в комплексной плос-
кости C, 𝑄 : 𝐷 → [0,∞] – измеримая по Лебегу функция, 𝑚 – мера Лебега в C;
для множества 𝐴 ⊂ C запись 𝑚(𝐴) означает меру Лебега в C, dist(𝐴,𝐵) – евкли-
дово расстояние между множествами 𝐴,𝐵 ⊂ C. Запись 𝑓 : 𝐷 → C предполагает,
что отображение 𝑓 непрерывно. Мы будем также предполагать, что отображение
𝑓 : 𝐷 → C сохраняет ориентацию, т.е. топологический индекс 𝜇(𝑦, 𝑓,𝐺) > 0 для
произвольной области 𝐺 ⊂ 𝐷 такой, что 𝐺 ⊂ 𝐷, и произвольного 𝑦 ∈ 𝑓(𝐺) ∖ 𝑓(𝜕𝐺).
Якобиан (сохраняющего ориентацию) гомеоморфизма 𝑓 : 𝐷 → C класса 𝐴𝐶𝐿 почти
всюду неотрицателен:

𝐽𝑓 (𝑧) = |𝑓𝑧|2 − |𝑓𝑧|2 > 0, (2.1)

см. [3; с. 10]. Гомеоморфизм 𝑓 : 𝐷 → C класса 𝐴𝐶𝐿 называется регулярным, если для
него неравенство в (2.1) строгое. Аналогично, решение 𝑓 : D → C уравнения (1.1)
называется регулярным, если для этого решения 𝐽𝑓 (𝑧) > 0 п.в. в D. Комплексной
дилатацией гомеоморфизма 𝑓 : 𝐷 → C класса 𝐴𝐶𝐿 в точке 𝑧 называется величина
𝜇(𝑧) = 𝜇𝑓 (𝑧) = 𝑓𝑧/𝑓𝑧 если 𝑓𝑧 ̸= 0 и 𝜇(𝑧) = 0 в противном случае. Максимальная
дилатация определяется как

𝐾𝜇(𝑧) =
1 + |𝜇(𝑧)|
1− |𝜇(𝑧)|

.

Отметим, что в силу условия (2.1), всегда |𝜇(𝑧)| 6 1 п.в. и 𝐾𝜇 > 1 п.в. Кроме
того, заметим, что любой гомеоморфизм класса 𝐴𝐶𝐿 удовлетворяет уравнению (1.1),
где 𝜈(𝑧, 𝑓(𝑧)) = 𝜇𝑓 (𝑧). Гомеоморфизм 𝑓 : 𝐷 → C класса 𝐴𝐶𝐿 условимся называть
𝑄(𝑧)-квазиконформным, если 𝐾𝜇(𝑧) 6 𝑄(𝑧) при п.в. 𝑧 ∈ 𝐷. В дальнейшем в расши-
ренном пространстве C = C∪{∞} используется сферическая (хордальная) метрика
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ℎ(𝑥, 𝑦) = |𝜋(𝑥)−𝜋(𝑦)|, где 𝜋 – стереографическая проекция C на сферу 𝑆3(𝑒3/2, 1/2),
𝑒3 = (0, 0, 1), в R3:

ℎ(𝑥,∞) =
1√︁

1 + |𝑥|2
, ℎ(𝑥, 𝑦) =

|𝑥− 𝑦|√︁
1 + |𝑥|2

√︁
1 + |𝑦|2

, 𝑥 ̸= ∞ ≠ 𝑦.

Положим ℎ(𝐸) = sup𝑥,𝑦∈𝐸 ℎ(𝑥, 𝑦) – “хордальный” (сферический) диаметр множества
𝐸 ⊂ C. Напомним, что борелева функция 𝜌 : C → [0,∞] называется допустимой для
семейства Γ кривых 𝛾 в C, если

∫︀
𝛾
𝜌(𝑧) |𝑑𝑧| > 1 для всех кривых 𝛾 ∈ Γ. В этом случае

мы пишем: 𝜌 ∈ adm Γ. Модулем семейства кривых Γ называется величина

𝑀(Γ) = inf
𝜌∈adm Γ

∫︁
𝐷

𝜌2(𝑧) 𝑑𝑚(𝑧).

Пусть 𝐸,𝐹 ⊂ C – произвольные множества. Обозначим через Γ(𝐸,𝐹,𝐷) семейство
всех кривых 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → C, которые соединяют 𝐸 и 𝐹 в 𝐷, т.е. 𝛾(𝑎) ∈ 𝐸, 𝛾(𝑏) ∈ 𝐹 и
𝛾(𝑡) ∈ 𝐷 при 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏). Пусть 𝑟0 = dist(𝑧0, 𝜕𝐷),

𝐴(𝑟1, 𝑟2, 𝑧0) = {𝑧 ∈ C : 𝑟1 < |𝑧 − 𝑧0| < 𝑟2}, 𝑆𝑖 = 𝑆(𝑧0, 𝑟𝑖) = {𝑧 ∈ C : |𝑧 − 𝑧0| = 𝑟𝑖}.

Говорят, что гомеоморфизм 𝑓 : 𝐷 → C является кольцевым 𝑄-гомеоморфизмом
в точке 𝑧0 ∈ 𝐷, см., например, разделы 7 и 11 в [6], см. также [8] и [10], если
соотношение

𝑀(𝑓(Γ(𝑆1, 𝑆2, 𝐴))) 6
∫︁

𝐴

𝑄(𝑧) · 𝜂2(|𝑧 − 𝑧0|) 𝑑𝑚(𝑧) (2.2)

выполнено для любого кольца 𝐴 = 𝐴(𝑟1, 𝑟2, 𝑧0), 0 < 𝑟1 < 𝑟2 < 𝑟0, и для каждой
измеримой функции 𝜂 : (𝑟1, 𝑟2) → [0,∞] такой, что∫︁ 𝑟2

𝑟1

𝜂(𝑟) 𝑑𝑟 > 1. (2.3)

При этом, гомеоморфизм 𝑓 : 𝐷 → C будем называть кольцевым 𝑄-гомеоморфиз-
мом в области 𝐷, если соотношение (2.2) выполнено в каждой точке 𝑧0 ∈ 𝐷 и
для каждой функции 𝜂 из (2.3). Приведем еще одно определение, в котором мы
нуждаемся. Предположим, что 𝑄(𝑧) : 𝐷 → [1,∞] – некоторая вещественнозначная
функция. Гомеоморфизм 𝑓 : 𝐷 → C будем называть 𝑄-гомеоморфизмом, если

𝑀(𝑓(Γ)) 6
∫︁

𝐷

𝑄(𝑧) · 𝜌2(𝑧) 𝑑𝑚(𝑧) (2.4)

для любого семейства Γ путей 𝛾 в 𝐷 и для каждой допустимой функции 𝜌 ∈ adm Γ.
Заметим, что соотношения (2.2) и (2.4) являются частью определения 𝑞-квазикон-
формных отображений, если𝑄(𝑧) ≡ 𝑞 = const. В общем случае эти “весовые” соотно-
шения с весом 𝑄(𝑧) не эквивалентны, см., например, [6], и нужны нам как некоторый
аппарат при исследовании уравнений вида (1.1).

Предложение 1. Пусть 𝑓𝑚 : 𝐷 → C – последовательность 𝑄(𝑧)-гомеоморфиз-
мов в 𝐷 , где 𝑄(𝑧) – фиксированная функция, одна и та же для всех 𝑚. Пред-
положим, что последовательность 𝑓𝑚 сходится к отображению 𝑓 в 𝐷 локально
равномерно. Тогда 𝑓 – либо кольцевой 𝑄-гомеоморфизм, либо постоянная в 𝐷 , при
условии, что 𝑄(𝑧) ∈ 𝐿1

loc(𝐷), см. теорему 7.7 в [6].
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Замечание 1. Отметим, что в формулировке предложения 1 мы, вообще гово-
ря, не можем прибегнуть к последовательности “кольцевых” гомеоморфизмов, так
как в этом случае справедливость сделанного выше заключения, вообще говоря,
не установлена. Аналогично, нельзя утверждать, что предельным отображением 𝑓

в предложении 1 будет 𝑄-гомеоморфизм. Детали см. в разделе 7 в [6].

Предложение 2. Пусть 𝑓 : 𝐷→ C – кольцевой 𝑄-гомеоморфизм в точке 𝑧0 ∈ 𝐷
такой, что ℎ(C ∖ 𝑓(𝐷)) > 𝛿 > 0. Если для некоторого 0 < 𝜀0 6 dist(𝑧0, 𝜕𝐷)∫︁

𝜀<|𝑧−𝑧0|<𝜀0

𝑄(𝑧) · 𝜓2(|𝑧 − 𝑧0|) 𝑑𝑚(𝑧) 6 𝑐 · 𝐼𝑝(𝜀) для всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0), (2.5)

где 𝑝 6 2 и 𝜓(𝑡) – неотрицательная измеримая функция на (0,∞) такая, что

0 < 𝐼(𝜀) =
∫︁ 𝜀0

𝜀

𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 <∞ для всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0),

то для 𝑧 ∈ 𝐵(𝑧0, 𝜀0)

ℎ(𝑓(𝑧), 𝑓(𝑧0)) 6
𝛼

𝛿
exp{−𝛽𝐼𝛾𝑝(|𝑧 − 𝑧0|)}, (2.6)

где 𝛼, 𝛽 , 𝛾𝑝 – некоторые постоянные, первые две из которых абсолютные, а послед-
няя зависит только от 𝑝, см. лемму 7.6 в [6].

Замечание 2. В частности, из оценки вида (2.6), в силу хорошо известной тео-
ремы Арцела–Асколи следует, что класс всех кольцевых 𝑄-гомеоморфизмов H𝑄,𝛿 =
{𝑓 : 𝐷 → C} в 𝐷 таких, что

ℎ(C ∖ 𝑓(𝐷)) > 𝛿 > 0, (2.7)

и при 𝑄, удовлетворяющих условию (2.5), является нормальным семейством отоб-
ражений относительно метрики ℎ, как только 𝐼(𝜀) → ∞ при 𝜀 → 0, т.е. из любой
последовательности 𝑓𝑚 ∈ H𝑄,𝛿 можно выделить подпоследовательность 𝑓𝑚𝑘

такую,
что sup𝑧∈𝐸 ℎ(𝑓𝑚𝑘

(𝑧), 𝑓(𝑧)) → 0 при 𝑘 →∞ для некоторого непрерывного отображе-
ния 𝑓 : 𝐷 → C и для любого компактного множества 𝐸 ⊂ 𝐷, см. более подробно
раздел 7.5 в [6]. Наконец, легко видеть, что для справедливости заключения о рав-
ностепенной непрерывности и нормальности соответствующего семейства гомеомор-
физмов, условие вида (2.7) предложения 2 можно заменить требованием: 𝑓(𝑧1) =
𝑦1, 𝑓(𝑧2) = 𝑦2 для некоторых фиксированных (не зависящих от 𝑓) элементов 𝑧1, 𝑦1,
𝑧2, 𝑦2.

Предложение 3. Пусть 𝐷 ⊂ C, 𝑓𝑛 : 𝐷 → C – последовательность гомеомор-
физмов класса 𝐴𝐶𝐿, имеющих комплексные дилатации 𝜇𝑛(𝑧), которые удовлетво-
ряют условию

1 + |𝜇𝑛(𝑧)|
1− |𝜇𝑛(𝑧)|

6 𝑄(𝑧) ∈ 𝐿1
loc при всех 𝑛 = 1, 2, . . . .

Если 𝑓𝑛 → 𝑓 локально равномерно в 𝐷 при 𝑛 → ∞ и 𝑓 – гомеоморфизм в 𝐷 , то
𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝐿 и 𝜕𝑓𝑛 , 𝜕𝑓𝑛 сходятся слабо в 𝐿1

loc к 𝜕𝑓 и 𝜕𝑓 , соответственно. В этом
случае отображение 𝑓 является 𝑄(𝑧)-квазиконформным. Более того, если 𝜇𝑛 → 𝜇

при 𝑛→∞, то 𝜕𝑓 = 𝜇𝜕𝑓 п.в., см., например, теорему 3.1 и замечание 3.1 в [8].
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3. Основная лемма.

Лемма 1. Пусть функция 𝜈 = 𝜈(𝑧, 𝑤) : D × C → D удовлетворяет условиям
Каратеодори и

𝐾𝜈(𝑧, 𝑤) :=
1 + |𝜈(𝑧, 𝑤)|
1− |𝜈(𝑧, 𝑤)|

6 𝑄(𝑧) ∈ 𝐿1
loc(D) (3.1)

при п.в. 𝑧 ∈ D для любого 𝑤 ∈ C. Предположим, что для любого 𝑧0 ∈ D и некотором
𝜀0 < dist(𝑧0, 𝜕D) выполнено соотношение

∫︁
𝜀<|𝑧−𝑧0|<𝜀0

𝑄(𝑧) · 𝜓2(|𝑧 − 𝑧0|) 𝑑𝑚(𝑧) 6 𝑐 · 𝐼𝑝(𝜀), (3.2)

где 𝐼(𝜀) →∞ при 𝜀→ 0, 𝑝 – некоторая постоянная такая, что 0 < 𝑝 6 2, и 𝜓(𝑡) –
некоторая неотрицательная измеримая функция на (0,∞) такая, что 0 < 𝐼(𝜀) =∫︀ 𝜀0

𝜀
𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 < ∞, 𝜀 ∈ (0, 𝜀0). Тогда уравнение (1.1) имеет регулярное гомеоморфное

решение 𝑓 класса 𝑊 1,1
loc в D такое, что 𝑓−1 ∈𝑊 1,2

loc (𝑓(D)).

Доказательство. Рассмотрим последовательность функций

𝜈𝑛(𝑧, 𝑤) =

{︃
𝜈(𝑧, 𝑤), 𝑄(𝑧) 6 𝑛,𝑤 ∈ C,
0, 𝑄(𝑧) > 𝑛,𝑤 ∈ C.

(3.3)

Заметим, что 𝐾𝜈𝑛
(𝑧, 𝑤) 6 𝑛 при п.в. 𝑧 ∈ D и для всех 𝑤 ∈ C. Следователь-

но, 𝜈𝑛(𝑧, 𝑤) 6 (𝑛 − 1)/(𝑛 + 1) < 1, поэтому уравнение (1.1), где вместо 𝜈 в пра-
вой части взято 𝜈 := 𝜈𝑛, а 𝜈𝑛 определено соотношениями (3.3), имеет гомеоморф-
ное решение 𝑓𝑛 : D → C с нормировками 𝑓𝑛(0) = 0, 𝑓𝑛(1) = 1, которое является
𝑛-квазиконформным в D, см. теорему 8.2 в [1]. Одновременно, 𝑓𝑛 являются𝑄(𝑧)-ква-
зиконформными в силу соотношения (3.1) и того, что 𝐾𝜈𝑛(𝑧, 𝑤) 6 𝐾𝜈(𝑧, 𝑤). Следо-
вательно, согласно соотношению (6.6) гл. V в [3], каждое 𝑓𝑛 является 𝑄-гомеомор-
физмом, а, значит, и кольцевым 𝑄-гомеоморфизмом. По предложению 2 и заме-
чанию 2, учитывая соотношение (3.2), получаем, что последовательность {𝑓𝑛}∞𝑛=1

имеет подпоследовательность 𝑓𝑛𝑘
, которая сходится локально равномерно к неко-

торому отображению 𝑓 . В силу предложений 1 и 3, а также условий нормировки
𝑓𝑛(0) = 0, 𝑓𝑛(1) = 1, предельное отображение 𝑓 является 𝑄(𝑧)-квазиконформным.
Заметим, что для п.в. 𝑧 ∈ D существует номер 𝑘0 = 𝑘0(𝑧) : 𝜈𝑛𝑘

(𝑧, 𝑤) = 𝜈(𝑧, 𝑤) при
𝑛𝑘 > 𝑛𝑘0(𝑧) и всех 𝑤 ∈ C. Поэтому для п.в. 𝑧, 𝜇𝑛𝑘

(𝑧) = 𝜈𝑛𝑘
(𝑧, 𝑓𝑛𝑘

(𝑧)) → 𝜈(𝑧, 𝑓(𝑧))
при 𝑘 → ∞. Пусть 𝜇𝑓 (𝑧) – характеристика предельного отображения 𝑓 . Снова
по предложению 3 получаем, что п.в. 𝜈(𝑧, 𝑓(𝑧)) = 𝜇𝑓 (𝑧). Но это и означает, что
отображение 𝑓 является решением исходного уравнения (1.1).

Осталось показать, что отображение 𝑓 -регулярное и 𝑓−1 ∈𝑊 1,2
loc . Так как 𝑓 -гоме-

оморфизм, то 𝑓−1
𝑛 → 𝑓−1 локально равномерно при 𝑛 → ∞. Обозначим 𝑔𝑛 = 𝑓−1

𝑛 .
Заметим, что комплексная характеристика обратного отображения 𝑔 = 𝑓−1 связана
с характеристикой 𝑓 соотношением 𝜇𝑔 = −𝜇𝑓 ∘ 𝑔, см., например, соотношение 4

5 Математические заметки, т. 90, вып. 3
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раздел C гл. I в [11]. В таком случае, будем иметь∫︁
𝐵

|𝜕𝑔𝑛(𝑤)|2 𝑑𝑚(𝑤) =
∫︁

𝐵

(|𝜕𝑔𝑛(𝑤)|2 − |𝜕𝑔𝑛(𝑤)|2) · |𝜕𝑔𝑛(𝑤)|2 𝑑𝑚(𝑤)
(|𝜕𝑔𝑛(𝑤)|2 − |𝜕𝑔𝑛(𝑤)|2)

=
∫︁

𝐵

𝐽𝑔𝑛
(𝑤) · 1

1− |𝜕𝑔𝑛(𝑤)/𝜕𝑔𝑛(𝑤)|2
𝑑𝑚(𝑤) =

∫︁
𝑔𝑛(𝐵)

𝑑𝑚(𝑧)
1− |𝜇𝑛(𝑧)|2

6
∫︁

𝐵*
𝑄(𝑧) 𝑑𝑚(𝑧) <∞

для достаточно больших 𝑛, где 𝐵 и 𝐵* – относительно компактные области в D
и 𝑓(D), соответственно, такие, что 𝑔(𝐵) ⊂ 𝐵*. Замена переменных в интегралах
справедлива, ибо 𝑔𝑛, 𝑓𝑛 ∈𝑊 1,2

loc . Из последней оценки следует, что 𝑓−1 ∈𝑊 1,2
loc (𝑓(D)),

см. [12; гл. III, лемма 3.5]. Отсюда следует, что 𝑓 обладает (𝑁−1)-свойством, см.
замечание 8.4 (3) раздела 8.4 в [6], что, в свою очередь, эквивалентно тому, что
𝐽𝑓 (𝑧) ̸= 0 п.в., см. [13]. Наконец, для произвольного компакта 𝐶 ⊂ D в силу нера-
венства Шварца норму производных 𝜕𝑓 и 𝜕𝑓 в 𝐿1(𝐶) можно оценить следующим
образом:

‖𝜕𝑓‖ 6 ‖𝜕𝑓‖ 6 ‖𝑄(𝑧)‖1/2 · ‖𝐽𝑓 (𝑧)‖1/2 6 ‖𝑄(𝑧)‖1/2 ·𝑚(𝑓(𝐶)),

откуда следует, что 𝑓 ∈𝑊 1,1
loc (D), см. [2; с. 8]. Лемма 1 доказана.

4. Важнейшие следствия. Лемма 1, сформулированная и доказанная нами
выше, является важнейшим инструментом, позволяющим сформулировать теперь
основные результаты настоящей работы. Прежде всего, мы формулируем достаточ-
ные условия существования гомеоморфных решений уравнения (1.1) на основе усло-
вия расходимости некоторого интеграла. Рассмотрение такого условия не является
случайным – в работах многих известных математиков, таких как Шабат, Зорич,
см., например, [14], [15], см. также разделы 11.4–11.6 в [6], встречались условия
расходимости интеграла вида

∫︀
𝑑𝑡

𝑡𝐾(𝑡) , где 𝐾(𝑡) – некоторая функция. Обозначим
через 𝑞𝑧0(𝑟) среднее значение функции 𝑄(𝑧) над окружностью {|𝑧 − 𝑧0| = 𝑟},

𝑞𝑧0(𝑟) =
1
2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑄(𝑧0 + 𝑟𝑒𝑖𝜃) 𝑑𝜃.

Teopeма 1. Пусть функция 𝜈(𝑧, 𝑤) : D×C → D удовлетворяет условиям Кара-
теодори и пусть 𝐾𝜈(𝑧, 𝑤) 6 𝑄(𝑧) ∈ 𝐿1

loc(D). Предположим, что∫︁ 𝛿(𝑧0)

0

𝑑𝑟

𝑟𝑞𝑧0(𝑟)
= ∞,

где 𝛿(𝑧0) – некоторое положительное число, 𝛿(𝑧0) < dist(𝑧0, 𝜕D). Тогда уравне-
ние (1.1) имеет регулярное гомеоморфное решение 𝑓 класса 𝑊 1,1

loc в D, такое, что
𝑓−1 ∈𝑊 1,2

loc (𝑓(D)).

Доказательство. Заметим, что 𝑄(𝑧) не меньше единицы, ибо, по определению,
𝐾𝜈(𝑧, 𝑤) > 1 при п.в. 𝑧 и каждом фиксированном 𝑤. Следовательно, 𝑞𝑧0(𝑡) > 1 при
п.в. 𝑡. Положим

𝜓(𝑡) =

⎧⎨⎩
1

𝑡𝑞𝑧0(𝑡)
, 𝑡 ∈ (0, 𝛿(𝑧0)),

0, 𝑡 /∈ (0, 𝛿(𝑧0)).
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Заметим, что
∫︀ 𝛿(𝑧0)

𝜀
𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 > 0 для всех 𝜀 ∈ (0, 𝛿(𝑧0)), поскольку в противном случае

𝑞𝑧0(𝑡) = ∞ при п.в. 𝑡 ∈ (0, 𝛿(𝑧0)), что невозможно, ибо по условию теоремы 𝑄(𝑧) ∈
𝐿1

loc(D). Кроме того,∫︁ 𝛿(𝑧0)

𝜀

𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 6
∫︁ 𝛿(𝑧0)

𝜀

𝑑𝑡

𝑡
<∞ для всех 𝜀 ∈ (0, 𝛿(𝑧0)).

Таким образом, к указанной выше функции 𝜓 можно применить лемму 1, из которой
следует требуемое заключение.

Следующий важный раздел настоящей работы относится к некоторым функци-
ям специального вида. Напомним, что функция 𝜙 : 𝐷 → R, 𝜙 ∈ 𝐿1

loc(𝐷), имеет
ограниченное среднее колебание в области 𝐷, что записывается в виде 𝜙 ∈ 𝐵𝑀𝑂,
если

‖𝜙‖* = sup
𝐵⊂𝐷

1
𝑚(𝐵)

∫︁
𝐵

|𝜙(𝑧)− 𝜙𝐵 | 𝑑𝑚(𝑧) <∞, (4.1)

где sup берется по всем кругам 𝐵 ⊂ 𝐷 и 𝜙𝐵 = 1
𝑚(𝐵)

∫︀
𝐵
𝜙(𝑧) 𝑑𝑚(𝑧) – среднее зна-

чение функции 𝜙 на круге 𝐵, см., например, [9]. Хорошо известно, что 𝐿∞(𝐷) ⊂
𝐵𝑀𝑂(𝐷) ⊂ 𝐿𝑝

loc(𝐷), см., например, [9]. Рассмотрим следующее определение, обоб-
щающее понятие ограниченного среднего колебания в плане отсутствия “равномер-
ности” по заданной области величины, стоящей под знаком sup в (4.1), см., например,
раздел 6.1 в [6]. Будем говорить, что функция 𝜙 : 𝐷 → R имеет конечное среднее
колебание в точке 𝑧0 ∈ 𝐷, пишем 𝜙 ∈ 𝐹𝑀𝑂(𝑧0), если

lim sup
𝜀→0

1
𝜋𝜀2

∫︁
𝐵(𝑧0,𝜀)

|𝜙(𝑧)− 𝜙𝜀| 𝑑𝑚(𝑧) <∞, (4.2)

где 𝜙𝜀 = (1/𝜋𝜀2)
∫︀

𝐵(𝑧0,𝜀)
𝜙(𝑧) 𝑑𝑚(𝑧). Заметим, что при выполнении условия (4.2)

возможна ситуация, когда 𝜙𝜀 → ∞ при 𝜀 → 0. Также будем говорить, что 𝜙 : 𝐷 →
R – функция конечного среднего колебания в области𝐷, пишем 𝜙 ∈ 𝐹𝑀𝑂(𝐷), если 𝜙
имеет конечное среднее колебание в каждой точке 𝑧0 ∈ 𝐷. Очевидно, 𝐵𝑀𝑂 ⊂ 𝐹𝑀𝑂.
Заметим, что 𝐹𝑀𝑂 ̸= 𝐵𝑀𝑂loc, см. пример раздела 11.2 в [6].

Предложение 4. Пусть 0 ∈ 𝐷 ⊂ C, 𝜙 : 𝐷 → R – неотрицательная функция,
имеющая конечное среднее колебание в точке 𝑧0 = 0. Тогда∫︁

𝜀<|𝑧|<𝜀0

𝜙(𝑧) 𝑑𝑚(𝑧)
(|𝑧| log(1/|𝑧|))2

= 𝑂

(︂
log log

1
𝜀

)︂
при 𝜀→ 0 и для некоторого 𝜀0 6 dist(0, 𝜕𝐷), см. следствие 6.3 в [6].

Отметим, в частности, что всякая постоянная функция 𝜙(𝑧) ≡ 𝑐 всегда удовле-
творяет соотношению вида (4.2). В то же время, функции с конечным средним
колебанием суммируемы, вообще говоря, только в первой степени; можно постро-
ить пример функции класса 𝐹𝑀𝑂, которая локально суммируема в первой степени
и не суммируема локально ни в какой степени 𝑝 > 1, см. пример раздела 11.3 в [6].

Teopeма 2. Пусть функция 𝜈(𝑧, 𝑤) : D×C → D удовлетворяет условиям Кара-
теодори. Предположим, что 𝐾𝜈(𝑧, 𝑤) 6 𝑄(𝑧) ∈ 𝐹𝑀𝑂(D). Тогда уравнение (1.1)
имеет регулярное гомеоморфное решение 𝑓 класса 𝑊 1,1

loc в D такое, что 𝑓−1 ∈
𝑊 1,2

loc (𝑓(D)).

5*
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Доказательство. Пусть 𝑧0 ∈ D, 𝜀0 < min{dist(𝑧0, 𝜕D), 𝑒−1}. На основании
предложения 4 для функции 0 < 𝜓(𝑡) = 1/(𝑡 log(1/𝑡)) будем иметь, что∫︁

𝜀<|𝑧−𝑧0|<𝜀0

𝑄(𝑧) · 𝜓2(|𝑧 − 𝑧0|) 𝑑𝑚(𝑧) = 𝑂

(︂
log log

1
𝜀

)︂
.

Заметим также, что 𝐼(𝜀, 𝜀0) :=
∫︁ 𝜀0

𝜀

𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 = log(log(1/𝜀)/ log(1/𝜀0)). Утверждение

теоремы 2 следует теперь из леммы 1.

Следствие 1. В частности, если в каждой точке 𝑧0 ∈ D

lim sup
𝜀→0

1
𝜋𝜀2

∫︁
𝐵(𝑧0,𝜀)

𝑄(𝑧) 𝑑𝑚(𝑧) <∞,

то уравнение (1.1) имеет регулярное гомеоморфное решение 𝑓 класса 𝑊 1,1
loc в D

такое, что 𝑓−1 ∈𝑊 1,2
loc (𝑓(D)).

Teopeма 3. Пусть функция 𝜈(𝑧, 𝑤) : D×C → D удовлетворяет условиям Кара-
теодори. Предположим, что 𝐾𝜈(𝑧, 𝑤) 6 𝑄(𝑧), где

𝑞𝑧0(𝑟) = 𝑂

(︂
log

1
𝑟

)︂
для всех 𝑧0 ∈ D (4.3)

при 𝑟 → 0. Тогда уравнение (1.1) имеет регулярное гомеоморфное решение 𝑓 клас-
са 𝑊 1,1

loc в D такое, что 𝑓−1 ∈𝑊 1,2
loc (𝑓(D)).

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно выбрать в лемме 1
произвольно 𝜀0 < dist(𝑧0, 𝜕D) и функцию 𝜓(𝑡) = 1(𝑡 log(1/𝑡)). Заметим, что∫︁

𝜀<|𝑧−𝑧0|<𝜀0

𝑄(𝑧) 𝑑𝑚(𝑧)
(|𝑧 − 𝑧0| log(1/|𝑧 − 𝑧0|))2

=
∫︁ 𝜀0

𝜀

(︂∫︁
|𝑧−𝑧0|=𝑟

𝑄(𝑧) 𝑑𝑚(𝑧)
(|𝑧 − 𝑧0| log(1/|𝑧 − 𝑧0|))2

𝑑𝑆

)︂
𝑑𝑟

6 2𝜋
∫︁ 𝜀0

𝜀

𝑑𝑟

𝑟 log(1/𝑟)
= 2𝜋 log

log(1/𝜀)
log(1/𝜀0)

= 2𝜋 · 𝐼(𝜀, 𝜀0),

где 𝐼(𝜀, 𝜀0) :=
∫︁ 𝜀0

𝜀

𝜓(𝑡) 𝑑𝑡. Заключение теоремы следует теперь из леммы 1.

Следствие 2. Условие (4.3) и заключение теоремы 3 выполнены, если потребо-
вать, чтобы в каждой точке 𝑧0 ∈ D

𝑄(𝑧) 6 𝐶 · log
1

|𝑧 − 𝑧0|

для некоторой постоянной 𝐶 (которая может зависеть от 𝑧0) при 𝑧 → 𝑧0 .

Замечание 3. Отметим, что решения квазилинейного уравнения Бельтрами,
о которых идет речь в данной статье, вообще говоря, не единственны. Единствен-
ность решений для уравнения Бельтрами – предмет отдельных исследований, требу-
ющих применения иной техники, не связанной с теорией сходимости отображений.
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