
áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ�ÏÍ 24 (2012), �1ï ðòïó�òáîó�÷åîîùè ï�ïâòáöåîéñèó éî�åçòáìøîùíé ïçòáîéþåîéñíéîá èáòáë�åòéó�éëõ© å. á. óå÷ïó�øñîï÷äÌÑ ÓÅÍÅÊÓÔ× F ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : D → Rn; n > 2; ÏÂÌÁÓÔÉ D ⊂ R
n; ÂÏÌÅÅÏÂÝÉÈ, ÞÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏÓ×ÏÊÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∞∫Æ0 d��[�−1(�)℄ 1n−1 = ∞; ×ÌÉÑÀÝÉÊ ÎÁ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ËÁ-ÖÄÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ∈ F; ÇÄÅ � | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,Á Æ0 > 0 | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÏÌÕ-ÞÅÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÉ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ f;ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÏÌÕÞÅÎÙ ÁÎÁÌÏÇÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ óÏÈÏ�ËÏÇÏ{÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ É ìÉÕ×ÉÌÌÑ.

§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ B(x0; r) = {x ∈ R
n : |x− x0| < r} ; B

n := B(0; 1); S(x0; r) =
{x ∈ R

n : |x − x0| = r}; S
n−1 := S(0; 1); 
n ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂßÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏÛÁÒÁ B

n × R
n; !n−1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÙ S

n−1 × R
n; D { ÏÂÌÁÓÔØ × R

n;n > 2; m | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ R
n; dist(A;B) | Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ A;B ⊂ R

n; |A| ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ R×ÓÀÄÕ, ÇÄÅ ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. úÁ�ÉÓØ f : D → R
n �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ,ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f; ÚÁÄÁÎÎÏÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ D; ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÙ�ÉÛÅÍ f ∈W 1;nlo (D); ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f = (f1; : : : ; fn) ÏÂÌÁ-ÄÁÀÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÞÁÓÔÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ËÏÔÏÒÙÅÌÏËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ × D × ÓÔÅ�ÅÎÉ n: ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : D → R

n ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ �ÒÏÏÂÒÁÚ f−1 (y) ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ R
n ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, É ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × R

n:ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÏÇ-ÒÁÎÉÞÅÎÉÑ. 131



132 å. á. óå÷ïó�øñîï÷÷ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÍÅÓÔÏ ÚÁÎÉÍÁ-ÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÉÄÁ
∫D �(Q(x)) dm(x) < ∞ ; (1)ÇÄÅ � : [0;∞℄ → [0;∞℄ É Q : D → [0;∞℄ | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÉÚÍÅ-ÒÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÔÉ�Á (1) ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÁÔØ ×Ó×ÑÚÉ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÓÔÏÞÎÉËÉ[1, 2, 6, 8, 13, 14, 18, 20℄ É [24℄ �Ï ÜÔÏÍÕ �Ï×ÏÄÕ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÂÕÄÕÔÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ×ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÉÈ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ (1).äÁÄÉÍ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÎÅÓËÏÌØËÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ËÒÉ×ÏÊ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄ (ÌÉÂÏ ÏÔËÒÙÔÏ-ÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b)) × R
n;  : [a; b℄ → R

n: ðÏÄ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ËÒÉ×ÙÈ ��ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÒÉ×ÙÈ ; Á f(�) =
{f ◦ | ∈ �} : óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,× [22, §1{6 ÇÌ. I℄. âÏÒÅÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ � : R

n → [0;∞℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ�Õ-ÓÔÉÍÏÊ ÄÌÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á � ËÒÉ×ÙÈ  × R
n; ÅÓÌÉ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ�ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ ∫ �(x) |dx| > 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÒÉ×ÙÈ  ∈ �: ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ�ÉÛÅÍ: � ∈ adm�: íÏÄÕÌÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÒÉ×ÙÈ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁM(�) = inf�∈ adm�∫D �n(x) dm(x): (2)ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÏÄÕÌÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÒÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁm × R

n: éÍÅÎÎÏ, ÍÏÄÕÌØ �ÕÓÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÒÉ×ÙÈ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ,M(∅) = 0;ÍÏÄÕÌØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ× ËÒÉ×ÙÈ�1 É �2 : �1 ⊂ �2 ⇒ M(�1) 6 M(�2); Á ÔÁËÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ �ÏÌÕÁÄÄÉÔÉ×-ÎÏÓÔÉ: M( ∞⋃i=1�i) 6
∞∑i=1M(�i) (ÓÍ. [22, ÔÅÏÒÅÍÁ 6.2℄). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ f : D → R
n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÉÓ-ËÁÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ: 1) f ∈ W 1;nlo ; 2) ÑËÏÂÉÁÎJ(x; f) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ÔÏÞËÅ x ∈ D ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÚÎÁË �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ × D;3) ‖f ′(x)‖n 6 K · |J(x; f)| �ÒÉ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ x ∈ D É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÔÏÑÎ-ÎÏÊ K <∞; ÇÄÅ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ‖f ′(x)‖ := suph∈Rn:|h|=1 |f ′(x)h| (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,[16, §3, ÇÌ. I℄ ÌÉÂÏ [17, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1, §2, ÇÌ. I℄). ÷ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ, �ÒÏ×ÏÄÉÍÙÈ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ, ÎÅÍÁÌÏ×ÁÖÎÏ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏËÁÖÄÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Õ å. á. ðÏÌÅ�ËÏÇÏ (ÓÍ. [15, ÔÅÏÒÅÍÁ 1, §4℄), Á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ f : D → R

n |



ï ðòïó�òáîó�÷åîîùè ï�ïâòáöåîéñè 133ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ, ÔÏM(f(�)) 6 K ′ ·M(�) (3)ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á � ËÒÉ×ÙÈ  × ÏÂÌÁÓÔÉ D; ÇÄÅM | ËÏÎÆÏÒÍ-ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÒÉ×ÙÈ, ××ÅÄÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ (Ô.Å ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÎÅÛÎÑÑÍÅÒÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÈ ËÒÉ×ÙÈ × R
n), Á K ′ < ∞ | ÎÅËÏÔÏ-ÒÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [17, ÔÅÏÒÅÍÁ 8.1, §8, ÇÌ. II℄). çÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍf : D → R

n; ÌÉÂÏ f : D → Rn; Rn = R
n ∪ {∞}; × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ËÏÎÔÅË-ÓÔÁ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØK ′ | Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ × ÏÂÌÁÓÔÉD;ÅÓÌÉ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ×ÉÄÁ (3) ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á� ËÒÉ×ÙÈ  (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [22, §13, ÇÌ. II, ÔÅÏÒÅÍÁ 34.3, ÇÌ. IV℄).÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f; ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ, ÞÅÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ. �ÏÞÎÅÅ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÉÚÍÅ-ÒÉÍÏÊ �Ï ìÅÂÅÇÕ ÆÕÎË�ÉÉ Q : D → [0;∞℄; Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ D ×

R
n É �ÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ×ÍÅÓÔÏ (3)×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÉÄÁM (f (� (S1; S2; A))) 6

∫A Q(x) · �n(|x− x0|) dm(x); (4)ÇÄÅ A = A(r1; r2; x0) = {x ∈ R
n : r1 < |x− x0| < r2} (5)ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ËÏÌØ�Ï, �ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ × ÔÏÞËÅ x0 É ÒÁÄÉÕÓÏ×: r1;r2; Si = S(x0; ri) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÆÅÒÕ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ x0 ÒÁÄÉÕÓÏ× ri; i =1; 2; � (S1; S2; A) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÒÉ×ÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ S1 ÉS2 ×ÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ A; Á ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � : (r1; r2) → [0;∞℄× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (4) �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏr2∫r1 �(r) dr > 1 : (6)÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ×ÉÄÁ (4) ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÂÏÔÙ [3, 10,11, 12℄ É [20℄. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ Q(x) 6 K �.×. × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á (4) ×ÏÚÎÉËÎÅÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ K ·M(�(S1; S2; A)); ÓÍ. ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(4) É (3). ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ ×ÓÅÇÄÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ×ÉÄÁ (4) Ó �ÏÓÔÏ-ÑÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ Q: ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (4) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁÆÕÎË�ÉÑ Q(x) �ÒÏÓÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÁË ÂÙ ÍÏÄÕÌØM ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Á ËÒÉ×ÙÈ �(S1; S2; A) Ó ×ÅÓÏÍ Q(x): óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ Q × (4)ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ É ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ



134 å. á. óå÷ïó�øñîï÷ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ×ÉÄÁ (4) É ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ Q(x) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÉÄÁ(1), ÇÄÅ � | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
∞∫Æ0 d�� [�−1(�)℄ 1n−1 =∞ (7)�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Æ0 > 0: ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÂÕÄÕÔ �ÏËÁÚÁÎÙ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ D�Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÔÁ-ËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (4), ÇÄÅÆÕÎË�ÉÑ Q(x); × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (1), Á ÆÕÎË�ÉÑ� × (1) ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (7). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÍÉ ÔÁËÖÅÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÅ ×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ �; Á ÉÍÅÎÎÏÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (7), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ, ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÎÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÙÍ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÂÕÄÅÔ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÚÄÅÓØÏÔËÒÙÔÙÍ É ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ, ÆÕÎË�ÉÑ Q �ÒÏÓÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ, Á ÆÕÎË�ÉÑ �ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ É ×Ù�ÕËÌÏÊ.çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : D → Rn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�Å×ÙÍ Q-ÏÔÏÂ-ÒÁÖÅÎÉÅÍ × ÔÏÞËÅ x0 ∈ D; ÅÓÌÉ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ (4) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØ�ÁA = A(r1; r2; x0); 0 < r1 < r2 < r0 = dist (x0; �D); É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊÆÕÎË�ÉÉ � : (r1; r2) → [0;∞℄; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ (6). åÓÌÉ f × ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÉ (4) �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØËÏÌØ�Å×ÙÍ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ × ÔÏÞËÅ x0 ∈ D: îÁËÏÎÅ�, f ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÏ ËÏÌØ�Å×ÙÍ Q-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ËÏÌØ�Å×ÙÍQ-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ), ÅÓÌÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (4) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞ-ËÅ x0 ∈ D: áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ×Ï�ÒÏÓÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ�Ï×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÁÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ ËÏÌØ�Å×ÏÇÏ Q-ÏÔÏÂ-ÒÁÖÅÎÉÑ f : D \ {x0} → Rn; Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ Á�ÒÉÏÒÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÉÚÏÌÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x0 ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ D \ {x0}:ðÕÓÔØ E | ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn; ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÑÅÍËÏÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, apE > 0: ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÙ ÆÕÎË�ÉÑ� : [0;∞℄ → [0;∞℄; ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ �Ï ìÅÂÅÇÕ ÆÕÎË�ÉÑ Q : D → [0;∞℄ É ÞÉÓÌÏM > 0: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R

�;QM;E ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈËÏÌØ�Å×ÙÈ Q-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : D → Rn \E ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
∫D �(Q(x)) dm(x)(1 + |x|2)n 6 M: (8)éÎÏÇÄÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ R

�;QM;E(D); ÞÔÏÂÙ Ñ×ÎÏ ÕËÁ-ÚÁÔØ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ D: ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ×ÓÅÂÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.



ï ðòïó�òáîó�÷åîîùè ï�ïâòáöåîéñè 135�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ � : [0;∞℄ → [0;∞℄ | ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ. åÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Æ0 > �0 := �(0) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×É-ÄÁ (7), ÔÏ ËÌÁÓÓ R
�;QM;E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ É, ÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �ÒÉ ×ÓÅÈ M ∈(0;∞):äÌÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ �Ï ìÅÂÅÇÕ ÆÕÎË�ÉÉ Q : D → [0;∞℄ É ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á E ⊂ Rn; apE > 0; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K�;QM;E(D \ {x0}) ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ËÏÌØ�Å×ÙÈ Q-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ × ÔÏÞËÅ x0 ×ÉÄÁf : D \ {x0} → Rn \ E; ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (8).�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ Q(x) > 1 �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ É � : [0;∞℄ → [0;∞℄ | ÎÅ-ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, x0 ∈ D: åÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Æ0 > �0 :=�(0) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÉÄÁ (7), ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf : D \ {x0} → Rn; f ∈ K�;QM;E(D \ {x0}); �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ× ÔÏÞËÕ x0 ∈ D ÄÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : D → Rn:�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ � : [0;∞℄ → [0;∞℄ | ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× E; ÉÍÅÀÝÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÕÀ ÅÍËÏÓÔØ, ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ M > 0 É ×ÓÅÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Q : D → [0;∞℄ËÌÁÓÓ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ R

�;QM;E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ (ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÙÍ). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Æ∗ ∈ (�0;∞); �0 : = �(0); ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ
∞∫Æ∗ d�� [�−1(�)℄ 1n−1 =∞: (9)�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ � : [0;∞℄ → [0;∞℄ | ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× E; ÉÍÅÀÝÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÅÍ-ËÏÓÔØ, ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ M > 0 É ×ÓÅÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Q : D → [0;∞℄ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ∈ K�;QM;E(D \{x0}) ×ÉÄÁ f : D \{x0} → Rn; x0 ∈ D;ÕÓÔÒÁÎÉÍÏ �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÕ x0: �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Æ∗ ∈ (�0;∞);�0 : = �(0); ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (9).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ∫D �(Q(x)) dm(x) 6 M ×ÌÅÞÅÔ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ (8). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (8) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÊ ËÌÁÓÓ ËÏÌØ�Å×ÙÈ Q-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÏÄËÌÁÓÓ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Á R

�;QM;E: ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ D ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (8)×ÌÅÞÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ ∫D �(Q(x)) dm(x) 6 M∗; ÇÄÅM∗ =M ·
(1 + Æ2∗)n ; Æ∗ = supx∈D |x|:ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, ÞÅÔËÏ ÂÕ-ÄÕÔ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ.



136 å. á. óå÷ïó�øñîï÷§2. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑëÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÏÍ × R
n; n > 2; ÎÁÚÙ×ÁÅÍ �ÁÒÕE = (A; C) ; ÇÄÅ A|ÏÔËÒÙ-ÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R

n; Á C | ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A: ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf : D → R
n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÎÁ ÌÉÎÉÑÈ, f ∈ ACL; ÅÓ-ÌÉ × ÌÀÂÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÅ P Ó ÒÅÂÒÁÍÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍËÏÏÒÄÉÎÁÔ, P ⊂ D; ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f = (f1; : : : ; fn) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ëÏÎ-ÆÏÒÍÎÏÊ ÅÍËÏÓÔØÀ (ÌÉÂÏ �ÒÏÓÔÏ ÅÍËÏÓÔØÀ) ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ×ÅÌÉÞÉÎÁ apE = ap (A; C) = infu∈W0(E) ∫A |∇u|n dm(x);ÇÄÅ W0(E) = W0 (A; C) | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ u : A → R Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ × A; ÔÁËÉÈ ÞÔÏ u(x) > 1�ÒÉ x ∈ C É u ∈ ACL: çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÁËÔ C × R

n; n > 2; ÉÍÅÅÔÎÕÌÅ×ÕÀ ÅÍËÏÓÔØ, �ÉÛÕÔ apC = 0; ÅÓÌÉ ap (A;C) = 0 ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏ-ÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A; ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ C: ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÁÇÁÀÔ apC > 0:íÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÍËÏÓÔÉ ÎÕÌØ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ×ÓÀÄÕ ÒÁÚÒÙ×ÎÙ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.5 ÇÌ. III × [17℄, ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÕÓÌÏ×ÉÅ apC = 0; × ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, ×ÌÅÞÅÔ, ÞÔÏ IntC = ∅: çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ×
R
n ÉÍÅÅÔ ÅÍËÏÓÔØ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÅÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÉÍÅÅÔ ÅÍËÏÓÔØ ÎÕÌØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÏÎÑÔÉÅ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏ-ÒÁ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÍËÏÓÔÉ ÎÕÌØ × Rn (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [17℄).ðÕÓÔØ (X; d) É (X ′; d ′) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ dÉ d ′ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. óÅÍÅÊÓÔ×Ï F ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : X → X ′ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊfm ∈ F ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fmk , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÌÏ-ËÁÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ × X Ë ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f : X → X ′: ÷×ÅÄÅÎÎÏÅ�ÏÎÑÔÉÅ ÏÞÅÎØ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ. óÅÍÅÊÓÔ×Ï F ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊf : X → X ′ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ × ÔÏÞËÅ x0 ∈ X;ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ Æ > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ d ′ (f(x); f(x0)) < " ÄÌÑ×ÓÅÈ x Ó d(x; x0) < Æ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ F: çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ F ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏ, ÅÓÌÉ F ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÚ X: åÓÌÉ(X; d) | ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á (X ′; d ′) | ËÏÍ�ÁËÔ-ÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï F ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : X → X ′ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.üÔÏ ×ÅÒÓÉÑ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ áÒ�ÅÌÁ{áÓËÏÌÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,[22, §20.4℄).



ï ðòïó�òáîó�÷åîîùè ï�ïâòáöåîéñè 137îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x0 ÇÒÁÎÉ�Ù �D ÏÂÌÁÓÔÉ D ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f; ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌlimx→x0 f(x): éÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x0 ÇÒÁÎÉ�Ù �D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : D → R
n; ÅÓÌÉ �ÒÉ x → x0 ÎÅÔ ÎÉËÏÎÅÞÎÏÇÏ, ÎÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : D → R

n; n > 2; ÉÍÅÅÔ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÙÅ �ÒÉ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ x ∈ D: �ÏÇÄÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÉÌÁÔÁ�ÉÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ f × ÔÏÞËÅ x ∈ D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁKI(x; f) = |J(x; f)|l (f ′(x))n ;ÅÓÌÉ J(x; f) 6= 0; KI(x; f) = 1, ÅÓÌÉ f ′(x) = 0; É KI(x; f) = ∞ | ×ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ l (f ′(x)) = infh∈Rn:|h|=1 |f ′(x)h|: ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ�ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f : D → Rn; f ∈ W 1;nlo ;�ÒÉ KI(x; f) ∈ L1lo Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�Å×ÙÍ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ × ËÁÖÄÏÊÔÏÞËÅ x0 ∈ D �ÒÉ Q = KI(x; f); ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [11, ÔÅÏÒÅÍÙ 8.1 É 8.6℄.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, f ÂÕÄÅÔ ËÏÌØ�Å×ÙÍ Q-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÉÚÏÌÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÇÒÁÎÉ�Ù D, ÓÍ. ÔÁÍ ÖÅ.ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÄÉÌÁÔÁ�ÉÊ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÓÌÕ-ÞÁÑÈ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ××ÅÄÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÎÉÖÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : D → R
n ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ × ÔÏÞËÅ x0 ∈ DÉ ÍÁÔÒÉ�Á ñËÏÂÉ f ′(x0) ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, J(x0; f) = det f ′(x0) 6= 0: �ÏÇÄÁÎÁÊÄÕÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× e1; : : : ; en É ẽ1; : : : ; ẽn É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ�1(x0); : : : ; �n(x0); �1(x0) 6 : : : 6 �n(x0) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f ′(x0)ei = �i(x0)ẽi; ÓÍ.ÔÅÏÒÅÍÕ 2.1 ÇÌ. I × [16℄, �ÒÉ ÜÔÏÍ �21(x0); : : : ; �2n(x0) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙ-ÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (f ′(x0))∗ f ′(x0); ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ2.2 ÇÌ. I × [16℄,

|J(x0; f)| = �1(x0) : : : �n(x0); ‖f ′(x0)‖ = �n(x0); l (f ′(x0)) = �1(x0);KI(x0; f) = �1(x0) : : : �n(x0)�n1 (x0) ; (10)ÓÍ. ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2.5) É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ ÎÁ Ó. 21 §2.1 ÇÌ. I× [16℄. þÉÓÌÁ �1(x0); : : : �n(x0); Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÅ ×ÙÛÅ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍÉÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, Á ×ÅËÔÏÒÙ e1; : : : ; en É ẽ1; : : : ; ẽn | ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ f ′(x0); �Ï ÜÔÏÍÕ �Ï×ÏÄÕ ÓÍ. ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ ×§2.1 ÇÌ. I × [16℄ �ÏÓÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2 ÔÁÍ ÖÅ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ,ÇÌÁ×ÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ É ÇÌÁ×ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÚÁ×ÉÓÑÔ ËÁË ÏÔ ÔÏÞËÉ x0; ÔÁË É ÏÔ



138 å. á. óå÷ïó�øñîï÷ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f; ÏÄÎÁËÏ Ó �ÅÌØÀ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÚÁ�ÉÓÉ ÍÙ ÚÄÅÓØ É × ÄÁÌØÎÅÊ-ÛÅÍ Ï�ÕÓËÁÅÍ ,,(x0)\, ÅÓÌÉ ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ (ÈÏÒÄÁÌØÎÁÑ) ÍÅÔÒÉËÁ h(x; y) ÒÁ×ÎÁ |�(x)−�(y)|; ÇÄÅ � | ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ Rn ÎÁ ÓÆÅÒÕ Sn(12en+1; 12) ×
R
n+1; Ô.Å. × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅh(x;∞) = 1√1 + |x|2 ; h(x; y) = |x− y|√1 + |x|2√1 + |y|2 ; x 6=∞ 6= y:ðÕÓÔØ Q : D → [0;∞℄ | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ �Ï ìÅÂÅÇÕ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏÇÄÁ qx0(r)ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Q(x) ÎÁÄ ÓÆÅÒÏÊ |x− x0| = r;qx0(r) := 1!n−1rn−1 ∫

|x−x0|=r Q(x) dS ; (11)ÇÄÅ dS | ÜÌÅÍÅÎÔ �ÌÏÝÁÄÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S: îÉÖÅ ÍÙ �ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÅÍÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÊ: a=∞ = 0 ÄÌÑ a 6= ∞; a=0 = ∞ ÄÌÑa > 0 É 0 · ∞ = 0:óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ É ÄÏËÁÚÁÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [25℄.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ Q : B
n → [1;∞℄ | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ �Ï ìÅÂÅÇÕ ÆÕÎË-�ÉÑ, f : B

n\{0} → Rn; n > 2;| ÏÔËÒÙÔÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ËÏÌØ�Å×ÏÅ Q-ÏÔÏÂ-ÒÁÖÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ x0=0, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ ap(Rn\f(Bn\{0}))>0.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ "0 > 0; "0 < 1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ"0∫0 dttq 1n−1x0 (t) =∞: (12)�ÏÇÄÁ f ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ f : B
n → Rn × B

n: îÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔØ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÈÏÒÄÁÌØÎÏÊÍÅÔÒÉËÉ h: âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : B
n → Rn Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ É ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 6 × [25℄.úÄÅÓØ É ÎÉÖÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ, ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ É Ô.Ä. �Ï-ÎÉÍÁÀÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ (ÈÏÒÄÁÌØÎÏÊ) ÍÅÔÒÉËÉ h:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ x0 ∈ D; E ⊂ Rn | ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÅÍËÏÓÔÉ, FQ | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÔËÒÙÔÙÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ËÏÌØ�Å-×ÙÈ Q-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : D → Rn \E × ÔÏÞËÅ x0: ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÊ-ÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ "0 < dist (x0; �D) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (12). �ÏÇÄÁÓÅÍÅÊÓÔ×Ï FQ ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÎÏÒÍÁÌØÎÏ× ÔÏÞËÅ x0:



ï ðòïó�òáîó�÷åîîùè ï�ïâòáöåîéñè 139îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ � : [0;∞℄ → [0;∞℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ�(�t1 + (1− �)t2) 6 � �(t1) + (1− �) �(t2)�ÒÉ ×ÓÅÈ t1; t2 ∈ [0;∞℄ É � ∈ [0; 1℄. ïÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �−1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÒ-ÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ � : [0;∞℄ → [0;∞℄:�−1(�) = inf�(t)>� t: (13)ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, inf × (13) ÒÁ×ÅÎ ∞; ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï t ∈ [0;∞℄ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ�(t) > �; �ÕÓÔÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �−1 ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ�−1(�(t)) 6 t ∀ t ∈ [0;∞℄ (14)Ó ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ × (14), ÉÓËÌÀÞÁÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ �ÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÉ �(t).óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [19, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1℄. úÄÅÓØ, × (15)É (16), ÍÙ ÄÏ�ÏÌÎÑÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ∞ �ÒÉ �p(t) =∞ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ T ∈ R; Hp(t) = ∞ ÄÌÑ ×ÓÅÈ t >T ∈ [0;∞): éÎÔÅÇÒÁÌ × (16) �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ìÅÂÅÇÁ{óÔÉÌØÔØÅÓÁ, ÁÉÎÔÅÇÒÁÌÙ × (15) É (17){(20) | ËÁË ÏÂÙÞÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ìÅÂÅÇÁ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ � : [0;∞℄ → [0;∞℄ | ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.ðÏÌÁÇÁÅÍ Hp(t) = log�p(t), �p(t) = �(tp), p ∈ (0;∞): �ÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∞∫Æ H ′p(t) dtt =∞ (15)×ÌÅÞÅÔ
∞∫Æ dHp(t)t =∞; (16)(16) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ
∞∫Æ Hp(t) dtt2 =∞ (17)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Æ > 0; Á (17) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×�∫0 Hp (1t) dt =∞ (18)



140 å. á. óå÷ïó�øñîï÷�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ � > 0;
∞∫Æ∗ d�H−1p (�) =∞ (19)�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Æ∗ > H(+0);

∞∫Æ∗ d���−1p (�) =∞ (20)�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Æ∗ > �(+0):âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, (15) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (16) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,(15){(20) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ �ÒÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ �ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (15){(20) ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ É ÎÅÕÂÙ-×ÁÀÝÅÊ.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (15){(20) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÍÉ �ÒÉ ÂÏÌØ-ÛÉÈ p; ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, (17). îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÁÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ �ÏÑÓÎÅÎÉÅ. ÷ �ÒÁ-×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ (15){(20) �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌ +∞. ðÒÉ �p(t) = 0ÄÌÑ t ∈ [0; t∗℄, Hp(t) = −∞ ÄÌÑ t ∈ [0; t∗℄; É ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ H ′p(t) := 0 ÄÌÑt ∈ [0; t∗℄. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (16) É (17) ÉÓËÌÀÞÁÀÔ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ t∗�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ-ÑÈ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÌÅ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ × (16) É (17) ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÒÁ×ÎÙ −∞; ÌÉÂÏ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ× (15){(17), ÞÔÏ Æ > t0 É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ � < 1=t0; ÇÄÅ t0 : = sup�p(t)=0 t,t0 = 0; ÅÓÌÉ �p(0) > 0. §3. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÌÅÍÍÁóÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ É ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 3.1ÉÚ [19℄.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ Q : B
n → [0;∞℄ | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É � : [0;∞℄ →(0;∞℄ | ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ1∫" drrq 1p0 (r) >

1n M(")"n∫eM(") d�� [�−1(�)℄ 1p ∀ p ∈ (0;∞); " ∈ (0; 1); (21)



ï ðòïó�òáîó�÷åîîùè ï�ïâòáöåîéñè 141ÇÄÅ q0(r) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (11) �ÒÉ x0 = 0; aM(") = 1
n (1− "n) ∫A(";1;0) �(Q(x)) dm(x) (22)| ÓÒÅÄÎÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �◦Q × ËÏÌØ�Å A("; 1; 0); Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÍ × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (5) �ÒÉ x0 = 0; r1 = " É r2 = 1:úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ p ∈ (0;∞) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (21)ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ1∫" drrq 1p0 (r) >
1n M(")"n∫eM(") d���−1p (�) ; �p(t) := �(tp): (23)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1.1 ÛÁÇ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ t∗ = sup�p(t)=�0 t; �0 = �(0) > 0: (24)ðÏÌÁÇÁÑ Hp(t) : = log �p(t); ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏH−1p (�) = �−1p (e�); �−1p (�) = H−1p (log �): (25)óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÑh(r) : = rn�(q0(r)) = rn�p (q 1p0 (r)) ; R∗ = { r ∈ ("; 1) : q 1p0 (r) > t∗};ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏq 1p0 (r) = H−1p ( log h(r)rn ) = H−1p (n log 1r + log h(r)) ∀ r ∈ R∗:�ÏÇÄÁ ÔÁËÖÅ q 1p0 (e−s) = H−1p (ns+ log h(e−s)) ∀ s ∈ S∗; (26)ÇÄÅ S∗ = {s ∈ (0; log 1") : q 1p0 (e−s) > t∗}: (27)



142 å. á. óå÷ïó�øñîï÷2 ÛÁÇ. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á éÅÎÓÅÎÁ É ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ � ÍÙ ÉÍÅÅÍ,ÞÔÏlog 1"∫0 h(e−s) ds = 1∫" h(r)drr = 1∫" �(q0(r)) rn−1dr
6

1∫" ( 1!n−1rn−1 ∫S(0;r) �(Q(x)) dS) rn−1dr 6

n!n−1 ·M(") = 1n ·M(");(28)ÇÄÅ M(") Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (22), Á dS; ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÜÌÅÍÅÎÔ �ÌÏÝÁÄÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÄÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ. �ÏÇÄÁÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (28) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ |T | ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁT = { s ∈ (0; log 1" ) : h(e−s) > M(")} ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ

|T | = ∫T ds 6
1n: (29)3 ÛÁÇ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏq 1p0 (e−s) 6 H−1p (ns+ log M(")) ∀ s ∈ (0; log 1")

\ T∗ ; (30)ÇÄÅ T∗ : = T∩S∗; Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S∗ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (27). úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ
(0; log 1")

\ T∗ = [(0; log 1")
\ S∗] ∪

[(0; log 1")
\ T]= [(0; log 1")

\ S∗] ∪ [S∗ \ T ℄ :úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (30) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ s ∈ S∗\T ××ÉÄÕ (26)É ÎÅÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ H−1p : úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÓÍ. (24), ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ "1 > 0ensM(") > �(0) + "1 = �0 + "1 ∀ s ∈ (0; log 1") ; (31)Á ÔÏÇÄÁ �Ï (25) É (31) ××ÉÄÕ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ H−1p (�) �ÒÉ� > �0 �ÏÌÕÞÉÍt∗ < �−1p (ensM(")) = H−1p (ns+ logM(")) ∀ s ∈ (0; log 1") : (32)



ï ðòïó�òáîó�÷åîîùè ï�ïâòáöåîéñè 143éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (32) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (30) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ s ∈(0; log 1" ) \ S∗; Á ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ (0; log 1") \ T∗:4 ÛÁÇ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ H−1p ÎÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ××ÉÄÕ (29) É (30) �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ1∫" drrq 1p0 (r) = log 1"∫0 dsq 1p0 (e−s) >

∫(0;log 1")\T∗ dsH−1p (ns+ logM("))
>

log 1"∫

|T∗| dsH−1p (ns+ logM(")) >

log 1"∫1n dsH−1p (ns+ logM("))= 1n n log 1"+logM(")∫1+logM(") d�H−1p (�) :
(33)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 1 + logM(") = log eM("): �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ (33) ÉÍÅÅÍ1∫" drrq 1p0 (r) > 1n log M(")"n∫log eM(") d�H−1p (�) ; É �ÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ � = log �; Ó ÕÞÅÔÏÍÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ × (25), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (23), Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É (21).
��ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ Q : B

n → [0;∞℄ | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ �Ï ìÅÂÅÇÕ ÆÕÎË�ÉÑÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∫

Bn �(Q(x)) dm(x) < ∞; (34)ÇÄÅ � : [0;∞℄ → [0;∞℄ | ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
∞∫Æ0 d�� [�−1(�)℄ 1p =∞; p ∈ (0;∞); (35)�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Æ0 > �0 : = �(0): �ÏÇÄÁ1∫0 drrq 1p0 (r) =∞: (36)úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 5 ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊÓÌÕÞÁÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎË�ÉÉ �; Á ÉÍÅÎÎÏ ËÏÇÄÁ � ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØÔÁËÖÅ É ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0: äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÓÌÕÞÁÊ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë



144 å. á. óå÷ïó�øñîï÷ÓÉÔÕÁ�ÉÉ � : [0;∞℄ → (0;∞℄ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ �∗(t) = {�(t); �(t) > Æ;Æ; �(t) 6 Æ;ÇÄÅ Æ | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Æ ∈ (0; Æ0): úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �∗(t) �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (34) É (35).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. �ÁË ËÁË [�−1(�)] 1p = �−1p (�); ÇÄÅ �p(t) = �(tp); ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅ (35) ×ÌÅÞÅÔ, ÞÔÏ
∞∫Æ d���−1p (�) =∞ ∀ Æ ∈ [0;∞): (37)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÉÄÁ (37), ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÏÅ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÆ ∈ [0;∞); ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ×ÌÅÞÅÔ (35).âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÉÄÁ (35), ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÏÅ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÆ0 > �0; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÌÅÞÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ (37) ÄÌÑ Æ ∈ [0; Æ0); Á ÄÌÑ Æ ∈ (Æ0;∞)ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ 0 6

Æ∫Æ0 d���−1p (�) 6
1�−1p (Æ0) log ÆÆ0 <∞; (38)�ÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ �−1p ÎÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ É �−1p (Æ0) > 0: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ ×ÉÄÁ (37) ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Æ ∈ [0;∞):ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, �−1p (�) ≡ 0 ÄÌÑ×ÓÅÈ � ∈ [0; �0℄; ÇÄÅ �0 = �p(0), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÓÌÏ×ÉÅ (37) �ÒÉ Æ ∈ [0; �0);×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ×ÌÅÞÅÔ (35). åÓÌÉ �0 > 0, ÔÏ�0∫Æ d���−1p (�) =∞ ∀ Æ ∈ [0; �0): (39)ïÄÎÁËÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (39) ÎÅ ÎÅÓÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÆÕÎË�ÉÉ Q(x), É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÓÌÏ×ÉÅ (37) �ÒÉ Æ < �(0) ÎÉ × ËÁËÏÍÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÌÅÞØ (36).÷ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (37) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ 1.



ï ðòïó�òáîó�÷åîîùè ï�ïâòáöåîéñè 145§4. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ �(0) > 0: ÷×ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ-×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ×ÌÅËÕÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (12) �ÒÉ ËÁÖÄÏÍx0 ∈ D É ÎÅËÏÔÏÒÏÍ "0 < dist (x0; �D): äÅÌÁÑ ÚÁÍÅÎÕ t = r="0; �ÏÌÕÞÁÅÍ"0∫" drrq 1n−1x0 (r) = 1∫"="0 dttq 1n−1x0 (t"0) = 1∫"="0 dttq̃ 1n−10 (t) ; (40)ÇÄÅ q̃0(t) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Q̃(x) := Q("0x + x0)ÎÁÄ ÓÆÅÒÏÊ |x| = t; ËÏÔÏÒÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (11). ðÒÉÍÅÎÑÑÔÅ�ÅÒØ ÌÅÍÍÕ 1 �ÒÉ p = n− 1; �ÏÌÕÞÁÅÍ1∫"="0 dttq̃ 1n−10 (t) >
1n M∗("="0)"n0"n∫eM∗("="0) d�� [�−1(�)℄ 1n−1 ; (41)M∗ ("="0) = 1
n (1− ("="0)n) ∫A("="0;1;0) �(Q("0x+ x0)) dm(x)= 1
n ("n0 − "n) ∫A(";"0;x0) �(Q(x)) dm(x): (42)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ A("; "0; x0) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ |x| 6 |x − x0| + |x0| 6"0 + |x0|; �ÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (42) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏM∗ ("="0) 6

�n(x0)
n ("n0 − "n) ∫A(";"0;x0) �(Q(x)) dm(x)(1 + |x|2)n ;ÇÄÅ �n(x0) = (1 + ("+ |x0|)2)n : óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ " 6 1= n√"n0 − 1=2M∗ ("="0) 6
2�n(x0)
n M;ÇÄÅ M | �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (8). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÚÁÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ M∗ ("="0) > �(0) > 0:



146 å. á. óå÷ïó�øñîï÷�ÏÇÄÁ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (40) É (41) �ÏÌÕÞÁÅÍ"0∫" drrq 1n−1x0 (r) >
1n �(0)"n0"n∫2e�n(x0)M
n d�� [�−1(�)℄ 1n−1 :ïÄÎÁËÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÓÔÉ × ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (7), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ "0∫0 drrq 1n−1x0 (r) = ∞: îÕÖÎÏÅÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅ�ÅÒØ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (15){(20) �ÒÉ p ∈ (0; n − 1℄ ×ÌÅÞÅÔÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÕÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ É ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ R

�;QM;E ÄÌÑ ×ÓÅÈM ∈ (0;∞): §5. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ,ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÉÅ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ×�ÏÌÎÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏ-ÒÅÍÙ 1, Á ÉÍÅÎÎÏ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ"0∫0 drrq 1n−1x0 (r) ; Á �ÏÔÏÍ ÎÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. �äÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : D → R
n ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ⊂ D É ÔÏÞËÉ y ∈ R

n Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ N(y; f; E) ËÁË ÞÉÓÌÏ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ× y ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅE; Ô.Å. N(y; f; E) = ard {x ∈ E : f(x) = y} :óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÉ�Á óÏÈÏ�ËÏÇÏ{÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ). ðÕÓÔØ �:[0;∞℄ →[0;∞℄ | ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ Æ0 > �0 := �(0) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÉÄÁ (7) É ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ Q-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : D \ {x0} → Rn ÉÍÅÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÏ-ÂÕÀ ÔÏÞËÕ x0 ∈ D: ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ Q ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ×ÉÄÁ (8)× ÏÂÌÁÓÔÉ D É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Q(x) > 1 �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C ⊂ Rn ÔÉ�Á F� × Rn ÅÍËÏÓÔÉ ÎÕÌØ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏN (y; f; U \ {x0}) =∞ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x0 É ÄÌÑ ×ÓÅÈ y ∈ Rn \ C:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ U | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x0: îÅÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x0 = 0 É U = B
n:



ï ðòïó�òáîó�÷åîîùè ï�ïâòáöåîéñè 147òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Vk = B(0; 1=k) \ {0} ; k = 1; 2; : : : ðÏÌÁÇÁÅÍC = ∞⋃k=1 Rn \ f(Vk) : (43)ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Bk := Rn \ f(Vk) × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ �ÒÁ-×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (43) ÉÍÅÅÔ ÅÍËÏÓÔØ ÎÕÌØ. �ÏÇÄÁ C ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÅÍËÏÓÔØ ÎÕÌØ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [7, Ó. 126℄. æÉËÓÉÒÕÅÍ y ∈ Rn \ C: �ÏÇÄÁy ∈

∞⋂k=1 f(Vk) : (44)éÚ (44) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xi}∞i=1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏxi → 0 �ÒÉ i→ ∞ É f(xi) = y; i = 1; 2; : : : : óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 ÄÏËÁÚÁÎÏ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÉ�Á ìÉÕ×ÉÌÌÑ). ðÕÓÔØ � : [0;∞℄ → [0;∞℄ | ÎÅ-ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Æ0 >�0 := �(0) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÉÄÁ (7) É ÞÔÏ f : R
n → Rn | ÏÔËÒÙ-ÔÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ Q-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ x0 = ∞; Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf̃ := f ◦ '; ÇÄÅ '(x) = x

|x|2 ; Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�Å×ÙÍ Q ′(x)-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ×ÎÕÌÅ, ÇÄÅ Q ′(x) = Q( x
|x|2 ): ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ Q ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÓÌÏ×ÉÀ ×ÉÄÁ (8) × ÏÂÌÁÓÔÉ D = R

n É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Q(x) > 1 �ÏÞÔÉ ×ÓÀ-ÄÕ. �ÏÇÄÁ ap (
Rn \ f (Rn)) = 0: ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÁÔØ×ÓÅ R

n ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÞÔÏap (
Rn \ f (Rn)) > 0:�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f̃ = f( x

|x|2 ); f̃ : R
n \ {0} → Rn;ÉÍÅÅÍ f̃ (Rn \ {0}) = f (Rn \ {0}) ; �ÏÜÔÏÍÕap (

Rn \ f̃ (Rn \ {0})) = ap (
Rn \ f (Rn \ {0})) > ap (

Rn \ f (Rn)) > 0:ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '(x) = x
|x|2 �ÏÄÏÂÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÆÅÒÕ S(0; r) ÎÁ ÓÆÅÒÕ S (0; 1=r) ; ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |J(x;  )| = (1=|x|)2n :óÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ, �ÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÚÁÍÅÎÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ É ÉÚ (8),ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

∫

Rn Q ′(x) dm(x)(1 + |x|2)n = ∫

Rn Q( x
|x|2) dm(x)(1 + |x|2)n = ∫

Rn Q (y) · 1
|y|2n ·

dm(y)(1 + 1
|y|2)n= ∫

Rn Q (y) dm(y)(1 + |y|2)n 6 M:



148 å. á. óå÷ïó�øñîï÷÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f̃ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ �Ï ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÄÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f̃ : R
n → Rn: üÔÏÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f ÔÁËÖÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÄÏ ÏÔ-ËÒÙÔÏÇÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : Rn → Rn: ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï f (

Rn) ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ × Rn; ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏf(Rn) = Rn: ïÄÎÁËÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÓÄÅÌÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÀ, ÞÔÏ ap (
Rn \ f (Rn)) > 0. �§6. ï ÔÏÞËÁÈ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊÓ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕîÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ y0 ∈ D | ÔÏÞËÁ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : D → R

n;ÅÓÌÉ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ y0 ÓÕÖÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f |U ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ f �ÒÉÎÑ-ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Bf : âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ z0 ∈ Rn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : D → Rn × ÔÏÞËÅ b ∈ �D; ÅÓÌÉÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ � : [0; 1) → D; �(t) → b �ÒÉ t→ 1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(�(t)) → z0�ÒÉ t → 1; ÓÍ. §2 ÇÌ. VII × [17℄. çÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f; ÚÁÄÁÎÎÏÅ× ÏÂÌÁÓÔÉ D; ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÉÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ z0 ∈ Rn× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ b ÇÒÁÎÉ�Ù D; ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÉ×ÁÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ × DÉ ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë b; ×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë z0: îÁ-ÓÔÏÑÝÁÑ ÓÅË�ÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÉÚÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ Á×ÔÏÒÏÍ ÒÁÎÅÅ, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ×ÒÁÂÏÔÅ [26℄.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ x0 ∈ D; f : D \ {x0} → Rn; n > 2; | ÏÔËÒÙÔÏÅÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (4) × ÔÏÞËÅx0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ (6) É ÎÅËÏÔÏÒÏÊÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Q(x); Q : D → [1;∞℄; x0 | ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞ-ËÁ f: ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Æ(x0) > 0; Æ(x0) < dist (x0; �D)×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÉÄÁ (12). �ÏÇÄÁI. åÓÌÉ n > 3 É ÔÏÞËÁ z0 ∈ Rn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÄÅÌÏÍf × ÔÏÞËÅ x0; ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ⊂ D; ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ x0;×Ù�ÏÌÎÅÎÏ z0 ∈ f(Bf ∩ U).II. ëÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Rn \ f (D \ {x0}) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ÞÅÓËÉÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ f × ÔÏÞËÅ x0.III. åÓÌÉ n > 3; ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ (
Rn \ f (D \ {x0})) ⊂f(Bf ).IV. åÓÌÉ n > 3 É ∞ =∈ f (D \ {x0}) ; ÔÏa) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f(Bf ) ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ × R

n;b) x0 ∈ Bf :



ï ðòïó�òáîó�÷åîîùè ï�ïâòáöåîéñè 149ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ � : [0;∞℄ → [0;∞℄ | ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Æ0 > �0 := �(0) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ-×ÉÅ ×ÉÄÁ (7) É ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ Q-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : D \{x0} →
Rn ÉÍÅÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ x0 ∈ D: ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ Q ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ×ÉÄÁ (8) × ÏÂÌÁÓÔÉ D É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Q(x) > 1 �ÏÞÔÉ×ÓÀÄÕ. �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÊ I{IV �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË É �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ×ÎÁÞÁÌÅ ÍÙ ÕÓ-ÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ "0∫0 drrq 1n−1x0 (r) × (12), ÚÁÔÅÍ ÎÁ ÏÓÎÏ×Á-ÎÉÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. ðÕÓÔØ � : [0;∞℄ → [0;∞℄ | ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Æ0 > �0 := �(0) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ-×ÉÅ ×ÉÄÁ (7), ÞÔÏ Q-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : D \ {x0} → Rn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØ-ÎÙÍ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ × ÏÂÌÁÓÔÉ D\{x0}, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ Q ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÓÌÏ×ÉÀ ×ÉÄÁ (8) × D É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Q(x) > 1 �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ. �ÏÇÄÁ f �ÒÏ-ÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f : D → Rn:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 4 ÌÅÇËÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6. ÷ÏÚÍÏÖ-ÎÏÓÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ f × ÔÏÞËÕ x0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ Bf = ∅:ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : D → Rn Ñ×ÌÑÅÔÓÑÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÒÅ B(x0; "1): ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ,ÔÏÇÄÁ x0 ∈ Bf : ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÄÉÓ-ËÒÅÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g : G → Rn ÏÂÌÁÓÔÉ G ⊂ R

n; n > 2; ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÁÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dimH g(Bg) > n − 2; ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.3 ÇÌ. III× [17℄. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÌÏ ÂÙ, ÞÔÏ × ÏÂÌÁÓÔÉ D; �Ï ËÒÁÊÎÅÊÍÅÒÅ, ÂÙÌÉ ÂÙ ÅÝÅ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Bf ; ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ x0; ÞÔÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÓÄÅÌÁÎÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉf × D \ {x0}: �§7. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ É ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊðÅÒÅÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÓÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅúÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÌÁÓÓÁ R
�;QM;E; × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3, ÉÚÍÅÒÉÍÁÑÆÕÎË�ÉÑ Q(x); Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó � ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (8), ÂÏÌØÛÅ ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÁ 1:úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �(t) × ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÓÔÏ-ÑÎÎÏÊ, ÉÂÏ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÉËÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ Q × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ



150 å. á. óå÷ïó�øñîï÷×ÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ. éÓËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÌÉÛØ ÕÓÌÏ×ÉÅ�(t) ≡ ∞; ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ R�M;E �ÕÓÔ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ËÒÉÔÅÒÉÀ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5 × I.4.3 ×[4℄, ÎÁËÌÏÎÅÎÉÅ [�(t)− �(0)℄ =t Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ.ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ � : [0;∞℄ → [0;∞℄ ÎÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ É�(t) > C · t 1n−1 ∀ t ∈ [T;∞℄ (45)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ C > 0 É T ∈ (0;∞): åÓÌÉ ËÌÁÓÓ R
�;QM;E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÅ-�ÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ (ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ) ÄÌÑ ×ÓÅÈ M ∈ (0;∞); ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×E �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÅÍËÏÓÔÉ É ×ÓÅÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ �Ï ìÅÂÅÇÕ ÆÕÎË�ÉÊ Q; ÔÏ(9) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ Æ∗ ∈ (�0;∞); ÇÄÅ �0 : = �(+0):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ D = B

n: ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (9) ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, Ô.Å.
∞∫Æ0 d���−1n−1(�) <∞ (46)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Æ0 ∈ (�0;∞); ÇÄÅ �n−1(t) : = �(tn−1): �ÏÇÄÁ ÔÁËÖÅ

∞∫Æ d���−1n−1(�) <∞ ∀ Æ ∈ (�0;∞); (47)�ÏÓËÏÌØËÕ �−1(�) > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ � > �0, É ÆÕÎË�ÉÑ �−1(�) ÎÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ (45) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �n−1(t) > C ·t; ∀ t > T; É �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ C > 0 É T ∈ (1;∞): âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉÍÅÎÑÑÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �� + �; ÇÄÅ � = 1=C É � = T; ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,(17), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ�n−1(t) > t ∀ t ∈ [0;∞): (48)ëÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÁËÖÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �(t) = t �ÒÉ ×ÓÅÈt ∈ [0; 1); �ÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ � ÎÁ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [0; 1) ÎÅ ÎÅÓÕÔ× ÓÅÂÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Q(x) > 1 × (8). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ(47) ×ÌÅÞÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ �(t) <∞ �ÒÉ ×ÓÅÈ t <∞; ÓÍ. ËÒÉÔÅÒÉÊ (17), ÓÍ. ÔÁËÖÅ(20). �Å�ÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ 	(t) : = t�n−1(t) ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ,	(1) = �(1) É 	(t)→ ∞ �ÒÉ t→ ∞: ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ	(K(r)) = (r )2
∀ r ∈ (0; 1℄; (49)



ï ðòïó�òáîó�÷åîîùè ï�ïâòáöåîéñè 151ÇÄÅ  = �1=2(1) > 1, ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÓK(1) = 1 É ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊK(r) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏK(r) <∞; r ∈ (0; 1℄; ÉK(r) → ∞ �ÒÉ r → 0:÷ÚÑ× ÌÏÇÁÒÉÆÍ × (49), ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ log K(r) + log �n−1(K(r)) = 2 log r , É××ÉÄÕ (48) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ log K(r) 6 log r ; Ô.Å.K(r) 6
r : (50)�ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ (49), �n−1(K(r)) >

r É �Ï (14)K(r) > �−1n−1 (r ) : (51)ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ × �ÒÏËÏÌÏÔÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÛÁÒÅ B
n\

{0}: f(x) = x
|x| �(|x|); fm(x) = x

|x| �m(|x|); m = 1; 2; : : : ;ÇÄÅ �(t) = exp{I(0) − I(t)}, �m(t) = exp{I(0) − Im(t)}, t ∈ [0; 1℄,I(t) = 1∫t drrK(r) ; Im(t) = 1∫t drrKm(r)É Km(r) = {K(r) �ÒÉ r > 1=m,K ( 1m) �ÒÉ r ∈ (0; 1=m).éÚ (51) �ÏÌÕÞÁÅÍI(0) − I(t) = t∫0 drrK(r) 6

t∫0 drr�−1n−1 (r ) = ∞∫t d���−1n−1(�) ∀ t ∈ (0; 1℄;ÇÄÅ =t >  > 1 > �(0) = 0: ðÏÜÔÏÍÕ ××ÉÄÕ (47)I(0) − I(t) 6 I(0) = 1∫0 drrK(r) <∞ ∀ t ∈ (0; 1℄: (52)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, fm É f ∈ C1 (Bn \ {0}) ; �ÏÓËÏÌØËÕ Km(r) É K(r) ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ fm Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Km-Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÍÉ × B
n; ÇÄÅ Km =Kn−1 (1=m) ; fm(0) = 0:úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ � ∈ (0; 1) É ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ B

n \ {0} ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
|x| = �: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ �i1(x); : : : ; �in−1(x) ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ f × ÔÏÞËÅ x × n − 1 ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ i1; : : : ; in−1 Ë ÓÆÅÒÅ



152 å. á. óå÷ïó�øñîï÷
|x| = � ÏÄÉÎÁËÏ×Ù É ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ, ËÁË�ik(x) := Æ� (x) = |f(x)|

|x| = exp{ �∫0 drrK(r)}� ; (53)k = 1; : : : ; n− 1; Á ÏÄÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �in(x); ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ-ÎÏÍÕ (ÒÁÄÉÁÌØÎÏÍÕ) ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ, ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ, ËÁË�in(x) := Ær(x) = �|f(x)|�|x| = exp{ �∫0 drrK(r)}�K(�) : (54)âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ �Ï �Ï×ÏÄÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÊ ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, §5 ÇÌ. I × [16℄, Á ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.3 ÇÌ. VI × [11℄. éÚ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (53) É (54) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ær(x) 6 Æ� (x); �ÏÓËÏÌØËÕ K(r) > 1:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (10) ÍÙ ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏKI(x; f) = Æn−1� (x) · Ær(x)Ænr (x) = Kn−1(|x|)×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ x ∈ B
n \ {0}; ÓÍ. ÔÁËÖÅ §I.2.1 × [16℄. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏfm(x) ≡ f(x) ∀ x : 1m < |x| < 1; m = 1; 2 : : : (55)ðÏÜÔÏÍÕ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ KI(x; fm) = KI(x; f) = Kn−1(|x|) ÄÌÑ1m < |x| < 1 É KI(x; fm) = Kn−1(1=m) ÄÌÑ 0 < |x| < 1m : �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, fm Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÍÉ × B

n; �ÏÜÔÏÍÕ fm ∈ W 1;nlo É �Ï�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 ËÁÖÄÏÅ fm Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�Å×ÙÍ Q-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ × B
n �ÒÉQ(x) = KI(x; f) Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ K(r) ÎÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ÷×ÉÄÕ (49)

∫

Bn �(KI(x; fm)) dm(x) 6

∫

Bn �n−1 (K(|x|)) dm(x)= !n−1 1∫0 	(K(r))rK(r) · rndr 6 2!n−1 1∫0 drrK(r)
6 M : = 2!n−1I(0) <∞: (56)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fm ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ B

n ÎÁ ÛÁÒ Ó�ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÒÁÄÉÕÓÁ R = eI(0) < ∞: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,fm ∈ R
�;QM;E ; ÇÄÅ M ÕËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å E ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ E = Rn \B(0; eI(0)). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏlimx→0 |f(x)| = limt→0 �(t) = e0 = 1; (57)



ï ðòïó�òáîó�÷åîîùè ï�ïâòáöåîéñè 153Ô.Å. f ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ �ÒÏËÏÌÏÔÙÊ ÛÁÒ B
n \ {0} ÎÁ ËÏÌØ�Ï 1 < |y| < R = eI(0):�ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ (55) É (57) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

|fm(x)| = |f(x)| > 1 ∀x : |x| > 1=m; m = 1; 2; : : : ;Ô.Å. ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï {fm}∞m=1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ × ÎÕÌÅ.ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÅÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ (46). �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7. �ÅÏÒÅÍÁ 3 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (7) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØ-ËÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ, ÎÏ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ(ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ) ËÌÁÓÓÏ× ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ×ÉÄÁ (8) �ÒÉ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ �: ÷×ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (15){(20) �ÒÉ p = n−1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÕÀ�ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 3 É ÌÅÍÍÙ 2, É ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÅ×ÙÛÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÏÂÌÁÓÔÉ D = B
n \ {0} ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf(x) = x

|x|�(|x|):ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ×ÙÛÅ, f ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ �ÒÏËÏÌÏÔÙÊ ÛÁÒ B
n \ {0}ÎÁ ËÏÌØ�Ï 1 < |y| < R = eI(0): üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÍÅÅÔÎÅÕÓÔÒÁÎÉÍÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ × ÎÕÌÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ×ÙÛÅ ÔÁËÖÅ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅ-ÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�Å×ÙÍ Q-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ × ÎÕÌÅ �ÒÉQ(x) = KI(x; f) = Kn−1(|x|); �ÒÉÞÅÍ Q ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (56),Ô.Å. f ∈ K�;QM;E (Bn \ {0}) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ M > 0 É ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å EÔÁËÏÍ, ÞÔÏ apE > 0: �§8. ï �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ë ËÌÁÓÓÁÍ óÏÂÏÌÅ×ÁðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : D → R

n; n > 2; ÉÍÅÅÔ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÙÅ �ÒÉ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ x ∈ D: �ÏÇÄÁ ×ÎÅÛÎÅÊ ÄÉÌÁÔÁ�ÉÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f× ÔÏÞËÅ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁKO(x; f) = ‖f ′(x)‖n
|J(x; f)| ;ÅÓÌÉ J(x; f) 6= 0; KO(x; f) = 1, ÅÓÌÉ f ′(x) = 0; É KO(x; f) = ∞ × ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ x ∈ D; KI(x; f) 6Kn−1O (x; f), KO(x; f) 6 Kn−1I (x; f); ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, §3 ÇÌ. I × [16℄. óÌÅÄÕÀ-ÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÒÁÎÅÅ Á×ÔÏÒÏÍ (ÓÍ. [27, ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄).�ÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ x0 ∈ D; f : D → R
n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ W 1;nlo (D) ; ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Q := Kn−1O (x; f) ∈ L1lo (D) Ém(Bf ) = 0: �ÏÇÄÁ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (4) × ÔÏÞËÅ x0 �ÒÉ ËÁ-ÖÄÏÊ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ (6), É
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