
ходной подготовленности первокурсников по черчению и элемен 
тарной геометрии в последние годы приобрело характер устойчи" 
вой тенденции. В этом свете представляется необходимым внима­
тельно проанализировать вопрос об улучшении их подготовки в 
этом направлении, о развитии у них мышления, творческих за ­
датков и навыков самостоятельной учебной работы. Одновремен­
но уместно внести коррективы в цели и задачи вузовского курса 
«Начертательная геометрия и черчение», обратив особое внимание 
на восполнение имеющихся у студентов пробелов.
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Построение опорных точек конических сечений 
на проекционно-полном чертеже 

Четверухина

Систематическое формирование и развитие пространственны х  
представлений и умений производить операции^ н а д  пространст  
венными объектами — одно из важных условий становления -
женера. Поэтому с самого начала эти моменты  дол ж н ы  за н  
достойное место в работе с будущими специалистам и.

§ Ленчук И. Г., 1990.
Боравлев А. Ф., 1990.
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При изучении методов изображения пространственных фигур 
учащимся нередко приходится иметь дело с конусами, цилиндра­
ми и их комбинациями, что связано с пересечениями их плоскос­
тями, а значит, с коническими сечениями [6].

Обычно, руководствуясь лишь узко практическими соображе­
ниями, для построения упомянутых сечений находят с помощью 
алгоритма внутреннего проецирования ([4], § 4, 5; [5], § 14) не­
которое число в основном случайных точек, которые затем соеди­
няют лекальными кривыми. Однако воспитание специалистов до­
статочно высокой квалификации требует более глубокой графико­
математической культуры.

В рассматриваемом случае вопрос сводится к установлению 
типа и отысканию на проекционном чертеже так называемых 
опорных точек конического сечения, которое нам необходимо по­
строить. Перечислим эти точки.

Пусть на проекционном чертеже (рис. 1, 2) заданы прямой 
круговой конус с основанием в горизонтальной плоскости П и се­
кущая плоскость 2, проходящая через некоторые (случайные) точ­
ки К, Ь, М  на его поверхности. Д ля определенности зададим эти 
точки между вершиной 5  конуса и плоскостью его основания. 
Итак, плоскость 2  определяет на конусе сечение, часть которого 
между 5  и П мы и будем рассматривать.

Опорными точками сечения-оригинала являются самая 
высокая и самая низкая его точки по отношению к плоскости ос­
нования П. Рассмотрим далее вспомогательную секущую плос­
кость й  (плоскость-посредник), проходящую через ось конуса и 
перпендикулярную плоскости 2. Очевидно Й — плоскость симмет­
рии сечения. Точки сечения, наиболее удаленные от плоскости Й, 
являются его самой левой и самой правой точками. Это вторая 
пара опорных точек сечения-оригинала. Заметим, что на изобра­
жении эти точки не обязаны быть самой верхней (нижней) и со­
ответственно самой левой (правой) точками. В связи с этим рас­
сматриваются еще самая верхняя (нижняя) и самая левая (пра­
вая) опорные точки сечения-изображения. Наконец, на сечении- 
изображении есть еще пара опорных точек — точки видимости. 
Они леж ат на очерковых образующих (точки касания). Всеми 
этими точками мы и займемся. Построение каждой из них (в от­
личие от случайных точек) требует своего подхода.

Сформулированная задача достаточно подробно решена на 
эпюре Монжа в курсах начертательной геометрии [1, 7], в неко­
торой степени — в теории аксонометрических проекций [2] и в 
/же упомянутых книгах [4; 5] на проекционном чертеже Четверу- 
Лйна. Так как метод Четверухина является основополагающим в 
стереометрических изображениях, то из него мы и будем исходить.

Как на изображении построить опорные точки сечения-ориги-
Лала?
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Пусть а  — угол между осью конуса и плоскостью 2, не про- 
Рис- 1 'ЗЯ Г ходящей через его вершину, Р — угол между осью и образующей,

пштпппняния о б р а зу ю щ и е— Если а > р ,  то в сечении получается эллипс (в частности, — ок- 
Точка 5  — центр внутреннего пр ц^р основа’ния (проекции) ружность); если а = р ,  то сечение будет параболой; если а < р ,т о

проецирующие линии. Точки До Дь і твенн0) треугольник сечение является гиперболой [6]. Заметим, что с типом коническо-
вышеупомянутых точек Д, ь, М с прппой т ео р ем е Д е - го сечения в определенной степени связан набор обязательных в
К\Ь\М\  — основание треугольника Д 'тпруго1Ьников пересека- построении опорных точек.
зарга [31 соответственные стороны этих^ Р У М0= К Ш К і ^ и  Рассмотрим взаимное расположение следа д и окружности
ются в трех точках Ко=^М[\Ь\Ми^ о ' еятИвНОй коллинеа- основания конуса (эллипса е на проекционном чертеже). Е сли д 
принадлежащих одной прямой з оси р ^  плоскости  П ‘. лежит вне эллипса е или касается его, то плоскость 2  пересекает 
ции плоских полей П и 2  (следу плоек ^ арой из тр ех  точек Все образующие конуса, и мы имеем в сечении эллипс (причем
на чертеже эта прямая определяется лю р полный). Если д пересекает е (в точках Е  и Т7), то для установле­
н о /  и  М о ) .  8* 115



ния типа сечения следует построить его фокальную ось, которая в 
пересечении с осью конуса образует угол а. Д ля этого воспользу­
емся введенной выше плоскостью £2, которая очевидно перпендику­
лярна любой горизонтали плоскости 2 , в частности следу в. На 
чертеже плоскость О задана осью 501 и диаметром А ХВ\ основа­
ния, сопряженным с хордой £ £  (направлением 5). Фокальная ось 
f сечения определится как линия наибольшего ската плоскости 2 
построенная методом внутреннего проецирования с помощью пря­
мой М Ь ( К М ) : 1 = ( А В ) =  2(10- Д ля наглядного сравнения углов 
а и р  ( / . 0 \ 0 Т — а, Z O lSB l =  p) достаточно через точку 0 =  
= 5 0 1 П / провести прямую, параллельную образующей 5 В х (на 
рис. 1 эта прямая не показана).

Одновременно с выяснением типа конического сечения мы по­
лучаем пару его опорных точек* А  =  5^41П/ и Е = 5 £  1П/ (в случае 
полного эллипса). Из предыдущего следует, что эти точки являют­
ся концами фокальной оси эллипса, а потому определяют наи­
больший диаметр кривой-оригинала. Кроме того, А — самая вы­
сокая, а В — самая низкая точки сечения-оригинала по отноше­
нию к плоскости П основания конуса (заметим, что точки А и В 
могут не определять наибольший диаметр изображения). В слу­
чае неполного эллипса, гиперболы или параболы на изображении 
остается только самая высокая точка А кривой (вершина); самы­
ми низкими точками кривой-оригинала будут точки £  и К.

Теперь о самой левой и самой правой точках. В случае пол­
ного эллипса ими являются концы С и О его малой оси. Если 
эллипс неполный и его центр лежит не ниже плоскости П, то 
упомянутыми опорными точками остаются С и И. Если же центр 
лежит ниже плоскости П, то самой левой и самой правой точками 
являются точки £  и £. Ими же являются £  и £  в случае гипербо­
лы или параболы. Заметим, что в соответствующих случаях С£ 
либо £ £  выражают наибольшую величину хорды, перпендикуляр­
ной фокальной оси сечения. Построение точек С и £  выполняется 
следующим образом. Находим центр (? эллипса (середина отрез­
ка А В )  и его основание С .̂ Так как малая ось т эллипса (ф е т )  
является горизонталью плоскости 2 , то и она сама, и ее основание 
т1 ((^е/П]) параллельны следу з, поэтому их можно построить. 
Определенная ими плоскость пересекает усеченный конус по тре­
угольнику Отсюда ясно, что С=5С1[)т, £>=5£>1Лт -

Число точек видимости сечения очевидно не превы ш ает двух  
(это умозрительно легко установить после построения р ассм от­
ренных выше опорных точек). Способы построения точек В И Д И М О ­

СТИ удобно связать с их числом. Пусть сначала их две (рис. £)■ 
Рассмотрим плоскость-посредник Л (С 1501 / ) и внутренним ПР0®' 
дарованием найдем ее линию пересечения с плоскостью 2. Постр 
енная прямая в пересечении с очерковыми обр азую щ и м и  осм
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Бйх'  конуса дает искомые точки видимости й  и й '  соответственно. 
Если же точка видимости всего одна (рис. 1), то удобнее вос­
пользоваться осевым сечением конуса Д (50101), поскольку одна 
общая точка плоскостей 4  и I  (точка О) ранее уже получена, а 
вторая точка находится на пересечении прямых и д. Те­
перь очевидно, что 0 = З С 1С\ОМ. Отметим наконец, что в случаях, 
когда изображаемая часть сечения либо вся видима, либо целиком 
невидима, то необходимость строить точки видимости отпадает, 
так как последних на изображении нет.

Перейдем к самой высокой и самой низкой точкам на изобра­
жении сечения. Рассмотрим полный эллипс (рис. 2). Оче­
видно касательные к сечению в искомых точках Н  и Я должны 
располагаться горизонтально, следовательно, эти точки должны 
быть концами диаметра, сопряженного горизонтальному направ­
лению. Поэтому для их построения достаточно провести в плоско­
сти 2 какую-нибудь горизонтальную прямую п  и внутренним про­
ецированием определить на конусе ее точки входа и  и выхода 
V. Искомым диаметром будет где Р — середина хорды иУ. 
После этого получение точек Н и Я внутренним проецированием 
ясно из рисунка. Если эллипс неполный, то самой высокой или са­
мой низкой точкой на изображении может оказаться одна из рас­
смотренных ранее точек Е  и Е (или обе). В случае параболы 
(рис. 1) нужным нам сопряженным диаметром будет РДН(. В слу­
чае гиперболы надо найти середину Р'  еще одной горизонтальной 
хорды и 'У '  и провести диаметр РР'. Построение самой высокой 
(или самой низкой) точки в этих случаях проводится аналогично 
предыдущему. При этом в рассматриваемые опорные точки обяза­
тельно входят Е или Е (или обе вместе).

Для аналогичного построения самой левой и самой правой 
точек на изображении сечения надо учесть, что касательные в 
них к изображению проходят вертикально.

Для построения необходимого числа случайных точек следу­
ет зоспользоваться соответствующими симметриями конических 
сечений, учтя при этом, что хорды, сопряженные фокальной оси /, 
являются горизонтальными плоскости 2. Если использование 
этих свойств окажется недостаточным, то промежуточные точки 
Целесообразно искать на прямых плоскости 2 , проходящих через 
точку С) в случае эллипса и через точку О в случае параболы или 
гиперболы (основания таких прямых будут определяться соот­
ветственно точками С?1 и 0\ ,  а также двойными точками оси д).

Все сказанное можно подытожить в форме алгоритма.
Е Определяем тип конического сечения:
а) строим след д секущей плоскости 2 на плоскости основа­

ния П конуса;
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б) если 5 лежит вне контура основания или касается его, то 
коническое сечение — полный эллипс; в противном случае вво­
дим точки Е  и /*" пересечения 5 с контуром основания;

в) строим диаметр А ХВ Х основания конуса, сопряженный на­
правлению в; треугольник ЗЛ ,# ! определит плоскость-посредник О-

г) ищем фокальную ось / конического сечения как линию пе­
ресечения плоскостей й  и 2 ;

д) фиксируем угол а  между осью поверхности вращения и 
фокальной осью \ и угол р между той же осью конуса и его обра­
зующей, принадлежащей й;

е) сравниваем величины углов а  и (*: если а > р ,  то в сечении 
будет неполный эллипс; а  =  р — парабола и а < р  — гипербола.

2. Строим опорные точки конического сечения:
а) самую высокую А и самую низкую В (концы большой 

оси) в случае 'полного и неполного эллипса; делим отрезок АВ  
пополам, чем определяем точку С} —  центр эллипса; устанавлива­
ем расположение точки С? относительно П. Если лежит не ни­
же П, то строим точки С и О — концы малой оси эллипса. Если 
же <2 лежит ниже П, то переходим к пункту б. В случае парабо­
лы или гиперболы строим точку А,  здесь самыми низкими (на ори­
гинале) будут точки Е  и Е;

б) точки видимости искомой кривой на изображении б  и б ' 
(либо только в ) .  Возможны случаи, когда это действие иеключа- 
етея;

в) самую высокую Н и самую низкую /? на изображении в 
случае полного эллипса. Во всех остальных случаях — только 
точку Н.

3. Строим нужное число случайных точек, умозрительно рас­
полагая их равномерно между построенными опорными точками 
кривой.

4. С помощью лекал обводим коническое сечение.
Этот алгоритм в несколько упрощенном виде пригоден также 

для решения аналогичной задачи в случае прямого кругового ци­
линдра. Здесь тип линии сечения плоскостью, не параллельной 
оси поверхности, определяется однозначно. Ею всегда будет эл­
липс.

В заключение заметим, что систематические упражнения по 
выполнению подобных построений в курсе стереометрии не толь­
ко способствуют развитию пространственных представлений, но и 
вырабатывают навыки и умения мыслить алгоритмически, вызы­
вают у учащихся желание использовать современные электронно- 
вычислительные машины для решения задач, исходные данны е ко 
торых представлены в графической форме. Научно обоснованны  
подход к каждому этапу учит четкости и строгости в вы полнении
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операций с пространственными объектами, убеждает в больших 
возможностях графических методов. Процесс квалифицированно­
го выполнения проекционных рисунков прививает навыки аккурат­
ности и вырабатывает чувство эстетической гармонии и красоты.
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И. В. ГАЛЯСОВСКИИ

Д непропет ровский  
инж енерно-строительный институт

О систематизации каркасов 
топографической поверхности

В инженерной практике строительного, горного и дорожного 
проектирования на чертежах изображают каркасы топографичес­
кой поверхности [1, 2], точки которых получают эксперименталь­
ным путем. Д ля построения модели непрерывного каркаса топо­
графической поверхности на исходной модели дискретного карка­
са применяют его интерполяцию [2]. Топографическая поверхность 
рельефа или недр земли подчинена сложному закону образования 
и не может быть представлена математической формулой. Такая 
поверхность на чертеже обычно задается графически, и ее исход­
ной величиной служит модель точечного каркаса, задание которо­
го не является определенным, так как через заданные точки кар­
каса можно провести бесчисленное множество поверхностей. В 
этом случае путем сглаживания переходят к линейному каркасу 
семейства горизонталей. Все это допустимо только для неболь­
ших участков поверхности в пределах 20X20 км. При этом до­
пускается, что топографическая поверхность каркаса является оп-
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