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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЛОЩАДИ ТРЕУГОЛЬНИКА,
ОДНА СТОРОНА КОТОРОГО ЕСТЬ ДУГА КРИВОЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Работы [I , 2] посвящены вопросу определения площадей,ог^
раниченных кривыми второго порядка. При этом кривая задается^ _  
инженерном варианте и выводятся формулы для определения ^  ^
ди ее сегмента в функциональной зависимости от ее дискрими



Способ, предлагаемый в настоящей статье, дает аналитически точ
ные формулы, позволяющие определить площадь произвольного тре
угольника, одна сторона которого есть дуга кривой второго по
рядка.

Известно, что каноническое уравнение любой невырожденной 
кривой второго порядка может быть при помощи подходящего преоб
разования начала приведено к виду [з]

у г - 2р х -  (/- 62)- х  2, (I)

где р у О - фокальный параметр кривой. В этом случае она про
ходит через начало координатной плоскости х о у . Ось ОХ являет
ся ооью симметрии кривой, которая обращена вершиной влево.Урав
нение (I) выражает тот факт, что невырожденная кривая второго 
порядка - это геометрическое место точек, отношение расстояний 
которых С ъ  О (эксцентриситет) от данной точки (фокуса) и от 
данной прямой (директрисы) постоянно. Кривая второго порядка 
есть эллипс при £< 1 и, в частности, окружность при6 = 0,гипер
бола при 6 и парабола при

Сместим вершину кривой относительно начала координат впра
во на величину Л  и вверх на величину I , а также повернем кри
вую вершиной вправо. При этом уравнение (I) примет вид

2р(х-А)-(.Г-8г)(х-М)*. (2)

В уравнении (2) промодулируем независимую переменную х  и зави
симую переменную у :

(1у1 - 1 )г~ -2 р (/х /-А )- (Г-6 е)(1х/-А )г. (3)

График функции, которую представляет уравнение (3), симметричен 
относительно координатных осей, так как \-у( * / у/ и /-■*■/=/а:/.По
этому сначала строим график функции в первой четверти,где х * 0  
и у * о , согласно равенству (2), а затем достраиваем его во вто
рой, третьей и четвертой четвертях (см. рисунок).

Площадь сектора ограниченного дугой Й В  и лучами Ой
и О В , выражается формулой (в полярной системе координат)

гг
5 = у  / г г  с / у , (4)

У/где г - полярный радиус переменной точки М дуги ЙВ \ у  — ее 
полярный угол, г находим из (3), осуществив предварительно пе
реход от декартовой системы координат ХОУ к полярной,При этом 
ОХ принимаем за полярную ось, а точку О - за полюс:



І) іі/г//і- [к(/-£г)-р]Іс°£</І 
%іпг({+ (7-Ег)соє* у

+ '1і1І*'п У\+[ки-£г)-р]Ісо5</І\2-[ипг(/+(7-Єг)созі‘у][Іг~2кр+А2(7~£г) , 
$ілг(/ + ( 1 -єг]соєу

тогда

І г-2кр + к г( 1 -Ег)
& п ?ч  +(1-Єг)созгу ) н п г у  + ( 7~Ег) соэг</

[щі Ч*(1~£ )С05*у] і 7

Последнее подставляем в (4) и находим значения £ для разных£: 

І ) б < /  , Ш ( / - £ г ) - р ] г- ( Г - Є г ) - І г Ш 9 У І  1 [ А ( 1 - і г ) - р ) !

І  2 ( 1 - Е 2) [ ( 7 - £ * )  + Ц г у ]  ( 7 - £ г)  + і у г </ 2 0 - С г) \ Н ?

У І Ї - Є г )  Ц у  І 2 ( Г - Є г) [ ( Г - Є г ) ' - Ц г у ]  ^

Р ‘ [ А ( 1- £ ?' ) - р } І Ц р Н і  ^ ) 1  | \ t g ifl І У ?  > (6 )

2(7- Є ^ / гЧ *  ° ГС 9  І ! - (Ч А (д г</+Я/(9 ф с\  Ц у  \%



Д<? А = 2кр-/с*(/~ ег); 8=21[к(1-£г)-р]; С* р г-1*(/-ег) .

2 ) 6 >f .S =
Ш £-1)+р]-{е-1)1г\Идч1 г (к (8 Ч )*р ] р*
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где

2 (£*-/)[(6*-Г) - & г? 1  (£*-1)- tgz<f 4(£*-г)/£ТГг

[ к ( 6 * - Г ) * р } \  t g g i -  / - -■ ■ р\ t g i f W \ J i e- i 1 t y y l
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2 ( 9</ '

Itgyl
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/1 = 2Ар+Аг( £ г-/); В=2 1 [ к ( 6г-1)+р] \ С=рг+(6 г-/) г г.

/ г

<Г, '
(7)

<)£=,.*= t  № - р 1 ^ т 3 - ( 1 3- 2 к р ) ] 3 \ I c t g r t
\ Р  Зр \ Ctgy

(8)
Бели вершина кривой второго порядка лежит в первой или тре

тьей четверти плоскооти XOY, то в формулах (6), (7) необходимо 
Принять tg (f 7 о , а в формуле (8) - ctgg  ? о . Коли же вершина кри
вой располагается во второй или четвертой четверти, то tg <р < о 
щ ctggxo соответственно. Знак перед последним слагаемым (+ или 
- ) следует брать в зависимости от того, площадь какого треу
гольника из двух возможных требуется найти: О А В или О А'в1. </, и 
if г одновременно могут принимать произвольные значения из ин
тервала (- |г ■» 2^ , за исключением </ - arc для &'f , так как
при этом ( t f- t j- tg *</ = 0, что для (7) недопустимо.

Формулы (6) - (8) дают возможность определить площадь про
извольного треугольника, одна сторона которого есть дуга кривой 
второго порядка. Для определения площади замкнутого плоского об
вода, составленного из дуг кривых второго порядка, необходимо:

а) осуществить разбиение обвода на д произвольных треу
гольников, у которых три стороны есть прямые, и таких, у кото
рых только одна сторона есть дуга кривой второго порядка;

б) по ранее известным формулам, а также по формулам,пред
ложенным в настоящей статье, вычислить площади каждого из тре
угольников и найти их сумму.

Если центральная кривая (эллипс или гипербола) задается 
своими полуосями т  и п , то при этом следует воспользоваться

Зак. 594 65



следующими формулами перехода:
М * 8

Р “ -%Г> U - t * ) - - —} ' ,  1 * 3 ; А= а + т  для £</,

Р -  ~  ; (£*-/) =г -2І : 1 = 3 \ М=а-т для £* ; ,т  гП *

где о и Ъ - координаты центра кривой. При етом формулы (g) 
(7) значительно упрощаются.
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