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ОБ ОДНОМ АНАЛИТИЧЕСКОМ МЕТОДЕ  
ПОСТРОЕНИЯ РАЗВЕРТОК НЕРАЗВЕРТЫВАЕМЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ  

ВРАЩЕНИЯ 2-го ПОРЯДКА

Существующие графические способы построения условных разверток нераз
вертываемых поверхностей вращ ения приемлемы в том случае, когда параметры, 
определяющие поверхность, допускаю т изображ ение ее на чертеже в ортогональ
ной системе проецирования в натуральном масштабе. Выполнение чертежей р аз
верток с использованием масш таба уменьш ения нецелесообразно, так  как  это вле
чет за собою увеличение погрешностей в результатах построений.

В последнее время в области проектирования некоторых летательны х аппара
тов, а такж е в строительстве и архитектуре, особый интерес вызывают конструкции, 
выполненные из пленок или воздухонепроницаемых тканей, напряж енны х избы
точным давлением газа. В таких конструкциях важ ное место отводится поверх
ностям вращ ения 2-го порядка.

Полный раскрой одежды поверхности вращ ения 2-го порядка автоматически, 
с использованием универсального режущ его инструмента, возможен при условии 
решения вопроса разверты вания аналитически, с достаточно высокой степенью 
точности.

Наиболее распространенным способом раскроя таких поверхностей является 
лепестковый раскрой, при котором заданная поверхность аппроксимируется ци
линдрическими лепестками.

Пусть требуется построить приближенную  развертку эллипсоида вращения

х2 +  у2 , га
 у Г ~  +  - ^ Г - - 1- ( 1)

Рассечем эллипсоид на п равных частей пучком меридиональных плоскостей. 
Главное меридиональное сечение плоскостью 2  (рисунок, а) определит эллипс

=  (2)
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ЬсЛи допустить, что п  — высота отсека поверхности, то легко осуществить 
переход от канонического задания кривой (2) к инженерному варианту за
дания. Д л я  этого достаточно через известные параметры а, Ь и /г выразить ко
ординаты вершин базисного треугольника А ВС  а такж е координаты точки Е  
пересечения медианы базисного треугольника М В  с кривой 2-го порядка:

х А =  —  V  2аН —  к2 ; гА =  а  —  к, хс  —  0 ; гс  —  а.

Точку В находим в пересечении касательных к кривой, проведенных в точ-
Ьк

г ках А и С: х в  =
У  2ак —  к2

гв  =  ч.
Д л я  определения координат 

точки Е  решаем систему двух 
уравнений с двумя неизвестными:

г =  кх  +  /; )

Ьг
(3)

где первое уравнение — уравнение 
Щ З медианы М В ;

г М =  а ~

* =  •
г „ — г м

х в '

/ =
гмхв  ~  г вхм

Х а  —  Х м
Подставив во второе уравнение 

системы значения г из первого и 
решив квадратное уравнение относи-

с +  г
тельно X, получим хх = ------ 2^ ----  :

С Т , где (1 — *26а — а 2;
2с1

с  =  2« й 2; г = |А са _  4^  ; « =  
=  62 (Р  — а2). И з двух значе
ний х  выбираем х Е положительное 

и подстановкой его в первое уравнение системы (3) находим вторую координату 
точки Е  — гЕ-

М Е
Проективный дискриминант кривой (2) определится отношением /  =

В кривую  2-го порядка Л Е С  вписываем в упорядоченной последовательнос
ти точки А , 1, 2, 3, . .. ,  С с наперед заданным допуском 6 . При достаточно малом 
допуске, пренебрегая приращ ениями радиуса кривизны по длине, участок очерка 
заданной поверхности между двумя смежными узловыми точками упорядоченно
го ряда заменяем дугой окруж ности со стрелкой прогиба, равной 6 . Длину каждого

участка определяем по формуле Чебышева з =  сР Н —  б2 , где й  — длина

хорды, стягиваю щ ей дугу окруж ности.
Через каж дую  точку упорядоченного ряда на кривой (2) проводим параллель 

поверхности вращ ения. Д лину участка параллели, ограниченного двумя смежны-



ми меридиональными сечениями £3 и I  определяем по формуле 8 / —  где

Xj — абсцисса /-ой узловой точки очерка.
Д л я  построения чертежа развертки выбираем декартову систему координат 

Z O Y  (рисунок, б). Спрямленные отрезки главного меридионального сечения от
кладываем вдоль оси 0 1 .  Через отмеченные точки проводим прямые линии, парал
лельные оси O Y , и на них откладываем в обе стороны отрезки, равные половине 
длин спрямленных участков соответствующих параллелей. Соединяя крайние 
точки построенных отрезков кривыми линиями, получим очерк одного звена (ле
пестка) условной развертки поверхности (1).

Оценить точность построения можно значением «относительного искаж ения 
поверхности», определяемым отношением приращ ения аппроксимированной по
верхности к ее теоретической площади.

Площадь одного лепестка развертки вычислим как удвоенную сумму площ а
дей треугольника А ОС и сегмента Л Е С . Д л я  этого очерк лепестка по одну сторону 
от оси 0 1  определим пятью точками, как кривую 2-го порядка. Первая точка 
при этом совпадает с начальной точкой А на оси 0 1 ,  а пятая — с конечной точ
кой С  на оси 0 Y .  Уравнению  кривой 2-го порядка

ах2 +  2 Ьху +  су2 +  2 dx  +  2еу —  — 1 (4)

удовлетворяю т координаты пяти выбранных точек. Реш ив систему пяти линейных 
уравнений с пятью  неизвестными методом Гаусса, получим значения коэффици
ентов а, Ь, с, d  и е.

Переход от задания кривой 2-го порядка уравнением (4) к инженерному вари
анту задания производим с помощью несложных преобразований, как  для очерка 
заданной поверхности.

Площадь сегмента кривой 2-го порядка [3] определим по формуле

5  ^
S AEC —  — +  W ( 1  —  4у) +  4yu ) du, (5)

о
где S ABC — площадь базисного треугольника; у  — коэффициент кривой.

Площади треугольников A B C  и АО С  определяем по формуле, известной из 
курса аналитической геометрии.

Выражение для полной площади условной развертки заданной поверхности 
примет вид

S p =  2п  (S AEC +  S A0C). (6)

Определив по формуле (6) площадь развертки полного эллипсоида вращ ения

и вычислив теоретическую площ адь его боковой поверхности
л я

т т
S 3 =  8 j  |  b Y a 2 sin 2 ф +  № cos2 q> sin  <pdq)d0, (8)

о 0
найдем приращение аппроксимированной поверхности

AS =  | S 3 -  S p |. (9)

Относительное искаж ение поверхности (относительная погреш ность аппрок
симации) при п =  12 и б =  0,01 составит 0 ,016% , что значительно точнее сущ е
ствующих методов.

Программы для выполнения условных разверток поверхностей вращ ения 2-го 
порядка, а такж е для определения их площадей составлены на язы ке АЛМ И Р и 
реализованы на малых ЭЦВМ типа МИР-1 и МИР-2.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ НАЧЕРТАТЕЛЬНОЙ  
ГЕОМЕТРИИ МНОГОМЕРНОГО ПРОСТРАНСТВА  

К ВОПРОСАМ КОНСТРУИРОВАНИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ

К онструирование гладкой поверхности в трехмерном пространстве с помощью 
ключевых методов основано на построении по двум заданным конкурирую щ им по
верхностям так  называемой производной поверхности, что эквивалентно решению 
задачи начертательной геометрии четырехмерного пространства — построению 
по двум заданным проекциям двумерной поверхности на координатные трехмерные 
подпространства третьей проекции на третье координатное подпространство *.

Ключевые методы позволяю т получить весьма рациональное решение задачи 
конструирования гладкой поверхности сложной формы, если в качестве конкури
рующих поверхностей использую тся поверхности более простых форм. Однако час
то для получения интересующего нас решения задачи построения искомой поверх
ности, удовлетворяющ ей определенным требованиям, одна из конкурирую щ их 
поверхностей должна быть задана сложным каркасом.

Эта поверхность может рассматриваться как производная поверхность от 
двух каких-то в свою очередь конкурирую щ их поверхностей.

При такой постановке вопроса нам придется иметь дело с построением новой 
проекции в пространстве уж е более высокого числа измерений. Таким образом, 
увеличение размерности пространства при построении конструируемой поверх
ности приводит к возможности замены сложных конкурирую щ их поверхностей 
более простыми.

П окажем это на примере решения задачи построения гладкой поверхности Ф 0, 
проходящей через контур, заданный кривыми ф(х), /(х ), ф(х), лежащими в трех 
координатных плоскостях. Интересующее нас решение задачи осуществимо в 
пространстве пяти измерений, однако, руководствуясь соображениями выбора 
простых конкурирую щ их поверхностей, целесообразно размерность пространства 
увеличить до семи. Вместе с тем это позволит и нагляднее проследить процесс 
формирования конструируемой поверхности.

Если точку пространства Е п , отнесенную к декартовой системе О хугу їу^ іг^ , 
последовательно ортогонально проецировать на координатные трехмерные под
пространства хуг1, х у іг іх у іг г. которые впоследствии совмещать друг с другом 
вращением вокруг оси Ох и далее проецировать на картинную  плоскость, п ар ал 
лельную  плоскости Оуг, обеспечив по всем аксонометрическим осям показатели 
искаж ения равные единице, получим изображ ение, представленное на рис. 1.

А налогично на чертеже можно получить изображение и двумерной поверх

* К о т о в  И. И. Геометрические основы клю чевы х способов п остроени я п о вер х 
ностей. Н ачертательн ая  гео м етр и я .— Труды ВЗЭИ Вып. 10, 1957.
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