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Åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè i íåðiâíîñòi
äëÿ äîáóòêiâ âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ îáëàñòåé
The paper is devoted to extremal problems of the geometric function theory of
complex variable associated with estimates of functionals de�ned on systems
of partially intersection domains. We generalize some known results in this
theory.
Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷íî¨
òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, ïîâ'ÿçàíèõ ç îöiíêàìè ôóíêöiîíàëiâ,
çàäàíèõ íà ñèñòåìàõ ÷àñòêîâî íàëÿãàþ÷èõ îáëàñòåé. Çîêðåìà, ïîñèëåíî
i óçàãàëüíåíî äåÿêi âiäîìi ðåçóëüòàòè äàíî¨ òåìàòèêè.

Çàäà÷i ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ çàéìàþòü âàæëèâå ìiñöå â ãåî-
ìåòðè÷íié òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ i ìàþòü áàãàòó iñòîðiþ
(äèâ., íàïðèêëàä, [1�15]). Öÿ òåìàòèêà áåðå ïî÷àòîê çi ñòàòòi Ì.Î.
Ëàâð¹íò'¹âà 1934 ðîêó [1], äå åêñòðåìàëüíi ðîçáèòòÿ ðîçãëÿäàëèñü
ïðè îòðèìàííi îöiíîê äîáóòêó ñòåïåíiâ êîíôîðìíèõ ðàäióñiâ íåïåðå-
òèííèõ îáëàñòåé, i äàëi ðîçâèâàëàñü â äîñëiäæåííÿõ áàãàòüîõ àâòîðiâ
(äèâ., íàïðèêëàä, [2�15]). Âàæëèâèì åëåìåíòîì äîñëiäæåííÿ òàêèõ
åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ¹ ãëèáîêi ðåçóëüòàòè òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ äè-
ôåðåíöiàëiâ [3]. Â äàíié ðîáîòi îòðèìàíi îöiíêè äîáóòêiâ âíóòðiøíiõ
ðàäióñiâ ÷àñòêîâî íàëÿãàþ÷èõ îáëàñòåé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Íåõàé N, R �
ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ i äiéñíèõ ÷èñåë âiäïîâiäíî, C � êîìïëåêñíà
ïëîùèíà, C = C

⋃{∞} � ¨¨ îäíîòî÷êîâà êîìïàêòèôiêàöiÿ, R+ =
(0,∞). Íåõàé r(B, a) � âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B ⊂ C âiäíîñíî
òî÷êè a ∈ B (äèâ., íàïðèêëàä, [5, ñ. 14]; [7, ñ. 71]).
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Íåõàé n ∈ N, n > 2. Ñèñòåìó òî÷îê An :=
{
ak ∈ C : k = 1, n

}
òàêó, ùî |ak| ∈ R+ ïðè k = 1, n òà 0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an <
2π, áóäåìî íàçèâàòè n-ïðîìåíåâîþ. Ïîçíà÷èìî

Pk = Pk(An) := {w : arg ak < arg w < arg ak+1},

θk := arg ak, an+1 := a1, θn+1 := 2π. Âåëè÷èíè αk := 1
π [θk+1 − θk],

αn+1 := α1, k = 1, n, áóäåìî íàçèâàòè êóòîâèìè ïàðàìåòðàìè n-
ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An.

Íåõàé D � äîâiëüíà âiäêðèòà ìíîæèíà â C, ÿêà ìiñòèòü ïðîìå-
íåâó ñèñòåìó òî÷îê An = {ak}n

k=1. ßêùî a ∈ D, òî áóäåìî ãîâîðè-
òè, ùî D(a) ¹ çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà D, ùî ìiñòèòü òî÷êó a; Dk(ap)
� çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ìíîæèíè D(ap) ∩ Pk(An), ùî ìiñòèòü òî÷êó
ap, p ∈ {k, k − 1}, k = 1, n; Dk(0) � çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ìíîæèíè
D(0) ∩ Pk(An), ùî ìiñòèòü òî÷êó w = 0; Dk(∞) � çâ'ÿçíà êîìïî-
íåíòà ìíîæèíè D(∞) ∩ Pk(An), ùî ìiñòèòü íåñêií÷åííî âiääàëåíó
òî÷êó.

Âíóòðiøíiì ðàäióñîì r (D, a) âiäêðèòî¨ ìíîæèíè D âiäíîñíî òî÷-
êè a íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíié ðàäióñ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè D,
ùî ìiñòèòü òî÷êó a.

Íåõàé âiäêðèòà ìíîæèíà D ìiñòèòü òî÷êè w = 0, w = ∞ i äîâiëü-
íó n-ïðîìåíåâó ñèñòåìó òî÷îê An = {ak}n

k=1, òîäi áóäåìî ãîâîðèòè,
ùî òàêà ìíîæèíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íàëÿãàííÿ âiäíîñíî ñèñòåìè
òî÷îê An, ÿêùî ìíîæèíè Dk(ak), Dk(ak+1), Dk(0) i Dk(∞) ïîïàðíî
íå ïåðåòèíàþòüñÿ äëÿ êîæíîãî k = 1, n.

Íåõàé {Bk}n
k=1, B∞, B0 � äîâiëüíèé íàáið îáëàñòåé òàêèõ, ùî

0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n. Ïîçíà÷èìî
D̃ = B0

⋃
B∞

n⋃
k=1

Bk. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñèñòåìà B∞, B0, {Bk}n
k=1

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ÷àñòêîâîãî íàëÿãàííÿ âiäíîñíî äåÿêî¨ ñèñòåìè
An, ÿêùî âiäêðèòà ìíîæèíà D̃ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íàëÿãàííÿ âiä-
íîñíî öi¹¨ æ n-ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An. Iç îçíà÷åííÿ âèïëè-
âà¹, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó ÷àñòêîâîãî íàëÿãàííÿ.

Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ îòðèìàííÿ òî÷íèõ îöiíîê çâåðõó äëÿ ôóíê-
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öiîíàëà íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) , (1)

äå γ ∈ R+, An = {ak}n
k=1 � n-ïðîìåíåâà ñèñòåìà òî÷îê, ÿêà ðîçòàøî-

âàíà íà îäèíè÷íîìó êîëi, ñèñòåìà îáëàñòåé B0, B∞, {Bk}n
k=1 çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó ÷àñòêîâîãî íàëÿãàííÿ âiäíîñíî An, ak ∈ Bk, k = 1, n,
0 ∈ B0, ∞ ∈ B∞.

Â ðîáîòi [4] áóëà îòðèìàíà îöiíêà ôóíêöiîíàëó (1) äëÿ ñèñòåìè
íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ïðè n ≥ 2 i äëÿ γ = 1

2 . Öåé ðåçóëüòàò áóëî
ïîñèëåíî â ðîáîòi [6] i ïîêàçàíî, ùî äàíà îöiíêà ñïðàâåäëèâà ïðè
γ ∈

(
0, n2

8

]
, n ≥ 2. Äàíà çàäà÷à äîñëiäæóâàëàñÿ òàêîæ â ðîáîòàõ [13]

� [15].
Â äàíié ðîáîòi çàäà÷à ïðî îöiíêó ôóíêöiîíàëó (1) ðîçãëÿäà¹òüñÿ

ïðè n = 4, n = 5, n = 6.
Òåîðåìà. Íåõàé 0 < γ ≤ γp, p ∈ {4, 5, 6}, γ4 = 2, 25, γ5 =

3, 3, γ6 = 4, 6. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ p-ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê Ap =
{ak}p

k=1 òàêî¨, ùî |ak| = 1, k = 1, p, i äîâiëüíî¨ ñèñòåìè îáëàñòåé
B0, Bk, B∞ (0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, p), ùî
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ÷àñòêîâîãî íàëÿãàííÿ âiäíîñíî Ap, ñïðàâåäëèâà
íåðiâíiñòü

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
p∏

k=1

r (Bk, ak) 6

6 [r (D0, 0) r (D∞,∞)]γ
p∏

k=1

r (Dk, dk) , (2)

äå îáëàñòi D0, D∞, Dk � êðóãîâi îáëàñòi, à òî÷êè 0,∞, dk, k = 1, p,
p ∈ {4, 5, 6}, � ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −γw2p + (p2 − 2γ)wp + γ

w2(wp − 1)2
dw2. (3)

3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi

r (Bk, ak) 6 r
(
D̃, ak

)
= r

(
D̃(ak), ak

)
,
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îòðèìó¹ìî

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
p∏

k=1

r (Bk, ak) 6

6
[
r
(
D̃, 0

)
r
(
D̃,∞

)]γ
p∏

k=1

r
(
D̃, ak

)
.

Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîäè i ðåçóëüòàòè, ïðåäñòàâëåíi â ðîáîòàõ [7, ñ. 262],
[7, ñ. 167], [9, ñ. 871], ïðèõîäèìî äî íåðiâíîñòi

Jp(γ) 6
(

2√
γ

)p

·
(

p∏

k=1

αk
√

γ

)[
p∏

k=1

Φ(τk)

]1/2

= (4)

=
(

2√
γ

)p

·
[

p∏

k=1

(
τ

2τ2
k+2

k · |1− τk|−(1−τk)2 · (1 + τk)−(1+τk)2
)] 1

2

,

äå τk =
√

γ · αk, k = 1, p.
Äàëi ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ òåîðåìè ëèøå ó âèïàäêó p = 6, âðàõî-

âóþ÷è óìîâè òåîðåìè 1, iç íåðiâíîñòi (4) ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

J6(γ) 6 64
γ3

(
6∏

k=1

(
τ

2τ2
k+2

k · |1− τk|−(1−τk)2 · (1 + τk)−(1+τk)2
)) 1

2

.

Íåõàé Ψ(x) = x2x2+2·|1−x|−(1−x)2 ·(1+x)−(1+x)2 , F (x) = ln (Ψ(x)).
Ðîçãëÿíåìî åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó

6∏

k=1

Ψ(xk) −→ max;
6∑

k=1

xk = 2
√

γ, xk = αk
√

γ.

Íåõàé X(0) =
{

x
(0)
k

}6

k=1
� ¨¨ äîâiëüíà åêñòðåìàëüíà ñèñòåìà òî÷îê.

Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ, ïðîâåäåíi â ðîáîòi [12], ïðèõîäèìî äî
âèñíîâêó, ùî ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ:

F ′(x(0)
k ) = F ′(x(0)

j ), k, j = 1, 6, k 6= j, (5)
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äå F ′(x) = 4x ln x− 2(x− 1) ln |1− x| − 2(x + 1) ln(x + 1) + 2
x .

Íà îñíîâi ñïiââiäíîøåííÿ (5), à òàêîæ âèêîðèñòîâóþ÷è iäå¨ ðîáiò
[12] � [15], ïîêàæåìî ùî x

(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
6 .

Íåõàé F ′(x) = t, äå y0 6 t < 0. Äëÿ ∀t ∈ [y0, 0) äàíå ðiâíÿííÿ ìà¹
2 êîðåíi x1(t) ∈ (0, x0] òà x2 ∈ [x0,∞). Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi çíà÷åííÿ
ïàðàìåòðà t: t1 = −0, 1, t2 = −0, 2, . . . , t10 = −1, t11 = y0. Ïðîâîäÿ÷è
ðîçðàõóíêè, îòðèìó¹ìî íàñòóïíó òàáëèöþ:

k tk x1(tk) x2(tk) 5x1(tk) + x2(tk+1)

1 -0,1 0,595614 1,588941
2 -0,2 0,610729 1,310498 4,288568
3 -0,3 0,626917 1,184045 4,23769
4 -0,4 0,644375 1,110153 4,244738
5 -0,5 0,663378 1,062338 4,284213
6 -0,6 0,684325 1,030184 4,347074
7 -0,7 0,707842 1,008999 4,430624
8 -0,8 0,735017 0,997389 4,536599
9 -0,9 0,768137 0,979982 4,655067
10 -1 0,814378 0,947119 4,787804
11 -1,06 0,884406 0,884406 4,956296

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ F ′(x) i óìîâè òåîðåìè, îòðèìó¹-
ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü 5x1(t) + x2(t) > 5x1(tk) + x2(tk+1) > 2

√
γ6,

t ∈ [tk, tk+1], k = 1, 10. Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ
iç âèùå íàâåäåíî¨ òàáëèöi, îòðèìó¹ìî, ùî òåîðåìà 1 ìà¹ ìiñöå ïðè
γ = γ6.

Äëÿ âñiõ γ < γ6 âñi ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ çáåðiãàþòüñÿ. Ðåàëiçà-
öiÿ çíàêà ðiâíîñòi ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî. Äîâåäåííÿ òåîðåìè
1 äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðà p = 4 i p = 5 ïîâòîðþþòü ïðîâåäåíi ìiðêó-
âàííÿ ç óðàõóâàííÿì äåÿêèõ îñîáëèâîñòåé. Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.

Âèñëîâëþ¹ìî ïîäÿêó Î.Ê. Áàõòiíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷i òà óâàãó
äî ðîáîòè.
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