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ВЛАСНІ ЗНА ЧЕН Н Я СИНГУЛЯРНОГО 
ДВОВИМ ІРНОГО РІВНЯННЯ Ш РЕДІН ГЕРА

Математичні моделі лазерної техніки, оптики і спектроско­
пії, теорії катастроф приводять до визначення власних значень 
двовимірних сингулярних операторів другого порядку. А для 
квантової механіки такі оператори є, певно, основним матема­
тичним апаратом.

Розглянемо можливість отримання двосторонньої апрокси­
мації власних значень рівняння Шредінгера

Δu - ( q ( x , y ) - λ r(x,y))u = 0, (1)
lim u( x ,y ) = 0 ,
 x->Г

(2)

де r {х,у) > 0 , а сама задача має особливість, що проявляється в 
необмеженості області означення G або в необмеженому зрос­
танні потенціальної функції q(x ,y )  на межі Г цієї області.
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Розглянемо дві допоміжні задачі на підобласті G, <= G , де Г 1
-  її контур:
з крайовими умовами Діріхле

Δ f - ( q ( x ,  y ) - µ r ( x ,  y ) ) f= 0 ,  (3) 
f(x, y)|Г1= 0  ( 4 )

та Неймана
Δ g -(q (x , y ) -v r (x , y ) )g = 0 ,  (5) 
g '(х, y)|Г1= 0. ( 6 )

Тут контур Г1 обирається так, щоб всі точки сингулярності за-
лишалися у вилученій області G\G1. Власні значення μ , v 
задач (3), (4) та (5), (6) забезпечують двосторонньої апроксима­
ції відповідних власних значень λ задачі (1), (2) і збігаються до 
них при Г1 - > Г ,  якщо у вилучених областях має місце 
q ( x ,y ) - λ r(x,y)>  0 . Для спрощення викладу подамо область G1
у вигляді прямокутника зі сторонами, що лежать на прямих 
х = а, х = Ь, у  = с, у  = d, де a <  b, с <  d.

Тоді, вводячи крайові умови в точках урізання
и(а,у)=аи'х(а,у), u(b,y)=βu'x(b,y),
и(х,с) = уи'у(х,с), u (x ,d )= δu'y(x,d) (7) 

та враховуючи умову нормування власної функції
(8)

для задачі Діріхле ( α  = β = γ = δ = 0 ) отримуємо

дλ  дλ  дλ—  < 0 , — > 0 , — < 0 ,
дЬ дc дd

Нехай {λ (a,b,c,d)}, { µ {a,b,c,d)}, {v{a,b,c,d)} -  множини 
власних значень задач (1),(2), (3),(4), (5),(6) при різних значен­
нях параметрів a, b , с, d . Тоді з монотонності λ (a,b,c,d) що-

42

а для задачі Неймана

  дλ        дλ          дλ         дλ
( α  = β = γ = δ = ∞ )   -       —< 0 , —  > 0 , — < 0 ,  — > 0 .

дa      дb        дc      дd



до a, b , с , d  випливає, що, при виконанні умови 
q( х ,у ) - λ r (х ,у)> 0  мають місце нерівності
v(a,b,c,d)≤ λ (a,b,c,d)< µ(a,b,c,d) і власні значення апрокси- 
муючих задач (3), (4) та (5), (6) збігаються до відповідних зна­
чень сингулярної задачі (1), (2).
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