
Çáiðíèê ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè 2017, òîì 12, � 3, 1�10

ÓÄÊ 517.53

À. É. Ùåõîðñüêèé1, Î. Ô. Ãåðóñ2

1,2 (Æèòîìèðñüêèé äåðæàâíèé óíiâåðñèòåò iì. I. Ôðàíêà,
Æèòîìèð)
1 shai.anatolij@yandex.ru
2 ogerus@zu.edu.ua

Êîíòóðíî-òiëåñíi âëàñòèâîñòi
ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié â îïóêëèõ
îáëàñòÿõ áàãàòîâèìiðíîãî
êîìïëåêñíîãî ïðîñòîðó

Ïðèñâÿ÷åíà 70-÷ó Ïðîôåñîðà Þðiÿ Áîðèñîâè÷à Çåëiíñüêîãî

Äëÿ îïóêëèõ îáëàñòåé áàãàòîâèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòîðó ðîçâ'ÿ-
çó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êîíòóðíèì òà òiëåñíèì ìîäó-
ëÿìè íåïåðåðâíîñòi ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié.

We solve the problem on relation between the contour and solid modules
of continuity of holomorphic functions de�ned in convex domains of multi-
variate complex space.

Ó äàíié ðîáîòi ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êîí-
òóðíèì òà òiëåñíèì ìîäóëÿìè íåïåðåðâíîñòi ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié,
âèçíà÷åíèõ â îïóêëèõ îáëàñòÿõ áàãàòîâèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðî-
ñòîðó Cn, ùî ¹ áàãàòîâèìiðíèì àíàëîãîì âiäîìîãî êîíòóðíî-òiëåñíîãî
ðåçóëüòàòó äëÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

Íåõàé G � îáìåæåíà îáëàñòü â Cn, G � ¨¨ çàìèêàííÿ â Cn, ∂G �
¨¨ ìåæà, ∆G � ¨¨ ìåæà Øèëîâà, H(G) � àëãåáðà âñiõ ãîëîìîðôíèõ
i îáìåæåíèõ â G ôóíêöié, A(G) � àëãåáðà âñiõ ãîëîìîðôíèõ â G i
íåïåðåðâíèõ íà G ôóíêöié, µ(δ) � íîðìàëüíà ìàæîðàíòà [1, 2].
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Äëÿ êîìïëåêñíî¨ ôóíêöi¨ f , çàäàíî¨ i íåïåðåðâíî¨ íà G, âèçíà÷å-
íi âiäïîâiäíî êîíòóðíèé i òiëåñíèé ìîäóëi íåïåðåðâíîñòi ω(∆G, f, δ),
ω(G, f, δ), à äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè z0 ∈ ∂G � ëîêàëüíi
âiäïîâiäíî êîíòóðíèé i òiëåñíèé ìîäóëi íåïåðåðâíîñòi ω(∆G, f, z0, δ),
ω(G, f, z0, δ).

Ó ðîáîòi [3] ïîñòàâëåíà íàñòóïíà ïðîáëåìà. Íåõàé G � îáìåæåíà
îáëàñòü â Cn, µ � ôóíêöiÿ òèïó ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi. Çíàéòè çàìêíå-
íi ïiäìíîæèíè S ìíîæèíè G, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ñòàëà C > 0, çàëåæíà ëè-
øå âiä G i S, òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ A(G) ñïiââiäíîøåííÿ
ω(S, f, δ) 6 µ(δ), δ > 0, òÿãíå çà ñîáîþ íåðiâíiñòü ω(G, f, δ) 6 Cµ(δ),
δ > 0. Òàì æå öÿ ïðîáëåìà áóëà ðîçâ'ÿçàíà ó âèïàäêó, êîëè G �
îáëàñòü Âåéëÿ, à S = ∆G � ¨¨ ìåæà Øèëîâà, òà íàâåäåíi ïðèêëàäè
îáëàñòåé G i ãîëîìîðôíèõ â íèõ ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ ìîäóëü íåïåðåðâ-
íîñòi íà ìåæi Øèëîâà ∆G ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ âèùîãî ïîðÿäêó, íiæ
ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi íà G.

Â äàíié ðîáîòi öÿ ïðîáëåìà ðîçâ'ÿçàíà äëÿ îïóêëèõ îáëàñòåé â Cn,
äëÿ ÿêèõ äîïîâíåííÿ ∂G \∆G çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíó óìîâó êîíóñíîñòi.

Ñëiäóþ÷è [4,5], ìåæîâó òî÷êó îïóêëî¨ îáëàñòi G ⊂ Cn íàçèâàòèìå-
ìî êîìïëåêñíîþ, ÿêùî âîíà ¹ òî÷êîþ ïëîñêî¨ îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòüñÿ
íà ÿêiéñü êîìïëåêñíié ïðÿìié i ¹ ïiäìíîæèíîþ ìåæi îáëàñòi G.

Òåîðåìà 1. ( [4]) Ìåæîâà òî÷êà îáìåæåíî¨ îïóêëî¨ îáëàñòi G ⊂ Cn

íå íàëåæèòü ¨¨ ìåæi Øèëîâà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ îêië
U ⊂ ∂G öi¹¨ òî÷êè, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç êîìïëåêñíèõ òî÷îê.

Ìåæà Øèëîâà îáìåæåíî¨ îïóêëî¨ îáëàñòi G ⊂ C2 äîïóñêà¹ ïðî-
ñòå ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ: ¨¨ äîïîâíåííÿ ∂G \ ∆G ñêëàäà¹òüñÿ ç
òî÷îê, â îêîëi ÿêèõ ìåæà ∂G ðîçøàðîâó¹òüñÿ íà êîìïëåêñíi ïðÿìi, ïà-
ðàëåëüíi ìiæ ñîáîþ. Íåõàé a � êîìïëåêñíèé âåêòîð, â íàïðÿìi ÿêîãî
âiäáóâà¹òüñÿ âêàçàíå ðîçøàðóâàííÿ, z � êîìïëåêñíà òî÷êà íà ∂G. ×å-
ðåç Ca,z ïîçíà÷èìî êîìïëåêñíó ïðÿìó ç íàïðÿìíèì âåêòîðîì a, ÿêà
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó z. Îñêiëüêè G � îïóêëà îáëàñòü, òî ìíîæèíà
Ga,z := ∂G ∩ Ca,z � îïóêëà îáëàñòü íà ïðÿìié Ca,z.

Äëÿ z = (z1, z2, . . . , zn) ïîðÿä ç åâêëiäîâîþ íîðìîþ ‖z‖ ðîçãëÿäà-
òèìåìî íîðìó |‖z‖| := max

16q6n
|zq|.

Íåõàé ϑz0,z � âåêòîð â Cn, êîëiíåàðíèé êîìïëåêñíié ïðÿìié, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè z0 òà z. ×åðåç (ϑ1, ϑ2) ïîçíà÷àòèìåìî ñêàëÿðíèé
äîáóòîê âåêòîðiâ ϑ1, ϑ2 â Cn.

Äëÿ äîâiëüíî¨ äiéñíî¨ ôóíêöi¨ r(ζ), âèçíà÷åíî¨ â îáìåæåíié îáëàñòi
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G ⊂ Cn, ââåäåìî íà ∂G ôóíêöiþ [1,2]

B [z, r(ζ)] := lim
G3ζ→z

r(ζ), z ∈ ∂G.

Òåîðåìà 2. Íåõàé G � îáìåæåíà îïóêëà îáëàñòü â Cn, f ∈ H(G), z0

� äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà íà ∆G, µ(δ) � íîðìàëüíà ìàæîðàíòà.
Íåõàé ïðè äåÿêîìó β ∈ (0, 1) äëÿ òî÷êè z ∈ ∂G \∆G i êîìïëåêñíîãî
âåêòîðà a ∈ Cn âèêîíóþòüñÿ óìîâè Ga,z 6= ∅, z0 6∈ Ga,z, ∂Ga,z ⊂ ∆G,

∣∣Re
(
ϑz0,p, ϑz0,w

)∣∣ 6 β, {p; w} ⊂ ∂Ga,z. (1)

Òîäi: à) ÿêùî

B [z, |f(ζ)|] 6 µ
(‖z − z0‖) , z ∈ ∆G \ {z0}, (2)

òî
|f(ζ)| 6 Cµ

(‖ζ − z0‖) , ζ ∈ G,

äå C > 0 çàëåæèòü ëèøå âiä ìàæîðàíòè µ, β òà ðîçìiðíîñòi ïðî-
ñòîðó n;
á) ÿêùî α(δ) � íåñïàäíà ìàæîðàíòà, |f(ζ)| 6 1 (ζ ∈ G) i

B [z, |f(ζ)|] 6 µ
(‖z − z0‖) α

(‖z − z0‖) , z ∈ ∆G \ {z0},
òî

|f(ζ)| 6 C ′µ
(‖ζ − z0‖)Aα,µ

(‖ζ − z0‖) , ζ ∈ G,

äå C ′ > 0 çàëåæèòü ëèøå âiä β, ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó n òà ìàæî-
ðàíò α, µ, à Aα,µ � îïóêëà íîðìàëüíà ìàæîðàíòà, ïîáóäîâàíà ïî α
òà µ â [2].

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ñïî÷àòêó â C2 äëÿ ôóíêöié f ∈ A(G). Ó öüîìó
âèïàäêó B [z, |f(ζ)|] = |f(z)|, z ∈ ∂G i íåðiâíiñòü 2 íàáóâà¹ âèãëÿäó

|f(z)| 6 µ
(‖z − z0‖) , z ∈ ∆G \ {z0}. (3)

Îöiíêó (3) ðîçïîâñþäèìî íà ìíîæèíó ∂G \∆G ç ïiäõîäÿùîþ ñòà-
ëîþ. Ïîòiì ç îöiíêè (3) íà âñié ìåæi ∂G çà ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [6]
âèïëèâàòèìå îöiíêà (2).

Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè w ∈ ∂G\∆G iñíó¹ êîìïëåêñíèé íàïðÿì a ∈ C2,
òàêèé, ùî Ga,w = ∂G ∩ Ca,w � îáëàñòü â Ca,w, ïðè÷îìó (äèâ. [4])
∂Ga,w ⊂ ∆G. Òîìó ç íåðiâíîñòi (3) âèïëèâà¹ îöiíêà

|f(z)| 6 µ
(‖z − z0‖) , z ∈ ∂Ga,w \ {z0}.
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Ìíîæèíà Ga,w � àíàëiòè÷íèé äèñê â C2 âèäó λ
L−→ (L1(λ), L2(λ)) ∈

Ga,w, λ ∈ D, äå D � îïóêëà îáëàñòü â C, L1 i L2 � êîìïëåêñíi ëiíiéíi
ïåðåòâîðåííÿ â C. Íà öüîìó àíàëiòè÷íîìó äèñêó ôóíêöiÿ f ∈ A(G)
� àíàëiòè÷íà. Àíàëiòè÷íiñòü ôóíêöi¨ f â äîâiëüíié òî÷öi W0 ∈ Ga,w,
ùî âiäïîâiäà¹ ïàðàìåòðó λ0, äîâîäèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Îñêiëüêè
G � îïóêëà îáëàñòü, òî iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi z1

n i z2
n, ÷èñëî r > 0,

òàêi, ùî z1
n → 0, z2

n → 0 ïðè n → ∞ i ∀n ∀λ : |λ − λ0| < r,(
L1(λ) + z1

n, L2(λ) + z2
n

) ∈ G. Ôóíêöiÿ f ∈ A(G) íà Ga,w îòðèìó¹òüñÿ
ÿê ãðàíèöÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨

F (λ) := f1 (L1(λ), L2(λ)) = lim
n→∞

f
(
L1(λ) + z1

n, L2(λ) + z2
n

)
.

Çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñà ôóíêöiÿ F (λ) � àíàëiòè÷íà â êðóçi |λ−
λ0| < r. Îñêiëüêè f � îäíîçíà÷íà íà G, òî f � àíàëiòè÷íà â Ga,w.

Êîëè z0 ∈ ∂Ga,w, òî çàâäÿêè óìîâi (1) ìîæíà çà äîïîìîãîþ îðòîãî-
íàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ ç öåíòðîì â òî÷öi z0 ïðîñòîðó C2 ïîìiñòèòè âñi
äèñêè Ga,w â äåÿêèé êîíóñ |z1 − z0

1 | 6 K|z2 − z0
2 |, K > 0 i çàñòîñóâàòè

ðåçóëüòàòè ðîáîòè [7]. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî îöiíêó ç äåÿêîþ ñòàëîþ
C ′ > 0, çàëåæíîþ ëèøå âiä µ òà β. Îñêiëüêè G � îïóêëà îáëàñòü, òî ç
( [6]) âèïëèâà¹, ùî |f(ζ)| 6 C ′ψ(54)µ

(‖ζ − z0
1‖

)
, ζ ∈ G.

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 äëÿ îïóêëèõ îáëàñòåé äîâiëüíî¨
ðîçìiðíîñòi. Ðîçïîâñþäèìî îöiíêó (3) íà ìíîæèíó ∂G \∆G.

Êîëè n > 2, òî íå ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ êîìïëå-
êñíî¨ òî÷êè z ∈ ∂G i äåÿêîãî âåêòîðà a ∈ Cn ñïðàâåäëèâî ∂Ga,z ⊂ ∆G.

Íåõàé W � äîâiëüíà êîìïëåêñíà òî÷êà ìíîæèíè ∂G\∆G. Òîäi iñíó¹
êîìïëåêñíà ãiïåðïëîùèíà πk, îïîðíà äî ∂G â òî÷öi W , ìàêñèìàëüíî¨
ðîçìiðíîñòi k, òàêà, ùî πk ∩ ∂G � îáëàñòü â Ck.

Äîâåäåìî, ùî ∂
(
π1 ∩ ∂G

) ⊂ ∆G. Íåõàé ∂
(
π1 6⊂ ∂G

) ⊂ ∆G, òîäi
íà ìíîæèíi ∂

(
π1 ∩ ∂G

)
iñíó¹ êîìïëåêñíà òî÷êà z (êîæíà òî÷êà ∂G

(äèâ. [4]) � äiéñíà àáî êîìïëåêñíà, à âñi äiéñíi òî÷êè íàëåæàòü ∆G).
Âîíà çíàõîäèòüñÿ â ÿêiéñü îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïðÿìî¨ Ca,z 6= π1. Äî-
âiâøè, ùî ïðÿìi Ca,z i π1 íàëåæàòü äåÿêié êîìïëåêñíié ãiïåðïëîùèíi
πm, m > 1, îïîðíié äî G â òî÷öi W , ïðè÷îìó πm ∩ ∂G � îáëàñòü â
Cm, îòðèìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ ç òèì, ùî π1 � îïîðíà ãiïåðïëîùèíà ìà-
êñèìàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi.

Íåõàé Ca,z i π1 íå ìiñòÿòüñÿ â æîäíié îïîðíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi.
Òîäi âîíè íå ìiñòÿòüñÿ îäíî÷àñíî â æîäíié îïîðíié äiéñíié ãiïåðïëî-
ùèíi (â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó êîìïëåêñíà ëiíiéíà îáîëîíêà ïðÿìèõ
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Ca,z i π1 ìiñòèëàñÿ á â îïîðíié äiéñíié ãiïåðïëîùèíi, òîáòî ïëîùèíà
π1 íå ìàëà á ìàêñèìàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi).

×åðåç π1 ïðîâåäåìî äiéñíó îïîðíó ãiïåðïëîùèíó Λ â G. Îñêiëüêè
òî÷êà z ìiñòèòüñÿ â Ca,z i Ca,z 6⊂ Λ, z ∈ Λ, òî â Ca,z çíàéäóòüñÿ äâi
òî÷êè, ÿêi ëåæàòü ïî ðiçíi áîêè ãiïåðïëîùèíè λ, à öå ïðîòèði÷èòü òîìó,
ùî λ � äiéñíà îïîðíà ãiïåðïëîùèíà äî G.

Òàêèì ÷èíîì, ïðÿìi Ca,z i π1 íàëåæàòü ÿêiéñü êîìïëåêñíié îïîðíié
ãiïåðïëîùèíi πm (â êîìïëåêñíié îáîëîíöi Ca,z i π1). Êîìïëåêñíà ëiíié-
íà îáîëîíêà äâîõ îïóêëèõ ìíîæèí ∂G ∩ π1 i Ca,z íàëåæèòü, ç îäíîãî
áîêó, çàìèêàííþ G îïóêëî¨ îáëàñòi G, à ç äðóãîãî áîêó � ãiïåðïëîùèíi
πm. Îòæå, πm ∩ ∂G � îáëàñòü â Cm.

Íàðåøòi, îñêiëüêè ∂
(
π1 ∩ ∂G

) ⊂ ∆G, òî îöiíêó (3) ó âèïàäêó k = 1
ìîæíà ðîçïîâñþäèòè íà ìíîæèíó π1 ∩G ç äåÿêîþ êîíñòàíòîþ àíàëî-
ãi÷íî òîìó, ÿê öå ðîáèëîñü â C2.

Ó âèïàäêó k = 2 äîâåäåííÿ òîãî, ùî f ∈ Λ
(
π2 ∩ ∂G

)
, çäiéñíþ¹-

òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé C2 = π2 i W � äîâiëüíà òî÷êà îïóêëî¨
îáëàñòi π2 ∩ ∂G â C2. Ãîëîìîðôíiñòü ôóíêöi¨ f â òî÷öi W ïî çìiííèõ
z1, z2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå çðîáëåíî âèùå. Çà òåîðåìîþ
Ãàðòîãñà [8] âîíà ãîëîìîðôíà ïî ñóêóïíîñòi çìiííèõ â îáëàñòi π2∩∂G.

Äîâåäåìî, ùî ∆
(
π2 ∩ ∂G

) ⊂ ∆G. Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî
êîæíà äiéñíà òî÷êà âiäíîñíî ∂2G = ∂

(
π2 ∩ ∂G

)
� äiéñíà i âiäíîñíî

∂G. Êîëè z � äåÿêà òî÷êà, äiéñíà âiäíîñíî ∂2G i êîìïëåêñíà âiäíîñíî
∂G, òî iñíó¹ êîìïëåêñíà ïðÿìà Ca,z 6⊂ π2, òàêà, ùî z � âíóòðiøíÿ äëÿ
Ca,z. Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó k = 1, äîâîäèòüñÿ, ùî iñíó¹ êîìïëå-
êñíà îïîðíà ãiïåðïëîùèíà πm â òî÷öi z (m > k), òàêà, ùî πm ∩ ∂G
� îáëàñòü â Cm. Îòðèìàíî ïðîòèði÷÷ÿ ç òèì, ùî ãiïåðïëîùèíà π2 �
ìàêñèìàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi.

Îñêiëüêè ∆
(
π2 ∩ ∂G

) ⊂ ∆G, òî iç (1) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
êîìïëåêñíîãî âåêòîðà a ∈ C2 i äîâiëüíîãî z ∈ ∆

(
π2 ∩ ∂G

)
, òàêèõ, ùî

Ca,z 6= ∅, z0 6∈ Ga,z, ∂Ca,z ⊂ ∆∂2G,
∣∣Re

(
Vz0,p, Vz0,w

)∣∣ 6 β, {p;w} ⊂ ∂Ca,z.

Òåîðåìà 2 â C2 âæå äîâåäåíà. Òîìó iñíó¹ C ′ > 0, òàêå, ùî

|f(z)| 6 C ′ψ(54)µ
(‖z − z0‖) , z ∈ π2 ∩ ∂G, (4)

çâiäêè
|f(z)| 6 C ′ψ(54)µ

(‖z − z0‖) , z ∈ ∂G.
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Îñêiëüêè G � îïóêëà îáëàñòü, òî ç (3) âèïëèâà¹ îöiíêà

|f(ζ)| 6 C ′ψ(54)µ
(‖ζ − z0‖) , ζ ∈ G. (5)

Çà iíäóêöi¹þ îöiíêà âèäó (4) ñïðàâåäëèâà äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ [1;n−
1], òîáòî

|f(z)| 6 C ′ψk−1(54)µ
(‖z − z0‖) , z ∈ G.

Òâåðäæåííÿ à) òåîðåìè 2 äîâåäåíå. Òâåðäæåííÿ á) âèâîäèòüñÿ ç
òâåðäæåííÿ à) àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê â [1, ñ. 72] iç òâåðäæåííÿ à) òåî-
ðåìè 2.1.1 âèâîäèëîñü ¨¨ òâåðäæåííÿ á). Çàóâàæèìî, ùî â çàãàëüíîìó
âèïàäêó, êîëè f ∈ H(G) äîâåäåííÿ íå çàçíà¹ iñòîòíèõ çìií.

Iç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹ àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äëÿ ëîêàëüíèõ ìîäó-
ëiâ íåïåðåðâíîñòi.

Òåîðåìà 3. Íåõàé G � îáìåæåíà îïóêëà îáëàñòü â Cn, f ∈ A(G), z0

� äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà íà ∆G, µ(δ) � íîðìàëüíà ìàæîðàíòà i
ïðè äåÿêîìó β ∈ (0; 1) êîìïëåêñíèé âåêòîð a ∈ Cn i òî÷êà z ∈ ∂G\∆G
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Ga,z 6= ∅, z0 6∈ Ga,z, ∂Ga,z ⊂ ∆G,

∣∣Re
(
Vz0,p, Vz0,w

)∣∣ 6 β, {p; w} ⊂ ∂Ga,z. (6)

Òîäi: à) ÿêùî ω(∆G, f, z0, δ) 6 µ(δ), δ > 0, òî ω(G, f, z0, δ) 6
Cµ(δ), δ > 0, äå C > 0 çàëåæèòü ëèøå âiä ìàæîðàíò µ, β òà
ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó n;
á) ÿêùî α(δ) � íåñïàäíà ìàæîðàíòà, |f(ζ)| 6 1 â G i ω(∆G, f, z0, δ) 6
µ(δ)α(δ), δ > 0, òî ω(G, f, z0, δ) 6 C ′µ(δ)Aα,µ(δ), δ > 0, äå C ′ > 0
çàëåæèòü ëèøå âiä ìàæîðàíò µ, α, β òà ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó n.

Âiä óìîâè (6) â òåîðåìi 3 âiäìîâèòèñü íå ìîæíà. Öå ïåðåêîíëèâî
äîâîäèòü ïðèêëàä, íàâåäåíèé â ðîáîòi [3]. Íåõàé B � îäèíè÷íà êóëÿ
â C2, Ω =

{
(z1, z2) ∈ C2 : |Imz1| < |1 + Rez1|

}
. Ïîêëàäåìî G = B ∩ Ω,

z0 = (−1; 0). Î÷åâèäíî, G � îïóêëà îáëàñòü â C2. Â [3] ïîêàçàíî, ùî
äëÿ ôóíêöi¨ f(z1, z2) = (1+z1)α, α ∈ (0; 1), âèáðàíà òà âiòêà, ÿêà äîäà-
òíà ïðè äîäàòíîìó 1+z1 i äëÿ ÿêî¨ ω(G, f, z0, δ) 6 Cδα, δ > 0, à âçäîâæ
ìåæi Øèëîâà ∂B ∩ Ω ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi "âäâi÷i êðàùèé", òîáòî
ω(∆G, f, z0, δ) 6 C ′δ2α. Òóò ìíîæèíà ∂G \∆G ðîçøàðîâó¹òüñÿ íà ïà-
ðàëåëüíi ïëîñêi äèñêè z2 → (z1, z2), |z2| <

√
1− |z1|2

(
z1 ∈ Ω, |z1| < 1

)
ç ìåæàìè â ∆G. Ïðîòå öi äèñêè íå ìiñòÿòüñÿ â æîäíîìó êîíóñi. Íà-
ïðèêëàä, äèñêè ç öåíòðîì (−1+δ, 0) (δ � ìàëå) çíàõîäÿòüñÿ íà âiääàëi
δ âiä òî÷êè z0 i ìàþòü ðàäióñ ïîðÿäêó

√
δ.
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Äëÿ áiëîãàðèôìi÷íî îïóêëèõ ìàæîðàíò µ(δ) òåîðåìè 2 i 3 ñïðàâå-
äëèâi â ìåòðèöi |‖ • ‖| ç êîíñòàíòîþ C = 1.

Òåîðåìà 4. Íåõàé G � îáìåæåíà îïóêëà îáëàñòü â Cn, f ∈ H(G),
z0 � äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà íà ∆G, µ(δ) � áiëîãàðèôìi÷íî îïóêëà
ìàæîðàíòà, äëÿ äîâiëüíèõ z ∈ ∂G\∆G, a ∈ Cn, òàêèõ, ùî Ga,z 6= ∅,
z0 6∈ Ga,z, ∂Ga,z ⊂ ∆G, ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

0 < Re
(
Vz0,p, Vz0,w

)
, {p; w} ⊂ ∂Ga,z.

Òîäi ÿêùî

B [z, |f(ζ)|] 6 µ
(|‖z − z0‖|) , z ∈ ∆G \ {z0}, (7)

òî |f(ζ)| 6 µ
(|‖ζ − z0‖|) , ζ ∈ G.

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî â C2 äëÿ ôóíêöié f ∈ A(G). Íåõàé W �
äîâiëüíà òî÷êà ìíîæèíè ∂G\∆G, a � êîìïëåêñíèé âåêòîð â C2, òàêi,
ùî Ga,w = ∅, z0 6∈ Ga,w, ∂Ga,w ⊂ ∆G. Ðîçïîâñþäèìî îöiíêó (7) íà
ìíîæèíó ∂G \∆G, òîáòî äîâåäåìî ¨¨ â òî÷öi W .

Âèõîäÿ÷è ç óìîâè (1), äiéñíèé êîíóñ, â ÿêîìó ìiñòèòüñÿ ìíîæèíà
∂Ga,w, ìîæíà çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ C2 ç
öåíòðîì â òî÷öi z0 ïåðåâåñòè â êîíóñ K =

{
(z1, z2) : |z1 − z2| 6 |z0

2 |
}
. Ó

öüîìó âèïàäêó ïðÿìà Ca,w ïàðàëåëüíà îñi z1, à îáëàñòü Ga,w ìiñòèòüñÿ
ó ïëîùèíi êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ z1.

ßêùî µ � áiëîãàðèôìi÷íî îïóêëà íîðìàëüíà ìàæîðàíòà, òî çà òå-
îðåìîþ 2 iñíó¹ ñòàëà C > 0, òàêà, ùî

|f(z)| 6 Cµ
(|‖z − z0‖|) , z ∈ Ga,w. (8)

ßêùî µ(δ) íå ¹ íîðìàëüíîþ ìàæîðàíòîþ, òî, ÿê âiäîìî, äîâiëü-
íà áiëîãàðèôìi÷íî îïóêëà ìàæîðàíòà ¹ íèæíüîþ îãèíàþ÷îþ äåÿêîãî
ñiìåéñòâà áiëîãàðèôìi÷íî îïóêëèõ íîðìàëüíèõ ìàæîðàíò (äèâ. [9]).
Òîìó îöiíêà (8) ñïðàâåäëèâà i äëÿ áiëîãàðèôìi÷íî îïóêëèõ ìàæîðàíò.
Çà îçíà÷åííÿì íîðìè |‖z − z0‖| = max

{∣∣z1 − z0
1

∣∣ ,
∣∣z2 − z0

2

∣∣}. Îñêiëü-
êè Ga,w ⊂ K, òî |‖z − z0‖| = |z0

2 |, z ∈ Ga,w. Òîìó íåðiâíiñòü (7) äëÿ
f ∈ A(G) íàáóâà¹ âèãëÿäó

|f(z)| 6 µ
(|z0

2 |
)
, z ∈ ∂Ga,w.

Ôóíêöiÿ |f(z1, z2)| � ñóáãàðìîíi÷íà ïî z1 â îáëàñòi Ga,w ⊂ C. Âðà-
õîâóþ÷è íåðiâíiñòü (8), âîíà îáìåæåíà çâåðõó â Ga,w. Çãiäíî ïðèíöèïó



8 À.É. Ùåõîðñüêèé, Î.Ô. Ãåðóñ

ìàêñèìóìó äëÿ ñóáãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié |f(z1, z2)| 6 µ
(|z0

2 |
)
, (z1, z2) ∈

Ga,w àáî |f(z1, z2)| 6 µ
(|‖z − z0‖|) , z ∈ Ga,w. Òàêèì ÷èíîì äîâåäå-

íî, ùî |f(z)| 6 µ
(|‖z − z0‖|) , z ∈ ∂Ga,w \ {z0}. Ìåòîä îäíîâèìiðíèõ

êîìïëåêñíèõ ïåðåðiçiâ äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè àíàëîãi÷íó îöiíêó íà âñié
îáëàñòi G.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó f ∈ H(G), G ⊂ Cn äîâåäåííÿ òåîðåìè 4
çàëèøà¹òüñÿ áåç iñòîòíèõ çìií.

Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðèöi ‖ • ‖ îöiíêà |f(ζ)| 6 µ
(|‖ζ − z0‖|) , ζ ∈

∂Ga,w \{ζ0} ñïðàâåäëèâà ç êîíñòàíòîþ, çàëåæíîþ âiä ðîçìiðíîñòi ïðî-
ñòîðó Cn (C = ψ(

√
n)).

Ç òåîðåìè 4 î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâàþòü íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5. Íåõàé G � îáìåæåíà îïóêëà îáëàñòü â Cn, f ∈ A(G), µ
� áiëîãàðèôìi÷íî îïóêëà ìàæîðàíòà, äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ ∂G \ ∆G i
äîâiëüíîãî êîìïëåêñíîãî âåêòîðà a ∈ Cn, òàêèõ, ùî Ga,z 6= ∅, z0 6∈
Ga,z, ∂Ga,z ⊂ ∆G âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

0 < Re
(
Vz0,p, Vz0,w

)
, {p; w} ∈ ∂Ga,z.

Òîäi ç îöiíêè ( 7) âèïëèâà¹ îöiíêà ω
(
G, f, z0, δ

)
6 µ(δ), δ > 0.

Äëÿ äîâåäåííÿ ãëîáàëüíèõ êîíòóðíî-òiëåñíèõ îöiíîê (òåîðåìè 6 �
8) íåîáõiäíèé ïðèíöèï ìàêñèìóìó äëÿ ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨
f ∈ A(G) (äèâ., íàïð., [2]).

Òåîðåìà 6. Íåõàé G � îáìåæåíà îïóêëà îáëàñòü â Cn. Òîäi äëÿ
äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ A(G) i äîâiëüíîãî δ > 0 iñíó¹ òî÷êà z0 ∈ ∆G,
òàêà, ùî ω

(
G, f, δ

)
= ω

(
G, f, z0, δ

)
, δ > 0.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê ïðîñòîðó C2. Çãiäíî
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó äëÿ ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi (äèâ. [2]) äëÿ äîâiëü-
íîãî δ > 0 iñíó¹ z0 ∈ ∂G, òàêå, ùî ω

(
G, f, δ

)
= ω

(
G, f, z0, δ

)
. Çàôiêñó-

¹ìî äîâiëüíå δ > 0. Íåõàé ζ0 ∈ G � òî÷êà, äëÿ ÿêî¨

|f(ζ0)− f(z0) = ω
(
G, f, z0, δ

)
> 0, ‖ζ0 − z0‖ 6 δ.

Äîâåäåìî, ùî â ÿêîñòi òî÷îê z0, ζ0 ìîæíà âçÿòè òî÷êó íà ∆G. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî òî÷êè z0, ζ0 íå ëåæàòü â ∆G. Òîäi ìîæëèâi âèïàäêè:

1) òî÷êè z0, ζ0 íàëåæàòü îäíié çâ'ÿçíié êîìïîíåíòi ìíîæèíè ∂G \
∆G. Ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [5] âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé âåêòîð a ∈ C2,
ùî z0 ∈ Ga,z0 , ζ0 ∈ Ga,ζ0 . Îñêiëüêè òî÷êè z0, ζ0 � âíóòðiøíi äëÿ öèõ
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îáëàñòåé, òî iñíó¹ òàêå íàéáiëüøå r > 0, ùî ôóíêöiÿ ϕ(λ) = f(z0
1 +

λ, z0
2 + λ) − f(ζ0

1 + λ, ζ0
2 + λ) � àíàëiòè÷íà â êðóçi {λ ∈ C : |λ| < r}.

�� ìîäóëü (ϕ(λ) 6= const) íå ìîæå ïðèéìàòè íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ó
âíóòðiøíiõ òî÷êàõ êðóãà. Òàêèì ÷èíîì àáî (z0

1 + λ, z0
2 + λ) ∈ ∂Ga,z0 ,

àáî (ζ0
1 + λ, ζ0

2 + λ) ∈ ∂Ga,ζ0 ;
2)òî÷êè z0, ζ0 íàëåæàòü ðiçíèì çâ'ÿçíèì êîìïîíåíòàì ìíîæèíè

∂G \∆G. Íåõàé a i b � âåêòîðè â C2, òàêi, ùî z0 ∈ Ga,z0 , ζ0 ∈ Ga,ζ0 .
Ïðè a = b ìiðêóâàííÿ òàêi æ, ÿê ó âèïàäêó 1). Òîìó ââàæàòèìåìî
a 6= b. Çà äîïîìîãîþ íåâèðîäæåíîãî ãîëîìîðôíîãî âiäîáðàæåííÿ A
ïðîñòîðó C2 â ñåáå ìîæíà äîñÿãòè òîãî, ùî îïóêëi ìíîæèíè Ga,z0 i
Ga,ζ0 ëåæàòèìóòü íà êîîðäèíàòíèõ îñÿõ z1 i z2. Îáðàçîì îáëàñòi G
ïðè öüîìó ïåðåòâîðåííi z → z′ áóäå äåÿêà (âçàãàëi êàæó÷è, íåîïóêëà)
îáëàñòü G′, ôóíêöiÿ f ∈ A(G) � â äåÿêó ôóíêöiþ f(A−1z′) = ϕ(z′) ∈
A(G′), à ìåæà Øèëîâà ∆G � â äåÿêó ìåæó Øèëîâà ∆G′.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå δ > 0. Ôóíêöiÿ ϕ(ζ ′) − ϕ(z′) � ãîëîìîðôíà
â îáëàñòi

(
G′b,ζ0 ×G′a,z0

)
∩

{
(ζ, z) : ‖ζ ′ − z′‖ < δ

‖A−1‖
}

i íåïåðåðâíà â
¨¨ çàìèêàííi. Òîìó ìàêñèìóì ¨¨ ìîäóëÿ äîñÿãà¹òüñÿ íà ìåæi Øèëî-
âà, ÿêà ìiñòèòüñÿ ó ìíîæèíi

(
∂G′b,ζ0 ×G′a,z0

)
∪

(
G′b,ζ0 × ∂G′a,z0

)
∩{

(ζ, z) : ‖ζ ′ − z′‖ < δ
‖A−1‖

}
, òîáòî iñíó¹ òî÷êà W ∈ G′a,z0 i òî÷êà

p ∈ G′b,ζ0 , äëÿ ÿêèõ àáî W ∈ G′a,z0 , p ∈ ∂G′b,ζ0 , àáî W ′ ∈ ∂G′a,z0 ,
p′ ∈ G′b,ζ0 , à ôóíêöiÿ |ϕ(ζ ′) − ϕ(z′)| ïðèéìà¹ â öèõ òî÷êàõ ìàêñè-
ìóì. Îñêiëüêè W ′ = A−1W , p′ = A−1p, ϕ(W ′) = f(W ), ϕ(p′) = f(p),
‖W ′−p′‖ < δ

‖A−1‖ , δ > ‖W ′−p′‖ ‖A−1‖ > ‖A−1−(W ′−p′)‖ = ‖W −p‖,
òî max ‖f(ζ)−f(z)‖ = ‖f(W )−f(p)‖. Îòæå îäíà ç òî÷îê ζ, W íàëåæèòü
∆G, òîáòî âîíè íå ìîæóòü áóòè îäíî÷àñíî âíóòðiøíiìè äëÿ ∂G \∆G.

Âðàõîâóþ÷è, ùî â îêîëi êîæíî¨ òî÷êè ìíîæèíà ∂G \∆G ðîçøàðî-
âó¹òüñÿ íà ïàðàëåëüíi êîìïëåêñíi ãiïåðïëîùèíè (äèâ. [6]), äîâåäåííÿ
òåîðåìè 6 â äîâiëüíîìó Cn iñòîòíî íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âèïàäêó C2.

Íà îñíîâi âèùåçãàäàíîãî ïðèíöèïó ìàêñèìóìó iç òåîðåì 3, 5 âèâî-
äÿòüñÿ íàñòóïíi ãëîáàëüíi êîíòóðíî-òiëåñíi òåîðåìè.

Òåîðåìà 7. Íåõàé G � îáìåæåíà îïóêëà îáëàñòü â Cn, f ∈ A(G),
µ(δ) � íîðìàëüíà ìàæîðàíòà i äëÿ âñiõ z ∈ ∆G ñïðàâåäëèâå ñïiââiä-
íîøåííÿ ( 1). Òîäi ÿêùî

ω(∆G, f, δ) 6 µ(δ), δ > 0, (9)

òî ω(G, f, δ) 6 Cµ(δ), δ > 0, äå C > 0 çàëåæèòü ëèøå âiä µ, β i
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ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó n.

Òåîðåìà 8. Íåõàé G � îáìåæåíà îïóêëà îáëàñòü â Cn, f ∈ A(G), µ
� áiëîãàðèôìi÷íî îïóêëà ìàæîðàíòà, äëÿ âñiõ z ∈ ∆G âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà ( 9). Òîäi ç îöiíêè ( 9) âèïëèâà¹ îöiíêà

ω(G, f, δ) 6 µ(δ), δ > 0.

Ëiòåðàòóðà
[1] Òàìðàçîâ Ï.Ì. Ãëàäêîñòè è ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ. � Ê.: Íàóê.

äóìêà, 1975. � 272 ñ.
[2] Òàìðàçîâ Ï.Ì. Êîíòóðíûå è òåëåñíûå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà ãîëî-

ìîðôíûõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî // Óñïåõè ìàò. íàóê. �
1973. � 28, � 1. � Ñ. 131 � 161.

[3] Åðèêå Á. Ñîîòíîøåíèå òåëåñíîãî ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè è ìîäóëÿ íå-
ïðåðûâíîñòè âäîëü ãðàíèöû Øèëîâà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íå-
ñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ // Ìàò. ñáîðíèê, 1983. � 122, � 4. � Ñ. 515 � 526.

[4] Áû÷êîâ Ñ.Í. Î ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ãðàíèöû îáëàñòè ãîëîìîð-
ôíîñòè // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàò., 1980. � 44, � 1. � Ñ. 46 � 62.

[5] Áåëîøàïêà Â.Ê., Áû÷êîâ Ñ.Í. Îá îäíîì ñâîéñòâå âûïóêëûõ ãèïåðïî-
âåðõíîñòåé // Ìàò. çàìåòêè, 1986. � 40, � 5. � Ñ. 621 � 626.

[6] Ùåõîðñêèé À.È. Êîíòóðíî-òåëåñíûå òåîðåìû ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
â Cn // Óêð. ìàò. æóðí., 1979. � 31, � 1. � Ñ. 107 � 109.

[7] Ùåõîðñêèé À.È. Ìàæîðàíòíûå ñâîéñòâà íåêîòîðûõ êîìïëåêñíûõ ôóí-
êöèé â Cn // Ñá. ðàáîò Èí-òà ìàòåì. ÀÍ ÓÑÑÐ /Ñîâðåìåííûå âîïðîñû
âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà/. � Ê.: Èí-ò ìàòåì. ÀÍ ÓÑÑÐ,
1984. � C. 137 � 144.

[8] Ùåõîðñêèé À.È. Îá îäíîé ëîêàëüíîé òåîðåìå â Cn // Ñá. ðàáîò Èí-òà
ìàòåì. ÀÍ ÓÑÑÐ /Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé è ñìåæíûå âîïðîñû àíàëèçà è
òîïîëîãèè/. � Ê.: Èí-ò ìàòåì. ÀÍ ÓÑÑÐ, 1987. � C. 107 � 112.

[9] ×èðêà Å.Ì. Àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå CR ôóíêöèé // Ìàò. ñáîð-
íèê, 1975. � 98, � 4. � Ñ. 591 � 623.

[10] Øàáàò Á.Â. Ââåäåíèå â êîìïëåêñíûé àíàëèç. � Ì.: Íàóêà, 1985. � 464
ñ.


