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Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

N ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, N = {1, 2, 3, . . .}
Z ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë, Z = {0,±1,±2,±3, . . .}
R ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë
Q ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, Q = {x ∈ R : x = p

q
, p ∈ Z, q ∈ N}

[x] öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x : íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ùî íå ïåðåâèùó¹ x
A ⇒ B ç óìîâè A âèïëèâà¹ óìîâà B
A ⇔ B óìîâè A i B ðiâíîñèëüíi
∀ ¾äëÿ áóäü ÿêîãî, äëÿ êîæíîãî, äëÿ âñiõ¿
∃ ¾iñíó¹, çíàéäåòüñÿ¿
! ¾¹äèíèé¿
x ∈ A ¾åëåìåíò x íàëåæèòü ìíîæèíi A¿
A ⊂ B ¾ìíîæèíà A âêëþ÷à¹òüñÿ ó ìíîæèíó B¿,

òîáòî, êîæåí åëåìåíò x ∈ A òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó x ∈ B
f : D → R ôóíêöiÿ, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ÿêî¨ ¹ ìíîæèíà D,

çi çíà÷åííÿìè â R
f(A) f(A) = {y ∈ Rn : ∃ x ∈ D : f(x) = y} � îáðàç ìíîæèíè

A ⊂ D ïðè âiäîáðàæåííi f
f −1(B) f −1(B) = {x ∈ Rn : ∃ y ∈ B : f(x) = y} � (ïîâíèé) ïðîîáðàç

ìíîæèíè B ïðè âiäîáðàæåííi f
f −1 : f(D) → D îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ f,

f −1(f(x)) = x ∀ x ∈ D, f(f −1(y)) = y ∀ y ∈ f(D)

|x| Ïîêëàäåìî |x| =

{
x , x > 0

−x , x < 0

C(D) êëàñ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : D → R
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1 Ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi

1.1 Îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi

Íàéâàæëèâiøèì äëÿ ðîçóìiííÿ ïîíÿòòÿ ïîñëiäîâíîñòi ¹ ðîçóìiííÿ ïîíÿ-
òòÿ ôóíêöi¨, äîáðå âiäîìå çi øêiëüíîãî êóðñó. Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöi¹þ,
àáî âiäîáðàæåííÿì íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿ y = f(x), âèçíà÷åíå íà äå-
ÿêié ìíîæèíi A, òàêå ùî êîæíîìó åëåìåíòó x ∈ A ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiä-
íiñòü äåÿêèé ¹äèíèé åëåìåíò y ∈ R, ùî çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi y = f(x).
Çàãàëüíîïðèéíÿòå ïîçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ òàêå: f : A → R. Çâåðíiòü óâàãó,
ùî âiäïîâiäíiñòü y = ±

√
x ôóíêöi¹þ íå ¹ (÷îìó?).

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ïîñëiäîâíiñòü � öå ôóíêöiÿ, ÿêà âèçíà÷åíà íà ìíî-
æèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òîáòî, êîæíîìó åëåìåíòó ðÿäó 1, 2, 3, . . . ñòà-
âèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíò ðÿäó f(1), f(2), f(3) . . . . Ñêîðî÷åíî: f :
N → R. Iíøèìè ñëîâàìè, êîæíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ∈ N ñòàâèòüñÿ
ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî y = f(n).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ íàøîãî ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ ïîçíà÷åííÿ
f : N → R íåçðó÷íå. Âèêîðèñòîâóþòü iíøå ïîçíà÷åííÿ: çàìiñòü f : N →
R ïèøóòü {xn}∞n=1, ìàþ÷è íà óâàçi, ùî xn ïîçíà÷à¹ y = f(n). Iíîäi òóò
ïèøóòü xn, n = 1, 2, . . . , àáî ïðîñòî êîðîòêî xn. Ìîæóòü âèêîðèñòîâó-
âàòèñÿ iíøi ëiòåðè ëàòèíñüêîãî àëôàâiòó, íàïðèêëàä, yn, zn i ò.ií., òàê
ñàìî, ÿê ìîæóòü ïèñàòè çàìiñòü xn òàêîæ {xm}∞m=1, {xk}∞k=1 i ò.ï. Âèáið
¾ëiòåð¿ äëÿ ïîçíà÷åííÿ ïîñëiäîâíîñòi ìîæå çàëåæàòè âiä áàæàííÿ âè-
êëàäà÷à àáî ñòóäåíòà, òàê ñàìî ÿê i âèáið ïîçíà÷åííÿ áóäü-ÿêèõ iíøèõ
ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ.

Ïðèêëàä 1. Âèðàç xk = k+1
k+2

, k = 1, 2, . . . , ¹ ïîñëiäîâíiñòþ, áî
êîæíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó k ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî xk =
k+1
k+2

. Íàïðèêëàä, ÷èñëó 10 âiäïîâiäà¹ ÷èñëî x10 =
10+1
10+2

= 11
12
.

Îçíà÷åííÿ 1.2. ×èñëî A ∈ R íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi
xn, n = 1, 2, . . . , ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ íàòóðàëüíå ÷èñëî
N = N(ε) > 1 òàêå, ùî |xn − A| < ε ïðè âñiõ n > N. Ïîñëiäîâíiñòü
xn íàçèâà¹òüñÿ çáiæíîþ, ÿêùî â íå¨ iñíó¹ ãðàíèöÿ A. Â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó ïîñëiäîâíiñòü íàçèâà¹òüñÿ ðîçáiæíîþ.

Ïîçíà÷åííÿ:
A = lim

n→∞
xn .

Òàêîæ âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ xn → A ïðè n → ∞ òà ãîâîðÿòü, ùî
ïîñëiäîâíiñòü xn ïðÿìó¹ äî ÷èñëà A ïðè n → ∞. Âæèâàþòü ÿê çàïèñ
A = lim

n→∞
xn, òàê i çàïèñ xn → A � çàëåæèòü âiä çðó÷íîñòi âèêëàäåííÿ òà

áàæàííÿ ëþäèíè, ùî ïðîâîäèòü ìiðêóâàííÿ.
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Îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi íà ìîâi îêîëiâ

Îêîëîì òî÷êè A ðàäióñó ε > 0 áóäåìî íàçèâàòè iíòåðâàë (A− ε, A+
ε) = {x ∈ R : |x−A| < ε}. ×èñëî A áóäåìî íàçèâàòè ãðàíèöåþ ïîñëiäîâ-
íîñòi xn, n = 1, 2, . . . , ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 çîâíi îêîëó (A− ε, A+ ε)
ìiñòèòüñÿ íå áiëüøå, ÿê ñêií÷åííà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi xn

(äèâ. ìàëþíîê 1).

(                     )
x

1
x

2

A- A+

Ax
3
x

4...

x
n

Ìàëþíîê 1: Îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi íà ìîâi îêîëiâ

Çàóâàæåííÿ 1.1. Äóæå ãðóáî êàæó÷è, ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi xn

� öå äåÿêå ÷èñëî A, ÿêîìó ¾ïðèáëèçíî äîðiâíþ¹ çíà÷åííÿ öi¹¨ ïîñëi-
äîâíîñòi ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ n¿. Òàêå ôîðìóëþâàííÿ ïåðåäáà÷à¹ ëè-
øå iíòó¨òèâíå ðîçóìiííÿ ãðàíèöi i íå ïðåòåíäó¹ íà áiëüøå; ñëiä ðîçóìi-
òè, ùî íiÿêèõ ¾ïðèáëèçíèõ çíà÷åíü¿ i ¾îêðóãëåíü¿ â ìàòåìàòèöi íåìà,
íàòîìiñòü ¹ êîðåêòíèìè âèñëîâëþâàííÿ ïðî ¾ïðèáëèçíå çíà÷åííÿ ç òî-
÷íiñòþ äî¿, íàïðèêëàä, ¾îêðóãëåííÿ ÷èñëà 1, 2344 ç òî÷íiñòþ äî îäíî¨
òèñÿ÷íî¨¿. Çàïàì'ÿòàéòå öå! Äëÿ ñïðèéíÿòòÿ îá'¹êòó âèêîðèñòîâó¹ìî ií-
òó¨òèâíå îçíà÷åííÿ, äëÿ êîðåêòíîãî ôîðìóëþâàííÿ � òiëüêè ôîðìàëüíå
Îçíà÷åííÿ 1.2.

Ïðèêëàä 2. Ïîêàæåìî, ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi

xn =
1

n
, n = 1, 2, . . . ,

¹ ÷èñëî a = 0.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i çàôiêñó¹ìî ε > 0 i ðîçâ'ÿæåìî íåðiâíiñòü
|xn − a| =

∣∣ 1
n

∣∣ < ε. Áóäåìî ìàòè:∣∣∣∣1n
∣∣∣∣ = 1

n
< ε ,

çâiäêè 1 < nε i n > 1
ε
. Â òàêîì âèïàäêó, â ÿêîñòi N(ε) ìîæíà âçÿòè[

1
ε

]
+ 1, äå [x] ïîçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà x. 2

×îìó íå ìîæíà âçÿòè â ÿêîñòi N ÷èñëî 1
ε
? Òîìó ùî, âçàãàëi êàæó÷è,

1
ε
íå ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì. À íîìåð N(ε) ìà¹ áóòè íàòóðàëüíèì.

Òàêîæ ìîæå âèíèêíóòè ïèòàííÿ, ÷îìó íå ìîæíà òàê ñàìî ðîçâ'ÿçàòè
íåðiâíiñòü

∣∣ 1
n
− a
∣∣ < ε âiäíîñíî n äëÿ ÿêîãî-íåáóäü iíøîãî a, ñêàæiìî, äëÿ

a = 1, i íå ïîêàçàòè, ùî ÷èñëî 1 òàêîæ ¹ ãðàíèöåþ äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi?

7



Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ âèïëèâà¹ ç îãëÿäó íà íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.1. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . . , ìà¹ ãðàíè-
öþ a ∈ R, òî âîíà ¹äèíà.

Òâåðäæåííÿ 1.1, çîêðåìà, îçíà÷à¹, ùî íåðiâíiñòü |xn − a| < ε ëèøå
äëÿ îäíîãî a ∈ R ìîæå ðîçâ'ÿçàòèñÿ òàê, ùîá n íàëåæàëî äåÿêîìó ïiâií-
òåðâàëó [N(ε),∞). ßêùî ìè áóäåìî ðîçâ'ÿçóâàòè íåðiâíiñòü

∣∣ 1
n
− 1
∣∣ < ε,

òî òàêîãî ïiâiíòåðâàëó äëÿ n íå âèéäå (ïåðåâiðòå!).

Ïðèêëàä 3. Çíàéòè N ∈ N, òàêå, ùî ïðè âñiõ n > N âèêîíàíà
óìîâà 1

n
< 0, 001.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êîðèñòóþ÷èñü ðåçóëüòàòîì ïðèêëàäó 2, ìè ìà¹ìî: N >[
1
ε

]
+ 1. Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè ε := 0, 001, ìà¹ìî, ùî N >

[
1

0,001

]
+ 1 =

1000 + 1 = 1001. Â ÿêîñòi N ìîæíà âçÿòè N := 1001. 2

Ïðèêëàä 4. Äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü

xn =
5n+ 6

5n+ 1

çáiãà¹òüñÿ äî ÷èñëà a = 1 ïðè n → ∞. Çíàéòè íîìåð N öi¹¨ ïîñëiäîâíî-
ñòi, òàêèé ùî |xn − 1| < 1

20
ïðè n > N.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî ε > 0. Áóäåìî ìàòè:

|xn − a| =
∣∣∣∣5n+ 6

5n+ 1
− 1

∣∣∣∣ < ε

⇒
∣∣∣∣5n+ 6− 5n− 1

5n+ 1

∣∣∣∣ < ε

⇒ 5

5n+ 1
< ε

⇒ 5 < (5n+ 1)ε ,

⇒ 5

ε
< 5n+ 1, n >

1

5

(
5

ε
− 1

)
,

N(ε) =

[
1

5

(
5

ε
− 1

)]
+ 1 .

ßêùî â îñòàííüîìó ñïiââiäíîøåííi îáðàòè ε = 1
20
, áóäåìî ìàòè: N

(
1
20

)
=[

1
5
(100− 1)

]
+ 1 = 20. 2
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Iñíó¹ ÷èìàëî ðîçáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ñòîñîâíî ÷îãî ðîçãëÿíåìî
íàñòóïíèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 5. Äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞n=1 = {(−1)n}∞n=1 ðîç-
áiæíà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.Äîâåäåìî ðîçáiæíiñòü ó âiäïîâiäíîñòi äî Îçíà÷åííÿ 1.2,
à ñàìå, äîâåäåìî, ùî æîäíå ÷èñëî A ∈ R íå ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi
xn. Öå îçíà÷àòèìå, ùî çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíi îäíå ε > 0 òàêå, ùî äëÿ
áóäü-ÿêèõ N ∈ N çíàéäóòüñÿ n > N òàêi, ùî |xn − A| > ε.

Çàóâàæèìî, ùî x2n = (−1)2n = 1, à x2n+1 = (−1)2n+1 = −1 ïðè
âñÿêîìó n ∈ N. Îòæå, äîöiëüíî ðîçãëÿíóòè íàñòóïíi òðè âèïàäêè.

1) A = 1. Òîäi ìà¹ìî íåðiâíiñòü |xn − 1| > ε. ßêùî ïîêëàñòè n =
2m+ 1, m = 0, 1, 2, . . . , òî x2m+1 = −1, îòæå, |xn − 1| = | − 1− 1| = 2 > ε.
Çàôiêñó¹ìî, íàïðèêëàä, ε = 1, i çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå N ∈ N. Òîäi ç
îãëÿäó íà íàïèñàíå âèùå, íåðiâíiñòü |xn − 1| > ε âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-
ÿêèõ n > N, ùî ìàþòü âèãëÿä n = 2m + 1 (òîáòî, óñiõ íåïàðíèõ n,
áiëüøèõ N). Îòæå, ÷èñëî A = 1 íå ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi xn.

2) A = −1. Òîäi ìà¹ìî íåðiâíiñòü |xn+1| > ε. ßêùî ïîêëàñòè n = 2m,
òî x2m = 1, îòæå, |xn+1| = |1+1| = 2 > ε. Çàôiêñó¹ìî, íàïðèêëàä, ε = 1,
i çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå N ∈ N. Òîäi ç îãëÿäó íà íàïèñàíå âèùå, íåðiâíiñòü
|xn + 1| > ε âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ n > N, ùî ìàþòü âèãëÿä n = 2m
(òîáòî, óñiõ ïàðíèõ n, áiëüøèõ N). Îòæå, ÷èñëî A = −1 íå ¹ ãðàíèöåþ
ïîñëiäîâíîñòi xn.

3) −1 ̸= A ̸= 1. Ïîêëàäåìî ε := min{|A−1|, |A+1|}. Òîäi |xn−A| > ε
ïðè âñiõ n ∈ N (÷îìó?). Ïðè îáðàíîìó N ∈ N äëÿ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi
|xn − A| > ε ìà¹ìî ïðàâî ðîçãëÿíóòè äîâiëüíå n > N.

Âèñíîâîê: ïîñëiäîâíiñòü xn = (−1)n ðîçáiãà¹òüñÿ, áî íåìà¹ òàêîãî
÷èñëà A ∈ R, ùî áóëî á ¨¨ ãðàíèöåþ. 2
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1.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 1

Çàäà÷à 1. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî a ∈ R ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi {xn}∞n=1

äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ. Çíàéòè íîìåð N ∈ N òàêèé, ùî |xn − a| <
0, 001 ïðè âñiõ n > N.

Âàðiàíò ×èñëî a, ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . .

1 a = 1, xn = n2+5
n2−6

2 a = 1, xn = 3n2+6
3n2−7

3 a = 1, xn = 5n2+5
5n2−6

4 a = 1, xn = n3+5
n3−6

5 a = 1, xn = n4+5
n4−6

6 a = 2, xn = 2n2+5
n2−6

7 a = 2, xn = 2n3+5
n3−6

8 a = 2, xn = 2n4+5
n4−6

9 a = 0, xn = 1
n4−6

10 a = 0, xn = 1
n3−6

11 a = 0, xn = 1
n2−6

12 a = 0, xn = 1
n−6

13 a = 3, xn = 3 + 1
n

14 a = 3, xn = 3− 1
n

15 a = 3, xn = 3− 1
n4−6

16 a = 0, xn = 1
lnn

17 a = 0, xn = 2n+1
2n2+1

18 a = 0, xn = 2n2+1
2n3+1

19 a = 0, xn = 2n3+1
2n4+1

20 a = 1, xn = n+10
n+11

21 a = 1, xn = 2n+1
2n+4

22 a = 5/2, xn = 5n2+1
2n2+1

23 a = 5/3, xn = 5n2+1
3n2+1

24 a = 5/4, xn = 5n2+1
4n2+1

25 a = 6, xn = 6n2+1
n2+1

26 a = 6, xn = 6n2−1
n2−1

27 a = 5, xn = 5n2+10
n2+1

28 a = 5, xn = 1
n2 + 5n2+1

n2+1
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Âàðiàíò ×èñëî a, ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . .

29 a = 10, xn = 10n2+1
n2−1

30 a = 9, xn = 9n2+1
n2+4

1.3 Äi¨ íàä ãðàíèöÿìè. Îá÷èñëåííÿ ãðàíèöü

Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ãðàíèöü

1. ßêùî ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi iñíó¹, òî âîíà ¹äèíà.

2. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ, òî âîíà îáìåæåíà, iíøèìè ñëî-
âàìè, iñíó¹ ñòàëà C > 0 òàêà, ùî |xn| 6 C ïðè âñiõ n ∈ N. Îáåðíåíå
òâåðäæåííÿ íåâiðíå, ÿê ïîêàçó¹ ïðèêëàä 5.

3. ßêùî çáiãàþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi xn i yn, òî çáiãàþòüñÿ ¨õ ñóìà, ðiçíè-
öÿ i äîáóòîê òàêîæ çáiãàþòüñÿ, ïðè÷îìó lim

n→∞
(xn ± yn) = lim

n→∞
xn ± lim

n→∞
yn

i lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn. Òàêîæ, ÿêùî lim
n→∞

yn ̸= 0, òî lim
n→∞

xn

yn
=

lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
.

4. Ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . . çáiãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
âîíà ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ (çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Êîøi), òîáòî, äëÿ áóäü-
ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ íàòóðàëüíå ÷èñëî N = N(ε) > 1 òàêå, ùî |xn −
xm| < ε ïðè âñiõ m,n > N.

5. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . . , çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi xn =
zn · yn, ïðè÷îìó zn � îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü, à yn � íåñêií÷åííî ìàëà, òî
òàêîæ ïîñëiäîâíiñòü xn íåñêií÷åííî ìàëà.

6. (Çáiæíiñòü ñòàëî¨ ïîñëiäîâíîñòi). ßêùî ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî
íîìåðà N ∈ N ïîñëiäîâíiñòü xn çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó xn = C = const,
n = N,N + 1, N + 2, . . . , òî âîíà çáiãà¹òüñÿ äî ÷èñëà C.

7. (Ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ó íåðiâíîñòÿõ). ßêùî xn > 0 ïðè âñiõ n > 1,
i ïîñëiäîâíiñòü xn çáiãà¹òüñÿ ïðè n → ∞ äî ÷èñëà a ∈ R, òî a > 0.
Àíàëîãi÷íî, ÿêùî xn 6 0 ïðè âñiõ n > 1, i ïîñëiäîâíiñòü xn çáiãà¹òüñÿ
ïðè n → ∞ äî ÷èñëà a ∈ R, òî a 6 0.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Ïîñëiäîâíiñòü xn íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî âåëèêîþ
äîäàòíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãîM > 0 çíàéäåòüñÿ íîìåð N = N(M) ∈ N
òàêèé, ùî xn > M ïðè âñiõ n > M. Ïîñëiäîâíiñòü xn íàçèâà¹òüñÿ íåñêií-
÷åííî âåëèêîþ âiä'¹ìíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî M < 0 çíàéäåòüñÿ íîìåð
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N = N(M) ∈ N òàêèé, ùî xn < M ïðè âñiõ n > M. Ïîñëiäîâíiñòü xn íà-
çèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî âåëèêîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî M > 0 çíàéäåòüñÿ
íîìåð N = N(M) ∈ N òàêèé, ùî |xn| > M ïðè âñiõ n > M.

8. (Çâ'ÿçîê ìiæ íåñêií÷åííî âåëèêîþ i íåñêií÷åííî ìàëîþ ïîñëiäîâ-
íiñòþ). ßêùî ïîñëiäîâíiñòü xn, xn ̸= 0 ïðè n = 1, 2, . . . , ¹ íåñêií÷åííî
ìàëîþ, òî îáåðíåíà ïîñëiäîâíiñòü zn := 1

xn
¹ íåñêií÷åííî âåëèêîþ, i íàâ-

ïàêè.

9. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü xn îáìåæåíà çíèçó ÷èñëîì m > 0, à ïîñëiäîâ-
íiñòü yn ¹ íåñêií÷åííî âåëèêîþ, òî ïîñëiäîâíiñòü zn := xn · yn � íåñêií-
÷åííî âåëèêà.

Ïðèêëàäè íåñêií÷åííî âåëèêèõ ïîñëiäîâíîñòåé: xn = n, xn = n2,
xn = nn, xn = lnn i ò.ï. (Îá ðóíòóéòå, ùî öi ïîñëiäîâíîñòi ñïðàâäi ¹
òàêèìè!).

Çâåðòà¹ìî Âàøó óâàãó, ùî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ ç ãðàíè-
öÿìè ïîñëiäîâíîñòåé, ïåðåâàæíî ñïèðà¹òüñÿ íà ïðàâèëà 1�7, ïåðåëi÷åíi
âèùå. Íå ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ òàê çâàíèìè ¾iíòó¨òèâíèìè¿, àáî ¾î÷åâè-
äíèìè¿ ìiðêóâàííÿìè. Ðîçâ'ÿçêè çàâæäè ìàþòü  ðóíòóâàòèñÿ íà äîáðå
âiäîìèõ ôàêòàõ, òåîðåìàõ, òâåðäæåííÿõ, ïðàâèëàõ. ßê âèêëþ÷åííÿ ìî-
æíà òàêîæ êîðèñòóâàòèñÿ ðåçóëüòàòàìè ðîçâ'ÿçàíèõ ðàíiøå çàäà÷. Çà-
ñòåðiãà¹ìî Âàñ âiä íåïðàâèëüíî ðîçâ'ÿçàíèõ çàäà÷ ç öiëêîì ïðàâèëüíîþ
âiäïîâiääþ � âèêëàäà÷ ìà¹ ïîâíå ïðàâî iãíîðóâàòè òàêi ðîçâ'ÿçêè! Â ìà-
òåìàòè÷íîìó àíàëiçi ïî çàìîâ÷óâàííþ äi¹ ïðàâèëî: êðàùå ïðàâèëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ç òåõíi÷íîþ ïîìèëêîþ ó âiäïîâiäi, íiæ ïðàâèëüíà âiäïîâiäü,
ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà ëîãi÷íî ïîìèëêîâèõ ìiðêóâàííÿõ.

Ïðèêëàä 6. Çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi

xn =
5n2 + 6n3

14n2 − 2n4
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçäiëèìî ïî÷ëåííî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê äàíîãî äðî-
áó íà ñòàðøó ñòåïiíü ïðè n, òîáòî, íà n4. Áóäåìî ìàòè:

5n2 + 6n3

14n2 − 2n4
=

5
n2 +

6
n

14
n2 − 2

. (1.3.1)

Â ÷èñåëüíèêó äðîáó â ïðàâié ÷àñòèíi (1.3.1) îáèäâà ÷ëåíè ïðÿìóþòü äî
íóëÿ. Äiéñíî, çà òåîðåìîþ ïðî ãðàíèöþ äîáóòêó ïîñëiäîâíîñòåé (âëàñòè-
âiñòü 3 íà ñòîð. 11) áóäåìî ìàòè, ùî 5

n2 = 5 · 1
n
· 1
n
→ 5 ·0 ·0 = 0 ïðè n → ∞.
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(Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèêëàäó 2: 1
n
→ 0 ïðè n → ∞). Ìið-

êóþ÷è àíàëîãi÷íî, 6
n

→ 6 · 0 ïðè n → ∞. Çà òåîðåìîþ ïðî ãðàíèöþ
ñóìè ïîñëiäîâíîñòåé (âëàñòèâiñòü 3 íà ñòîð. 11) 5

n2 +
6
n
→ 0 + 0 = 0 ïðè

n → ∞. Äàëi, äîñëiäæó¹ìî çíàìåííèê. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, îòðèìà¹-
ìî, ùî çíàìåííèê äðîáó ó ïðàâié ÷àñòèíi (1.3.1) ïðÿìó¹ äî −2. Òîäi çà
òåîðåìîþ ïðî ãðàíèöþ ÷àñòêè âèðàçiâ (âëàñòèâiñòü 3 íà ñòîð. 11)

5
n2 +

6
n

14
n2 − 2

→ 0

−2
, n → ∞ .

Öèì äîâåäåíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü xn ìà¹ ãðàíèöþ 0 ïðè n → ∞ . 2

Ïðèêëàä 7. Çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi

un =
1

5n
+

7n

4n+ 3
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äàíà ïîñëiäîâíiñòü un ¹ ñóìîþ äâîõ ïîñëiäîâíîñòåé xn =
1
5n

i yn = 7n
4n+3

. Ç'ÿñó¹ìî ïîâåäiíêó êîæíî¨ ç íèõ. Çà òåîðåìîþ ïðî ìíîæå-

ííÿ ãðàíèöü ïîñëiäîâíîñòåé (âëàñòèâiñòü 3 íà ñòîð. 11) xn = 1
5n

→ 1
5
·0 = 0

ïðè n → ∞. (Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî 1
n
→ 0 ïðè n → ∞, äèâ. ïðè-

êëàä 2, à òàêîæ òèì, ùî ãðàíèöÿ ñòàëî¨ ïîñëiäîâíîñòi zn = 1
5
¹ ñòàëà 1

5
).

Äðóãà ïîñëiäîâíiñòü yn = 7n
4n+3

ïðÿìó¹ äî 7
4
. Äiéñíî,

7n

4n+ 3
=

7

4 + 3
n

→ 7

4 + 0
=

7

4
.

Îòæå, çà òåîðåìîþ ïðî ãðàíèöþ ñóìè ïîñëiäîâíîñòåé áóäåìî ìàòè:

un = xn + yn → 0 +
7

4
=

7

4
.

Ïðèêëàä 8. Çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi

un =
(n+ 3)(2n+ 4)(n+ 5)

n3 + 2n+ 3
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçäiëèìî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê äðîáó, ÿêèì çàäàíî ïî-
ñëiäîâíiñòü, íà n3. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ãðàíèöþ ñóìè, äîáóòêó
i ÷àñòêè ïîñëiäîâíîñòåé (âëàñòèâiñòü 3 íà ñòîð. 11), áóäåìî ìàòè:

un =
(n+ 3)(2n+ 4)(n+ 5)

n3 + 2n+ 3
=
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=
(1 + 3

n
)(2 + 4

n
)(1 + 5

n
)

1 + 2
n
+ 3

n3

→ (1 + 0)(2 + 0)(1 + 0)

(1 + 0 + 0)
=

2

1
= 2 ,

n → ∞. Îòæå,

lim
n→∞

(n+ 3)(2n+ 4)(n+ 5)

n3 + 2n+ 3
= 2 . 2

Íåâèçíà÷åíîñòi i ¨õ ðîçêðèòòÿ

Äàëåêî íå â óñiõ âèïàäêàõ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi îá÷èñëþ¹òüñÿ áåç-
ïîñåðåäíüî. Òàê âiäáóâà¹òüñÿ, çîêðåìà, ïðè ðîçâ'ÿçàííi ïðèêëàäó 8. ßêùî
¾ïiäñòàâèòè¿ ÿê çàâãîäíî âåëèêi n ó äðiá (n+3)(2n+4)(n+5)

n3+2n+3
, òî ìà¹ìî âèðàç

òèïó ∞
∞ . Çâåðíiòü óâàãó, ùî öåé âèðàç ïðÿìó¹ íå äî îäèíèöi, ÿê iíîäi

ìiðêóþòü çäîáóâà÷i (äiëÿ÷è ÷èñëî ∞ íà ñåáå, âîíè ¾îòðèìàþòü¿ îäè-
íèöþ, ùî íå ¹ êîðåêòíèì). Âiäïîâiäi 0 àáî ∞ òàêîæ íåïðàâèëüíi (áî
ðåàëüíà âiäïîâiäü � ãðàíèöÿ äîðiâíþ¹ 2, äèâ. ïðèêëàä 8). Òàêîæ çâåð-
íiòü óâàãó, ùî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ñòàëî ìîæëèâèì ëèøå ïiñëÿ òîãî, ÿê
ìè øëÿõîì äåÿêèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ïîçáóëèñÿ âèðà-
çó òèïó ∞

∞ . Ó äàíîìó îêðåìîìó âèïàäêó òàêèì ïåðåòâîðåííÿì ñòàëî
äiëåííÿ íà n3 ÷èñåëüíèêà i çíàìåííèêà öüîãî äðîáó, õî÷à öåé ïðèéîì
äàëåêî íå çàâæäè äîïîìàãà¹. Ñêàæiìî, íåâèçíà÷åíiñòþ äëÿ ïîñëiäîâíî-
ñòi xn =

√
5(n+ 1) −

√
3n ¹ âèðàç òèïó [∞ − ∞], à äëÿ íüîãî äiëåí-

íÿ íà n3 âòðà÷à¹ ñåíñ. Íåâèçíà÷åíîñòi â ìàòåìàòèöi ïðèéíÿòî áðàòè â
êâàäðàòíi äóæêè:

[∞
∞

]
. Òèïîâîþ íåïðàâèëüíîþ âiäïîâiääþ íà ïèòàííÿ

¾÷îìó äîðiâíþ¹ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi?¿ ¹ âèñëiâ òèïó: ¾... âîíà äîðiâ-
íþ¹ íåâèçíà÷åíîñòi¿. Âiäïîâiäíî, âiäïîâiääþ ó ïðàâèëüíîìó íàïðÿìêó ¹
ïðèáëèçíî íàñòóïíîþ: ¾ãðàíèöÿ äîðiâíþ¹ òàêîìó-òî ÷èñëó, ùî ïîëÿãà¹ â
ðîçêðèòòi äàíî¨ íåâèçíà÷åíîñòi íàñòóïíèì øëÿõîì¿. Ðîçêðèòòÿ íåâè-
çíà÷åíîñòåé - ñóòü i öåíòð òåîði¨ ãðàíèöü. Íà æàëü, óíiâåðñàëüíèõ
ñïîñîáiâ òà/àáî ìåòîäîëîãi¨ ðîçêðèòòÿ íåâèçíà÷åíîñòåé íå iñíó¹.

Êðiì âæå âêàçàíèõ âèùå
[∞
∞

]
òà [∞−∞] , íåâèçíà÷åíîñòÿìè òàêîæ

¹ âèðàçè [0 · ∞],
[
0
0

]
, [00] , [1∞] , [∞0] .

Ïðèêëàä 9. Çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi

xn =
√
5(n+ 1)−

√
3n .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü [∞ − ∞]. Ùîá ðîçêðèòè ¨¨, âè-
íåñåìî çà äóæêè âèðàç

√
n. Áóäåìî ìàòè:

√
5(n+ 1)−

√
3n =

√
n ·

(√
5

(
1 +

1

n

)
−
√
3

)
→ ∞ ,
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áî âèðàç
(√

5(1 + 1
n
)−

√
3
)
ïðÿìó¹ äî

√
5 −

√
3 i ¹ îáìåæåíèì çíèçó

(÷îìó?), à
√
n → ∞ ïðè n → ∞ (äîâåäiòü öå!). Îòæå, ìè ìà¹ìî ïðàâî

çàñòîñóâàòè âëàñòèâiñòü 9 íà ñòîð. 12, çãiäíî ÿêî¨ äàíà ïîñëiäîâíiñòü xn

ìà¹ íåñêií÷åííó ãðàíèöþ ïðè n → ∞. 2

Ïðèêëàä 10. Çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi

xn =
3
√
n2 sinn!

n+ 1
,

äå, ÿê çâè÷íî, n! = 1 · 2 · 3 · · ·n.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîâåäåìî, ùî äàíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ.

Äiéñíî, ïîñëiäîâíiñòü yn := sinn! ¹ îáìåæåíîþ, áî äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòó-

ðàëüíèõ n ìè ìà¹ìî, ùî | sinn!| 6 1. Äàëi, ïîñëiäîâíiñòü zn :=
3√
n2

n+1
=

n
2
3

n+1
= 1

n
1
3+ 1

n
2
3

¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ (îá ðóíòóéòå!). Îòæå, âèõiäíà ïîñëi-

äîâíiñòü xn = yn · zn ¹ äîáóòêîì íåñêií÷åííî ìàëî¨ i îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâ-
íîñòåé, òîìó âîíà � íåñêií÷åííî ìàëà (äèâ. âëàñòèâiñòü 5 íà ñòîð. 11).

Iíøèìè ñëîâàìè, lim
n→∞

3√
n2 sinn!
n+1

= 0. 2

Ïðèêëàä 11. Çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi

xn =
1 + 3 + 5 + . . . 2n− 1

n3
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ×èñåëüíèê i çíàìåííèê îäíî÷àñíî ïðÿìóþòü äî +∞
ïðè n → ∞. Îòæå, ìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü

[∞
∞

]
. Äëÿ òîãî, ùîá ¨¨ ðîçêðè-

òè, ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ äëÿ ñóìè n ÷ëåíiâ àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨.
Çàóâàæèìî, ùî â ÷èñåëüíèêó äðîáó, ÿêèì âèðàæà¹òüñÿ äàíà ïîñëiäîâ-
íiñòü, � àðèôìåòè÷íà ïðîãðåñiÿ, ïåðøèé ÷ëåí a1 ÿêî¨ äîðiâíþ¹ 1, n-òèé
÷ëåí an äîðiâíþ¹ 2n− 1, à ðiçíèöÿ d = 2. Ìà¹ìî: 1 + 3 + 5 + . . . 2n− 1 =
1+2n−1

2
· n = n2. Òîäi xn = 1+3+5+...+2n−1

n3 = n2

n3 = 1
n
→ 0 ïðè n → ∞.2

Ïðèêëàä 12. Çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi

xn =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

n · (n+ 1)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áóäåìî ìàòè:

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

n · (n+ 1)
=
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=
1

2
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ . . .+

(
1

(n− 1)
− 1

n

)
+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
=

=
1

1 · 2
− 1

n+ 1
→ 1

2
, n → ∞ .

Âèñíîâîê: ïîñëiäîâíiñòü xn çáiãà¹òüñÿ i ¨¨ ãðàíèöÿ äîðiâíþ¹ 1/2. 2

1.4 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi xn i yn ðîçáiãàþòüñÿ. Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî çái-
æíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé xn ± yn, xn · yn i xn

yn
?

2. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü xn çáiæíà, à ïîñëiäîâíiñòü yn ðîçáiãà¹òüñÿ.
Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé xn ± yn, xn · yn i xn

yn
?

3. Íàâåäiòü ïðèêëàä ïîñëiäîâíîñòåé xn i yn òàêèõ, ùî: à) ïîñëiäîâíî-
ñòi xn i yn çáiãàþòüñÿ; á) ïîñëiäîâíiñòü

xn

yn
¹ ðîçáiæíîþ. ×è íå ñóïåðå÷èòü

öåé ïðèêëàä ïóíêòó 3 íà ñòîðiíöi 11?

4. ×è iñíóþòü òàêi ïîñëiäîâíîñòi xn i yn òàêi, ùî: à) xn íåîáìåæåíà,
á) yn îáìåæåíà, â) xn

yn
çáiæíà äî ñêií÷åííî¨ ãðàíèöi? Äî íåñêií÷åííî¨

ãðàíèöi?

5∗. ×è ¹, íà Âàø ïîãëÿä, íåâèçíà÷åíiñòþ âèðàç âèãëÿäó [0∞]? Âiäïî-
âiäü îá ðóíòóéòå.

6. ×è ìîæå áóòè ìíîæåííÿ íåñêií÷åííî ìàëî¨ ïîñëiäîâíîñòi íà íå-
ñêií÷åííî âåëèêó çíîâó íåñêií÷åííî ìàëîþ? Íåñêií÷åííî âåëèêîþ?

7. Âêàæiòü ïîñëiäîâíîñòi xn > 0 i yn > 0 òàêi, ùî xn → 1, yn → ∞ i
xyn
n → 2 ïðè n → ∞. ×è ìîæíà ïîáóäóâàòè àíàëîãi÷íi ïîñëiäîâíîñòi äëÿ
íàïåðåä çàäàíîãî ÷èñëà a > 0 òàê, ùîá xn → 1, yn → ∞ i xyn

n → a ïðè
n → ∞?

8. Íåõàé xn < yn ïðè âñiõ n ∈ N, ïðè÷îìó lim
n→∞

xn = a i lim
n→∞

yn = b.

×è âiðíî, ùî a < b?

9. Äîâåäiòü ïðèíöèï äâîõ ìiëiöiîíåðiâ: íåõàé xn 6 yn 6 zn ïðè âñiõ
n ∈ N, i íåõàé xn → a i zn → a ïðè n → ∞. Äîâåäiòü, ùî òàêîæ yn → a
ïðè n → ∞.

10. Íåõàé xn i yn çáiãàþòüñÿ äî ÷èñåë a i b ïðè n → ∞, âiäïîâiäíî.
Ïðèïóñòèìî, ùî a 6 b. ×è âiðíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ: iñíó¹ íàòóðàëü-
íèé íîìåð N0 òàêèé, ùî: à) xn < yn ïðè n > N0; á) xn 6 yn ïðè n > N0?

11. ßê çìiíèòüñÿ âiäïîâiäü íà ïîïåðåäí¹ ïèòàííÿ 10, ÿêùî â íüîìó
äîäàòêîâî âèìàãàòè, ùî a < b?
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12. ×è ìîæå áóòè äiëåííÿ äâîõ íåñêií÷åííî ìàëèõ ïîñëiäîâíîñòåé
çíîâó íåñêií÷åííî ìàëîþ?

13. Íåõàé xn > 0 � íåñêií÷åííî ìàëà ïîñëiäîâíiñòü. ×è ìîæå áóòè
ïîñëiäîâíiñòü lnxn íåñêií÷åííî âåëèêîþ? ×è ìîæå òàêîþ áóòè e−xn?

14. Íåõàé xn i yn � íåñêií÷åííî ìàëi ïîñëiäîâíîñòi. ×è ¹ ïîñëiäîâíiñòü
zn = (xn)

yn çáiæíîþ? ×è âiðíî òâåðäæåííÿ: öÿ ïîñëiäîâíiñòü çàâæäè ¹
çáiæíîþ, àëå ìîæå çáiãàòèñÿ äî íåñêií÷åííîñòi?

15. ×è âiðíî òâåðäæåííÿ: ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü xn çáiãà¹òüñÿ, òî i ïî-
ñëiäîâíiñòü lnxn çáiãà¹òüñÿ? Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî ïîñëiäîâíîñòi exn òà
sin xn?

16. Íåõàé xn � ïîñëiäîâíiñòü, âiäíîñíî ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ lnxn. ×è çái-
ãà¹òüñÿ ñàìà ïîñëiäîâíiñòü xn? Àíàëîãi÷íi ïèòàííÿ ùîäî ïîñëiäîâíîñòåé
sin xn òà exn (ÿêùî âîíè çáiãàþòüñÿ, òî ÷è áóäóòü çáiæíèìè ñàìi âiäïî-
âiäíi ïîñëiäîâíîñòi xn?).

17. Ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ f : R → R i ïîñëiäîâíiñòü {xn} òàê, ùîá: à)
ïîñëiäîâíiñòü xn çáiãàëàñÿ; á) ïîñëiäîâíiñòü f(xn) ðîçáiãàëàñÿ.

18. Ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ f : R → R i ïîñëiäîâíiñòü {xn} òàê, ùîá: à)
ïîñëiäîâíiñòü xn ðîçáiãàëàñÿ; á) ïîñëiäîâíiñòü f(xn) çáiãàëàñÿ.

19. Íàâåäiòü ïðèêëàä ïîñëiäîâíîñòi, ÿêà ¹ íåîáìåæåíîþ, àëå íå ìà¹
àíi ñêií÷åííî¨, àíi íåñêií÷åííî¨ ãðàíèöi.
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1.5 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 2

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi {xn}∞n=1 äëÿ êîæíîãî ç âàði-
àíòiâ.

Âàðiàíò Ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . . Âàðiàíò Ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . .

1 xn =
(
n−1
n

)5
16 xn =

3√n2+n
n+2

2 xn = 4
n+2
n+1 17 xn = n

√
3n + 2n

3 xn = an

1+a2n
18 xn =

(
2n−1
5n+1

)n2

4 xn = 5n−2
n+1 19 xn = 1−3n

7n+4

5 xn = n2

−3n2+n+2
20 xn = 1−3n+7n2

3,5n3+n2

6 xn = (n+1)2

2n2+3
21 xn = n+3

n3+2n2−5

7 xn = 3n3−2n+0,5
7n5−n4+n3−6n

22 xn = n4

5n3+n2+3n+2

8 xn = (n+1)3−(n−1)3

(n+1)2+(n−1)2
23 xn = 1+2+3+···+n

n+2 − n
2

9 xn = n!
(n+1)!−n! 24 xn =

1+ 1
2
+ 1

4
+···+ 1

2n

1+ 1
3
+ 1

9
+···+ 1

3n

10 xn = (n−1)!+n!
(n−1)!−n! 25 xn =

3√2n2−3n
n+2

11 xn =
3√
n4+2n−1
n2+

√
n

26 xn = (
√
n2+1+n)2
3√n6+1

12 xn =
4√n5+2n+3n

3√1+2n4
+ 1 27 xn =

(
5n−1
8n

)4
13 xn = 1

n sin(2n!) 28 xn =
(
n−1
n

)4
14 xn =

(
2n−1
3n

)5
29 xn =

4√n2+n
n+2

15 xn =
(
n− 1

2
2n

)4
30 xn = sinn2

n

1.6 Ìîíîòîííi ïîñëiäîâíîñòi

Îçíà÷åííÿ 1.4. Ïîñëiäîâíiñòü xn íàçèâà¹òüñÿ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ,
ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà: xn 6 xn+1 ïðè âñÿêèõ n ∈ N. Àíàëîãi÷íî, ïî-
ñëiäîâíiñòü xn ìîíîòîííî ñïàäíà, ÿêùî xn > xn+1 ïðè âñÿêèõ n ∈ N. Ïî-
ñëiäîâíiñòü xn íàçèâà¹òüñÿ ìîíîòîííîþ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíå ç äâîõ:
àáî xn ìîíîòîííî ñïàäíà, àáî xn ìîíîòîííî çðîñòà¹.

Âæå âiäîìà íàì ïîñëiäîâíiñòü xn = 1
n
, n = 1, 2, . . . , ¹ ìîíîòîííî ñïà-

äíîþ. Iñíó¹ áàãàòî íåìîíîòîííèõ ïîñëiäîâíîñòåé, íàïðèêëàä, ïîñëiäîâ-
íiñòü xn = (−1)n íå ¹ àíi ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ, àíi ìîíîòîííî ñïàäíîþ.

Ìîíîòîííi ïîñëiäîâíîñòi âèäiëÿþòü â îêðåìèé êëàñ, òîìó ùî âîíè
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ìàþòü îäíó âàæëèâó îñîáëèâiñòü.

Òåîðåìà 1.1. ßêùî xn � ìîíîòîííà ïîñëiäîâíiñòü, òî âîíà ìà¹
ñêií÷åííó, àáî íåñêií÷åííó ãðàíèöþ. Ïðè öüîìó, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü xn

ìîíîòîííî çðîñòà¹ i îáìåæåíà çâåðõó (xn 6 M ïðè âñiõ n ∈ N), òî öÿ
ãðàíèöÿ ñêií÷åííà i lim

n→∞
xn = sup

n→∞
xn. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü

xn ìîíîòîííî ñïàäà¹ i îáìåæåíà çíèçó (xn > m ïðè âñiõ n ∈ N, òî öÿ
ãðàíèöÿ ñêií÷åííà i lim

n→∞
xn = inf

n→∞
xn).

Íàãàäà¹ìî, ùî òóò ÷èñëî M íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ âåðõíüîþ ìåæåþ
ìíîæèíè A ⊂ R, ïîçíà÷à¹òüñÿ M := supA, ÿêùî x 6 M äëÿ âñiõ x ∈ A
i, êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà ε > 0 çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíi îäèí åëå-
ìåíò xε ∈ A òàêèé, ùî xε > M − ε. (Ïåðøà ç öèõ óìîâè âêàçó¹ íà îöiíêó
çâåðõó x 6 M, à äðóãà � ùî öÿ îöiíêà ¹ òî÷íîþ). Àíàëîãi÷íî, ÷èñëî m
íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ íèæíüîþ ìåæåþ ìíîæèíè A ⊂ R, ïîçíà÷à¹òüñÿ
m := inf A, ÿêùî x > m äëÿ âñiõ x ∈ A i, êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà
ε > 0 çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíi îäèí åëåìåíò xε ∈ A òàêèé, ùî xε < m+ ε.

Ùî âàæëèâî ïàì'ÿòàòàòè?

1. Ìîíîòîííà ïîñëiäîâíiñòü çàâæäè ìà¹ ãðàíèöþ, íåìîíîòîííà � íå
çàâæäè.

2. Íàÿâíiñòü â ìîíîòîííî¨ ïîñëiäîâíîñòi ñàìå ñêií÷åííî¨ ãðàíèöi ïî-
â'ÿçàíà ç ¨¨ îáìåæåíiñòþ.

Ïðèêëàä 13. Äîâåñòè çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi

xn =

(
1− 1

2

)(
1− 1

4

)
· · ·
(
1− 1

2n

)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî:

xn+1 =

(
1− 1

2

)(
1− 1

4

)
· · ·
(
1− 1

2n

)(
1− 1

2n+1

)
,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî xn+1 = xn ·
(
1− 1

2n+1

)
6 xn. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

ïîñëiäîâíiñòü xn � ñïàäíà. Äàëi, xn > 0 ïðè êîæíîìó íàòóðàëüíîìó n ∈
N. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü xn ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ òà îáìåæåíîþ çíèçó,
òîìó âîíà çáiæíà, ïðè÷îìó, äî ñêií÷åííî¨ ãðàíèöi (äèâ. òåîðåìó 1.1). 2

Ïðèêëàä 14. Äîâåñòè çáiæíiñòü i çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi

x1 =
√
c, x2 =

√
c+

√
c, x3 =

√
c+

√
c+

√
c , . . . ,
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xn =

√
c+

√
c+ . . .+

√
c︸ ︷︷ ︸

n

, . . . , c > 0 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàóâàæèìî, ùî x2 =
√
c+ x1, x3 =

√
c+ x2, . . . , xn =√

c+ xn−1, n ∈ N. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåäåìî, ùî ïîñëi-
äîâíiñòü xn ¹ çðîñòàþ÷îþ, òîáòî, xn+1 > xn ïðè âñÿêèõ n ∈ N. Ïðè n = 1

äàíà íåðiâíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ, áî x2 =
√
c+ x1 =

√
c+

√
c > √

c = x1.
Ïðèïóñòèìî, ùî xn > xn−1 äëÿ äåÿêîãî n ∈ N. Äîâåäåìî, ùî xn+1 > xn.
Ñïðàâäi, îñêiëüêè xn+1 =

√
c+ xn, íåðiâíiñòü xn+1 > xn åêâiâàëåíòíà

íåðiâíîñòi
√
c+ xn > xn. Îñêiëüêè xn =

√
c+ xn−1, îñòàííÿ íåðiâíiñòü

îçíà÷à¹, ùî
√
c+

√
c+ xn−1 >

√
c+ xn−1, àáî, ïiäíîñÿ÷è äî êâàäðàòó,

c+
√
c+ xn−1 > c+ xn−1 .

Ñêîðî÷óþ÷è íà c â ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi, ìè áóäåìî
ìàòè, ùî √

c+ xn−1 > xn−1 ,

ùî âèêîíó¹òüñÿ ç îãëÿäó íà ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ xn > xn−1. Îòæå, ìî-
íîòîííiñòü ïîñëiäîâíîñòi xn äîâåäåíà.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ïîñëiäîâíiñòü xn îáìåæåíà çâåðõó, íàïðèêëàä,
÷èñëîì

√
c + 1. Äîâåäåìî öå iíäóêöi¹þ ïî n. Ïðè n = 1, î÷åâèäíî,

x1 6 √
c + 1. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè äåÿêîìó n = k òàêîæ xk 6 √

c + 1.

Òîäi ïðè n = k + 1 áóäåìî ìàòè: xk+1 =
√
c+ xk 6

√
c+

√
c+ 1 <√

c+ 2
√
c+ 1 =

√
c + 1. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü xn çáiæíà äî äåÿêî¨ ñêií-

÷åííî¨ ãðàíèöi a ∈ R çà òåîðåìîþ 1.1. Çíàéäåìî öå ÷èñëî a. Ç ðiâíîñòi
xn =

√
c+ xn−1 ïiäíåñåííÿì äî êâàäðàòó âèïëèâà¹, ùî x2

n = c + xn−1.
Ïåðåéäåìî òóò äî ãðàíèöi ïðè n → ∞. Áóäåìî ìàòè: a2 = c + a, àáî
a2−a− c = 0. Ðîçâ'ÿçó÷è öå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî a i âðàõîâóþ÷è, ùî a > 0,

ìà¹ìî: a =
√
4c+1+1

2
.2

1.7 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. ×è ¹ ìîíîòîííîþ: à) ñóìà äâîõ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷èõ ïîñëiäîâíîñòåé;
á) ñóìà äâîõ äîâiëüíèõ ìîíîòîííèõ ïîñëiäîâíîñòåé; â) äîáóòîê äâîõ ìî-
íîòîííî çðîñòàþ÷èõ ïîñëiäîâíîñòåé; ã) äîáóòîê äîâiëüíèõ ìîíîòîííèõ
ïîñëiäîâíîñòåé?

2. ×è ¹ ìîíîòîííîþ ÷àñòêà äâîõ ìîíîòîííèõ ïîñëiäîâíîñòåé xn òà yn
(çà óìîâè, ùî yn ̸= 0 ∀ n ∈ N)?
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3. ×è ìîæíà íàâåñòè òàêi ïîñëiäîâíîñòi xn òà yn, ùîá xn áóëà ìîíî-
òîííîþ, xn+yn òàêîæ, ìîíîòîííîþ, àëå yn � íåìîíîòîííà ïîñëiäîâíiñòü?

4. Íåõàé xn � ìîíîòîííà äîäàòíà ïîñëiäîâíiñòü. ×è áóäå ìîíîòîííîþ:
à) sinxn; á) lnxn?

5. Íåõàé a, b, c, d > 0, à ïîñëiäîâíiñòü xn � ìîíîòîííà. ×è áóäå ìîíî-
òîííîþ ïîñëiäîâíiñòü zn := axn+b

cxn+d
? ßêùî íi, çíàéäiòü óìîâè íà êîåôiöi-

¹íòè a, b, c, d çà ÿêèõ öå òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì.

1.8 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 3

Çàäà÷à 3. Äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞n=1 ¹ ìîíîòîííîþ ïî÷èíàþ-
÷è ç äåÿêîãî íîìåðà n i çíàéòè ¨¨ ãðàíèöþ.

Âàðiàíò Ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . . Âàðiàíò Ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . .

1 xn = sin sin . . . sin︸ ︷︷ ︸
n

1 16 xn = cn

n! , c > 0

2 xn = cn
k√
n!

17 xn = nk

cn , c > 1, k > 0

3 xn = nn

(n!)2
18 xn = 1

2n sin sin . . . sin︸ ︷︷ ︸
n

1

4 xn = cn

k
√

(2n)!
19 xn = nk

c2n
, c > 1, k > 0

5 xn = 1
n lnn 20 xn = 1

n2 lnn
6 xn = e−2n 21 xn = e−3n

7 xn = e−2n

n 22 xn = e−3n

n2

8 xn = cn

k
√

(2n+1)!
23 xn = cn

k
√

(3n+1)!

9 xn = 1
5n+7 24 xn = 1

5n2+8

10 xn = ln n+1
n 25 xn = ln 2n+1

n

11 xn = ln 3n+1
n 26 xn = ln 4n+1

n

12 xn = sin 1
2n 27 xn = sin 1

3n

13 xn = 6
5n+5 28 xn = 7

5n−4

14 xn = 5
5n2+3

29 xn = 4
√
2

n8

15 xn = 1
lnn2 30 xn = 1

n10+5

1.9 Êðèòåðié Êîøi

Îçíà÷åííÿ 1.5. Ïîñëiäîâíiñòü an íàçèâà¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ, ÿêùî
äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî N = N(ε), òàêå ùî |an −
am| < ε äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ m,n > N .
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Òåîðåìà 1.2. (Êðèòåðié Êîøi çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi). Ïîñëiäîâ-
íiñòü çáiãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ôóíäàìåíòàëüíà.

Çàóâàæåííÿ 1.2. Îñêiëüêè êðèòåðié Êîøi � öå íåîáõiäíà i äîñòà-
òíÿ óìîâà çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi, öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü
íå ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, òî âîíà ¹ ðîçáiæíîþ. Ïðîòèëåæíå òâåðäæåííÿ
äî òîãî, ùî ïîñëiäîâíiñòü an ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì
÷èíîì:
çíàéäåòüñÿ ε > 0 òàêå, ùî äëÿ áóäü ÿêîãî íàòóðàëüíîãî N çíàéäóòüñÿ
íàòóðàëüíi ÷èñëà n,m > N , äëÿ ÿêèõ |an − am| > ε.

Ïðèêëàä 15. Âèêîðèñòîâóþ÷è êðèòåðié Êîøi, äîâåñòè, ùî ïîñëi-
äîâíiñòü an ¹ ðîçáiæíîþ, ÿêùî

an = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå m ∈ N, à òàêîæ n = 2m. Ðîç-
ãëÿíåìî ìîäóëü ðiçíèöi åëåìåíòiâ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ïiä öèìè íîìåðàìè.
Áóäåìî ìàòè:

|an − am| = |a2m − am| =
∣∣∣∣ 1

m+ 1
+

1

m+ 2
+

1

m+ 3
+ . . .+

1

2m

∣∣∣∣ .
Îñêiëüêè âèðàç, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ïiä ìîäóëåì äîäàòíié, âiä ìîäóëÿ ìî-
æíà ïîçáàâèòèñÿ:

|an − am| =
1

m+ 1
+

1

m+ 2
+

1

m+ 3
+ . . .+

1

2m
.

Ïîìiòèìî, ùî óñi äîäàòêè áiëüøå, àáî äîðiâíþþòü 1
2m
. Çâiäñè ìà¹ìî:

|an − am| =
1

m+ 1
+

1

m+ 2
+

1

m+ 3
+ . . .+

1

2m
> m · 1

2m
=

1

2
,

àáî áiëüø êîðîòêî:

|an − am| >
1

2
.

Îòæå, ìè ìîæåìî ïîêëàñòè ε = 1
2
i òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëü-

íîãî N çíàéäóòüñÿ íàòóðàëüíi ÷èñëà n,m > N , äëÿ ÿêèõ |an − am| > 1
2

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü an íå ÿâëÿ¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ, ùî îçíà÷à¹ ùî
äëÿ íå¨ íå âèêîíó¹òüñÿ êðèòåðié Êîøi. Îòæå, âîíà ¹ ðîçáiæíîþ çà òåî-
ðåìîþ 1.2. 2

Ïðèêëàä 16. Âèêîðèñòîâóþ÷è êðèòåðié Êîøi, äîâåñòè çáiæíiñòü
ïîñëiäîâíîñòi
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xn =
sin 1

2
+

sin 2

22
+ . . .+

sinn

2n
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîâåäåìî, ùî äàíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ,
òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî N = N(ε), òàêå ùî
|xn − xm| < ε äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ m,n > N.

Îöiíèìî âèðàç |xn−xm|. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè,
ùî n > m. Òîäi

|xn−xm| =
∣∣∣∣(sin 1

2
+

sin 2

22
+ . . .+

sinn

2n

)
−
(
sin 1

2
+

sin 2

22
+ . . .+

sinm

2m

)∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣sin(m+ 1)

2m+1
+

sin(m+ 2)

2m+2
+ . . .+

sinn

2n

∣∣∣∣ .
Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî ìîäóëü ñóìè íå ïåðåâèùó¹ ñóìó ìîäóëiâ, à

òàêîæ âðàõó¹ìî òå, ùî ìîäóëü ñèíóñà ìåíøå, àáî äîðiâíþ¹ 1.∣∣∣∣sin(m+ 1)

2m+1
+

sin(m+ 2)

2m+2
+

sinn

2n

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣sin(m+ 1)

2m+1

∣∣∣∣+∣∣∣∣sin(m+ 2)

2m+2

∣∣∣∣+. . .+

∣∣∣∣sinn2n

∣∣∣∣ 6
6 1

2m+1
+

1

2m+2
+ . . .+

1

2n
.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïðàâèëîì ñóìè ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨:

1

2m+1
+

1

2m+2
+ . . .+

1

2n
=

1

2m+1
· 1− (1/2)n−m

1− 1/2
=

=
1

2m
(1− (1/2)n−m) .

Ïîìiòèìî, ùî âèðàç, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ â äóæêàõ, íå ïåðåâèùó¹ îäèíèöi.
Çâiäñè ìà¹ìî:

1

2m
(
1− (1/2)n−m

)
6 1

2m
.

Îòæå, |xn − xm| < 1
2m

.
Íà íàñòóïíîìó êðîöi ïiäáåðåìî m òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëàñÿ

íàñòóïíà íåðiâíiñòü:
1

2m
< ε .

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ¨¨, ìè îòðèìà¹ìî, ùî

2m >
1

ε
,
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m > log2
1

ε
.

Ïîêëàäåìî N =
[∣∣log2 1

ε

∣∣] + 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî

m > N , ìà¹ìî, ùî 1
2m

< ε.
Ïiäñóìîâóþ÷è óñi ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, îñòàòî÷íî ìà¹ìî, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ N =
[∣∣log2 1

ε

∣∣] + 1 òàêå, ùî äëÿ äîâiëü-
íèõ íàòóðàëüíèõ n,m > N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |xn − xm| < ε. Îòæå,
ïîñëiäîâíiñòü ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, ùî îçíà÷à¹, ùî âîíà ¹ çáiæíîþ çà
êðèòåði¹ì Êîøi çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi. 2

Ïðèêëàä 17. Âèêîðèñòîâóþ÷è êðèòåðié Êîøi, äîâåñòè çáiæíiñòü
ïîñëiäîâíîñòi

xn = 1 +
1

22
+

1

32
+ . . .+

1

n2
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè ùî n > m,
òîäi:

|xn − xm| =
∣∣∣∣ 1

(m+ 1)2
+

1

(m+ 2)2
+ . . .+

1

n2

∣∣∣∣ .
Âiä ìîäóëÿ ìîæíà ïîçáàâèòèñÿ, îñêiëüêè âèðàç ïiä ìîäóëåì áiëüøå íóëÿ:∣∣∣∣ 1

(m+ 1)2
+

1

(m+ 2)2
+ . . .+

1

n2

∣∣∣∣ = 1

(m+ 1)2
+

1

(m+ 2)2
+ . . .+

1

n2
.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ äëÿ êîæíîãî äîäàíêó íàñòóïíîþ íåðiâíiñòþ:

1

n2
<

1

n− 1
− 1

n

(äîâåäiòü ¨¨ ñàìîñòiéíî). Ìà¹ìî:

1

(m+ 1)2
+

1

(m+ 2)2
+ . . .+

1

n2
<

<
1

m
− 1

m+ 1
+

1

m+ 1
− 1

m+ 2
+

1

m+ 2
− 1

m+ 3
+ . . .+

+
1

n− 1
− 1

n
=

1

m
− 1

n
.

Ïiäñèëèìî íåðiâíiñòü ïîçáàâèâøèñü âiä ðiçíèöi:

1

m
− 1

n
<

1

m
.
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Çâiäñè ìà¹ìî: |xn − xm| < 1
m
. Ïiäáåðåìî m òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâà-

ëàñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü:
1

m
< ε .

Áóäåìî ìàòè:

m >
1

ε
.

Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ m,n > N(ε) =
[
1
ε

]
+ 1 âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü |xn − xm| < ε. Öå i îçíà÷à¹, ùî äàíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ôóíäà-
ìåíòàëüíîþ, à îòæå, çà êðèòåði¹ì Êîøi, âîíà ¹ çáiæíîþ (òåîðåìà 1.2). 2

1.10 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. ×è ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ:
à) ñóìà äâîõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé;
á) äîáóòîê äâîõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé;
â) ÷àñòêà äâîõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé?

2. ×è áóäü-ÿêà ìîíîòîííà, îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ôóíäàìåíòàëü-
íîþ?

3. ×è áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ìîíîòîííîþ i îáìå-
æåíîþ?

4. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî äîäàòíîãî ÷èñëà α 6 1 ïîñëiäîâíiñòü
xn = 1 + 1

2α
+ 1

3α
+ . . .+ 1

nα íå ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ.

5. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà α > 2 ïîñëiäîâíiñòü xn = 1 +
+ 1

2α
+ 1

3α
+ . . .+ 1

nα ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ.

6. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà a > 1 ïîñëiäîâíiñòü xn = sin 1
a

+

+ sin 2
a2

+ . . .+ sinn
an

¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ.
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1.11 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 4

Çàäà÷à 4. Âèêîðèñòîâóþ÷è êðèòåðié Êîøi, äîâåñòè çáiæíiñòü, àáî
ðîçáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi.

Âàðiàíò Ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . . Âàðiàíò Ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . .

1 xn = 1 + 1√
2
+ 1√

3
+ . . .+ 1√

n
16 xn = arcsin 1

2 + arcsin 1
22

+
+arcsin 1

23
+ . . .+ arcsin 1

2n

2 xn = cos 1
2 + cos 2

22
+ . . .+ cosn

2n 17 xn = a0 + a1q + a2q
2 + . . . + anq

n

|ak| < M äëÿ áóäü ÿêîãî k, |q| < 1

3 xn = 1
23

+ 22

33
+ . . .+ n2

(n+1)3
18 xn = 1

1·5 + 1
5·9 + . . .+ 4n−3

4n+1

4 xn = cos1!
1·2 + cos2!

2·3 + . . .+ cosn!
n·(n+1) 19 xn = sin 1

4 + sin 2
42

+ . . .+ sinn
4n

5 xn = 1 + 1
3√2

+ 1
3√3

+ . . . 3
3
√
n

20 xn = cos 1
4 + cos 2

42
+ . . .+ cosn

4n

6 xn = sin 1!
1·2 + sin 2!

2·3 + . . .+ sinn!
n·(n+1) 21 xn = 1 + 1

23
+ 1

33
+ . . .+ 1

n3

7 xn = cos 1!
5+1 + cos 2!

52+1
+ . . .+ cosn!

5n+1 22 xn = 1 + 1
3√2

+ 1
3√3

+ . . .+ 1
3
√
n

8 xn = 1 + 1
28

+ 1
38

+ . . .+ 1
n8 23 xn = sin 1!

2 + sin 2!
22

+ sin3!
23

+. . .+ sinn!
2n

9 xn = 1 + 1
4√2

+ 1
4√3

+ . . .+ 1
4√n

24 xn = cos 1!
2 + cos 2!

22
+ cos 3!

23
. . .+ cosn!

2n

10 xn = sin 1
3 + sin 2

32
+ sin 3

33
+ . . .+ sinn

3n 25 xn = 1 + 1
24

+ 1
34

+ . . .+ 1
n4

11 xn = 2
32

+ 3
42

+ . . .+ n+1
(n+2)2

26 xn = 1 + 1
5√2

+ 1
5√3

+ . . .+ 1
5
√
n

12 xn = 1 + 1
2! +

1
3! + . . .+ 1

n! 27 xn = cos 1
1·2 + cos 2

2·3 + cos 3
3·4 +. . .+ cosn

n(n+1)

13 xn = 1
22

+ 2
32

+ 3
42

+ . . .+ n
(n+1)2

28 xn = sin 1
1·2 + sin 2

2·3 + sin 3
3·4 +. . .+ sinn

n(n+1)

14 xn = 1− 1
22

+ 1
32

+ . . .+ (−1)n−1

n2 29 xn = 1 + 1
25

+ 1
35

+ . . .+ 1
n5

15 xn = 1
ln 2 + 1

ln 3 + . . .+ 1
ln(n+1) 30 xn = 1 + 1

6√2
+ 1

6√3
+ . . .+ 1

6
√
n

1.12 Âåðõíÿ òà íèæíÿ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi

Îçíà÷åííÿ 1.6. Íåõàé x1, x2, . . . , xn äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü, à n1 < n2 <
. . . < nk < . . . � çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Òîäi ïîñëi-
äîâíiñòü xn1 , xn2 , . . . , xnk

, . . . íàçèâà¹òüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi
xn.

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ïîñëiäîâ-
íiñòü 2, 4, 6 . . . ïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, âçÿòèõ â ¨õ ïðèðîäíüîìó ïî-
ðÿäêó, ¹ ¨¨ ïiäïîñëiäîâíiñòþ. Â ñâîþ ÷åðãó, ïîñëiäîâíiñòü

6, 4, 2, 8, 10, 12, 14, 16 . . .

íå ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (÷îìó?).
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Íåõàé xk − äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë. ßêùî âîíà îáìåæåíà çíè-
çó, òî ìîæíà ðîçãëÿíóòè ïîñëiäîâíiñòü in = inf

k>n
xk. Îñêiëüêè in 6 in+1

äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N, òî àáî ïîñëiäîâíiñòü in ìà¹ ñêií÷åííó ãðàíèöþ
lim
n→∞

in = l, àáî in → +∞.

Îçíà÷åííÿ 1.7. ×èñëî lim
n→∞

inf
k>n

xk íàçèâà¹òüñÿ íèæíüîþ ãðàíèöåþ

ïîñëiäîâíîñòi xk i ïîçíà÷à¹òüñÿ lim
k→∞

xk. ßêùî in → +∞, òî êàæóòü, ùî

íèæíÿ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi äîðiâíþ¹ ïëþñ íåñêií÷åííîñòi, i ïèøóòü
lim
k→∞

xk = +∞. ßêùî âèõiäíà ïîñëiäîâíiñòü xk íå îáìåæåíà çíèçó, òî

ïðè áóäü-ÿêîìó íàòóðàëüíîìó n áóäåìî ìàòè in = inf
k>n

xk = −∞. Â öüî-

ìó âèïàäêó ãîâîðÿòü, ùî íèæíÿ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi äîðiâíþ¹ ìiíóñ
íåñêií÷åííîñòi, i ïèøóòü lim

k→∞
xk = −∞.

Âðàõîâóþ÷è óñi ïåðåëi÷åíi âàðiàíòè, çàïèøåìî êîðîòêî îçíà÷åííÿ
íèæíüî¨ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi xk:

lim
k→∞

xk := lim
n→∞

inf
k>n

xk .

Àíàëîãi÷íî, ðîçãëÿäàþ÷è ïîñëiäîâíiñòü sn = sup
k>n

xk, ïðèõîäèìî äî

âèçíà÷åííÿ âåðõíüî¨ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi xk.

Îçíà÷åííÿ 1.8.

lim
k→∞

xk := lim
n→∞

sup
k>n

xk .

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ îá÷èñëåííÿ âåðõíiõ òà íèæíiõ ãðà-
íèöü ïîñëiäîâíîñòi.

Ïðèêëàä 18. xk = (−1)k, k ∈ N.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Â ïîïåðåäíiõ ïàðàãðàôàõ áóëî äîâåäåíî, ùî äàíà ïî-

ñëiäîâíiñòü ðîçáiæíà. Òèì íå ìåíø, âîíà ìà¹ âåðõíþ i íèæíþ ãðàíèöþ

lim
k→∞

xk = lim
n→∞

inf
k>n

xk = lim
n→∞

inf
k>n

(−1)k = lim
n→∞

(−1) = −1 ,

lim
k→∞

xk = lim
n→∞

sup
k>n

xk = lim
n→∞

sup
k>n

(−1)k = lim
n→∞

1 = 1 . 2

Çàóâàæåííÿ 1.3. Ó áóäü-ÿêî¨ îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi iñíó¹ ñêií-
÷åííi âåðõíÿ i íèæíÿ ãðàíèöi. Âåðõíÿ òà íèæíÿ ãðàíèöÿ iñíóþòü äëÿ
áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi (àëå ìîæóòü ïðèéìàòè íåñêií÷åííi çíà÷åííÿ).
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Ïðèêëàä 19. xk = k(−1)k , k ∈ N.
Ðîçâ'ÿçàííÿ.

lim
k→∞

k(−1)k = lim
n→∞

inf
k>n

k(−1)k = lim
n→∞

0 = 0 ,

lim
k→∞

k(−1)k = lim
n→∞

sup
k>n

k(−1)k = lim
n→∞

(+∞) = +∞ . 2

Ïðèêëàä 20. xk = k, k ∈ N.
Ðîçâ'ÿçàííÿ.

lim
k→∞

k = lim
n→∞

inf
k>n

k = lim
n→∞

n = +∞ ,

lim
k→∞

k = lim
n→∞

sup
k>n

k = lim
n→∞

(+∞) = +∞ . 2

Ïðè çíàõîäæåííi âåðõíüî¨ òà íèæíüî¨ ãðàíèöi êîðèñíèìè ¹ äåÿêi
òåîðåìè. Ïåðåä òèì ÿê ¨õ ñôîðìóëþâàòè, ââåäåìî ïîíÿòòÿ ÷àñòêîâî¨
ãðàíèöi.

Îçíà÷åííÿ 1.9. ×èñëî (àáî ñèìâîë +∞, àáî −∞) íàçèâàþòü ÷àñ-
òêîâîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (â ïîäàëüøîìó, áóäåìî ¨õ òàêîæ íàçèâà-
òè ãðàíè÷íèìè òî÷êàìè), ÿêùî â íié ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ
äî öüîãî ÷èñëà.

Òåîðåìà 1.3. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi íèæíÿ ãðàíèöÿ ¹ ¨¨ íàé-
ìåíøîþ ÷àñòêîâîþ ãðàíèöåþ, à âåðõíÿ ãðàíèöÿ � íàéáiëüøîþ ÷àñòêîâîþ
ãðàíèöåþ.

Íàñëiäîê 1.1. Ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ ãðàíèöþ (ñêií÷åííó, àáî íåñêií-
÷åííó) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè íèæíÿ i âåðõíÿ ãðàíèöÿ ñïiâïàäàþòü.

Íàñëiäîê 1.2. Ïîñëiäîâíiñòü ¹ çáiæíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çái-
ãà¹òüñÿ áóäü-ÿêà ¨¨ ïiäïîñëiäîâíiñòü.

Òåîðåìà 1.4. ßêùî A1, A2, A3 . . . Ak � ãðàíè÷íi òî÷êè ïîñëiäîâíîñòi
xn i êîæåí ÷ëåí xn ¹ õî÷à á â îäíié ç ïiäïîñëiäîâíîñòåé y1n, y2n, y3n, . . . , ykn
òàêèõ ùî

lim
n→∞

y1n = A1 ,

lim
n→∞

y2n = A2 ,

. . .

lim
n→∞

ykn = Ak ,
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òî iíøèõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê ó ïîñëiäîâíîñòi xn íåìà¹.

Ïðèêëàä 21. Çíàéòè óñi ãðàíè÷íi òî÷êè ïîñëiäîâíîñòi xn = (−1)n.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïiäïîñëiäîâíiñòü, ñêëàäåíó ç ÷ëåíiâ ç íå-
ïàðíèìè íîìåðàìè. Îñêiëüêè (−1)2k−1 = −1, äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëü-
íîãî k äàíà ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ âèãëÿä −1,−1, . . . ,−1, . . . . Î÷åâèäíî, äàíà
ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî ÷èñëà −1. Ðîçãëÿíåìî ïiäïîñëiäîâíiñòü, ñêëà-
äåíó ç ÷ëåíiâ ç ïàðíèìè íîìåðàìè. Îñêiëüêè (−1)2k = 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî
íàòóðàëüíîãî k, äàíà ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ âèãëÿä 1, 1, . . . , 1, . . . . Î÷åâèäíî,
äàíà ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî ÷èñëà 1. Äîâåäåìî, ùî iíøèõ ãðàíè÷íèõ
òî÷îê ó ïîñëiäîâíîñòi íåìà¹. Òàê ÿê êîæåí ÷ëåí âiäíîñèòüñÿ äî îäíi¹¨ ç
ïiäïîñëiäîâíîñòåé (òîìó ùî áóäü-ÿêèé íîìåð ¹ àáî ïàðíèì, àáî íåïàð-
íèì), òî iíøèõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê ïîñëiäîâíiñòü íå ìà¹. 2

Çàóâàæåííÿ 1.4. Çíàþ÷è óñi ÷àñòêîâi ãðàíèöi, íåâàæêî çíàéòè âåðõ-
íþ i íèæíþ ãðàíèöi. Ñïðàâäi, òàê ÿê äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi íèæíÿ
ãðàíèöÿ ¹ íàéìåíøîþ iç ¨¨ ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü, à âåðõíÿ ãðàíèöÿ � íàé-
áiëüøîþ, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî âåðõíÿ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi äîðiâ-
íþ¹ 1, à íèæíÿ −1, ùî ñïiâïàäà¹ ç ðåçóëüòàòîì îòðèìàíèì ðàíiøå.

Ïðèêëàä 22. Çíàéòè âåðõíþ òà íèæíþ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi

xn = 1− 1

n
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî ãðàíèöþ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi:

lim
n→∞

(
1− 1

n

)
= 1 .

Äëÿ çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, çíà÷åííÿ âåðõíüî¨ òà íèæíüî¨ ãðàíèöü, ñïiâ-
ïàäàþòü çi çíà÷åííÿì ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi. Îòæå,

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = 1 . 2

Ïðèêëàä 23. Çíàéòè âåðõíþ òà íèæíþ ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi

xn = 1 +
n

n+ 1
cos

nπ

2
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçiá'¹ìî íàøó ïîñëiäîâíiñòü íà 4 ïiäïîñëiäîâíîñòi:
x4n, x4n−1, x4n−2, x4n−3. Áóäü-ÿêèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi xn íàëåæèòü îäíié

29



ç íèõ (áî êîæíå íàòóðàëüíå ÷èñëî äà¹ îñòà÷ó 0,1,2, àáî 3 ïðè äiëåííi íà
4). Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü x4n−1. Áóäåìî ìàòè:

x4n−1 = 1 +
4n− 1

4n
cos

(4n− 1)π

2
=

= 1 +
4n− 1

4n
cos
(
2πn− π

2

)
= 1 +

4n− 1

4n
cos
(
−π

2

)
=

= 1 +
4n− 1

4n
· 0 = 1 .

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü x4n−3 :

x4n−3 = 1 +
4n− 3

4n− 2
cos

(4n− 3)π

2
=

= 1 +
4n− 3

4n− 2
cos

(
2πn− 3π

2

)
= 1 +

4n− 3

4n− 2
cos

(
−3π

2

)
=

= 1 +
4n− 3

4n− 2
· 0 = 1 .

Çíàéäåìî ãðàíèöi öèõ ïiäïîñëiäîâíîñòåé (òîáòî, çíàéäåìî äâi ÷àñòêîâi
ãðàíèöi âèõiäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi). Áóäåìî ìàòè:

lim
n→∞

x4n−1 = lim
n→∞

1 = 1 ,

lim
n→∞

x4n−3 = lim
n→∞

1 = 1 .

Çíàéäåìî ãðàíèöi iíøèõ äâîõ ïiäïîñëiäîâíîñòåé.

x4n = 1 +
4n

4n+ 1
cos

4πn

2
= 1 +

4n

4n+ 1
cos(2πn) = 1 +

4n

4n+ 1
cos(0) =

= 1 +
4n

4n+ 1
· 1 = 1 +

4n

4n+ 1
,

lim
n→∞

x4n = lim
n→∞

(
1 +

4n

4n+ 1

)
= 2

x4n−2 = 1 +
4n− 2

4n− 1
cos

(4n− 2)π

2
=

= 1 +
4n− 2

4n− 1
cos(2πn− π) = 1 +

4n− 2

4n− 1
cos(−π) =

= 1 +
4n− 2

4n− 1
· (−1) = 1− 4n− 2

4n− 1
,
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lim
n→∞

x4n−2 = lim
n→∞

(
1− 4n− 2

4n− 1

)
= 0 .

Îòæå, ìà¹ìî:
lim
n→∞

x4n = 2 ,

lim
n→∞

x4n−1 = 1 ,

lim
n→∞

x4n−2 = 0 ,

lim
n→∞

x4n−3 = 1 .

ßê âæå áóëî çàçíà÷åíî, êîæíèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi âiäíîñèòüñÿ äî îäíi¹¨
ç öèõ ïiäïîñëiäîâíîñòåé, ùî îçíà÷à¹, ùî áiëüøå ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü ó öi¹¨
ïîñëiäîâíîñòi íåìà¹. Îñêiëüêè, íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ÷àñòêîâî¨ ãðàíèöi 2,
à íàéìåíøå 0 ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê:

lim
n→∞

xn = 0

lim
n→∞

xn = 2 . 2

1.13 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Ïîáóäóâàòè ïðèêëàä ïîñëiäîâíîñòi:
à) ÿêà íå ìà¹ ñêií÷åííèõ ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü;
á) ÿêà ìà¹ ñêií÷åííó ÷àñòêîâó ãðàíèöþ, àëå íå ¹ çáiæíîþ;
â) ÿêà ìà¹ íåñêií÷åííó ìíîæèíó ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü;
ã) ÿêà ìà¹ â ÿêîñòi ñâî¹¨ ÷àñòêîâî¨ ãðàíèöi êîæíå äiéñíå ÷èñëî.

2. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå
ç ïðîñòèõ ÷èñåë, ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë?

3. ×è áóäü-ÿêà ìîíîòîííà, îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ôóíäàìåíòàëü-
íîþ?

4. ×è ñïiâïàäàþòü âåðõíÿ òà íèæíÿ ãðàíèöi ôóíäàìåíòàëüíî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi?

5. ×è ñïiâïàäàþòü âåðõíÿ òà íèæíÿ ãðàíèöi ìîíîòîííî¨ ïîñëiäîâíî-
ñòi?

6. ×è ìîæå íèæíÿ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi áóòè áiëüøîþ çà âåðõíþ
ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi?

31



7. ×è iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü, ìíîæèíà ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü ÿêî¨ ñïiâïàäà¹
ç ìíîæèíîþ ïðîñòèõ ÷èñåë?

8. ×è iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü, ìíîæèíà ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü ÿêî¨ ñïiâïàäà¹
ç âiäðiçêîì [0,1]?
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1.14 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 5

Çàäà÷à 5. Çíàéòè âåðõíþ òà íèæíþ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi.

Âàðiàíò Ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . . Âàðiàíò Ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . .

1 xn = (−1)n−1(2 + 3
n) 16 xn = 1 + n sin πn

3

2 xn = (−1)n

n + 1+(−1)n

2 17 xn = n2

1+n2 cos
πn
3

3 xn = 1+2(−1)n+1 +3 · (−1)
n(n−1)

2 18 xn = (1 + 1
n)

n · (−1)n

4 xn = n−1
n+1 cos

2πn
3 19 xn = n

n+1 sin
2 πn

3

5 xn = (−1)n · n 20 xn = 4(2− 2
n) + 3 · (−1)n

6 xn = 1 + n sin πn
2 21 xn = 1

2((
√
5 +

√
3) + (−1)n(

√
5 −

−
√
3))

7 xn = n2

1+n2 cos
2nπ
3 22 xn = (−1)n−1(4 + 5

n)

8 xn = (1 + 1
n)

n · (−1)n + sin nπ
4 23 xn = (−1)n

n3 + 3+(−1)n

4

9 xn = n
n+1 sin

2 nπ
4 24 xn = 3+4 ·(−1)n+1+5 ·(−1)

n(n−1)
2

10 xn = 3(1− 1
n) + 2(−1)n 25 xn = n−1

n+1 cos
πn
2

11 xn = 1
2((e+ π) + (−1)n(e− π)) 26 xn = 1 + n sin 2πn

3

12 xn = (−1)n−1(3 + 4
n) 27 xn = n2

1+n2 cos
πn
2

13 xn = (−1)n

n2 + 2+(−1)n

3 28 xn = (1 + 1
n)

n · (−1)n sin 2πn
3

14 xn = 2+3 ·(−1)n+1+4 ·(−1)
n(n−1)

2 29 xn = n
n+1 sin

2 πn
2

15 xn = n−1
n+1 cos

πn
3 30 xn = 1

2((
√
13 +

√
11) +

+(−1)n(
√
13−

√
11))
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1.15 ×èñëî e

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü xn =
(
1 + 1

n

)n
. Î÷åâèäíî, öÿ ïîñëiäîâíiñòü âiä-

ïîâiäà¹ íåâèçíà÷åíîñòi âèãëÿäó [1∞]. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âîíà ìîíîòîí-
íî çðîñòà¹ i îáìåæåíà, òîìó ìà¹ ñêií÷åííó ãðàíèöþ (äèâ. òåîðåìó 1.1).
Ãðàíèöþ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì e. ×èñëî e ¹ iððàöiî-
íàëüíèì (íå çîáðàæó¹òüñÿ â âèãëÿäi ÷àñòêè a/b äâîõ öiëèõ ÷èñåë) òà
òðàíñöåíäåíòíèì (íå ¹ êîðåíåì æîäíîãî ïîëiíîìà ç öiëèìè êîåôiöi¹í-
òàìè). Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïåðøèìè çíàêàìè ÷èñëà e ¹ 2, 71. Íàðàçi óñi
çíàêè ÷èñëà e íåâiäîìi, õî÷à, â òîé ñàìèé ÷àñ, ç'ÿñîâàíà äîñòàòíüî âåëèêà
êiëüêiñòü çíàêiâ ïiñëÿ êîìè. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî äëÿ íàøèõ ïîäàëüøèõ
äîñëiäæåíü òî÷íå çíà÷åííÿ öèõ çíàêiâ íå ¹ ïðèíöèïîâèì, êðiì òîãî, ðiâ-
íiñòü

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e

¹ ñàìå îçíà÷åííÿì ÷èñëà e, à íå îäíi¹þ ç éîãî âëàñòèâîñòåé.

Ïðèêëàä 24. Çíàéòè ãðàíèöþ

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

.

Ðîçâ'ÿçîê. Áóäåìî ìàòè:

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

= lim
n→∞

(
n− 1

n

)n

=

= lim
n→∞

1(
n

n−1

)n = lim
n→∞

1(
n−1+1
n−1

)n = lim
n→∞

1(
1 + 1

n−1

)n =

= lim
n→∞

1(
1 + 1

n−1

)n−1 ·
(
1 + 1

n−1

) =
1

e · 1
=

1

e
= e−1 .2
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1.16 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 6

Çàäà÷à 6. Çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi.

Âàðiàíò Ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . . Âàðiàíò Ïîñëiäîâíiñòü xn, n = 1, 2, . . .

1 xn =
(
1− 1

5n

)n
16 xn =

(
1 + 1

n

)n+4

2 xn =
(
1− 1

3n

)n
17 xn =

(
1 + 1

n

)n+5

3 xn =
(
1− 1

5n

)5n
18 xn =

(
1 + 1

n

)n+6

4 xn =
(
1− 1

n

)5n
19 xn =

(
1 + 1

n

)2n+4

5 xn =
(
1− 1

2n+1

)n
20 xn =

(
1 + 1

2n

)n+4

6 xn =
(
1− 1

5n

)2n+2
21 xn =

ln(1+ 1
n)

1
n

7 xn =
(
1 + 1

5n

)n
22 xn =

ln(1+ 1
2n)

1
n

8 xn =
(
1 + 1

3n

)n
23 xn =

ln(1+ 1
3n)

1
n

9 xn =
(
1 + 1

5n

)5n
24 xn =

ln(1+ 1
5n)

1
n

10 xn =
(
1 + 1

2n+1

)n
25 xn =

ln(1− 1
2n)

1
n

11 xn =
(

n
n+1

)n
26 xn = n(ln(n+ 1)− lnn)

12 xn =
(

n
n+1

)2n
27 xn = n(ln(2n+ 1)− lnn)

13 xn =
(

5n
n+1

)n
28 xn = n(ln(5n+ 1)− lnn)

14 xn =
(

n
n−1

)n
29 xn = n(ln(n+ 1)− ln(5n))

15 xn =
(

n
n−1

)1/n
30 xn = 5n(ln(5(n+ 1))− lnn)
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2 Ãðàíèöÿ ôóíêöi¨

2.1 Îçíà÷åííÿ i âëàñòèâîñòi ãðàíèöi ôóíêöi¨

Áóäåìî íàçèâàòè îêîëîì òî÷êè x0 ðàäióñó δ > 0 ñèìåòðè÷íèé iíòåðâàë
(x0 − δ, x0 + δ) = {x ∈ R : |x− x0| < δ} i ïîçíà÷àòè éîãî B(x0, δ). Âèêîëî-
òèì îêîëîì öi¹¨ æ òî÷êè áóäåìî íàçèâàòè öåé ñàìèé iíòåðâàë áåç ñàìî¨
òî÷êè x0. Ïîçíà÷åííÿ: B

∗(x0, δ) = (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}.
Ïåðåõîäèìî äî ïîíÿòòÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨ â òî÷öi. Â àíàëiçi ïðèéíÿòî

âèêîðèñòîâóâàòè äâà îçíà÷åííÿ ãðàíèöi, ðîçãëÿíåìî ¨õ.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f : B ∗(x0, δ0) → R âè-
çíà÷åíà â äåÿêîìó âèêîëîòîìó îêîëi B ∗(x0, δ0) òî÷êè x0. ×èñëî A ∈ R
íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0
çíàéäåòüñÿ ÷èñëî δ = δ(ε, x0) > 0 òàêå, ùî |f(x) − A| < ε ïðè âñiõ
0 < |x− x0| < δ. Ïîçíà÷åííÿ:

A = lim
x→x0

f(x) .

Òàêîæ âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ f(x) → A ïðè x → x0 òà ãîâîðÿòü,
ùî ôóíêöiÿ f ïðÿìó¹ äî ÷èñëà A ïðè x → x0.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f : B ∗(x0, δ0) → R âè-
çíà÷åíà â äåÿêîìó âèêîëîòîìó îêîëi B ∗(x0, δ0) òî÷êè x0. ×èñëî A ∈ R
íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi xn → x0, n → ∞, xn ̸= x0, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà: f(xn) → A,
n → ∞.

ßê ìè áà÷èìî, îçíà÷åííÿ 2.2 ñïèðà¹òüñÿ íà ïîíÿòòÿ çáiæíî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi, ùî îäðàçó ñòâîðþ¹ çâ'ÿçîê ãðàíèöi ôóíêöi¨ ç ãðàíèöåþ ïîñëi-
äîâíîñòi. Ç ïðèâîäó îçíà÷åíü 2.1 i 2.2 ìà¹ìî íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 2.1. Îçíà÷åííÿ 2.1 i 2.2 åêâiâàëåíòíi.

Â îçíà÷åííi 2.1 (ÿê i îçíà÷åííi 2.2) ãîëîâíèìè ¹ ñëîâà ¾äëÿ áóäü-
ÿêîãî ε¿. ßê ïðàâèëî, äëÿ äåÿêîãî ε îçíà÷åííÿ 2.1 i 2.2 âèêîíóþòüñÿ
çàâæäè (÷îìó?), òîìó öi îçíà÷åííÿ ó çàçíà÷åíié òðîõè çìiíåíié iíòåð-
ïðåòàöi¨ ôàêòè÷íî âòðà÷àþòü ñåíñ. Ùå ðàç: ÷èñëî ε ó íàñ áóäü-ÿêå, à
÷èñëî δ � äåÿêå. Çàïàì'ÿòàéòå öå!

Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ ãðàíèöi

Ïî îñi Oy ðîçãëÿíåìî ε-ñìóæêó ó âèãëÿäi âiäêðèòîãî iíòåðâàëó

B(A, ε) = (A− ε, A+ ε)
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A

A-

A+

0
x0x0 x0

- +

y=f x( )

Ox

Oy

Ìàëþíîê 2: Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ îçíà÷åííÿ 2.1

(äèâ. ìàëþíîê 2). ×èñëî A áóäå ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f â òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ
áóäü-ÿêîãî ε > 0 ìè ìîæåìî ïiäiáðàòè ïî îñi Ox iíòåðâàë (x0−δ, x0+δ)
òàê, ùîá âñi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f â öüîìó iíòåðâàëi (çà âèêëþ÷åííÿì
òî÷êè x0) ïîòðàïëÿëè â ε-ñìóæêó B(A, ε).

Çâåðíiòü óâàãó, ùî â îçíà÷åííi ãðàíèöi íå ïðèïóñêà¹òüñÿ âèçíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ â ñàìié òî÷öi x0, à ëèøå â äåÿêîìó âèêîëîòîìó ¨¨ îêîëi. Òàêå
ïðèïóùåííÿ ðîáèòüñÿ ç ìåòîþ áiëüø øèðîêî¨ ñòåïåíi çàãàëüíîñòi öüîãî
îçíà÷åííÿ, áî iñíó¹ áàãàòî ôóíêöié, íå âèçíà÷åíèõ â ñàìié òî÷öi, àëå ÿêi
ìàþòü òàì ñêií÷åííó ãðàíèöþ. Íàïðèêëàä, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ
φ(x) = sinx

x
ìà¹ ãðàíèöþ ïðè x → 0 i âîíà äîðiâíþ¹ 1; â òîé ñàìèé ÷àñ,

ñàìà ôóíêöiÿ íå âèçíà÷åíà â òî÷öi x0 = 0.

Ç îçíà÷åííÿ ãðàíèöi îäðàçó âèïëèâà¹, ùî:

1) Ôóíêöiÿ f(x) = x+ c ìà¹ ãðàíèöþ â áóäü-ÿêié òî÷öi x0 ïðè áóäü-
ÿêié ñòàëié c ∈ R, i âîíà äîðiâíþ¹ x0 + c;

2) Ôóíêöiÿ f(x) = c, c ∈ R, ìà¹ ãðàíèöþ â áóäü-ÿêié òî÷öi x0 i âîíà
äîðiâíþ¹ c (¾êîíñòàíòà ïðÿìó¹ ñàìà äî ñåáå¿).
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Äåÿêi âëàñòèâîñòi ãðàíèöü ôóíêöi¨

Íåõàé ôóíêöi¨ f i g âèçíà÷åíi â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0 i ìàþòü
ãðàíèöi A = lim

x→x0

f(x) i B = lim
x→x0

g(x).Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1) ãðàíèöi ôóíêöié f i g ¹äèíi (òîáòî, ÷èñëà A i B, ÿêùî âîíè iñíó-
þòü, âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî);

2) iñíó¹ ãðàíèöÿ ôóíêöié λ · f(x) (λ ∈ R), f(x) ± g(x) i f(x) · g(x),
ïðè÷îìó

lim
x→x0

(λ · f(x)) = λ · lim
x→x0

f(x) = λA ,

lim
x→x0

(f(x)± g(x)) = lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x) = A±B ,

lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x) = A ·B ;

3) ÿêùî äîäàòêîâî B ̸= 0, òî iñíó¹ ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ f(x)
g(x)

, ïðè÷îìó

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
=

A

B
;

4) iñíó¹ ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ |f(x)| ïðè x → x0, ïðè÷îìó

lim
x→x0

|f(x)| = | lim
x→x0

f(x)| = |A| .

Ãðàíèöÿ ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨

5) Íåõàé ôóíêöiÿ f : B(x0, ε0) \ x0 → R âèçíà÷åíà â äåÿêîìó âè-
êîëîòîìó îêîëi B ∗(x0, ε0) = B(x0, ε0) \ {x0} òî÷êè x0, à ôóíêöiÿ g :
B(y0, ε1) \ {y0} → R âèçíà÷åíà â äåÿêîìó âèêîëîòîìó îêîëi B ∗(y0, ε1) =
B(y0, ε1)\{y0} òî÷êè y0, ïðè÷îìó ∃ lim

x→x0

f(x) = y0 i ∃ lim
y→y0

g(y) := A, êðiì

òîãî, f(x) ̸= y0 ïðè x ∈ B(x0, ε0) \ {x0}. Òîäi

∃ lim
x→x0

g(f(x)) = A .

Íåïåðåðâíi ôóíêöi¨

Ôóíêöiÿ f : B(x0, ε0) → R íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ ó òî÷öi x0, ÿêùî
lim
x→x0

f(x) = f(x0). Îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi âêëþ÷à¹ äî ñåáå âèçíà÷åíiñòü

ôóíêöi¨ f ó ñàìié òî÷öi x0. Çãiäíî âëàñòèâîñòåé 1)�4), íàâåäåíèõ âèùå,
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ñóìà, ðiçíèöÿ, äîáóòîê, ÷àñòêà (ÿêùî çíàìåííèê íå äîðiâíþ¹ íóëþ) i
ñóïåðïîçèöiÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.

Íåõàé A � âiäðiçîê, iíòåðâàë, àáî ïiâiíòåðâàë (ñêií÷åííèé àáî íå-
ñêií÷åííèé). Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ íà ìíîæèíi A, ÿêùî
ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíîþ â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè A. Êëàñ óñiõ ôóíêöié,
íåïåðåðâíèõ íà A, ïîçíà÷à¹òüñÿ C(A). Áåç äîâåäåííÿ ïðèéìåìî íàñòóïíó

Òåîðåìà 2.1. Óñi åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨ (ñòåïåíåâà, ïîêàçíèêîâà,
äðîáîâî-ëiíiéíà, ëîãàðèôìi÷íà, òðèãîíîìåòðè÷íi) ¹ íåïåðåðâíèìè â îáëà-
ñòi ñâîãî âèçíà÷åííÿ. Çîêðåìà, lim

x→x0

xα = xα
0 äëÿ áóäü-ÿêîãî α > 0 i áóäü-

ÿêîãî x0 ∈ R. Òàê ñàìî, lim
x→x0

ex = ex0 , lim
x→x0

sin x = sinx0 äëÿ áóäü-ÿêîãî

x0 ∈ R, i ò.ï.
Ïðèêëàä 25. Îá÷èñëèòè

lim
x→4

(
5(x+ 3)− x

x− 3

)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, âèðàç ïiä ãðàíèöåþ íå ìiñòèòü íåâèçíà÷åíî-
ñòåé ïðè x → 4, à âñi âèðàçè ïiä çíàêîì ãðàíèöi � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ â
îêîëi òî÷êè x0 = 4. Â òàêîìó âèïàäêó, çàëèøà¹òüñÿ ïiäñòàâèòè ïiä çíàê
ãðàíèöi 4 çàìiñòü x. Áóäåìî ìàòè:

lim
x→4

(
5(x+ 3)− x

x− 3

)
= 5(4 + 3)− 4

4− 3
= 35− 4 = 31 . 2

Ïðèêëàä 26. Îá÷èñëèòè

lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x− 1
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäñòàíîâêîþ x 7→ 1 ó ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê äàíîãî
âèðàçó, ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî îáèäâà âîíè ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè x → 1.
Îòæå, ìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü

[
0
0

]
.

Ùîá ¨¨ ïîçáàâèòèñÿ, ðîçêëàäåìî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê íà ìíîæíè-
êè. Çà ôîðìóëîþ ðiçíèöi êâàäðàòiâ ìè îäðàçó îòðèìó¹ìî x2 − 1 = (x −
1)(x+ 1). Ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ 2x2 − x− 1 = 0 ÷åðåç äèñêðèìèíàíò, ìè
îòðèìó¹ìî, ùî x1 = 1, x2 = −1

2
. Îòæå, 2x2 − x − 1 = 2 (x− 1)

(
x+ 1

2

)
.

Âðàõîâóþ÷è äàíi îá÷èñëåííÿ, à òàêîæ âëàñòèâîñòi 1)�4) íà ñòîðiíöi 38,
ìè áóäåìî ìàòè, ùî

lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x− 1
= lim

x→1

(x− 1)(x+ 1)

2 (x− 1)
(
x+ 1

2

) = lim
x→1

x+ 1

2
(
x+ 1

2

) =
1 + 1

2(1 + 1
2
)
=

2

3
.2
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Ïðèêëàä 27. Îá÷èñëèòè

lim
x→1

x3 − 3x+ 2

x4 − 4x+ 3
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäñòàíîâêîþ x 7→ 1 ó ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê äàíîãî
âèðàçó, ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî îáèäâà âîíè ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè x → 1.
Îòæå, ìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü

[
0
0

]
.

Ïîäàëüøèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïîëÿãà¹ â ðîçêðèòòi öi¹¨ íåâèçíà÷åíîñòi.
Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ Áåçó: ÿêùî ïîëiíîì p(x) ìà¹ êîðåíåì
÷èñëî x0 = 1, òî âií äiëèòüñÿ áåç ðåøòè íà x− x0, òîáòî,

x3 − 3x+ 2 = (x− 1)q(x) ,

äå q(x) � äåÿêié íåâiäîìèé ïîëiíîì ñòåïåíi 2. Çíàéäåìî q(x) äiëåííÿì
x3 − 3x+ 2 ó ñòîâï÷èê íà x− 1. Áóäåìî ìàòè:

x3−3x+2 x− 1
x3−x2 x2 + x− 2
x2−3x+2
x2 −x
−2x+2
−2x+2

0

Îòæå, x3 − 3x+ 2 = (x− 1)(x2 + x− 2), q(x) = x2 + x− 2.

Àíàëîãi÷íî, çà òåîðåìîþ Áåçó

x4 − 4x+ 3 = (x− 1)q1(x) ,

äå q1(x) � äåÿêié íåâiäîìèé ïîëiíîì ñòåïåíi 2. Çíàéäåìî éîãî äiëåííÿì
x4 − 4x+ 3 ó ñòîâï÷èê íà x− 1. Áóäåìî ìàòè:

x4−4x+3 x− 1
x3−4x+3 x3 + x2 + x− 3
x3−4x+3
x3−x2

x2−4x+3
x2 −x
−3x+3
−3x+3

0
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Îòæå, x4 − 4x + 3 = (x − 1)(x3 + x2 + x − 3), q1(x) = x3 + x2 + x − 3. Â
òàêîìó âèïàäêó,

lim
x→1

x3 − 3x+ 2

x4 − 4x+ 3
= lim

x→1

(x− 1)(x2 + x− 2)

(x− 1)(x3 + x2 + x− 3)
=

= lim
x→1

x2 + x− 2

x3 + x2 + x− 3
. (2.1.1)

Çíîâó ìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü
[
0
0

]
. Äëÿ òîãî, ùîá ¨¨ ïîçáóòèñÿ, ñëiä ùå ðàç

ïðîâåñòè òó ñàìó ïðîöåäóðó: ïîäiëèòè â ñòîâï÷èê ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê
âèðàçó (2.1.1) íà x− 1. Áóäåìî ìàòè:

x3+x2+x−3 x− 1
x3−x2 x2 + 2x+ 3
2x2 +x−3
2x2−2x

3x−3
3x−3

0

Îòæå, x3 + x2 + x − 3 = (x − 1)(x2 + 2x + 3). Øëÿõîì çíàõîäæåííÿ
êîðåíiâ ïîëíîìó ÷åðåç äèñêðèìèíàíò (àáî çà òåîðåìîþ Âi¹òà) áóäåìî
ìàòè: x2 + x− 2 = (x− 1)(x+ 2). Òîäi

x2 + x− 2

x3 + x2 + x− 3
=

(x− 1)(x+ 2)

(x− 1)(x2 + 2x+ 3)
=

x+ 2

x2 + 2x+ 3
. (2.1.2)

Òîäi ç (2.1.1) òà (2.1.2), à òàêîæ ç îãëÿäó íà âëàñòèâîñòi 1)�4) íà ñòîðií-
öi 38, ìè îòðèìà¹ìî, ùî

lim
x→1

x3 − 3x+ 2

x4 − 4x+ 3
= lim

x→1

x+ 2

x2 + 2x+ 3
=

1 + 2

12 + 2 · 1 + 3
=

3

6
=

1

2
. 2

Ïðèêëàä 28. Îá÷èñëèòè

lim
x→1

(
m

1− xm
− n

1− xn

)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü [∞ − ∞]. Øëÿõîì ïåðåòâîðåíü
ïîçáóäåìîñÿ ¨¨. Âèêîðèñòîâóþ÷è äiëåííÿ â ñòîâï÷èê (ÿê ó ïðèêëàäi 27),
áóäåìî ìàòè:

xm − 1 = (x− 1)(xm−1 + xm−2 + . . .+ x+ 1) ,
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xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1) .

Òîäi, çâîäÿ÷è âèðàç ïiä çíàêîì ãðàíèöi äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà, áóäåìî
ìàòè:

m

1− xm
− n

1− xn
= −

(
m

xm − 1
− n

1− xn

)
= (2.1.3)

= −
(

m

(x− 1)(xm−1 + xm−2 + . . .+ x+ 1)
− n

(x− 1)(xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1)

)
=

= −m (xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1)− n(xm−1 + xm−2 + . . .+ x+ 1)

(x− 1)(xm−1 + xm−2 + . . .+ x+ 1)(xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1)
.

Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëî x0 = 1 ¹ êîðåíåì ÷èñåëüíèêó ó âèðàçi (2.1.3), òîìó
öåé âèðàç äiëèòüñÿ íàöiëî íà x − 1 çà òåîðåìîþ Áåçó. Äiëÿ÷è éîãî â
ñòîâï÷èê, áóäåìî ìàòè:

m
(
xn−1 + xn−2 + . . .+ x

)
− n

(
xm−1 + xm−2 + . . .+ x

)
=

= (x− 1)
(
mxn−2 + 2mxn−3 + . . .+m(n− 1)−

−nxm−2 − 2nxm−3 − . . .− (m− 1)n
)
. (2.1.4)

Ç (2.1.3) òà (2.1.4) âèïëèâà¹, ùî

m

1− xm
− n

1− xn
= (2.1.5)

= −mxn−2 + 2mxn−3 + . . .+m(n− 1)− nxm−2 − 2nxm−3 − . . .− (m− 1)n

(xm−1 + xm−2 + . . .+ x+ 1)(xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1)
.

Ó ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (2.1.5) íåâèçíà÷åíîñòi ïðè x → 1 âæå íåìà. Ó
÷èñåëüíèêó ñóìà äâîõ àðèôìåòè÷íèõ ïðîãðåñié:

lim
x→1

(
mxn−2 + 2mxn−3 + . . .+m(n− 1)− nxm−2 − 2nxm−3 − . . .− (m− 1)n

)
=

= m+ 2m+ . . .+m(n− 1)− n− 2n− . . .− (m− 1)n =

=
m+m(n− 1)

2
· (n− 1) +

n+ n(m− 1)

2
· (m− 1) =

mn(n−m)

2
. (2.1.6)

Î÷åâèäíî, êðiì òîãî, ùî

lim
x→1

(
(xm−1 + xm−2 + . . .+ x+ 1)(xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1)

)
= (2.1.7)

= (1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n

) · (1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
m

) = mn .
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Ïî¹äíóþ÷è (2.1.5), (2.1.6) i (2.1.7), ç îãëÿäó íà òåîðåìó ïðî àðèôìåòè÷íi
äi¨ íàä ãðàíèöÿìè (âëàñòèâîñòi 1)�4) íà ñòîðiíöi 38) ìè îòðèìà¹ìî, ùî

lim
x→1

(
m

1− xm
− n

1− xn

)
= −mn(n−m)

2mn
=

m− n

2
. 2

2.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. ×è ¹ âiðíèì òâåðäæåííÿ: ¾íåõàé ôóíêöi¨ f i g âèçíà÷åíi â äåÿêîìó
îêîëi òî÷êè x0 i ìàþòü ãðàíèöi A = lim

x→x0

f(x) i B = lim
x→x0

g(x), g(x) ̸= 0,

òîäi ïðè x → x0 ìà¹ ãðàíèöþ ôóíêöiÿ φ(x) = f(x)
g(x)

i âîíà äîðiâíþ¹ A
B
¿?

2. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ f(x) ¹ îáìåæåíîþ â äåÿêîìó âèêîëî-
òîìó îêîëi U òî÷êè x0 (òîáòî, iñíó¹ ñòàëà C > 0 òàêà, ùî |f(x)| 6 C ïðè
x ∈ U), à ôóíêöiÿ g(x) ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ ïðè x → x0 (òîáòî, g(x) → 0
ïðè x → x0), òî ôóíêöiÿ φ(x) := f(x) · g(x) ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ ïðè
x → x0.

3. Íåõàé

f(x) = x sin
1

x
, g(x) =

{
1 , x ̸= 0,

0, x = 0
.

Çà íàâåäåíîþ âèùå âïðàâîþ 2 f(x) = x sin 1
x
→ 0 ïðè x → 0, îñêiëüêè

f(x) = x � íåñêií÷åííî ìàëà ôóíêöiÿ ïðè x → 0, à g(x) = sin 1
x
, |g(x)| 6 1

ïðè x ̸= 0, � îáìåæåíà ôóíêöiÿ â äåÿêîìó âèêîëîòîìó îêîëi òî÷êè x0 = 0.
Ðîçãëÿíåìî ñêëàäíó ôóíêöiþ F (x) = g(f(x)). Äîâåäåìî, ùî öÿ ôóí-

êöiÿ íå ìà¹ ãðàíèöi â íóëi. Äiéñíî, ÿêùî ïîêëàñòè xn = 1
πn
, n = 1, 2, . . . ,

òî

F (xn) = g(f(xn)) = g(sin πn) = g(0) = 0 → 0 ïðè n → ∞ .

ßêùî æ ïîêëàñòè yn = 1
π/2+2πn

, n = 1, 2, . . . , òî

F (yn) = g(f(yn)) = g(sin(π/2 + 2πn)) = g(1) = 1 → 1 ïðè n → ∞ .

ßêùî ôóíêöiÿ F ìàëà á ãðàíèöþ ïðè x → 0, òî ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ 2.2
ôóíêöiÿ F ìà¹ îäíî÷àñíî ïðÿìóâàòè ÿê äî 0, òàê i äî 1, ùî ñóïåðå÷èòü
¹äèíîñòi ãðàíèöi ôóíêöi¨ F (âëàñòèâiñòü 1) íà ñòîðiíöi 38).

Âèñíîâîê: ñêëàäíà ôóíêöiÿ F (x) = g(f(x)) íå ìà¹ ãðàíèöi ïðè x → 0;
ó òîé ñàìèé ÷àñ, çà ñêàçàíèì âèùå, êîæíà ç ôóíêöié f òà g ìà¹ ãðàíèöþ
ïðè x → 0. ×è íå ñóïåðå÷èòü öåé ôàêò âëàñòèâîñòi 5) íà ñòîðií-
öi 38 ïðî iñíóâàííÿ ãðàíèöi ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨?
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4. Ðîçãëÿíåìî îçíà÷åííÿ 2.2:

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f : B ∗(x0, δ0) → R âèçíà÷åíà â äåÿêîìó
âèêîëîòîìó îêîëi B ∗(x0, δ0) òî÷êè x0. ×èñëî A ∈ R íàçèâà¹òüñÿ ãðà-
íèöåþ ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi xn → x0,
n → ∞, xn ̸= x0, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà: f(xn) → A, n → ∞.

×è ìîæíà â öüîìó îçíà÷åííi ïîçáóòèñÿ óìîâè xn ̸= x0 : à) ÿêùî íå
âiäîìî, ùî ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â ñàìié òî÷öi x0?; á) ÿêùî âiäîìî, ùî
ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â ñàìié òî÷öi x0? ×è çìiíèòüñÿ ñàì çìiñò ¾íîâîãî¿
îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨ ó âèïàäêó á) ó ïîðiâíÿííi ç ¾îðèãiíàëüíèì¿
ôîðìóëþâàííÿì îçíà÷åííÿ 2.2?

5. ×è ìîæíà íàâåñòè ïðèêëàä ôóíêöié f i g, âèçíà÷åíèõ â äåÿêîìó
âèêîëîòîìó îêîëi òî÷êè x0 ∈ R òàêèõ, ùî:

à) ôóíêöiÿ f ìà¹ ãðàíèöþ â òî÷öi x0, ôóíêöiÿ g íå ìà¹ ãðàíèöi â
òî÷öi x0, à ôóíêöiÿ F (x) = f(x) · g(x) ìà¹ ãðàíèöþ â òî÷öi x0?;

á) ôóíêöiÿ f ìà¹ ãðàíèöþ â òî÷öi x0, ôóíêöiÿ g íå ìà¹ ãðàíèöi â
òî÷öi x0, à ôóíêöiÿ F (x) = f(x) · g(x) íå ìà¹ ãðàíèöi â òî÷öi x0?

â) ôóíêöiÿ f íå ìà¹ ãðàíèöi â òî÷öi x0, ôóíêöiÿ g íå ìà¹ ãðàíèöi â
òî÷öi x0, à ôóíêöiÿ F (x) = f(x) · g(x) ìà¹ ãðàíèöþ â òî÷öi x0?

6. ×è ìîæíà íàâåñòè ïðèêëàä ôóíêöié f i g, âèçíà÷åíèõ â äåÿêîìó
âèêîëîòîìó îêîëi òî÷êè x0 ∈ R òàêèõ, ùî:

à) ôóíêöiÿ f ìà¹ ãðàíèöþ â òî÷öi x0, ôóíêöiÿ g íå ìà¹ ãðàíèöi â
òî÷öi x0, à ôóíêöiÿ F (x) = f(x) + g(x) ìà¹ ãðàíèöþ â òî÷öi x0?;

á) ôóíêöiÿ f ìà¹ ãðàíèöþ â òî÷öi x0, ôóíêöiÿ g íå ìà¹ ãðàíèöi â
òî÷öi x0, à ôóíêöiÿ F (x) = f(x) + g(x) íå ìà¹ ãðàíèöi â òî÷öi x0?

â) ôóíêöiÿ f íå ìà¹ ãðàíèöi â òî÷öi x0, ôóíêöiÿ g íå ìà¹ ãðàíèöi â
òî÷öi x0, à ôóíêöiÿ F (x) = f(x) + g(x) ìà¹ ãðàíèöþ â òî÷öi x0?

7. ×è ìîæíà íàâåñòè ïðèêëàä ôóíêöié f i g, âèçíà÷åíèõ â äåÿêîìó
âèêîëîòîìó îêîëi òî÷êè x0 ∈ R òàêèõ, ùî:

à) ôóíêöiÿ F (x) := f + g ìà¹ ãðàíèöþ â òî÷öi x0, à ôóíêöiÿ G(x) =
f(x) · g(x) íå ìà¹ ãðàíèöi â òî÷öi x0?;

á) ôóíêöiÿ F (x) := f+g íå ìà¹ ãðàíèöi â òî÷öi x0, à ôóíêöiÿ G(x) =
f(x) · g(x) ìà¹ ãðàíèöþ â òî÷öi x0?;

â) ôóíêöi¨ F (x) := f + g òà G(x) = f(x) · g(x) íå ìàþòü ãðàíèöi â

òî÷öi x0, à ôóíêöiÿ H(x) = f(x)
g(x)

ìà¹ ãðàíèöþ â òî÷öi x0?;

8. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â äåÿêîìó âèêîëîòîìó ïðà-
âîìó ïiâîêîëi (x0, x0 + δ0) òî÷êè x0. ×èñëî A ∈ R íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ
ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0 ïðàâîðó÷, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ
÷èñëî δ = δ(ε, x0) > 0 òàêå, ùî |f(x) − A| < ε ïðè âñiõ x ∈ (x0, x0 + δ).
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Ïîçíà÷åííÿ:
A = lim

x→x0+0
f(x) .

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â äåÿêîìó âèêîëîòîìó ëiâîìó
ïiâîêîëi (x0−δ0, x0) òî÷êè x0. ×èñëî A ∈ R íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨
f ó òî÷öi x0 ëiâîðó÷, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ ÷èñëî δ =
δ(ε, x0) > 0 òàêå, ùî |f(x)−A| < ε ïðè âñiõ x ∈ (x0 − δ, x0). Ïîçíà÷åííÿ:

A = lim
x→x0−0

f(x) .

Äîâåäiòü, ùî ôóíêöiÿ f, âèçíà÷åíà â äåêîìó âèêîëîòîìó îêîëi òî÷êè
x0, ìà¹ ãðàíèöþ â öié òî÷öi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ìà¹ ãðàíèöþ ïðà-
âîðó÷, ãðàíèöþ ëiâîðó÷, i öi ãðàíèöi ñïiâïàäàþòü, ïðè÷îìó, ñïiâïàäàþòü
ç ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f ó äàíié òî÷öi.
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2.3 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 7

Çàäà÷à 7. Çíàéòè lim
x→x0

f(x), ÿêùî ôóíêöiÿ f i òî÷êà x0 çàäàíi äëÿ êî-

æíîãî ç âàðiàíòiâ.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), òî÷êà x0 Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), òî÷êà x0

1 f(x) = (1+x)(1+2x)(1+3x)−1
x , x0 = 0 16 f(x) = x10−1

x5−1
, x0 = 1

2 f(x) = (1+2x)(1+3x)(1+4x)−1
x , x0 = 0 17 f(x) = x9−1

x5−1
, x0 = 1

3 f(x) = (1+x)(1+2x)(1+3x)−1
5x , x0 = 0 18 f(x) = x8−1

x5−1
, x0 = 1

4 f(x) = (1+2x)(1+3x)(1+4x)−1
5x , x0 = 0 19 f(x) = x10−1

x9−1
, x0 = 1

5 f(x) = (1+x)5−(1+5x)
x2+x5 , x0 = 0 20 f(x) = xm−1

xn−1 , x0 = 1, m, n ∈ N
6 f(x) = x2−5x+6

x2−8x+15
, x0 = 3 21 f(x) = ln x10−1

x9−1
, x0 = 1

7 f(x) = 2x2−10x+12
x2−8x+15

, x0 = 3 22 f(x) = sin x10−1
x9−1

, x0 = 1

8 f(x) = 3x2−15x+18
x2−8x+15

, x0 = 3 23 f(x) =
(
x10−1
x9−1

)2
, x0 = 1

9 f(x) = x4−3x+2
x5−4x+3

, x0 = 1 24 f(x) =
(
x10−1
x9−1

)3
, x0 = 1

10 f(x) = 2x4−6x+4
x5−4x+3

, x0 = 1 25 f(x) = sin ln x10−1
x9−1

, x0 = 1

11 f(x) = x4−3x+2
2x5−8x+6

, x0 = 1 26 f(x) = sin cos x10−1
x9−1

, x0 = 1

12 f(x) = x3−2x−1
x5−2x−1

, x0 = −1 27 f(x) = ln sin cos x10−1
x9−1

, x0 = 1

13 f(x) = x100−2x+1
x50−2x+1

, x0 = 1 28 f(x) = ln xm−1
xn−1 , x0 = 1, m, n ∈ N

14 f(x) = x3−2x2−4x+8
x4−8x2+16

, x0 = 2 29 f(x) = x+x2+...+xn−n
x−1 , x0 = 1

15 f(x) = x4−8x2+16
x3−2x2−4x+8

, x0 = 2 30 f(x) = sin3
(
x8−1
x5−1

)3
, x0 = 1
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2.4 ×óäîâi ãðàíèöi

Ìè âæå ïîáà÷èëè, ùî îá÷èñëåííÿ ãðàíèöü ïîâ'ÿçàíî ç ðîçêðèòòÿì íå-
âèçíà÷åíîñòåé. Äàëåêî íå çàâæäè öå ¹ ëåãêèì ïðîöåñîì. Íàâiòü ó âè-
ïàäêó ïîëiíîìiàëüíèõ i äðîáîâî-ëiíiéíèõ âèðàçiâ, ÿê öå áóëî ïðè ðîç-
ãëÿäàííi ïðèêëàäiâ 26�28, ìè ìàëè ñïðàâó ç äåÿêèìè ïåðåòâîðåííÿìè,
ùî çàéìàþòü ÿê ìåíøå ñòîðiíêè (ïðèêëàäè 26�27), òàê i çíà÷íî áiëüøå
(ïðèêëàä 28). Çàãàëüíîþ iäå¹þ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðèêëàäiâ 26�28 ¹ ðîçêëàä
âèðàçiâ íà ìíîæíèêè; â òîé ñàìèé ÷àñ, ¹ áàãàòî ïðèêëàäiâ, äå öåé ïðè-
éîì íå äàñòü áàæàíîãî ðåçóëüòàòó. Òàêîæ ñåðåä öèõ ïðèêëàäiâ ¹ ÷èìàëî
òàêèõ, äå ¾çàãàëüíà iäåÿ¿ íå âãàäó¹òüñÿ, áî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íå
ïîçáàâëÿþòü íåâèçíà÷åíîñòåé i íå ðîçêðèâàþòü ¨õ.

Ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ ðîçâ'ÿçàííÿ òàêîãî òèïó çàäà÷ âïðîâàäæåíî ïî-
íÿòòÿ ÷óäîâèõ ãðàíèöü. ×óäîâi ãðàíèöi � öå çàãàëîì ï'ÿòü ðiâíîñòåé,
ÿêi ñëiä çàïàì'ÿòàòè. Âîíè øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â çàãàëüíié ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði, êîæíà ïî çàìîâ÷óâàííþ ìà¹ ñâié íîìåð. Ñïðà-
âåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. � ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) lim
x→0

sinx

x
= 1 ,

2) lim
x→0

(1 + x)1/x = e ,

3) lim
x→0

ax − 1

x
= ln a , a > 0, a ̸= 1 ,

4) lim
x→0

loga(1 + x)

x
=

1

ln a
, a > 0, a ̸= 1 ,

5) lim
x→0

(1 + x)β − 1

x
= β , β ∈ R .

Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ÷óäîâà ãðàíèöÿ ¾ïðèâ'ÿçàíà¿ äî ôóíêöié ïåâ-
íîãî òèïó. Ïðè ñïðàâi ç òðèãîíîìåòðè÷íèìè ôóíêöiÿìè ñëiä ¾âèõîäèòè¿
íà ïåðøó ÷óäîâó ãðàíèöþ, ñòåïåíåâèìè � íà ï'ÿòó, ëîãàðèôìi÷íèìè � íà
÷åòâåðòó. Ïðè ðîáîòi ç âèðàçàìè ¾âèðàç ó ñòåïåíi âèðàç¿ ìè ïðàöþ¹ìî
ç äðóãîþ ÷óäîâîþ ãðàíèöåþ. ßêùî ó íåâèçíà÷åíîñòi ïðèñóòíÿ ïîêàçíè-
êîâà ôóíêöiÿ, òî öå ¹ ìîäèôiêàöi¹þ òðåòüî¨ ÷óäîâî¨ ãðàíèöi. Ñëiä òàêîæ
ðîçóìiòè, ùî ïî çàäàíîìó âèðàçó ìàéæå çàâæäè âèäíî, äî ÿêî¨ ÷óäîâî¨
ãðàíèöi éîãî ìîæíà çâåñòè. Ìè ïîáà÷èìî öå íà ïðèêëàäàõ, êîòði ðîçãëÿ-
äàòèìóòüñÿ íèæ÷å.
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Åêâiâàëåíòíi ôóíêöi¨

Âëàñòèâîñòi 1)�5) äóæå òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç ïîíÿòòÿì åêâiâàëåíòíèõ
ôóíêöié, ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðè îá÷èñëåííÿõ i çíà÷íî ïîëåãøà¹ îá-
÷èñëåííÿ ãðàíèöü.

Ôóíêöi¨ f i g, âèçíà÷åíi â äåÿêîìó âèêîëîòîìó îêîëi òî÷êè x0, íàçè-
âàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè ïðè x → x0, ÿêùî iñíó¹ ôóíêöiÿ φ, âèçíà÷åíà â
äåÿêîìó âèêîëîòîìó îêîëi U òî÷êè x0, òàêà ùî f(x) = g(x) ·φ(x) ïðè âñiõ
x ∈ U, ïðè÷îìó lim

x→x0

φ(x) = 1. Ïîçíà÷åííÿ: f ∼ g ïðè x → x0. Çîêðåìà, ç

îãëÿäó íà âëàñòèâîñòi 1)�5) ìà¹ìî: sinx ∼ x ïðè x → 0, (1+x)β − 1 ∼ xβ
ïðè x → 0 i ò.ï. Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà

Òåîðåìà 2.3. (i) ßêùî ôóíêöi¨ f i g åêâiâàëåíòíi ïðè x → x0 i õî÷à
á îäíà ç íèõ ìà¹ ãðàíèöþ ïðè x → x0, òî lim

x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x). (ii) ßêùî

ôóíêöi¨ f i g åêâiâàëåíòíi ïðè x → x0 i, êðiì òîãî, h � äåÿêà ôóíêöiÿ,
âèçíà÷åíà â äåÿêîìó âèêîëîòîìó îêîëi òî÷êè x0, òî fh ∼ gh ïðè x → x0.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Òâåðäæåííÿ (ii) òåîðåìè 2.3 îçíà÷à¹, ùî áóäü-
ÿêi ìíîæíèêè ó âèðàçàõ ìîæíà çìiíþâàòè íà åêâiâàëåíòíi äî íèõ. Ïiä-
êðåñëèìî, ùî öå ïðàâèëî íå ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ íà äîäàíêè. Ðîçãëÿíåìî,
íàïðèêëàä, ôóíêöiþ φ(x) = sinx − x. ßêùî äîäàíêè ìîæíà áóëî á çìi-
íþâàòè íà åêâiâàëåíòíi, òî ìè ìàëè á çà ïåðøîþ ÷óäîâîþ ãðàíèöåþ, ùî
sin x− x ∼ 0 ïðè x → 0. Ïðîòå, ç óìîâè φ(x) ∼ 0 âèïëèâà¹, ùî φ(x) ≡ 0
ó äåÿêîìó îêîëi íóëÿ (îá ðóíòóéòå öå!). Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü âêàçó¹
íà òå, ùî sin x− x ̸∼ 0 ïðè x → 0.

Çâåðíåìîñÿ äî ïðèêëàäiâ ç âèêîðèñòàííÿì ÷óäîâèõ ãðàíèöü.

Ïðèêëàä 29. Îá÷èñëèòè ãðàíèöþ

lim
x→4

√
1 + 2x− 3√

x− 2
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäñòàíîâêîþ x 7→ 4 ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî äàíà ôóíêöiÿ
âiäïîâiäà¹ íåâèçíà÷åíîñòi

[
0
0

]
. Ïiäâåäåìî ¨¨ ïiä ï'ÿòó ÷óäîâó ãðàíèöþ.

Ïîçíà÷èìî
√
x− 2 := t, òîäi t → 0. Áóäåìî ìàòè: x = (t+ 2)2,

√
1 + 2x− 3√

x− 2
=

√
2t2 + 8t+ 9− 3

t
=

3·

√
2t2

9
+ 8t

9
+ 1− 1

t
= 3·

√
2t2

9
+ 8t

9
+ 1− 1(

2t2

9
+ 8t

9

)
t

·
(
2t2

9
+

8t

9

)
∼ 3· 1

2t
·
(
2t2

9
+

8t

9

)
=
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= 3 ·
(
t

9
+

4

9

)
→ 4

3
, t → 0 .

Ó ñïiââiäíîøåííi 3·
√

2t2

9
+ 8t

9
+1−1(

2t2

9
+ 8t

9

)
t

·
(

2t2

9
+ 8t

9

)
∼ 3· 1

2t
·
(

2t2

9
+ 8t

9

)
ìè ñêîðèñòà-

ëèñÿ òåîðåìîþ 2.3 äëÿ ôóíêöi¨ f(t) =

√
2t2

9
+ 8t

9
+1−1(

2t2

9
+ 8t

9

) i g(t) = 1
2
, ïðè öüîìó,

h(t) = 3
(

2t2

9
+ 8t

9

)
. Ó ñâîþ ÷åðãó, åêâiâàëåíòíiñòü ôóíêöié f i g ¹ ðå-

çóëüòàòîì ï'ÿòî¨ ÷óäîâî¨ ãðàíèöi (β = 1
2
), à òàêîæ òåîðåìè ïðî ãðàíèöþ

ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨ g(f(t)), äèâ. âëàñòèâiñòü 5 íà ñòîð. 38 (f(t) = 2t2

9
+ 8t

9
,

g(y) =
√
y+1−1
y

). 2

Ïðèêëàä 30. Îá÷èñëèòè ãðàíèöþ

lim
x→0

1− cos x

x2
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäñòàíîâêîþ x 7→ 0 ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî äàíà ôóíêöiÿ
âiäïîâiäà¹ íåâèçíà÷åíîñòi

[
0
0

]
. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ êîñèíóñà ïî-

äâiéíîãî êóòà. Ìà¹ìî:

cos 2x = cos2 x− sin2 x = 1− 2 sin2 x ,

òîäi

cosx = 1− 2 sin2 x

2
.

Îòæå,

lim
x→0

1− cosx

x2
= lim

x→0

2 sin2 x
2

x2
=

= lim
x→0

2x2

4

x2
=

1

2
.

Â äàíîìó âèïàäêó ìè ñêîðèñòàëèñÿ ïåðøîþ ÷óäîâîþ ãðàíèöåþ, çàñòîñî-
âàíîþ ó âèãëÿäi: sin x

2
∼ x

2
i sin2 x

2
∼ x2

4
. 2

Ïðèêëàä 31. Îá÷èñëèòè ãðàíèöþ

lim
x→0

(
1 + tanx

1 + sinx

) 1
sin x

.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäñòàíîâêîþ x 7→ 0 ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî äàíà ôóíêöiÿ
âiäïîâiäà¹ íåâèçíà÷åíîñòi [1∞] . Çâåäåìî îá÷èñëåííÿ äàíîãî ïðèêëàäó äî
äðóãî¨ ÷óäîâî¨ ãðàíèöi. ßêùî ïîçíà÷èòè 1+tanx

1+sinx
= 1 + t, òî t → 0 i t =

tanx−sinx
1+sinx

. Òîäi (
1 + tan x

1 + sin x

) 1
sin x

= (1 + t)
1

sin x =(
(1 + t)1/t

) t
sin x ∼ e

t
sin x =

= e
(tan x−sin x)
(1+sin x) sin x = e

( 1
cos x−1)
(1+sin x) → e0 = 1 ,

x → 0. 2

Ïðèêëàä 32. Îá÷èñëèòè

lim
x→0

ax
2 − bx

2

(ax − bx)2
, a > 0, b > 0 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü
[
0
0

]
. Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî òðå-

òüî¨ ÷óäîâî¨ ãðàíèöi

ax
2 − bx

2

= bx
2

((a
b

)x2

− 1

)
= bx

2

x2 ·

((
a
b

)x2

− 1
)

x2
∼ bx

2

x2 ln
a

b
,

(ax − bx)2 = b2x
((

a
b

)x − 1
)2

x2
· x2 ∼ b2x ln2 a

b
x2 .

Â òàêîìó âèïàäêó,

ax
2 − bx

2

(ax − bx)2
∼

bx
2
x2 ln a

b

b2x ln2 a
b
x2

= bx
2−2x · ln−1 a

b
→ ln−1 a

b
, x → 0 .2

Ïðèêëàä 33. Îá÷èñëèòè

lim
x→1

(1− x) logx 2 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áóäåìî ìàòè, ùî (1− x) logx 2 = (1− x) ln 2
lnx

. Î÷åâèäíî,
öåé âèðàç âiäïîâiäà¹ íåâèçíà÷åíîñòi 0 · ∞. Ùîá ïîçáóòèñÿ íå¨, çðîáè-
ìî äåÿêi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ òà ñêîðèñòà¹ìîñÿ ÷åòâåðòîþ ÷óäîâîþ
ãðàíèöåþ. Áóäåìî ìàòè:

(1− x)
ln 2

lnx
= {x = 1 + t, t → 0} = −t

ln 2

ln(1 + t)
∼ − ln e ln 2 = ln

1

2
. 2
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2.5 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé ôóíêöi¨ f ∼ g ïðè x → x0. ×è âiðíî, ùî g ∼ f?

2. Âiäíîøåííÿì ρ íà ìíîæèíi M íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà ïiäìíîæèíà
ρ äåêàðòîâîãî äîáóòêó M × M. Âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì
åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêùî âîíî ðåôëåêñèâíå ( (f, f) ∈ ρ äëÿ áóäü-ÿêîãî
f ∈ M), ñèìåòðè÷íå ( (f, g) ∈ ρ ⇒ (g, f) ∈ ρ ) òà òðàíçèòèâíå (
(f, g) ∈ ρ, (g, h) ∈ ρ ⇒ (f, h) ∈ ρ). Äîâåäiòü, ùî íàâåäåíå âèùå ïîíÿòòÿ
åêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ïðè x → x0 äiéñíî ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíî-
ñòi.

3. Íåõàé f ∼ g ïðè x → x0. ×è âiðíî, ùî äëÿ ôóíêöi¨ h, ÿêà ìà¹
ãðàíèöþ â òî÷öi x0, âèêîíàíà óìîâà f + h ∼ g + h ïðè x → x0?

4. Íåõàé f i g � ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi â äåÿêîìó âèêîëîòîìó îêîëi òî÷êè
x0, ïðè÷îìó â öüîìó îêîëi g ̸= 0 i f

g
→ 1 ïðè x → x0. ×è âiðíî, ùî f ∼ g

ïðè x → x0? ×è âiðíî îáåðíåíå òâåðäæåííÿ?

5. Áóäåìî ìiðêóâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ φ(x) =
1. Ïðè x ̸= 0 çà ïåðøîþ ÷óäîâîþ ãðàíèöåþ áóäåìî ìàòè:

1 =
sinx− x

sinx− x
∼ 0

sinx− x
→ 0

ïðè x → 0. Îòæå, 1 → 0 ïðè x → 0, ùî íå ìîæå âèêîíóâàòèñü. Â ÷îìó
ïðè÷èíà òàêîãî âèñíîâêó (ÿêèé íàâåäåíèé âèùå êðîê âèÿâèâñÿ ïîìèë-
êîâèì)?
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2.6 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 8

Çàäà÷à 8. Çíàéòè lim
x→x0

f(x), ÿêùî ôóíêöiÿ f i òî÷êà x0 çàäàíi äëÿ êî-

æíîãî ç âàðiàíòiâ (tanx ïîçíà÷à¹ òàíãåíñ x, à cotx � êîòàíãåíñ x.)

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), òî÷êà x0 Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), òî÷êà x0

1 f(x) =
√
1−x−3
2+ 3√x

, x0 = −8 16 f(x) = sinx−sin a
x−a , x0 = a ∈ R

2 f(x) =
√
x+13−2

√
x+1

x2−9
, x0 = 3 17 f(x) = cosx−cos a

x−a , x0 = a ∈ R
3 f(x) =

3√x−6+2
x3+8

, x0 = −2 18 f(x) = 2 sin2 x+sinx−1
2 sin2 x−3 sinx+1

, x0 =
π
6

4 f(x) =
4
√
x−2√
x−4

, x0 = 16 19 f(x) =
sin(x−π

3 )
1−2 cosx , x0 =

π
3

5 f(x) =
√
9+2x−5
3√x−2

, x0 = 8 20 f(x) =
(
1+x
2+x

) 1−
√

x
1−x

, x0 = 1

6 f(x) =
√
1−2x−x2−(1+x)

x , x0 = 0 21 f(x) =
(
1+tanx
1+sinx

) 1
sin2 x , x0 = 0

7 f(x) =
3√8+3x−x2−2

x+x2 , x0 = 0 22 f(x) =
(

cosx
cos 2x

) 1
x2 , x0 = 0

8 f(x) =
3√27+x− 3√27−x

x+2
3√
x4

, x0 = 0 23 f(x) = (tanx)tan 2x, x0 =
π
4

9 f(x) =
√
1+x−

√
1−x

3√1+x− 3√1−x
, x0 = 0 24 f(x) = (sinx)tanx, x0 =

π
2

10 f(x) = x2

5√1+5x−(1+x)
, x0 = 0 25 f(x) =

(
tan

(
π
4 − x

))cotx
, x0 = 0

11 f(x) = sin 5x
3x , x0 = 0 26 f(x) = aa

x−ax
a

ax−xa , x0 = a, a > 0

12 f(x) = sinmx
sinnx , x0 = π, m, n ∈ N 27 f(x) = ax−ab

x−b , x0 = b, a > 0

13 f(x) = x cot 3x, x0 = 0 28 f(x) = ln(x2+ex)
ln(x2+e2x)

, x0 = 0

14 f(x) = tanx−sinx
sin3 x

, x0 = 0 29 f(x) = ln(1+xex)

ln(x+
√
1+x2)

, x0 = 0

15 f(x) = sin 5x−sin 3x
sinx , x0 = 0 30 f(x) =

ln(nx+
√
1−n2x2)

ln(x+
√
1−x2)

, x0 = 1
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2.7 Íåñêií÷åííi ãðàíèöi òà ãðàíèöi íà íåñêií÷åííîñòi

Òàê ñàìî, ÿê i ó âèïàäêó ïîñëiäîâíîñòåé, äëÿ ôóíêöié ìîæíà âèçíà÷èòè
¨õ ïðÿìóâàííÿ äî íåñêií÷åííîñòi. Çîêðåìà, ¹ êîðåêòíèìè îçíà÷åííÿ, ùî
ñòîñóþòüñÿ x → ∞ òà x → ±∞.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Íåõàé ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â äåÿêîìó âèêîëîòîìó
îêîëi òî÷êè x0 ∈ R. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî f ¹ íåñêií÷åííî âåëèêîþ ïðè
x → x0, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî M > 0 iñíó¹ δ = δ(M) > 0 òàêå, ùî ïðè
0 < |x| < δ, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà f(x) > M. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî f ¹
íåñêií÷åííî âåëèêîþ äîäàòíîþ ïðè x → x0, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî M > 0
iñíó¹ δ = δ(M) > 0 òàêå, ùî ïðè 0 < |x − x0| < δ, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
f(x) > M. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî f ¹ íåñêií÷åííî âåëèêîþ âiä'¹ìíîþ ïðè
x → x0, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî M < 0 iñíó¹ δ = δ(M) > 0 òàêå, ùî ïðè
0 < |x− x0| < δ, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà f(x) < M.

Îçíà÷åííÿ 2.4. Íåõàé ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â äåÿêîìó íåñêií÷åí-
íîìó iíòåðâàëi (δ0,∞), δ0 ∈ R. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî f ìà¹ ñâî¹þ ãðàíè-
öåþ ÷èñëî A ∈ R ïðè x → +∞, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ
δ = δ(ε) > 0, δ > δ0, òàêå ùî |f(x)− A| < ε ïðè x ∈ (δ,∞).

Îçíà÷åííÿ 2.5. Íåõàé ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â äåÿêîìó íåñêií÷åí-
íîìó iíòåðâàëi (−∞, δ0), δ0 ∈ R. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî f ìà¹ ñâî¹þ ãðà-
íèöåþ ÷èñëî A ∈ R ïðè x → −∞, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ
δ = δ(ε) < 0, δ < δ0, òàêå ùî |f(x)− A| < ε ïðè x ∈ (−∞, δ).

Îçíà÷åííÿ 2.6. Íåõàé ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà çîâíi äåÿêîãî ñêií÷åí-
íîãî iíòåðâàëà (−δ0, δ0), δ0 > 0. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî f ìà¹ ñâî¹þ ãðà-
íèöåþ ÷èñëî A ∈ R ïðè x → ∞, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ
δ = δ(ε) > 0, δ > δ0, òàêå ùî |f(x)− A| < ε ïðè |x| > δ.

Ìîæíà òàêîæ âèçíà÷èòè ïðÿìóâàííÿ ôóíêöi¨ äî ∞, +∞ òà −∞ ïðè
x → ∞, ±∞. Öå îçíà÷åííÿ äà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî îçíà÷åííÿì, íàâåäåíèì
âèùå (ñïðîáóéòå ñôîðìóëþâàòè ¨õ ñàìîñòiéíî!). Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà

Òåîðåìà 2.4. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ¹ íåñêií÷åííî âåëèêîþ ïðè x →
x0, x0 ∈ R ∪ {∞} (íåñêií÷åííî âåëèêîþ äîäàòíîþ, àáî âiä'¹ìíîþ), òî
îáåðíåíà äî íå¨ φ(x) := 1

f(x)
¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ, òîáòî, ∃ lim

x→x0

φ(x) = 0.

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äëÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî ìàëî¨ ôóíêöi¨ φ òàêîæ
âiðíå çà óìîâè, ùî öÿ ôóíêöiÿ íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü â äåÿêîìó âèêîëî-
òîìó îêîëi òî÷êè x0.

Äåÿêi âëàñòèâîñòi íåñêií÷åííî ìàëèõ ôóíêöié

1. Ñóìà, ðiçíèöÿ òà äîáóòîê íåñêií÷åííî ìàëèõ ôóíêöié ¹ íåñêií÷åí-
íî ìàëîþ ôóíêöi¹þ.
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2. Ìíîæåííÿ íåñêií÷åííî ìàëî¨ ôóíêöi¨ íà îáìåæåíó ¹ íåñêií÷åííî
ìàëîþ ôóíêöi¹þ. Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f(x), âèçíà÷åíà â äåÿêîìó âè-
êîëîòîìó îêîëi òî÷êè x0 ∈ R, íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ, ÿêùî iñíó¹ ñòàëà
C > 0 òàêà, ùî |f(x)| 6 C ïðè âñiõ x, ùî íàëåæàòü äàíîìó âèêîëîòîìó
îêîëó. Ôîðìóëþâàííÿ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨, à òàêîæ òâåðäæåííÿ ïóíêòiâ
1-2 ¹ âiðíèì íå òiëüêè äëÿ ñêií÷åííèõ òî÷îê x0, àëå é x0 = ∞,±∞ (ùî â
òàêîìó âèïàäêó ïðèðîäíüî ââàæàòè îêîëîì òî÷êè x0 ç îãëÿäó íà îçíà-
÷åííÿ 2.4�2.6?).

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèêëàäè ùîäî îá÷èñëåííÿ ãðàíèöü íà íåñêií÷åí-
íîñòi.

Ïðèêëàä 34. Îá÷èñëèòè

lim
x→+∞

(
sin

√
x+ 1− sin

√
x
)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè ãðàíèöü lim
x→+∞

sin
√
x+ 1 òà lim

x→+∞
sin

√
x íå

iñíó¹ (äîâåäiòü öå!), äàíèé ïðèêëàä âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êîëè ïiä çíà-
êîì ãðàíèöi íåìà íåâèçíà÷åíîñòi ó êëàñè÷íîìó ñåíñi öüîãî ñëîâà. Òèì
íå ìåíø, çàïðîïîíîâàíà äëÿ îá÷èñëåííÿ ãðàíèöÿ iñíó¹ i äîðiâíþ¹ íóëþ
(äîâåäåìî öå). Çà ôîðìóëîþ ç òðèãîíîìåòði¨ ïðî ðiçíèöþ ñèíóñiâ, áóäåìî
ìàòè:

sin
√
x+ 1−sin

√
x = 2 sin

(√
x+ 1−

√
x

2

)
·cos

(√
x+ 1 +

√
x

2

)
. (2.7.1)

Ç'ÿñó¹ìî ïîâåäiíêó âèðàçó
√
x+ 1−

√
x+ 1 ïðè x → +∞. Äîìíîæóþ÷è

i äiëÿ÷è âèðàç
√
x+ 1−

√
x+ 1 íà ñïðÿæåíèé äî íüîãî, áóäåìî ìàòè:
√
x+ 1−

√
x+ 1 =

=
(√

x+ 1−
√
x
)
·
√
x+ 1 +

√
x√

x+ 1 +
√
x
=

1√
x+ 1 +

√
x
. (2.7.2)

Î÷åâèäíî, çíàìåííèê ó ïðàâié ÷àñòèíi (2.7.2) ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi
(äîâåäiòü öå ñòðîãî!), òîìó ñàì âèðàç ó (2.7.2) ïðÿìó¹ äî íóëÿ ÿê îáåðíåíà
äî íåñêií÷åííî âåëèêî¨ ôóíêöi¨ (òåîðåìà 2.4).

Òîäi ç (2.7.1) âèïëèâà¹, ùî lim
x→+∞

(
sin

√
x+ 1− sin

√
x
)
= 0. Äiéñíî,

îñêiëüêè y = sin x � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íàR, òî f1(x) := sin
(√

x+1−
√
x

2

)
→

sin 0 = 0 ïðè x → ∞.Êðiì òîãî, î÷åâèäíî, ôóíêöiÿ f2(x) := cos
(√

x+1+
√
x

2

)
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îáìåæåíà íà R, îñêiëüêè |f2(x)| 6 1 ïðè âñiõ x ∈ R. Îòæå, ó (2.7.1) ìà-
¹ìî ìíîæåííÿ íåñêií÷åííî ìàëî¨ ôóíêöi¨ f1 íà îáìåæåíó ôóíêöiþ f2
ïðè x → +∞. Òîäi ôóíêöiÿ f(x) = f1(x) · f2(x) ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ çà
âëàñòèâiñòþ 2 íà ñòîðiíöi 54. Îòæå, lim

x→+∞

(
sin

√
x+ 1− sin

√
x
)
= 0. 2

Ïðèêëàä 35. Îá÷èñëèòè

lim
x→∞

5x8 + 7x2 + 1

6x8 + 6x7 + 3x3 − 8
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçäiëèìî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê íà x ó íàéñòàðøèé
ñòåïåíi ñåðåä óñiõ, ùî çóñòði÷àþòüñÿ â äàíîìó âèðàçi. Â äàíîìó âèïàäêó
öå x8. Áóäåìî ìàòè:

5x8 + 7x2 + 1

6x8 + 6x7 + 3x3 − 8
=

5 + 7
x6 +

1
x8

6 + 6
x
+ 3

x5 − 8
x8

.

Óñi äðîáè 7
x6 ,

1
x8 ,

6
x
, 3
x5 i 8

x8 ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè x → ∞ ÿê ôóíêöi¨, ÷è¨
îáåðíåíi ¹ íåñêií÷åííî âåëèêèìè ïðè òàêèõ x. Òîìó

5 + 7
x6 +

1
x8

6 + 6
x
+ 3

x5 − 8
x8

→ 5

6
, x → ∞ . 2

Ïðèêëàä 36. Îá÷èñëèòè

lim
x→+∞

(
ln

x+
√
x2 + 1

x+
√
x2 − 1

· ln−2 x+ 1

x− 1

)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìà¹ìî â äàíîìó ïðèêëàäi ñïðàâó ç íå-
âèçíà÷åíiñòþ [0 ·∞]. Ùîá ¨¨ ïîçáóòèñÿ, çâåäåìî ðîçâ'ÿçàííÿ äî ÷åòâåðòî¨

÷óäîâî¨ ãðàíèöi. Çîáðàçèìî x+
√
x2+1

x+
√
x2−1

= 1 + t, òîäi

t =

√
1 + x2 −

√
x2 − 1

x+
√
x2 − 1

=

=
2(

x+
√
x2 − 1

) (√
1 + x2 +

√
x2 − 1

) → 0 ïðè x → +∞ .

Çà ÷åòâåðòîþ ÷óäîâîþ ãðàíèöåþ

ln
x+

√
x2 + 1

x+
√
x2 − 1

= ln(1 + t) ∼ t =
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=
2(

x+
√
x2 − 1

) (√
1 + x2 +

√
x2 − 1

) , x → +∞ . (2.7.3)

Àíàëîãi÷íî, ïîçíà÷àþ÷è x+1
x−1

= 1 + p, ìè îòðèìà¹ìî, ùî

p =
2

x− 1
→ 0 , x → +∞ .

Òîäi çà ÷åòâåðòîþ ÷óäîâîþ ãðàíèöåþ

ln−2 x+ 1

x− 1
= ln−2(1 + p) ∼ p−2 =

(x− 1)2

4
. (2.7.4)

Ç îãëÿäó íà ôîðìóëè (2.7.3) òà (2.7.4), ìè îòðèìà¹ìî, ùî

ln
x+

√
x2 + 1

x+
√
x2 − 1

· ln−2 x+ 1

x− 1
∼

∼ 2(
x+

√
x2 − 1

) (√
1 + x2 +

√
x2 − 1

) · (x− 1)2

4
=

=
2(

1 +
√

1− 1
x2

)(√
1 + 1

x2 +
√
1− 1

x2

) ·
(
1− 1

x

)2
4

→ 1

8
, x → +∞ .2

2.8 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. ×è ¹ íåñêií÷åííî âåëèêîþ: à) ñóìà äâîõ íåñêií÷åííî âåëèêèõ ôóíêöié
f i g?; á) äîáóòîê äâîõ íåñêií÷åííî âåëèêèõ ôóíêöié f i g? ßê çìiíÿòüñÿ
âiäïîâiäi íà öi ïèòàííÿ, ÿêùî çàìiñòü íåñêií÷åííî âåëèêèõ ôóíêöié ìè
áóäåìî ðîçãëÿäàòè íåñêií÷åííî âåëèêi äîäàòíi f i g?

2. ßêîþ áóäå ôóíêöiÿ f + C, C ∈ R, ïðè x → x0, ÿêùî âiäîìî, ùî
ïðè òàêèõ x ñàìà ôóíêöiÿ f ¹ íåñêií÷åííî âåëèêîþ?

3. Íåõàé ôóíêöiÿ f ìà¹ ñêií÷åííó ãðàíèöþ A ∈ R ïðè x → ∞. Ùî
ìîæíà ñêàçàòè ïðî ãðàíèöþ ôóíêöi¨ φ(x) = f

(
1
x

)
â òî÷öi x0 = 0?

4. ×è ìîæíà ïiäiáðàòè ôóíêöi¨ f i g òàê, ùîá ¨õ ñóìà ïðè x → 0 áóëà
íåñêií÷åííî âåëèêîþ, à äîáóòîê � íåñêií÷åííî ìàëîþ ôóíêöi¹þ ïðè òèõ
ñàìèõ x? À íàâïàêè?

5. ×è iñíó¹ lim
x→∞

sinx? À lim
x→∞

| sinx|?

6. ×è ìîæíà ïiäiáðàòè òàê ôóíêöi¨ f i g, ùîá ¨õ ñóìà, äîáóòîê i
ðiçíèöÿ ïðè x → ∞ áóëà íåñêií÷åííî âåëèêîþ ôóíêöi¹þ, à f

g
ïðÿìóâàëî

á äî íóëÿ ïðè òèõ ñàìèõ x?
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7. Çíàéäiòü lim
x→+∞

sinx
x
.

8. Çíàéäiòü lim
x→+∞

cosx
x2 .

9. ×è ìîæíà ïiäiáðàòè ôóíêöi¨ f i g òàê, ùîá êîæíà ç íèõ áóëà íå-
ñêií÷åííî âåëèêîþ â îêîëi òî÷êè x0 = 0, àëå ñóìà ìàëà á ó íóëi ñêií÷åííó
ãðàíèöþ?

10. Çíàéäiòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨

f(x) = sin

(
cos

(
ln2

(
x2 − 1

x2 + 1

)))
òà äîâåäiòü ¨¨ íåïåðåðâíiñòü â óñiõ òî÷êàõ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.

57



2.9 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 9

Çàäà÷à 9. Çíàéòè ãðàíèöþ ôóíêöi¨ f äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ.

Âàðiàíò Ãðàíèöÿ Âàðiàíò Ãðàíèöÿ

1 lim
x→∞

(
x+2
2x−1

)x2

16 lim
x→−∞

(√
1 + x+ x2 −

√
1− x+ x2

)
2 lim

x→∞

(
x+2
2x−1

)x3

17 lim
x→+∞

(
3
√
x2 + 3x−

√
x2 − 2x

)
3 lim

x→∞

(
3x2−x+1
2x2+x+1

) x3

1−x
18 lim

x→∞
x

1
3

(
(x+ 1)

2
3 − (x− 1)

2
3

)
4 lim

x→∞

(
x2−1
x2+1

)x−1
x+1

19 lim
x→∞

(
x+a
x−a

)x
5 lim

x→∞

(
x2+1
x2−2

)x2

20 lim
x→+∞

x (ln(x+ 1)− lnx)

6 lim
x→+∞

(sin ln(x+ 1)− sin ln(x)) 21 lim
x→∞

(
tan 100+x2

1+100x2

)
7 lim

x→+∞
ln(x2−x+1)
ln(x10+x+1)

22 lim
x→+∞

(√
x2 + x− x

)
8 lim

x→+∞
ln(2+e3x)
ln(3+e2x)

23 lim
x→−∞

(√
x2 + x− x

)
9 lim

x→+∞
ln(1+

√
x+ 3

√
x)

ln(1+ 3
√
x+ 4

√
x)

24 lim
x→+∞

(√
1 + x2 + x−

√
1− x+ x2

)
10 lim

x→+∞
ln (1 + 2x) ln

(
1 + 3

x

)
25 lim

x→−∞

(√
1 + x2 + x−

√
1− x+ x2

)
11 lim

x→+∞
ln(1+3x)
ln(1+2x) 26 lim

x→∞
x
(
π
4 − arctan x

x+1

)
12 lim

x→−∞
ln(1+3x)
ln(1+2x) 27 lim

x→∞
x+2x2+3x2+4

5x5−x6

13 lim
x→−∞

ln(1+ex)
x 28 lim

x→∞
x+2x18+3x2+4

5x5−x6

14 lim
x→+∞

ln(1+ex)
x 29 lim

x→∞
x+2x2+3x2+4

x+7

15 lim
x→+∞

(√
1 + x+ x2 −

√
1− x+ x2

)
30 lim

x→∞
x2+2x3+3x2+4

3x3+7
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2.10 Òî÷êè ðîçðèâó òà ¨õ êëàñèôiêàöiÿ

Â ïîïåðåäíiõ ïàðàãðàôàõ áóëî ðîçãëÿíóòî ïîíÿòòÿ íåïåðåðâíîñòi ôóí-
êöi¨. Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f : B(x0, ε0) → R íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ
ó òî÷öi x0, ÿêùî lim

x→x0

f(x) = f(x0). Ïðîòå öÿ óìîâà ìîæå ïîðóøóâàòèñü

â äåÿêèõ òî÷êàõ.
Îçíà÷åííÿ 2.7. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ çàäàíà â äåÿêîìó âèêî-

ëîòîìó îêîëi òî÷êè x0. Áóäåìî íàçèâàòè òî÷êó x0 òî÷êîþ ðîçðèâó, ÿêùî
ôóíêöiÿ â íié íå çàäàíà, àáî íå ¹ íåïåðåðâíîþ.

Ïðèêëàä 37. Ïåðåâiðèòè, ÷è ¹ ôóíêöiÿ f(x) = [x] íåïåðåðâíîþ â
òî÷öi 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äàíà ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi
1, à îòæå ìà¹ â öié òî÷öi ãðàíèöþ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi
xn → 1, ïîñëiäîâíiñòü f(xn) ïîâèííà çáiãàòèñÿ äî îäíîãî i òîãî æ ñà-
ìîãî çíà÷åííÿ. Ðîçãëÿíåìî äâi ïîñëiäîâíîñòi: an = 0, 9, 0, 99, 0, 999...,
bn = 1, 1, 1, 01, 1, 001... .

Î÷åâèäíî, ùî îáèäâi ïîñëiäîâíîñòi çáiãàþòüñÿ äî 1, àëå f(an) = 0
äëÿ áóäü-ÿêîãî n, à f(bn) = 1. Ïðèéøëè äî ïðîòèði÷÷ÿ, à îòæå ôóíêöiÿ
íå ìà¹ ãðàíèöi â öié òî÷öi, à òîìó íå ÿâëÿ¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ. 2

� äîñèòü áàãàòî ïðè÷èí, çà ÿêèõ ôóíêöiÿ ìîæå íå âèÿâèòèñü íåïå-
ðåðâíîþ â äåÿêié òî÷öi. Çîêðåìà, â íié ìîæå íå iñíóâàòè ãðàíèöÿ. Ìîæå
òàêîæ ñòàòèñÿ, ùî ãðàíèöÿ â íié iñíó¹, àëå ñàìà ôóíêöiÿ â öié òî÷öi
íå çàäàíà, àáî çíà÷åííÿ ãðàíèöi ìîæå íå ñïiâïàñòè çi çíà÷åííÿì ôóí-
êöi¨. Îòæå, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî òî÷êè ðîçðèâó ìîæíà ïåâíèì
÷èíîì êëàñèôiêóâàòè. Äëÿ òîãî ùîá öå çðîáèòè, çãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ëi-
âîñòîðîííüî¨ òà ïðàâîñòîðîííüî¨ ãðàíèöi, à òàêîæ îäíó ç òåîðåì, ÿêó
íåîáõiäíî áóëî äîâåñòè â ÿêîñòi çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ, â îäíîìó
iç ïîïåðåäíiõ ïàðàãðàôiâ:

Îçíà÷åííÿ 2.8. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â äåÿêîìó
âèêîëîòîìó ïðàâîìó ïiâîêîëi (x0, x0 + δ0) òî÷êè x0. ×èñëî A ∈ R íàçè-
âà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0 ïðàâîðó÷, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî
ε > 0 çíàéäåòüñÿ ÷èñëî δ = δ(ε, x0) > 0 òàêå, ùî |f(x) − A| < ε ïðè âñiõ
x ∈ (x0, x0 + δ). Ïîçíà÷åííÿ:

A = lim
x→x0+0

f(x) .

Îçíà÷åííÿ 2.9. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â äåÿêîìó
âèêîëîòîìó ëiâîìó ïiâîêîëi (x0 − δ0, x0) òî÷êè x0. ×èñëî B ∈ R íàçè-
âà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0 ëiâîðó÷, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî
ε > 0 çíàéäåòüñÿ ÷èñëî δ = δ(ε, x0) > 0 òàêå, ùî |f(x) − B| < ε ïðè âñiõ
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x ∈ (x0 − δ, x0). Ïîçíà÷åííÿ:

B = lim
x→x0−0

f(x) .

Òåîðåìà 2.5. Ôóíêöiÿ f, âèçíà÷åíà â äåêîìó âèêîëîòîìó îêîëi òî-
÷êè x0, ìà¹ ãðàíèöþ â öié òî÷öi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ìà¹ ãðàíèöþ
ïðàâîðó÷, ãðàíèöþ ëiâîðó÷, i öi ãðàíèöi ñïiâïàäàþòü, ïðè÷îìó, ñïiâïà-
äàþòü ç ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f ó äàíié òî÷öi.

Îòæå, ÿêùî ôóíêöiÿ íå ìà¹ ãðàíèöþ â ïåâíié òî÷öi, öå îçíà÷àå ùî,
àáî ëiâîñòîðîííÿ ãðàíèöÿ i ïðàâîñòîðîííÿ ãðàíèöÿ íå ñïiâïàäàþòü, àáî
õî÷à á îäíà ç íèõ íå iñíó¹.

Äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ëiâîñòîðîííÿ òà ïðàâîñòîðîííÿ ãðàíèöi
ñïiâïàäàþòü, àëå äëÿ ôóíêöié ÿêi ìàþòü ðîçðèâ, öå íå çàâæäè òàê. Íà-
âåäåìî ïðèêëàäè îá÷èñëåííÿ ëiâîñòîðîííüî¨ òà ïðàâîñòîðîííüî¨ ãðàíèöi
äåÿêèõ ôóíêöié:

Ïðèêëàä 38. Çíàéòè ëiâîñòîðîííþ òà ïðàâîñòîðîííþ ãðàíèöi
ôóíêöi¨ f(x) = x2 + x+ 1 â òî÷öi 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äàíà ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ íà âñié
îáëàñòi âèçíà÷åííÿ (ÿê i áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí), îòæå, ïðàâîñòîðîííÿ i
ëiâîñòîðîííÿ ãðàíèöi â êîæíié òî÷öi ñïiâïàäàþòü ÿê ç ãðàíèöåþ ôóí-
êöi¨, òàê i ç çíà÷åííÿì, ÿêå äîñÿãà¹òüñÿ â öié òî÷öi. Çâiäñè ìà¹ìî:

lim
x→1+0

f(x) = lim
x→1−0

f(x) = f(1) = 3 .2

Ïðèêëàä 39. Çíàéòè ëiâîñòîðîííþ òà ïðàâîñòîðîííþ ãðàíèöi
ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi 0, ÿêùî

f(x) =

{
x2, ÿêùî x ≤ 0

x− 1, ÿêùî x > 0

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ ëiâîñòîðîííüî¨ íà ïðàâîñòîðîí-
íüî¨ ãðàíèöi ¹ äîñèòü ñõîæèì íà çíàõîäæåííÿ ãðàíèöi. Ðiçíèöÿ ïîëÿãà¹
â òîìó, ùî â òàêèõ çàâäàííÿõ, ÿê ïðàâèëî, ôóíêöiÿ ïîâîäèòü ñåáå ïî ði-
çíîìó â ïðàâîìó òà ëiâîìó ïiâîêîëàõ, ùî òðåáà âðàõîâóâàòè ïðè ðîçâ'ÿç-
êó çàâäàííÿ. Çîêðåìà, f(x) = x2 òà f(x) = x − 1 â ëiâîìó òà ïðàâîìó
ïiâîêîëàõ âiäïîâiäíî. Çâiäñè ìà¹ìî:

lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

(x− 1) = −1 ,
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lim
x→−0

f(x) = lim
x→−0

x2 = 0 .

Çà òåîðåìîþ 2.5 ìà¹ìî, ùî ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ â öié òî÷öi íå iñíó¹. Îòæå
ôóíêöiÿ ìà¹ ðîçðèâ (ÿê ñòàíå çðîçóìiëî òðîõè ïiçíiøå, ðîçðèâ ïåðøîãî
ðîäó).2

Ïðîòå, êóñêîâî-çàäàíà ôóíêöiÿ ìîæå i íå ìàòè ðîçðèâó.

Ïðèêëàä 40. Çíàéòè ëiâîñòîðîííþ òà ïðàâîñòîðîííþ ãðàíèöi
ôóíêöi¨ â òî÷öi 0, ÿêùî

f(x) =

{
sinx, ÿêùî x 6 0 ,

x4, ÿêùî x > 0

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áóäåìî ìàòè, ùî

lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

x4 = 0 ,

lim
x→−0

f(x) = lim
x→−0

sin x = 0 .

Çà òåîðåìîþ 2.5 ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî lim
x→0

f(x) = 0. Êðiì öüîãî,

çâåðíåìî óâàãó, ùî f(0) = 0. Îòæå, f(0) = lim
x→0

f(x), à òîìó ôóíêöiÿ

íåïåðåðâíà â öié òî÷öi (ÿê i â áóäü-ÿêié iíøié, áî g(x) = sin x, à òàêîæ
h(x) = x4 ¹ íåïåðåðâíèìè). 2

Çàóâàæåííÿ 2.2. ßêùî ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç êóñêîâî-çàäàíîþ ôóí-
êöi¹þ i íà êîæíîìó ç ïðîìiæêiâ âîíà çàäà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ
òî÷êàìè ÿêi ïîòðåáóþòü äîñëiäæåííÿ íà ÿâíiñòü ðîçðèâó, ¹ òi, â ÿêèõ
âîíà çìiíþ¹ ñâié àíàëiòè÷íèé çàïèñ. Äëÿ ðîçãëÿíóòèõ ôóíêöié òàêîþ
¹ òî÷êà íóëü, îñêiëüêè âîíà ìà¹ ðiçíèé àíàëiòè÷íèé çàïèñ â ïðàâîìó i
ëiâîìó ïiâîêîëàõ öi¹¨ òî÷êè. ßêùî ôóíêöi¨ íà äåÿêèõ ïðîìiæêàõ íå ¹
íåïåðåðâíèìè, òî êðiì öüîãî òðåáà äîñëiäèòè ¾ïðîáëåìíi¿ òî÷êè êîæíî¨
ç ôóíêöié.

Ïðèêëàä 41. Çíàéòè ëiâîñòîðîííþ òà ïðàâîñòîðîííþ ãðàíèöi
ôóíêöi¨ f(x) = 1

x
â òî÷öi 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Â äàííîìó ïðèêëàäi ñëiä çâåðíóòè óâàãó íà ðiçíèöþ
ìiæ òèì ÿê ïîâîäèòü ñåáå ôóíêöiÿ çëiâà i ñïðàâà âiä íóëÿ. Ùå çi øêîëè
ìè çíà¹ìî, ùî ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ äîäàòíèõ x, ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ ÿê
çàâãîäíî âåëèêi äîäàòíi çíà÷åííÿ. ßêùî æ ìè ïðÿìó¹ìî äî íóëÿ çëiâà,
ìè ìà¹ìî ïðîòèëåæíó ñèòóàöiþ i ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ ÿê çàâãîäíî âåëèêi
çà ìîäóëåì çíà÷åííÿ, àëå âîíè ïðè öüîìó âiä'¹ìíi. Îòæå, ìà¹ìî:

lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

1

x
= +∞ ,
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lim
x→−0

f(x) = lim
x→−0

1

x
= −∞ .2

Íàâåäåìî íàñòóïíó êëàñèôiêàöiþ òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨:

1) Òî÷êà óñóâíîãî ðîçðèâó

ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ ñêií÷åííó ãðàíèöþ â òî÷öi x0, àëå â öié
òî÷öi ôóíêöiÿ íå çàäàíà, àáî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íå ñïiâïàäà¹ çi çíà÷åííÿì
ãðàíèöi ó öié òî÷öi, òî òî÷êó x0 íàçèâàþòü òî÷êîþ óñóâíîãî ðîçðèâó.

Ïðèêëàä 42. Ôóíêöiÿ

f(x) =

{
sinx
x

, ÿêùî x ̸= 0 ,

0 , ÿêùî x = 0

ìà¹ óñóâíèé ðîçðèâ â òî÷öi 0. Ñïðàâäi, îñêiëüêè lim
x→0

f(x) = 1, ìà¹ìî

lim
x→0

f(x) ̸= f(0) 2

Çàóâàæåííÿ 2.3. Ç ôóíêöi¨ f(x), ÿêà ìà¹ óñóâíèé ðîçðèâ â òî÷öi
x0, äîñèòü ïðîñòî çðîáèòè íåïåðåðâíó. Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâèçíà÷èòè (â
òîìó âèïàäêó, ÿêùî f(x) íå âèçíà÷åíà â öié òî÷öi), àáî çìiíèòè çíà÷åííÿ
(ÿêùî âîíî íå ñïiâïàäà¹ çi çíà÷åííÿì ãðàíèöi) ôóíêöi¨ f(x) òàêèì ÷èíîì,
ùîá f(x0) = lim

x→x0

f(x).

2) Ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó

ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ ñêií÷åííi îäíîñòîðîííi ãðàíèöi çëiâà i ñïðà-
âà, ÿêi íå ñïiâïàäàþòü, òî êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ ðîçðèâ ïåðøîãî
ðîäó â òî÷öi x0.

Ïðèêëàä 43. Ôóíêöiÿ

f(x) =


1, ÿêùî x > 0 ,

0, ÿêùî x = 0 ,

−1, ÿêùî x < 0

ìà¹ ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó â òî÷öi 0. Ñïðàâäi:

lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

1 = 1 ,

lim
x→−0

f(x) = lim
x→−0

−1 = −1 .

Îòæå, ôóíêöiÿ ìà¹ ñêií÷åííi îäíîñòîðîííi ãðàíèöi, àëå âîíè íå ñïiâïà-
äàþòü. Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ ìà¹ â òî÷öi 0 ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó. 2
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Çàóâàæèìî, ùî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â öié òî÷öi íå ñïiâïàäà¹ ÿê ç ïðà-
âîþ ãðàíèöåþ, òàê i ç ëiâîþ.

Çàóâàæåííÿ 2.4. Â äåÿêèõ äæåðåëàõ íå âèäiëÿþòü òî÷êè óñóâíîãî
ðîçðèâó â îêðåìèé êëàñ i âiäíîñÿòü ¨õ äî ðîçðèâiâ ïåðøîãî ðîäó.

3) Ðîçðèâ äðóãîãî ðîäó

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ðîçðèâó äðóãîãî ðîäó ôóíêöi¨ f(x),
ÿêùî ãðàíèöÿ ñïðàâà lim

x0+0
f(x) , àáî çëiâà lim

x0−0
f(x) íå iñíó¹ àáî íåñêií-

÷åííà.

Ïðèêëàä 44. Ôóíêöiÿ f(x) = 2
1
x ìà¹ ðîçðèâ äðóãîãî ðîäó â òî÷öi 0.

Ñïðàâäi, âïðîâàäèìî çàìiíó y = 1
x
. Âèêîðèñòàâøè ðåçóëüòàò îòðè-

ìàíèé â ïðèêëàäi 41, ìà¹ìî ùî ÿêùî x → +0, òî y → +∞, à òàêîæ òå
ùî ÿêùî x → −0, òî y → −∞. Îòæå:

lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

2
1
x = lim

y→+∞
2y = +∞ ,

lim
x→−0

f(x) = lim
x→−0

2
1
x = lim

y→−∞
2y = 0 .

Ïðàâîñòîðîííÿ ãðàíèöÿ íåñêií÷åííà, à îòæå ôóíêöiÿ ñïðàâäi ìà¹ ðîçðèâ
äðóãîãî ðîäó â òî÷öi 0. 2

Ó äåÿêèõ ÷èòà÷iâ ìîæå ñêëàñòèñÿ íåïðàâèëüíå âðàæåííÿ, ùî ôóí-
êöiÿ çàâæäè ìà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü òî÷îê ðîçðèâó. Âçàãàëi êàæó÷è,
ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó ìîæå íå òiëüêè ìàòè íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëå-
ìåíòiâ, à i ñïiâïàäàòè ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨. Íàâåäåìî ïðèêëàä
ôóíêöi¨ ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ.

Ïðèêëàä 45. Ôóíêöiÿ

D(x) =

{
1, ÿêùî x ∈ Q,

0, ÿêùî x ∈ R \Q

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Äiðiõëå. Âîíà ìà¹ ðîçðèâ â óñiõ òî÷êàõ ñâî¹¨ îáëà-
ñòi âèçíà÷åííÿ (ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷àì äîâåñòè öåé ôàêò ñàìîñòiéíî, à òà-
êîæ âñòàíîâèòè ÿêîãî ðîäó âîíà ìà¹ ðîçðèâè).

2.11 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. ×è ìîæå ôóíêöiÿ f(x) ìàòè ðîçðèâ â òî÷öi x0, àëå ôóíêöiÿ |f(x)| áóòè
íåïåðåðâíîþ â öié òî÷öi? ×è ìîæëèâà çâîðîòíÿ ñèòóàöiÿ? (òîáòî, |f(x)|
ìà¹ ðîçðèâ, àëå f(x) íåïåðåðâíà â òî÷öi x0?).
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2. ×è ìîæíà ñêàçàòè, ùî êîæíà ôóíêöiÿ ó âñiõ òî÷êàõ ñâî¹¨ îáëàñòi
âèçíà÷åííÿ àáî íåïåðåðâíà, àáî ìà¹ ðîçðèâ?

3. ×è ìîæå ôóíêöiÿ ïðèéìàòè ÿê äîäàòíi, òàê i âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ íà
ïðîìiæêó, íå ìàþ÷è íà íüîìó æîäíîãî íóëÿ?

4. Ïîáóäóéòå äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ôóíêöié, ÿêi, ÿê i ôóíêöiÿ Äiðiõëå,
ìàþòü ðîçðèâè â óñiõ òî÷êàõ ñâî¹¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.

5. Íåõàé ôóíêöi¨ f(x) i g(x) ìàþòü óñóâíèé ðîçðèâ â òî÷öi x0. ×è
îáîâ'ÿçêîâî áóäóòü ìàòè ðîçðèâ â öié òî÷öi ôóíêöi¨:

a) f(x) + g(x)
á) f(x)− g(x)
c) f(x) · g(x)
d) f(x)/g(x)

6. Íåõàé ôóíêöi¨ f(x) i g(x) ìàþòü ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó â òî÷öi x0.
×è îáîâ'ÿçêîâî áóäóòü ìàòè ðîçðèâ â öié òî÷öi ôóíêöi¨:

a) f(x) + g(x)
á) f(x)− g(x)
c) f(x) · g(x)
d) f(x)/g(x)

7. Íåõàé ôóíêöi¨ f(x) i g(x) ìàþòü ðîçðèâ äðóãîãî ðîäó â òî÷öi x0.
×è îáîâ'ÿçêîâî áóäóòü ìàòè ðîçðèâ â öié òî÷öi ôóíêöi¨:

a) f(x) + g(x)
á) f(x)− g(x)
c) f(x) · g(x)
d) f(x)/g(x)

8. ×è ìîæíà äîâèçíà÷èòè ôóíêöiþ f(x) = sinx
x

â íóëi òàêèì ÷èíîì,
ùîá âîíà ñòàëà íåïåðåðâíîþ? ×è çàâæäè, ÿêùî ôóíêöiÿ íå çàäàíà â
ÿêiéñü òî÷öi, ¨¨ ìîæíà äîâèçíà÷èòè òàêèì ÷èíîì, ùîá âîíà ñòàëà íåïå-
ðåðâíîþ?
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2.12 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 10

Çàäà÷à 10. Çíàéòè óñi òî÷êè ðîçðèâó ôóíêöi¨ f(x), à òàêîæ âñòàíî-
âèòè ¨õ âèä.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ Âàðiàíò Ôóíêöiÿ

1 f(x) = x4−2x3

x−2 16 f(x) = e
1

4−x

2 f(x) = x3 − |x+2|
x+2 + 3 17 f(x) = 1

5x−6−1

3 f(x) = x4−2x3

|x−2| 18 f(x) = sinx
2x

4

f(x) =


x− 4 ÿêùî x < −1

x2 − 6 ÿêùî −1 6 x 6 1

x3 − 1 ÿêùî x > 1

19

f(x) =


x− 4 ÿêùî x < −1

x2 − 6 ÿêùî −1 6 x 6 1

x3 − 1 ÿêùî x > 1

5 f(x) = 4
1

x+2

3−x 20 f(x) = x+1
x−1

6 f(x) = e
1

3−x 21 f(x) = x6−5x5

x−5

7 f(x) = 1
4x−5−1

22 f(x) = x5 − |x−1|
x−1 + 7

8 f(x) = sinx
3x 23 f(x) = x6−x5

|x−1|
9 f(x) = x+6

x−3 24 f(x) = 1
3x−4−1

10 f(x) = x5−1
x5−1

25 f(x) = 6
3

x+4

5−x

11 f(x) = x5−3x4

x−3 26 f(x) = e
1

5−x

12 f(x) = x4 − |x−2|
x−2 + 1 27 f(x) = 1

6x−7−1

13 f(x) = x5−3x4

|x−3| 28 f(x) = sinx
4x

14

f(x) =


x− 4 ÿêùî x < −1

x2 − 6 ÿêùî −1 6 x 6 1

x3 − 1 ÿêùî x > 1

29

f(x) =


cosx ÿêùî x < −π

sinx ÿêùî −π 6 x 6 π

x− π ÿêùî x > π

15 f(x) = 5
2

x+3

4−x 30 f(x) = x+2
x−7
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