
Î.À. Ãàëü÷åâñüêà
Ôóíêöi¨ áiêîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Îïåðàòîð Ãàìiëüòîíà, åêñïîíåíöiàëüíà

ôîðìà çñóâó àðãóìåíòó, ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà òà õâèëüîâå ðiâíÿííÿ.

Áiêîìïëåêñíi ÷èñëà � öå îäíå iç ðîçøèðåíü àëãåáðè êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íà ïðîñòið
R4. Âîíè ìàþòü äîñèòü öiêàâi â ìàòåìàòè÷íîìó ïëàíi âëàñòèâîñòi. Îäíî÷àñíî,
ìiñòÿòü â ñîái êîìïëåêñíi ÷èñëà òà âîëîäiþòü äåÿêèìè ¨õíiìè âëàñòèâîñòÿìè. Êðiì
òîãî, áiêîìïëåêñíi ÷èñëà ìàþòü ðÿä îñîáëèâîñòåé, ÿêi ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè ó
ïðàêòè÷íèõ çàäà÷àõ. Ó ïðåäñòàâëåíèé ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ äåÿêi òðèãîíîìåòðè÷íi
òà ëîãàðèôìi÷íà ôóíêöi¨ áiêîìïëåêñíîãî çìiííîãî, íàâîäÿòüñÿ ðÿä óìîâ òèïó Êîøi-
Ðiìàíà äëÿ ôóíêöié áiêîìïëåêñíîãî çìiííîãî. Êðiì òîãî, ðîçãëÿäà¹òüñÿ îïåðàòîð Ãàìiëüòîíà,
åêñïîíåíöiàëüíà ôîðìà çñóâó àðãóìåíòó, ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà òà õâèëüîâå ðiâíÿííÿ.

Ñïî÷àòêó íàãàäà¹ìî ïîíÿòòÿ áiêîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Îçíà÷åííÿ. Áiêîìïëåêñíèì ÷èñëîì íàçâåìî ÷èñëî:

w = c1 + j · c2,

äå j � óÿâíà îäèíèöÿ òàêà, ùî j2 = −1, à c1, c2 � êîìïëåêñíi ÷èñëà.
Ïðè öüîìó óÿâíà îäèíèöÿ j, âèçíà÷åíà ÿê êîìóòàòóþ÷à ç óÿâíîþ îäèíèöåþ, ÿêà

âõîäèòü ó êîìïëåêñíi ÷èñëà c1 c2, òîáòî, ÿêùî

c1 = x1 + iy1, c2 = x2 + iy2,

äå x1, x2, y1, y2 ∈ R, i2 = −1, òî ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

ij = ji.

Ç îçíà÷åííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî áiêîìïëåêñíå ÷èñëî ìîæå áóòè çàïèñàíå ó
âèãëÿäi:

w = x1 + iy1 + jx2 + ijy2.

Ó öüîìó ïðåäñòàâëåííi, äiéñíå ÷èñëî x1 íàçèâà¹òüñÿ äiéñíîþ àáî ñêàëÿðíîþ ÷àñòèíîþ,
à âåëè÷èíà iy1+jx2+ijy2 íàçèâà¹òüñÿ óÿâíîþ àáî âåêòîðíîþ ÷àñòèíîþ áiêîìïëåêñíîãî
÷èñëà w.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî áóäü-ÿêå áiêîìïëåêñíå ÷èñëî w ìîæíî ïðåäñòàâèòè ó
âèãëÿäi

w = x1 + iy1 + jx2 + ky2,

äå k = ij. Ïðè öüîìó

i2 = −1, j2 = −1, k2 = 1, ij = ji, ik = ki, jk = kj.

Ìíîæèíó âñiõ áiêîìïëåêñíèõ ÷èñåë áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç B.
Çàðàç ðîçãëÿíåìî ïîíÿòòÿ åêñïîíåíòè ó àëãåáði áiêîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Îçíà÷åííÿ. Åêñïîíåíòîþ áiêîìïëåêñíîãî ÷èñëî b áóäåìî íàçèâàòè ñóìó íàñòóïíîãî

ñòåïåíåâîãî ðÿäó

exp b =
∞∑

n=0

bn

n!
.

Òåïåð ââåäåìî ïîíÿòòÿ êîñèíóñà òà ñèíóñà áiêîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
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Îçíà÷åííÿ. Êîñèíóñîì òà ñèíóñîì áiêîìïëåêñíîãî ÷èñëî b áóäåìî íàçèâàòè ñóìè
íàñòóïíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ

cos b =
∞∑

n=0

(−1)n · b2n

(2n)!
, sin b =

∞∑
n=0

(−1)n · b2n+1

(2n + 1)!
.

Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ âèïëèâàþòü âëàñòèâîñòi ïàðíîñòi êîñèíóñà òà íåïàðíîñòi
ñèíóñà, òîáòî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

cos(−b) = cos b, sin(−b) = − sin b.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðÿä âëàñòèâîñòåé öèõ ôóíêöié. Çîêðåìà, âiäìiòèìî ñïî÷àòêó âàæëèâó
âëàñòèâiñòü, ÿêà ïîêàçó¹ çâ'ÿçîê ìiæ åêñïîíåíöiàëüíîþ òà òðèãîíîìåòðè÷íèìè ôóíêöiÿìè.

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíîãî áiêîìïëåêñíîãî ÷èñëà b ∈ B, b = a1 + ja2, a1, a2 ∈ C,
j2 = −1, ñïðàâåäëèâi òàêi ðiâíîñòi

exp(jb) = cos b + j sin b, (1)

exp(−jb) = cos b− j sin b, (2)

cos b =
1

2
(exp(jb) + exp(−jb)) , (3)

sin b =
1

2j
(exp(jb)− exp(−jb)) , (4)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó ðiâíiñòü (??). Äëÿ öüîãî ðîçïèøåìî çà îçíà÷åííÿì
åêñïîíåíòó òà âèêîíà¹ìî ðÿä ðiâíîñèëüíèõ ïåðåòâîðåíü. Ìà¹ìî,

exp(jb) =
∞∑

n=0

(jb)n

n!
= 1 + jb +

(jb)2

2!
+

(jb)3

3!
+ ... = 1 + jb− b2

2!
− jb3

3!
+ ... =

=

(
1− b2

2!
+

b4

4!
− ...

)
+ j

(
b− b3

3!
+

b5

5!
− ...

)
=

∞∑
n=0

(−1)n · b2n

(2n)!
+

+j

∞∑
n=0

(−1)n · b2n+1

(2n + 1)!
= cos b + j sin b.

Ðiâíiñòü (??) äîâåäåíà.
Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (??), äîñòàòíüî âèêîðèñòàòè ðiâíiñòü (??) òà âëàñòèâîñòi

ïàðíîñòi êîñèíóñà òà íåïàðíîñòi ñèíóñà.
Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòåé (??) òà (??), äîñòàòíüî, âiäïîâiäíî, äîäàòè òà âiäíÿòè ðiâíîñòi

(??) òà (??) i ïîäiëèòè, âiäïîâiäíî, íà 2 òà 2j. Òåîðåìà äîâåäåíà.
Îçíà÷åííÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ (??) � (??) íàçèâàþòüñÿ ôîðìóëàìè òèïó Åéëåðà äëÿ

áiêîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Ðîçãëÿíåìî çàðàç âàæëèâó âëàñòèâiñòü åêñïîíåíòè � ¨¨ ïåðiîäè÷íiñòü.
Òåîðåìà 2. Åêñïîíåíöiàëüíà ôóíêöiÿ ó áiêîìïëåêñíié àëãåáði ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ

iç ïåðiîäîì 2πj. Òîáòî, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

exp(b + 2πj) = exp b,
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äå b ∈ B.
Äîâåäåííÿ. Ïðè äîâåäåííi ñïî÷àòêó âèêîðèñòà¹ìî âëàñòèâiñòü åêñïîíåíòè

exp (a + b) = exp a · exp b,

à ïîòiì ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ òèïó Åéëåðà (??). Ìà¹ìî,

exp(b + 2πj) = exp b · exp(2πj) = exp b · (cos 2π + j sin 2π) = exp b.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Òåïåð äîâåäåìî ïåðiîäè÷íiñòü êîñèíóñà òà ñèíóñà ó áiêîìïëåêñíié àëãåáði.
Òåîðåìà 3. Ñèíóñ òà êîñèíóñ ó áiêîìïëåêñíié àëãåáði ¹ ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè

iç ïåðiîäîì 2π. Òîáòî, âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

cos(b + 2π) = cos b, sin(b + 2π) = sin b,

äå b ∈ B.
Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó òèïó Åéëåðà (??) à ïîòiì âëàñòèâiñòü

ïåðiîäè÷íîñòi åêñïîíåíòè, ÿêà âiäìi÷åíà ó òåîðåìi ??. Ìà¹ìî,

cos(b + 2π) =
1

2
(exp(bj + 2πj) + exp(−jb− 2πj)) =

=
1

2
(exp(bj) + exp(−jb)) = cos b.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì äîâîäèòüñÿ ïåðiîäè÷íiñòü ñèíóñà. Òåîðåìà äîâåäåíà.
Ñëiä âiäìiòèòè, ùî ïðàêòè÷íî âñi âiäîìi òðèãîíîìåòðè÷íi ôîðìóëè âèêîíóþòüñÿ é

ó áiêîìïëåêñíié àëãåáði. Çîêðåìà ôîðìóëè ñèíóñà òà êîñèíóñà ñóìè, ôîðìóëè ïîäâiéíèõ
òà ïîòðiéíèõ êóòiâ, ôîðìóëè ïîíèæåííÿ ñòåïåíÿ òà iíøi. Äëÿ ïðèêëàäó äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü
îñíîâíî¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ òîòîæíîñòi.

Ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü cos2 b + sin2 b = 1, äå b ∈ B.
Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëè òèïó Åéëåðà (??), (??), à ïîòiì ðÿä

òðèâiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü. Ìà¹ìî,

cos2 b + sin2 b =
1

4
(exp(jb) + exp(−jb))2 +

1

4j2
(exp(jb)− exp(−jb))2 =

=
1

4
(exp(2jb) + 2 exp(2jb) · exp(−2jb) + exp(−2jb)− exp(2jb)+

+2 exp(2jb) · exp(−2jb)− exp(−2jb)) =
4 exp(2jb) · exp(−2jb)

4
= 1.

Ôîðìóëà äîâåäåíà.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî ó áiêîìïëåêñíié àëãåáði ôóíêöi¨ òàíãåíñà òà êîòàíãåíñà.
Îçíà÷åííÿ. Òàíãåíñîì òà êîòàíãåíñîì áiêîìïëåêñíîãî ÷èñëî b áóäåìî íàçèâàòè

íàñòóïíi ÷èñëà
tg b =

sin b

cos b
, ctg b =

cos b

sin b
.

Âëàñòèâîñòi öèõ ôóíêöié ïðàêòè÷íî íå âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ¨õ âëàñòèâîñòåé íà êîìïëåêñíié
ïëîùèíi.

Çàðàç ìè ââåäåìî ïîíÿòòÿ ëîãàðèôìi÷íî¨ ôóíêöi¨ òà ðîçãëÿíåìî ðÿä ¨¨ âëàñòèâîñòåé.
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Îçíà÷åííÿ. Ëîãàðèôìi÷íîþ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ îáåðíåíà äî åêñïîíåíöiàëüíîþ,
òîáòî, ÿêøî

d = exp b, d, b ∈ B,

òî b = ln d � ëîãàðèôì áiêîìïëåêñíîãî ÷èñëà d.
ßê é ó êîìïëåêñíîìó àíàëiçó, ëîãàðiôì áiêîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ¹ áàãàòîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ.

Âèâåäåìî ôîðìóëó çíàõîäæåííÿ ëîãàðèôìà áiêîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Íåõàé

b = z1 + jz2, d = a1 + ja2, z1, z2, a1, a2 ∈ C.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ëîãàðiôìà áiêîìïëåêñíîãî ÷èñëà, ìà¹ìî

a1 + ja2 = exp(z1 + jz2).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî

exp(a + b) = exp a · exp b, a, b ∈ B

òà ôîðìóëó Åéëåðà (??) iç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî:

a1 + ja2 = exp z1 · (cos z2 + j sin z2) ,

àáî
a1 + ja2 = exp z1 · cos z2 + j exp z1 sin z2.

Ïðèðiâíþþ÷è â îñòàííi ðiâíîñòi äiéñíi òà óÿâíi ÷àñòèíè, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó:
{

a1 = exp z1 · cos z2

a2 = exp z1 · sin z2
(5)

Îñòàííÿ ñèñòåìó ðiâíÿíü ðîçãëÿäà¹òüñÿ íà ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç íåâiäîìèìè
z1, z2. Ïiäíîñÿ÷è ðiâíÿííÿ ñèñòåìè äî êâàäðàòiâ òà äîäàþ÷è ¨õ, îòðèìà¹ìî

a2
1 + a2

2 = exp (2z1)
(
cos2 z2 + sin2 z2

)
,

àáî, âèêîðèñòîâóþ÷è îñíîâíó òðèãîíîìåòðè÷íó òîòîæíiñòü, ìà¹ìî

a2
1 + a2

2 = exp (2z1) .

Çâiäñè,
z1 = ln

√
a2

1 + a2
2,

äå ïiä ln
√

a2
1 + a2

2 ìà¹òüñÿ íà óâàçi êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ.
Òåïåð ïîäiëèìî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (??). Îòðèìà¹ìî,

tgz2 =
a2

a1

.

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî:
z2 = Arctga2

a1

,

äå ïiä Arctga2

a1
ìà¹òüñÿ íà óâàçi êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ.

Îòæå, ìè îòðèìàëè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 4. Íåõàé b ∈ B, b = a1 + ja2, a1, a2 ∈ C. Òîäi

ln b = ln
√

a2
1 + a2

2 + jArctga2

a1

,

äå ïiä ln
√

a2
1 + a2

2 òà Arctga2

a1
ìàþòüñÿ íà óâàçi êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äåÿêi âëàñòèâîñòi ëîãàðèôìà âiä áiêîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Òåîðåìà 5. Äëÿ áóäü-ÿêèõ áiêîìïëåêñíèõ ÷èñåë b1, b2 ∈ B, ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

ln (b1 · b2) = ln b1 + ln b2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

b1 = a
(1)
1 + ja

(1)
2 , b2 = a

(2)
1 + ja

(2)
2 , a

(1)
1 , a

(1)
2 , a

(2)
1 , a

(2)
2 ∈ C.

Òîäi
b1 · b2 = a

(1)
1 · a(2)

1 − a
(1)
2 · a(2)

2 + j
(
a

(1)
2 · a(2)

1 + a
(2)
2 · a(1)

1

)
.

Çâiäñè ìà¹ìî

ln (b1 · b2) = ln
(
a

(1)
1 · a(2)

1 − a
(1)
2 · a(2)

2 + j
(
a

(1)
2 · a(2)

1 + a
(2)
2 · a(1)

1

))
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè, ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî:

ln (b1 · b2) = ln

√(
a

(1)
1 · a(2)

1 − a
(1)
2 · a(2)

2

)2

+
(
a

(1)
2 · a(2)

1 + a
(2)
2 · a(1)

1

)2

+

+jArctga
(1)
2 · a(2)

1 + a
(2)
2 · a(1)

1

a
(1)
1 · a(2)

1 − a
(1)
2 · a(2)

2

,

àáî

ln (b1 · b2) = ln

√(
a

(1)2

1 + a
(1)2

2

)
·
(
a

(2)2

1 + a
(2)2

2

)
+ jArctga

(1)
2 · a(2)

1 + a
(2)
2 · a(1)

1

a
(1)
1 · a(2)

1 − a
(1)
2 · a(2)

2

. (6)

Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî

Arctga
(1)
2 · a(2)

1 + a
(2)
2 · a(1)

1

a
(1)
1 · a(2)

1 − a
(1)
2 · a(2)

2

= Arctga
(1)
2

a
(1)
1

+ Arctga
(2)
2

a
(2)
1

. (7)

Äëÿ öüîãî çíàéäåìî êîìïëåêñíèé òàíãåíñ ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèí ðiâíîñòi (??) òà
âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó òàíãåíñà ñóìè. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

a
(1)
2

a
(1)
1

+
a
(2)
2

a
(2)
1

1− a
(1)
2

a
(1)
1

· a
(2)
2

a
(2)
1

=
a

(1)
2 · a(2)

1 + a
(2)
2 · a(1)

1

a
(1)
1 · a(2)

1 − a
(1)
2 · a(2)

2

.

Íåâàæêî áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðèòè âiðíiñòü îñòàííüî¨ ðiâíîñòi. Îòæå, ñïðàâåäëèâà
ðiâíiñòü (??).
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Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (??), à òàêîæ âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü, ùî êîìïëåêñíîçíà÷íèé
ëîãàðèôì äîáóòêó äîðiâíþ¹ ñóìi ëîãàðèôìiâ ç ðiâíîñòi (??), ìà¹ìî:

ln (b1 · b2) =

(
ln

√
a

(1)2

1 + a
(1)2

2 + jArctga
(1)
2

a
(1)
1

)
+

(
ln

√
a

(2)2

1 + a
(2)2

2 + jArctga
(2)
2

a
(2)
1

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò òåîðåìè ??, ìà¹ìî, ùî ïåðøà äóæêà ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi
¹ ln b1, à äðóãà � ln b2. Îòæå, òåîðåìà äîâåäåíà.

Ðîçãëÿíåìî ïîäiáíó âëàñòèâiñòü äëÿ ÷àñòêè.
Òåîðåìà 6. Äëÿ áóäü-ÿêèõ áiêîìïëåêñíèõ ÷èñåë b1, b2 ∈ B, ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

ln
b1

b2

= ln b1 − ln b2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

b1 = a
(1)
1 + ja

(1)
2 , b2 = a

(2)
1 + ja

(2)
2 , a

(1)
1 , a

(1)
2 , a

(2)
1 , a

(2)
2 ∈ C.

Òîäi,

b1

b2

=
a

(1)
1 + ja

(1)
2

a
(2)
1 + ja

(2)
2

=

(
a

(1)
1 + ja

(1)
2

)(
a

(2)
1 − ja

(2)
2

)
(
a

(2)
1 + ja

(2)
2

)(
a

(2)
1 − ja

(2)
2

) =
a

(1)
1 · a(2)

1 + a
(1)
2 · a(2)

2

a
(2)2

1 + a
(2)2

2

+

+j
a

(1)
2 · a(2)

1 − a
(2)
2 · a(1)

1

a
(2)2

1 + a
(2)2

2

.

Çâiäñè ìà¹ìî

ln
b1

b2

= ln

(
a

(1)
1 · a(2)

1 + a
(1)
2 · a(2)

2

a
(2)2

1 + a
(2)2

2

+ j
a

(1)
2 · a(2)

1 − a
(2)
2 · a(1)

1

a
(2)2

1 + a
(2)2

2

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò òåîðåìè ??, ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî:

ln
b1

b2

= ln

√√√√√√

(
a

(1)
1 · a(2)

1 + a
(1)
2 · a(2)

2

)2

(
a

(2)2

1 + a
(2)2

2

)2 +

(
a

(1)
2 · a(2)

1 − a
(2)
2 · a(1)

1

)2

(
a

(2)2

1 + a
(2)2

2

)2 +

+jArctg
a
(1)
2 ·a(2)

1 −a
(2)
2 ·a(1)

1

a
(2)2

1 +a
(2)2

2

a
(1)
1 ·a(2)

1 +a
(1)
2 ·a(2)

2

a
(2)2

1 +a
(2)2

2

,

àáî

ln
b1

b2

= ln

√√√√a
(1)2

1 + a
(1)2

2

a
(2)2

1 + a
(2)2

2

+ jArctga
(1)
2 · a(2)

1 − a
(2)
2 · a(1)

1

a
(1)
1 · a(2)

1 + a
(1)
2 · a(2)

2

. (8)

ßê é ïðè äîâåäåííi ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè, ñïî÷àòêó äîâåäåìî íàñòóïíó ðiâíiñòü:

Arctga
(1)
2 · a(2)

1 − a
(2)
2 · a(1)

1

a
(1)
1 · a(2)

1 + a
(1)
2 · a(2)

2

= Arctga
(1)
2

a
(1)
1

− Arctga
(2)
2

a
(2)
1

. (9)
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Äëÿ öüîãî çíàéäåìî êîìïëåêñíèé òàíãåíñ ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèí ðiâíîñòi (??) òà
âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó òàíãåíñà ðiçíèöi. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

a
(1)
2

a
(1)
1

− a
(2)
2

a
(2)
1

1 +
a
(1)
2

a
(1)
1

· a
(2)
2

a
(2)
1

=
a

(1)
2 · a(2)

1 − a
(2)
2 · a(1)

1

a
(1)
1 · a(2)

1 + a
(1)
2 · a(2)

2

.

Íåâàæêî áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðèòè âiðíiñòü îñòàííüî¨ ðiâíîñòi. Îòæå, ñïðàâåäëèâà
ðiâíiñòü (??).

Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (??), à òàêîæ âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü, ùî êîìïëåêñíîçíà÷íèé
ëîãàðèôì ÷àñòêè äîðiâíþ¹ ðiçíèöi ëîãàðèôìiâ ç ðiâíîñòi (??), ìà¹ìî:

ln
b1

b2

=

(
ln

√
a

(1)2

1 + a
(1)2

2 + jArctga
(1)
2

a
(1)
1

)
−

(
ln

√
a

(2)2

1 + a
(2)2

2 + jArctga
(2)
2

a
(2)
1

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò òåîðåìè ??, ìà¹ìî, ùî ïåðøà äóæêà ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi
¹ ln b1, à äðóãà � ln b2. Îòæå, òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåïåð ìè ðîçãëÿíåìî àíàëîã óìîâ òèïó Êîøi-Ðiìàíà ó âèïàäêó äèôåðåíöiîâíî¨ ôóíêöi¨
áiêîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

Òåîðåìà 7. (Óìîâè Êîøi-Ðiìàíà, äiéñíèé àíàëîã).ßêùî ôóíêöiÿ áiêîìïëåêñíî¨
çìiííî¨ y = f(x) = f0 + if1 + jf2 + ijf3 äèôåðåíöiîâíà â òî÷öi x = x0 + ix1 + jx2 + ijx3,
x0, x1, x2, x3 ∈ R, òî ôóíêöi¨ ÷îòèðüîõ äiéñíèõ çìiííèõ f0, f1, f2, f3 äèôåðåíöiîâíi â
òî÷öi (x0, x1, x2, x3) , òà ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ñèñòåìà





∂f0

∂x0
= ∂f1

∂x1
= ∂f2

∂x2
= ∂f3

∂x3

− ∂f0

∂x1
= ∂f1

∂x0
= − ∂f2

∂x3
= ∂f3

∂x2

− ∂f0

∂x2
= − ∂f1

∂x3
= ∂f2

∂x0
= ∂f3

∂x1
∂f0

∂x3
= − ∂f1

∂x2
= − ∂f2

∂x1
= ∂f3

∂x0

(10)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ áiêîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ y = f(x) = f0 + if1 + jf2 + ijf3

¹ äèôåðåíöiîâíîþ â òî÷öi x = x0 + ix1 + jx2 + ijx3. Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨
f(x). Ìà¹ìî,

dy = f ′(x)dx = (f ′0 + if ′1 + jf ′2 + ijf ′3) · (dx0 + i · dx1 + j · dx2 + ij · dx3) , (11)

äå ôóíêöi¨ f ′0, f ′1, f ′2, f ′3 òàêîæ ôóíêöi¨ ÷îòèðüîõ äiéñíèõ çìiííèõ. Iç àðèôìåòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé
äèôåðåíöiàëiâ âèïëèâà¹, ùî

dy = df0 + i · df1 + j · df2 + ij · df3.

Ñïiâñòàâëÿþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü ç ðiâíiñòþ (??), îòðèìà¹ìî

df0 + i · df1 + j · df2 + ij · df3 = (f ′0 + if ′1 + jf ′2 + ijf ′3) · (dx0 + i · dx1 + j · dx2 + ij · dx3) ,

àáî ðîçêðèâàþ÷è äóæêè ñïðàâà, ìà¹ìî

df0 + i · df1 + j · df2 + ij · df3 = f ′0 · dx0 − f ′1 · dx1 − f ′2 · dx2 + f ′3 · dx3+

+i (f ′1 · dx0 + f ′0 · dx1 − f ′3 · dx2 − f ′2 · dx3) + j (f ′2 · dx0 − f ′3 · dx1 + f ′0 · dx2 − f ′1 · dx3) +
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+ij (f ′3 · dx0 + f ′2 · dx1 + f ′1 · dx2 + f ′0 · dx3) .

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíî¨ ñèñòåìè:




df0 = f ′0 · dx0 − f ′1 · dx1 − f ′2 · dx2 + f ′3 · dx3

df1 = f ′1 · dx0 + f ′0 · dx1 − f ′3 · dx2 − f ′2 · dx3

df2 = f ′2 · dx0 − f ′3 · dx1 + f ′0 · dx2 − f ′1 · dx3

df3 = f ′3 · dx0 + f ′2 · dx1 + f ′1 · dx2 + f ′0 · dx3.

Ðîçãëÿäàþ÷è ôóíêöi¨ f0, f1, f2, f3 ÿê ôóíêöi¨ ÷îòèðüîõ çìiííèõ (x0, x1, x2, x3) , îòðèìà¹ìî
ïåðåõiä äî ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïî öèì çìiííèì. Ïðè öüîìó âèïëèâà¹, ùî êîìïîíåíòè
f ′0, f

′
1, f

′
2, f

′
3 âèñòóïàþòü ó ðîëi ðiçíèõ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî íàñòóïíó

ñèñòåìó 



f ′0 = ∂f0

∂x0
= ∂f1

∂x1
= ∂f2

∂x2
= ∂f3

∂x3

f ′1 = − ∂f0

∂x1
= ∂f1

∂x0
= − ∂f2

∂x3
= ∂f3

∂x2

f ′2 = − ∂f0

∂x2
= − ∂f1

∂x3
= ∂f2

∂x0
= ∂f3

∂x1

f ′3 = ∂f0

∂x3
= − ∂f1

∂x2
= − ∂f2

∂x1
= ∂f3

∂x0

(12)

Îòæå, òåîðåìà äîâåäåíà.
Ñèñòåìà óìîâ (??) ¹ ÿêðàç äiéñíèì àíàëîãîì óìîâ Êîøi-Ðiìàíà ó áiêîìïëåêñíié

àëãåáði.
Òåîðåìà 8. (Óìîâè Êîøi-Ðiìàíà, êîìïëåêñíèé àíàëîã).ßêùî ôóíêöiÿ áiêîìïëåêñíî¨

çìiííî¨ y = f(x) = w1 + jw2 äèôåðåíöiîâíà â òî÷öi x = z1 + jz2, z1, z2 ∈ C, òî ôóíêöi¨
äâîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ w1, w2 äèôåðåíöiîâíi â òî÷öi (z1, z2) , òà ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà
ñèñòåìà { ∂w1

∂z1
= ∂w2

∂z2
∂w1

∂z2
= −∂w2

∂z1

(13)

Äîâåäåííÿ.Íåõàé ôóíêöiÿ áiêîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ y = f(x) = w1+jw2 ¹ äèôåðåíöiîâíîþ
â òî÷öi x = z1 + jz2, z1, z2 ∈ C. Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ f(x). Ìà¹ìî,

dy = f ′(x)dx = (w′
1 + jw′

2) · (dz1 + j · dz2) , (14)
äå ôóíêöi¨ w′

1, w
′
2 òàêîæ ôóíêöi¨ äâîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ. Iç àðèôìåòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé

äèôåðåíöiàëiâ âèïëèâà¹, ùî
dy = dw1 + j · dw2.

Ñïiâñòàâëÿþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü ç ðiâíiñòþ (??), îòðèìà¹ìî
dw1 + j · dw2 = (w′

1 + jw′
2) · (dz1 + j · dz2) ,

àáî ðîçêðèâàþ÷è äóæêè ñïðàâà, ìà¹ìî
dw1 + j · dw2 = w′

1 · dz1 − w′
2 · dz2 + j (w′

1 · dz2 + w′
2 · dz1) .

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíî¨ ñèñòåìè:
{

dw1 = w′
1 · dz1 − w′

2 · dz2

dw2 = w′
1 · dz2 + w′

2 · dz1

Ðîçãëÿäàþ÷è ôóíêöi¨ w1, w2 ÿê ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ (z1, z2) , îòðèìà¹ìî ïåðåõiä äî
÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïî öèì çìiííèì. Ïðè öüîìó âèïëèâà¹, ùî êîìïîíåíòè w′

1, w
′
2 âèñòóïàþòü

ó ðîëi ðiçíèõ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó
{

w′
1 = ∂w1

∂z1
= ∂w2

∂z2

w′
2 = −∂w1

∂z2
= ∂w2

∂z1
.

(15)
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Îòæå, òåîðåìà äîâåäåíà.
Ñèñòåìà óìîâ (??) ¹ êîìïëåêñíèì àíàëîãîì óìîâ Êîøi-Ðiìàíà ó áiêîìïëåêñíié àëãåáði.
Íåõàé ôóíêöiÿ áiêîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ y = f(x) = f0+if1+jf2+ijf3 äèôåðåíöiîâàíà íà

äåÿêié ìíîæèíè ó áiêîìïëåêñíié àëãåáði. Ðîçãëÿíåìî óìîâè Êîøi-Ðiìàíà äëÿ ôóíêöi¨
áiêîìïëåêñíîãî çìiííîãî ó âèãëÿäi (??). Ñïî÷àòêó âiçüìåìî ç öi¹¨ ñèñòåìè ïåðøå òà
äðóãå ðiâíÿííÿ òà âèêîðèñòà¹ìî ç íèõ ïåðøi ðiâíîñòi. Ìàòèìåìî,

{
∂f0

∂x0
= ∂f1

∂x1

− ∂f0

∂x1
= ∂f1

∂x0

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ïåðøå ðiâíÿííÿ îñòàííüî¨ ñèñòåìè ïî çìiííié x0, à äðóãå ðiâíÿííÿ
� ïî x1. Îòðèìà¹ìî, {

∂2f0

∂2x0
= ∂2f1

∂x0·∂x1

− ∂2f0

∂2x1
= ∂2f1

∂x1·∂x0

Âiäíiìåìî ðiâíÿííÿ îñòàííüî¨ ñèñòåìè, ìàòèìåìî

∂2f0

∂2x0

+
∂2f0

∂2x1

= 0. (16)

Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäàþ÷è iíøi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (??), îòðèìà¹ìî ùå ðÿä ðiâíÿíü

∂2f0

∂2x0

+
∂2f0

∂2x2

= 0, (17)

∂2f0

∂2x2

+
∂2f0

∂2x3

= 0, (18)

∂2f0

∂2x1

+
∂2f0

∂2x3

= 0, (19)

∂2f0

∂2x0

− ∂2f0

∂2x3

= 0, (20)

∂2f0

∂2x2

− ∂2f0

∂2x1

= 0. (21)

Ðiâíÿííÿ âèäó (??) � (??) íàçèâàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè Ëàïëàñà àáî ðiâíÿííÿìè
íåïåðåðâíîñòi.Êðiì òîãî, ðiâíÿííÿ (??), (??) íàçèâàþòüñÿ õâèëüîâèìè ðiâíÿííÿìè.
Ðîçâ'çêàìè õâèëüîâèõ ðiâíÿíü ¹ äîâiëüíà äâà ðàçè äèôåðåíöiîâàíà ôóíêöiÿ áiêîìïëåêñíîãî
çìiííîãî.

Àíàëîãi÷íî, ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà òà õâèëüîâi ðiâíÿííÿ ìîæíî îòðèìàòè é äëÿ ôóíêöié
f1, f2, f3.

Òåïåð äîäàìî ðiâíÿííÿ (??) � (??). Îòðèìà¹ìî,

∂2f0

∂2x0

+
∂2f0

∂2x1

+
∂2f0

∂2x2

+
∂2f0

∂2x3

= 0. (22)

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿì Ëàïëàñà ïî çìiííèì (x0, x1, x2, x3) äëÿ ôóíêöi¨ f0.
Àíàëîãi÷íî, äîäàþ÷è ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà äëÿ ôóíêöié f1, f2, f3 ïî äâîì çìiííèì, îòðèìà¹ìî

ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà äëÿ öèõ ôóíêöié ïî ÷îòèðüîì çìiííèì (x0, x1, x2, x3).

∂2f1

∂2x0

+
∂2f1

∂2x1

+
∂2f1

∂2x2

+
∂2f1

∂2x3

= 0, (23)
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∂2f2

∂2x0

+
∂2f2

∂2x1

+
∂2f2

∂2x2

+
∂2f2

∂2x3

= 0, (24)

∂2f3

∂2x0

+
∂2f3

∂2x1

+
∂2f3

∂2x2

+
∂2f3

∂2x3

= 0. (25)

Ðiâíÿííÿ (??), (??) ïîêàçóþòü, ùî ôóíêöiÿ îäíîãî áiêîìïëåêñíîãî çìiííîãî ïî äâîì
êîîðäèíàòàì (x0, x3) òà (x1, x2) çàäîâîëüíÿ¹ õâèëüîâèì ðiâíÿííÿì; à ïî êîîðäèíàòàì
(x0, x1), (x0, x2), (x2, x3), (x1, x3) òà (x0, x1, x2, x3) � ðiâíÿííþ Ëàïëàñà àáî ðiâíÿííþ
íåïåðåðâíîñòi.

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíî âçÿòè äîâiëüíó ôóíêöiþ, ïiäñòàâèòè â ÿêîñòi ¨¨ àðãóìåíòó
áiêîìïëåêñíå ÷èñëî òà îòðèìàòè â ðåçóëüòàòi ¨¨ êîìïîíåíòè ó âèãëÿäi ôóíêöié, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü õâèëüîâîìó ðiâíÿííþ ïî êîîðäèíàòàì (x0, x3) òà (x1, x2). Öÿ âëàñòèâiñòü
ôóíêöi¨ áiêîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷.

Ó äiéñíîìó àíàëiçi âiäîìèé îïåðàòîð∇ � îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ. Âèíèêà¹ ëîãi÷íå
ïèòàííÿ: ÷è ìîæíà, ÿêèìîñü ÷èíîì ââåñòè òàêîãî ðîäó îïåðàòîð ó áiêîìïëåêñíié àëãåáði?
Äëÿ âiäïîâiäi íà öå ïèòàííÿ ñïî÷àòêó ââåäåìî öåé îïåðàòîð çâè÷àéíèì ÷èíîì òà âèêîíà¹ìî
ðÿä ïåðåòâîðåíü, ÿêi íàïðîøóþòüñÿ ïðèðîäîþ áiêîìïëåêñíî¨ àëãåáðè.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè áiêîìïëåêñíå ÷èñëî ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿäi b =
x0+ix1+jx2+ijx3, x0, x1, x2, x3 ∈ R, òîáòî äiéñíèé àíàëîã. Íåõàé ôóíêöiÿ áiêîìïëåêñíî¨
çìiííî¨ y = f(x) = f0+if1+jf2+ijf3 äèôåðåíöiîâàíà íà äåÿêié ìíîæèíè ó áiêîìïëåêñíié
àëãåáði. Òîäi, äèôåðåíöiàë öi¹¨ ôóíêöi¨

dy = f ′(x)dx.

Àáî, ç òî÷êè çîðó íîâîãî îïåðàòîðà, ìà¹ìî

dy = ∇fdx.

Ïîðiâíþþ÷è îñòàííi äâi ðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî:

f ′(x) = ∇f.

Ðîçïèøåìî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ïîêîìïîíåíòíî:

f ′0 + if ′1 + jf ′2 + ijf ′3 = (f0 + if1 + jf2 + ijf3) (∇0 + i∇1 + j∇2 + ij∇3) ,

àáî

f ′0 + if ′1 + jf ′2 + ijf ′3 = ∇0f0 −∇1f1 −∇2f2 +∇3f3 + i (∇1f0 +∇0f1 −∇3f2 −∇2f3) +

+j (∇2f0 −∇3f1 +∇0f2 −∇1f3) + ij (∇3f0 +∇2f1 +∇1f2 +∇0f3) .

Òåïåð ïðèðiâíþ¹ìî ïîêîìïîíåíòíî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè. Áóäåìî, ìàòè




f ′0 = ∇0f0 −∇1f1 −∇2f2 +∇3f3

f ′1 = ∇1f0 +∇0f1 −∇3f2 −∇2f3

f ′2 = ∇2f0 −∇3f1 +∇0f2 −∇1f3

f ′3 = ∇3f0 +∇2f1 +∇1f2 +∇0f3

Â îñòàííié ñèñòåìi çàìiíèìî

∇k = ck · ∂

∂xk

, k = 0, 1, 2, 3,
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äå ck � íåâiäîìi ñòàëi. Îòðèìà¹ìî,




f ′0 = c0 · ∂f0

∂x0
− c1 · ∂f1

∂x1
− c2 · ∂f2

∂x2
+ c3 · ∂f3

∂x3

f ′1 = c1 · ∂f0

∂x1
+ c0 · ∂f1

∂x0
− c3 · ∂f2

∂x3
− c2 · ∂f3

∂x2

f ′2 = c2 · ∂f0

∂x2
− c3 · ∂f1

∂x3
+ c0 · ∂f2

∂x0
− c1 · ∂f3

∂x1

f ′3 = c3 · ∂f0

∂x3
+ c2 · ∂f1

∂x2
+ c1 · ∂f2

∂x1
+ c0 · ∂f3

∂x0

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ ck âèêîðèñòà¹ìî óìîâi Êîøi-Ðiìàíà ó ôîðìi (??). Â ðåçóëüòàòi
âèéäå íàñòóïíà ñèñòåìà: 




1 = c0 − c1 − c2 + c3

1 = −c1 + c0 + c3 − c2

1 = −c2 + c3 + c0 − c1

1 = c3 − c2 − c1 + c0

Ðîçâ'ÿçó¹ìî îòðèìàíó ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü òî çíàõîäèìî çíà÷åííÿ ck.

c0 =
1

4
, c1 = −1

4
, c2 = −1

4
, c3 =

1

4
.

Îòæå, ìà¹ìî:

∇0 =
1

4
· ∂

∂x0

, ∇1 = −1

4
· ∂

∂x1

, ∇2 = −1

4
· ∂

∂x2

, ∇3 =
1

4
· ∂

∂x3

.

Ïiäñòàâëÿ¹ìî çíàéäåíi çíà÷åííÿ ∇k, k = 0, 1, 2, 3 ó âèðàç

∇ = ∇0 + i∇1 + j∇2 + ij∇3

òà îòðèìà¹ìî
∇ =

1

4
·
(

∂

∂x0

− i
∂

∂x1

− j
∂

∂x2

+ ij
∂

∂x3

)
. (26)

Âèðàç (??) ìè é áóäåìî ïðèéìàòè ó ÿêîñòi îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà äèôåðåíöiþâàííÿ
∇, ó äiéñíîìó âèïàäêó, ó áiêîìïëåêñíié àëãåáði. Ñëiä âiäìiòèòè, ùî ïðè öüîìó,
ÿê áóëî ïîêàçàíî âèùå, ìè çáåðåæåìî ôîðìó çàïèñó äèôåðåíöiàëó ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè áiêîìïëåêñíå ÷èñëî ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿäi b =
z1 + jz2, z1, z2 ∈ C, òîáòî êîìïëåêñíèé àíàëîã.

Íåõàé ôóíêöiÿ áiêîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ y = f(x) = w1 + jw2 äèôåðåíöiîâàíà íà äåÿêié
ìíîæèíè ó áiêîìïëåêñíié àëãåáði. Òîäi, ÿê i âèùå, îòðèìà¹ìî:

f ′(x) = ∇f.

Çíîâó ðîçïèøåìî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ïîêîìïîíåíòíî:

w′
1 + jw′

2 = (w1 + jw2) (∇1 + j∇2) ,

àáî
w′

1 + jw′
2 = ∇1w1 −∇2w2 + j (∇2w1 +∇1w2) .

Òåïåð ïðèðiâíþ¹ìî ïîêîìïîíåíòíî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè. Áóäåìî, ìàòè
{

w′
1 = ∇1w1 −∇2w2

w′
2 = ∇2w1 +∇1w2

11



Â îñòàííié ñèñòåìi çàìiíèìî

∇k = ck · ∂

∂zk

, k = 1, 2,

äå ck � íåâiäîìi ñòàëi. Îòðèìà¹ìî,
{

w′
1 = c1 · ∂w1

∂z1
− c2 · ∂w2

∂z2

w′
2 = c2 · ∂w1

∂z2
+ c1 · ∂w2

∂z1

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ ck âèêîðèñòà¹ìî óìîâi Êîøi-Ðiìàíà ó ôîðìi (??) òà àíàëîãi÷íî,
ÿê i âèùå, ìà¹ìî:

c1 =
1

2
, c2 = −1

2
.

Îòæå,
∇1 =

1

2
· ∂

∂z1

, ∇2 = −1

2
· ∂

∂x2

.

Ïiäñòàâëÿ¹ìî çíàéäåíi çíà÷åííÿ ∇k, k = 1, 2 ó âèðàç

∇ = ∇1 + j∇2

òà îòðèìà¹ìî
∇ =

1

2
·
(

∂

∂z1

− j
∂

∂z2

)
. (27)

Âèðàç (??) ìè é áóäåìî ïðèéìàòè ó ÿêîñòi îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà äèôåðåíöiþâàííÿ
∇, ó êîìïëåêñíîìó âèïàäêó, ó áiêîìïëåêñíié àëãåáði, òà ïðè öüîìó ìè òàêîæ
çáåðåæåìî ôîðìó çàïèñó äèôåðåíöiàëó ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Òåïåð ìè ðîçãëÿíåìî ôîðìóëó äëÿ çñóâó ó âèïàäêàõ, êîëè ôóíêöiÿ áiêîìïëåêñíîãî
çìiííîãî y = f(x) çàëåæèòü òiëüêè âiä àðãóìåíòó x, òà êîëè âîíà çàëåæèòü ùå âiä
ñïðÿæåíèõ àðãóìåíòiâ x′, x̃, x̄.

Íåõàé ñïî÷àòêó ôóíêöiÿ áiêîìïëåêñíîãî çìiííîãî y = f(x) çàëåæèòü òiëüêè âiä
àðãóìåíòó x. ßê âiäîìî ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, äëÿ ôóíêöi¨, ÿêà ìà¹ íåïåðåðâíi
â òî÷öi x ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

f(x + h) =
∞∑

n=0

f (n)(x)

n!
hn, (28)

äå h � ïðèðiñò àðãóìåíòó â òî÷öi x. Àáî, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ exp x, òîáòî ðiâíiñòü

exp b =
∞∑

n=0

bn

n!
,

ç ðiâíîñòi (??) ìà¹ìî:
f(x + h) = exp

(
h · d

dx

)
f(x).

Çàñòîñîâóþ÷è â îñòàííüîìó ñïiââiäíîøåííþ ïîíÿòòÿ îïåðàòîðó äèôåðåíöiþâàííÿ ∇ =
d
dx

, îòðèìà¹ìî,
f(x + h) = exp (h · ∇) f(x). (29)
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Ðiâíiñòü (??) i ¹ôîðìóëîþ çñóâó àðãóìåíòó ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ áiêîìïëåêñíîãî
çìiííîãî y = f(x) çàëåæèòü òiëüêè âiä àðãóìåíòó x. Âîíà ïîêàçó¹, ùî äëÿ çñóâó
àðãóìåíòó ôóíêöi¨, ìîæíî ñàìó ôóíêöiþ ïîìíîæèòè íà äèôåðåíöiàëüíèé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð çñóâó exp (h · ∇) .

Íåõàé òåïåð ôóíêöiÿ áiêîìïëåêñíîãî çìiííîãî y = f(x) çàëåæèòü íå òiëüêè âiä
àðãóìåíòó x, à é âiä ñïðÿæåíèõ àðãóìåíòiâ x′, x̃, x̄. ßêùî h � ïðèðiñò àðãóìåíòó â òî÷öi
x, òî àíàëîãi÷íî, ÿê é âèùå áóäåìî ìàòè:

f
(
x + h, x′ + h′, x̃ + h̃, x̄ + h̄

)
=

= exp

(
h · d

dx
+ h′ · d

dx′
+ h̃ · d

dx̃
+ h̄ · d

dx̄

)
f (x, x′, x̃, x̄) .

Çàñòîñîâóþ÷è â îñòàííüîìó ñïiââiäíîøåííþ ïîíÿòòÿ îïåðàòîðiâ äèôåðåíöiþâàííÿ

∇ =
d

dx
, ∇′ =

d

dx′
, ∇̃ =

d

dx̃
, ∇̄ =

d

dx̄

îòðèìà¹ìî,

f
(
x + h, x′ + h′, x̃ + h̃, x̄ + h̄

)
= exp

(
h∇+ h′∇′ + h̃∇̃+ h̄∇̄

)
f (x, x′, x̃, x̄) . (30)

Ðiâíiñòü (??) i ¹ôîðìóëîþ çñóâó àðãóìåíòó ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ áiêîìïëåêñíîãî
çìiííîãî y = f(x) çàëåæèòü òiëüêè âiä àðãóìåíòó x, à é âiä ñïðÿæåíèõ àðãóìåíòiâ
x′, x̃, x̄. Âîíà ïîêàçó¹, ùî äëÿ çñóâó àðãóìåíòó ôóíêöi¨, ìîæíî ñàìó ôóíêöiþ ïîìíîæèòè
íà äèôåðåíöiàëüíèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð çñóâó

exp
(
h∇+ h′∇′ + h̃∇̃+ h̄∇̄

)
.

Äÿêóþ êåðiâíèêà äèïëîìó äîöåíòà À.Î. Ïîãîðóÿ çà ïîñòàíîâêó çàäà÷i i äîïîìîãó
ïðè íàïèñàííi ðîáîòè.
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