


2

ÀÍÎÒÀÖIß

Äîâãîïÿòèé Î. Ï. Äî òåîði¨ ëîêàëüíî¨ i ìåæîâî¨ ïîâåäiíêè ïëîñêèõ i

ïðîñòîðîâèõ âiäîáðàæåíü. � Êâàëi�iêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêî-

ïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ ñòóïåíÿ äîêòîðà �iëîñî�i¨ çà ñïåöiàëüíiñòþ 111

Ìàòåìàòèêà. � Æèòîìèðñüêèé äåðæàâíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,

Æèòîìèð, 2024.

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåíü çi ñêií-

÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, ÿêi àêòèâíî âèâ÷àþòüñÿ ïðîòÿãîì îñòàííiõ 25-30 ðîêiâ,

à òàêîæ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi é çàäà÷à Äiðiõëå äëÿ íüîãî. ßê âiäîìî, ïðîáëå-

ìè ëîêàëüíî¨ é ìåæîâî¨ ïîâåäiíêè âiäîáðàæåíü, ¨õ íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ

íà ìåæó çàäàíî¨ îáëàñòi, à òàêîæ ïîâåäiíêà âiäîáðàæåíü ó ìåæîâèõ òî÷êàõ ¹

îäíèìè ç íàéâàæëèâiøèõ ïðîáëåì ñó÷àñíîãî àíàëiçó. Çà äîïîìîãîþ äîêëàä-

íîãî âèâ÷åííÿ öèõ ïèòàíü âäà¹òüñÿ âñòàíîâèòè öiêàâi çàñòîñóâàííÿ, çîêðåìà,

â îáëàñòi iñíóâàííÿ ãîìåîìîð�íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi, êîìïàêòíî-

ñòi êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi é âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå. Çàóâà-

æèìî, ùî ðîçïî÷àòà ó 30-òi ðîêè XX ñòîði÷÷ÿ àêàäåìiêîì Ì. Î. Ëàâðåíòü¹-

âèì òåîðiÿ êâàçiêîí�îðìíèõ âiäîáðàæåíü, àêòèâíèé ðîçâèòîê ÿêî¨ âiäáóâñÿ

â 70-òi ðîêè ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ, íà ñó÷àñíîìó åòàïi ïåðåòâîðèëàñÿ ó òåîðiþ

âiäîáðàæåíü çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì. Îñòàííi 15-20 ðîêiâ êëàñè âiäîáðà-

æåíü çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì àêòèâíî âèâ÷àþòüñÿ â ðîáîòàõ áàãàòüîõ

ìàòåìàòèêiâ ñâiòîâîãî ðiâíÿ, òàêèõ ÿê Ê. Àñòàëà, Â. �îëüäøòåéí, Â. �óòëÿí-

ñüêèé, Ò. Iâàíåöü, Ï. Êîñêåëà, Î. Ìàðòiî, Â. �ÿçàíîâ, Ñ. Õåíêë, À. Óõëîâ òà

iíøèõ. Çîêðåìà, â äèñåðòàöi¨ çðîáëåíî âíåñîê ó ñó÷àñíó òåîðiþ âiäîáðàæåíü

ó âèãëÿäi îòðèìàííÿ íîâèõ òåîðåì çáiæíîñòi, íîðìàëüíîñòi é êîìïàêòíîñòi

ñiìåé âiäîáðàæåíü, òåîðåì ïðî îöiíêè ñïîòâîðåííÿ ïðè âiäîáðàæåííÿõ i ¨õ

ìåæîâó ïîâåäiíêó, à òàêîæ îòðèìàííÿ çàñòîñóâàíü öèõ ðåçóëüòàòiâ äî òåîðåì

êîìïàêòíîñòi êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå i ðiâíÿíü Áåëüòðàìi. Òàêîæ öi

ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíi äî îòðèìàííÿ íîâèõ òåîðåì iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëi-

íiéíèõ i êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ¹ ïðîäîâæåííÿì äîñëiäæåíü ç òåîði¨ âiäîáðàæåíü
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òà ¨¨ çàñòîñóâàíü äî ïðîáëåì iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïî-

õiäíèìè òà çàäà÷i Äiðiõëå, ÿêi çäiéñíþâàëè òàêi íàóêîâöi:

1) Á. Áîÿðñüêèé (iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ i êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Áåëüòðàìi ó ðiâíîìiðíî-åëiïòè÷íîìó âèïàäêó);

2) Î. À�àíàñü¹âà, Â. �óòëÿíñüêèé, Ä. Êîâòîíþê, Î. Ìàðòiî, Â. �ÿçàíîâ,

�. Ñàëiìîâ, �. Ñåâîñòüÿíîâ, Ñ. Ñêâîðöîâ, Ó. Ñðåáðî, Å. ßêóáîâ (ðîçâèòîê òå-

îði¨ çáiæíîñòi, íîðìàëüíîñòi é êîìïàêòíîñòi êëàñiâ âiäîáðàæåíü ç íåðiâíiñòþ

Ïîëåöüêîãî, à ñàìå òàê çâàíèõ Q -âiäîáðàæåíü i êiëüöåâèõ Q -âiäîáðàæåíü,

¨õ ìåæîâî¨ ïîâåäiíêè);

3) Ê. Àñòàëà, Ò. Iâàíåöü, �. Ìàðòií (òåîðåìè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíié-

íèõ i êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ó âèïàäêó, êîëè äèëàòàöiÿ ðiâíÿííÿ ¹

åêñïîíåíöiéíî iíòåãðîâíîþ);

4) Â. �óòëÿíñüêèé, Ò. Ëîìàêî, Â. �ÿçàíîâ, �. Ñåâîñòüÿíîâ, Ó. Ñðåáðî,

Å. ßêóáîâ (òåîðåìè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ i êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Áåëüòðàìi ó âèïàäêó âèðîäæåííÿ åëiïòè÷íîñòi, çîêðåìà, ó âèïàäêó, êîëè äè-

ëàòàöiÿ ðiâíÿííÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó òèïó FMO àáî iíòåãðàëüíó óìîâó ðîç-

áiæíîñòi òèïó Ëåõòî);

5) Þ. Äèáîâ, Ä. Êîâòîíþê, I. Ï¹òêîâ, Â. �ÿçàíîâ, �. Ñàëiìîâ (òåîðåìè

iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi é êîìïàêòíiñòü

êëàñiâ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó îäèíè÷íîìó êðóçi).

Ñåðåä iíøîãî, â äèñåðòàöi¨ âñòàíîâëåíî íåïåðåðâíå ìåæîâå ïðîäîâæåí-

íÿ âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî. Òàêîæ íà îñíîâi ëîêàëü-

íèõ i ìåæîâèõ âëàñòèâîñòåé öèõ âiäîáðàæåíü îòðèìàíi òåîðåìè êîìïàêòíîñòi

êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi é çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ íüîãî. Êðiì òîãî,

îòðèìàíi òåîðåìè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ i êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü Áåëü-

òðàìi, âêëþ÷àþ÷è ðîçâ'ÿçêè ç ãiäðîäèíàìi÷íèì íîðìóâàííÿì â îêîëi íåñêií-

÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè.

Äèñåðòàöiÿ ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìàþòü ñà-

ìîñòiéíèé íàóêîâèé iíòåðåñ i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ó ïîäàëüøèõ äîñëi-

äæåííÿõ ç òåîði¨ âiäîáðàæåíü, à òàêîæ ó âàðiàöiéíîìó ÷èñëåííi, çîêðåìà, ç

ìåòîþ îòðèìàííÿ íåîáõiäíèõ óìîâ åêñòðåìóìó äåÿêèõ �óíêöiîíàëiâ.
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Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äîñëiäæåííÿ, íàâåäåíî îïèñ

îá'¹êòà òà ïðåäìåòà äîñëiäæåííÿ, çàçíà÷åíî çâ'ÿçîê äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ç

íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè òà òåìàìè. Òàêîæ âiäçíà÷åíi íàóêîâà íîâèçíà, ìåòà,

çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ, ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ, îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à òà

ií�îðìàöiÿ ùîäî àïðîáàöi¨ ðåçóëüòàòiâ.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ðîçâèíóòà òåîðiÿ ìåæîâî¨ ïîâåäiíêè âiäîáðàæåíü îáëà-

ñòåé åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó òà îòðèìàíi ìîäóëüíi íåðiâíîñòi òèïó Ïîëåöüêîãî.

�îçäië ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ïiäðîçäiëiâ. Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíî íå-

ïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî íà

ìåæó ó âèïàäêó, êîëè ìàæîðàíòà â öié íåðiâíîñòi iíòåãðîâíà, îáëàñòü âèçíà-

÷åííÿ ìà¹ ñëàáêî ïëîñêó ìåæó, à îáëàñòü çíà÷åííÿ ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíîþ íà

ñâî¨é ìåæi. Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíà âåðõíÿ îáåðíåíà îöiíêà ìîäóëÿ

òèïó Ïîëåöüêîãî, â ÿêié áåðå ó÷àñòü àíàëîã âíóòðiøíüî¨ äèëàòàöi¨ âiäîáðà-

æåííÿ. Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíà ëîãàðè�ìi÷íà íåïåðåðâíiñòü çà �åëü-

äåðîì âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî ó ìåæîâèõ òî÷êàõ ó

âèïàäêó, êîëè ìàæîðàíòà â öié íåðiâíîñòi iíòåãðîâíà, à âiäîáðàæåíà îáëàñòü

¹ îáìåæåíîþ îïóêëîþ. �åçóëüòàò ¹ ñïðàâåäëèâèì ó âèïàäêó, êîëè îáëàñòþ

âèçíà÷åííÿ ¹ àáî QED -îáëàñòü, àáî îáëàñòü ç ëîêàëüíî êâàçiêîí�îðìíîþ

ìåæåþ, àáî ðåãóëÿðíà îáëàñòü ó ñåíñi ïðîñòèõ êiíöiâ.

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé òåîðåìàì êîìïàêòíîñòi êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi é çàäà÷i Äiðiõëå. �îçäië ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ïiäðîçäiëiâ.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíî òåîðåìè ïðî êîìïàêòíi êëàñè ãîìåîìîð�içìiâ

ç ãiäðîäèíàìi÷íèì íîðìóâàííÿì, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi ó äå-

ÿêié æîðäàíîâié îáëàñòi, õàðàêòåðèñòèêè ÿêèõ ìàþòü êîìïàêòíèé íîñié i çà-

äîâîëüíÿþòü ïåâíi îáìåæåííÿ iíòåãðàëüíîãî õàðàêòåðó. ßê íàñëiäîê, îòðèìà-

íî ðåçóëüòàòè ïðî êîìïàêòíi êëàñè ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ çàäà÷ Äiðiõëå, ÿêi

ðîçãëÿäàþòüñÿ â äåÿêié æîðäàíîâié îáëàñòi. Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíî

òåîðåìè ïðî êîìïàêòíi êëàñè ãîìåîìîð�içìiâ ç ãiäðîäèíàìi÷íèì íîðìóâàí-

íÿì, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi, õàðàêòåðèñòèêè ÿêèõ ìàþòü êîì-

ïàêòíèé íîñié i çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi îáìåæåííÿ òåîðåòèêî-ìíîæèííîãî òè-

ïó. Îòðèìàíî òàêîæ ðåçóëüòàòè ïðî êîìïàêòíi êëàñè ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ
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çàäà÷ Äiðiõëå, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â äåÿêié æîðäàíîâié îáëàñòi. Òðåòié ïiäðîç-

äië ïðèñâÿ÷åíèé ïèòàííÿì, ùî ñòîñóþòüñÿ ïðîáëåìè êîìïàêòíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ

çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi â äåÿêié îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi. Ó òåð-

ìiíàõ ïðîñòèõ êiíöiâ îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ùîäî êîìïàêòíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çà-

äà÷i Äiðiõëå, çãàäàíèõ âèùå, äëÿ âèïàäêó, êîëè ìàêñèìàëüíi äèëàòàöi¨ öèõ

ðîçâ'ÿçêiâ çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi iíòåãðàëüíi îáìåæåííÿ.

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé iñíóâàííþ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi i

ìiñòèòü òðè ïiäðîçäiëè. Ïåðøèé ïiäðîçäië ñòîñó¹òüñÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ

êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ç äâîìà õàðàêòåðèñòèêàìè. Çà ïåâíèõ óìîâ

íà êîìïëåêñíi êîå�iöi¹íòè îòðèìàíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ ãîìåîìîð�íèõ

ACL -ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ. Êðiì òîãî, çà äåÿêèõ âiäíîñíî ñëàáêèõ óìîâ

îòðèìàíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ âiäïîâiäíèõ íåïåðåðâíèõ ACL -ðîçâ'ÿçêiâ,

ÿêi ¹ ëîãàðè�ìi÷íî ãåëüäåðîâèìè â çàäàíié îáëàñòi. Äðóãèé ïiäðîçäië ïðè-

ñâÿ÷åíèé iñíóâàííþ ðîçâ'ÿçêiâ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ç äâîìà õà-

ðàêòåðèñòèêàìè òà ãiäðîäèíàìi÷íèì íîðìóâàííÿì. �îçãëÿíóòi ïðîáëåìè ùî-

äî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi ç ãiäðîäèíàìi÷íèì íîðìóâàííÿì

òà ïèòàííÿ ïðî çáiæíiñòü öèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Çà äåÿêèõ

óìîâ íà äèëàòàöi¨ îáåðíåíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿ-

ííÿ çðiçîê) âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ ñîáîëiâñüêèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ðiâíÿíü ç

âêàçàíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Òàêîæ îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïðî ëîêàëüíî ðiâíî-

ìiðíi ãðàíèöi öèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Îñòàííié (òðåòié) ïiäðîçäië ñòîñó¹òüñÿ ïðîñòî-

ðîâèõ âiäîáðàæåíü ç àíàëîãîì ãiäðîäèíàìi÷íîãî íîðìóâàííÿ. Äîâåäåíî, ùî

âiäïîâiäíi ãîìåîìîð�içìè �îðìóþòü îäíîñòàéíî íåïåðåðâíi ñiì'¨ çà äåÿêèõ

óìîâ íà õàðàêòåðèñòèêó êâàçiêîí�îðìíîñòi. �îçãëÿíóòî òàêîæ ïèòàííÿ ùî-

äî çàìêíåíîñòi öèõ êëàñiâ âiäíîñíî ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi. Îòðèìàíi

àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ âiäîáðàæåíü ç iíòåãðàëüíèìè îáìåæåííÿìè, à òà-

êîæ äëÿ êëàñiâ âiäïîâiäíèõ îáåðíåíèõ âiäîáðàæåíü.

Êëþ÷îâi ñëîâà: êâàçiêîí�îðìíi âiäîáðàæåííÿ, âiäîáðàæåííÿ ç îáìåæå-

íèì i ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, ìîäóëi ñiìåé êðèâèõ, ìåæîâà ïîâåäiíêà, êëà-

ñè Ñîáîë¹âà, êîìïàêòíiñòü êëàñiâ, äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, äè�åðåíöiàëüíi

ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi, çàäà÷à Äiðiõëå.



6

ABSTRACT

Dovhopiatyi O. P. On the theory of lo
al and boundary behavior of plane

and spa
e mappings. � Quali�
ation work on manus
ript rights.

The thesis for obtaining the degree of Do
tor of Philosophy in spe
iality 111

Mathemati
s (PhD). � Zhytomyr Ivan Franko State University, Zhytomyr, 2024.

The thesis is devoted to the study of the properties of mappings with �-

nite distortion, whi
h have been a
tively studied during the last 25-30 years,

as well as the Beltrami equation and the Diri
hlet problem. As is known, the

problems of lo
al and boundary behavior of mappings, their 
ontinuous extension

to the boundary of a domain, and the behavior of mappings at boundary points

are among the most important problems of modern analysis. Due to the detailed

study of these problems, it is possible to establish interesting appli
ations, in parti-


ular, in the �eld of existen
e of homeomorphi
 solutions of Beltrami equations,


ompa
tness of 
lasses of solutions of Beltrami equations and the 
orresponding

Diri
hlet problem. Note that the theory of quasi
onformal mappings, started in

the 1930s by an a
ademi
ian M. O. Lavrentiev, the a
tive development of whi-


h was implemented in the 70s of the last 
entury, has turned into the theory

of mappings with �nite distortion at the present stage. In the last 15-20 years,


lasses of mappings with �nite distortion have been a
tively studied in the papers

of many known mathemati
ians su
h as K. Astala, V. Goldstein, V. Gutlyanskii,

T. Iwanie
, P. Koskela, O. Martio, V. Ryazanov, S. Hen
l, A. Ukhlov and many

others. In this regard, the topi
 of the thesis of O. P. Dovhopiatyi �ts perfe
tly

into the topi
 of modern mathemati
al resear
h. In parti
ular, the thesis made

a 
ontribution to the modern theory of mappings in the form of obtaining new

theorems of 
onvergen
e, normality and 
ompa
tness of families of mappings,

theorems on estimates of distortion of mappings and their boundary behavior,

as well as obtaining appli
ations of these results to theorems of 
ompa
tness of


lasses of solutions of the Diri
hlet problem and the Beltrami equation. In addi-

tion, the results mentioned above may be applied to the problem of the existen
e

of solutions of linear and quasilinear Beltrami equations.

This manus
ript is a 
ontinuation of studies on the mapping theory and its
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appli
ations to the problems of the existen
e of solutions of equations with partial

derivatives and the Diri
hlet problem, whi
h were 
arried out by:

1) B. Bojarski (who dealt with the problem of the existen
e of solutions of

linear and quasilinear Beltrami equations in the uniform ellipti
 
ase);

2) O. Afanas'eva, V. Gutlyanskii, D. Kovtonyuk, O. Marito, V. Ryazanov,

R. Salimov, E. Sevost'yanov, S. Skvortsov, U. Srebro, E. Yakubov (who worked

on the development of the theory of 
onvergen
e, normality, and 
ompa
tness

of 
lasses of mappings satisfying the Poletsky inequality, namely, the so-
alled

Q -mappings and ring Q -mappings and their boundary behavior);

3) K. Astala, T. Iwanie
, G. Martin (who have proved the theorems on the

existen
e of solutions of linear and quasilinear Beltrami equations in the 
ase when

its dilatation is exponentially integrable);

4) V. Gutlyanskii, T. Lomako, V. Ryazanov, E. Sevost'yanov, U. Srebro,

E. Yakubov (who have proved theorems on the existen
e of solutions of linear

and quasilinear Beltrami equations in the 
ase of degenerate ellipti
ity, say, in the


ase when the dilatation of the equation satis�es the FMO -type 
ondition or the

Lehto-type integral divergen
e 
ondition);

5) Yu. Dybov, D. Kovtonyuk, I. Petkov, V. Ryazanov, R. Salimov (who have

obtained theorems on the existen
e of solutions of the Diri
hlet problem for the

Beltrami equation and the 
ompa
tness of 
lasses of these solutions in the unit

disk).

Among other things, the thesis 
ontains the results 
on
erning the 
onti-

nuous boundary extension of mappings with the inverse Poletsky inequality. Also,

on the basis of lo
al and boundary properties of these mappings, theorems on


ompa
tness of 
lasses of solutions of Beltrami equations and the Diri
hlet problem

for it have been obtained. In addition, theorems on existen
e of solutions of linear

and quasilinear Beltrami equations in
luding solutions with the hydrodynami


normalization 
ondition near in�nitely distant point have been obtained.

The thesis is theoreti
al. The obtained results are of independent s
ienti�


interest and may be used for further resear
h in the mapping theory, as well as

in 
al
ulus of variations, in parti
ular, to obtain the ne
essary 
onditions for the
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extremum of various fun
tionals.

The introdu
tion in
ludes the relevan
e of the resear
h topi
, provides a

des
ription of the obje
t and subje
t of the resear
h, indi
ates the 
onne
tion of

the thesis work with s
ienti�
 programs and topi
s. The s
ienti�
 novelty, purpose,

resear
h tasks, pra
ti
al signi�
an
e, personal 
ontribution of the re
ipient and

information on approbation of the results are also noted.

The �rst se
tion is devoted to the theory of boundary behavior of mappings

in the Eu
lidean spa
e. In addition, modular inequalities of the Poletsky type have

been obtained. The se
tion 
onsists of three subse
tions. In the �rst subse
tion,

the 
ontinuous extension of the mappings with the inverse Poletsky inequality to

the boundary is obtained. The result was proved under the 
onditions that the

majorant in this inequality is integrable, the de�nition domain has a weakly �at

boundary, and the mapped domain is lo
ally 
onne
ted at its boundary. In the

se
ond subse
tion, we have obtained the upper inverse modulus 
ondition of the

Poletsky type in whi
h some analogue of the inner dilatation is used. The third

subse
tion is devoted to the H�older logarithmi
 
ontinuity of mappings with the

inverse Poletsky inequality at the boundary points in the 
ase when the majorant

in this inequality is integrable, and the mapped domain is bounded and 
onvex.

The result is valid in the 
ase when the de�nition domain is either a QED -

domain, or a domain with a lo
ally quasi
onformal boundary, or a regular domain

in the sense of prime ends.

The se
ond se
tion is devoted to 
ompa
tness theorems of 
lasses of solutions

of the Beltrami equation and the Diri
hlet problem. The se
tion 
onsists of three

subse
tions. In the �rst subse
tion, the author has proved theorems about 
ompa
t


lasses of homeomorphisms with hydrodynami
 normalization, whi
h are solutions

of the Beltrami equation, the 
hara
teristi
s of whi
h have a 
ompa
t support

and satisfy 
ertain integral 
onstraints. The author obtained results on 
ompa
t


lasses of solutions of the 
orresponding Diri
hlet problems, whi
h are 
onsidered

in some Jordanian domain. The se
ond subse
tion is devoted to proving theorems

about 
ompa
t 
lasses of homeomorphisms with hydrodynami
 normalization,

whi
h are solutions of the Beltrami equation, the 
hara
teristi
s of whi
h have



9

a 
ompa
t support and satisfy 
ertain restri
tions of the set-theoreti
 type. In

addition, the author obtained a result about 
ompa
t 
lasses of solutions of the


orresponding Diri
hlet problem, whi
h is 
onsidered in some Jordan domain. The

third subse
tion is devoted to the problem of the 
ompa
tness of solutions of the

Diri
hlet problem for the Beltrami equation in some simply 
onne
ted domain.

In terms of prime ends, the author obtained results regarding the 
ompa
tness of

the solutions of the Diri
hlet problem whenever the maximal dilatations of these

solutions satisfy 
ertain integral 
onstraints.

The third se
tion is devoted to the existen
e of solutions to the Beltrami

equation and 
ontains three subse
tions. The �rst subse
tion 
on
erns the exi-

sten
e of solutions of quasilinear Beltrami equations with two 
hara
teristi
s.

Under 
ertain 
onditions on a 
omplex dilatation, the author obtained theorems on

the existen
e of homeomorphi
 ACL -solutions of this equation. In addition, under

some relatively weak 
onditions, he have obtained theorems on the existen
e of


orresponding 
ontinuous ACL -solutions that are logarithmi
 H�older 
ontinuous

in a given domain. The se
ond subse
tion is devoted to the existen
e of soluti-

ons of quasilinear Beltrami equations with two 
hara
teristi
s and hydrodynami


normalization. The author 
onsiders problems regarding the existen
e of solutions

of the Beltrami equation with hydrodynami
 normalization and the problem of

the 
onvergen
e of these solutions in the 
omplex plane. Under 
ertain 
onditions

on dilations of inverse approximate solutions (solutions of the equation of 
uts), it

is established the existen
e of Sobolev solutions of su
h equations with the spe
i-

�ed properties. The author also obtained results on lo
ally uniform 
onvergen
e

of these solutions. The last (third) subse
tion 
on
erns spatial mappings with an

analogue of hydrodynami
 normalization. The author of the manus
ript proved

that homeomorphisms with the spe
i�ed property form equi
ontinuous families

under 
ertain 
onditions of their 
omplex 
hara
teristi
. The problem of 
loseness

of these 
lasses with respe
t to lo
ally uniform 
onvergen
e is also 
onsidered. In

addition, the author obtained similar results for mappings with integral 
onstra-

ints, as well as for 
lasses of 
orresponding inverse mappings.

Key words: quasi
onformal mappings, mappings with a bounded and �ni-
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te distortion, modulus of families of paths, boundary behavior, Sobolev 
lasses,


ompa
tness of 
lasses, di�erential equations, partial di�erential equations, Beltra-

mi equations, Diri
hlet problem.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ âëà-

ñòèâîñòåé âiäîáðàæåíü çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, ÿêi àêòèâíî âèâ÷àþòüñÿ

ïðîòÿãîì îñòàííiõ 25-30 ðîêiâ, à òàêîæ ðiâíÿííþ Áåëüòðàìi é çàäà÷i Äiðiõëå

äëÿ íüîãî. ßê âiäîìî, ïðîáëåìè ëîêàëüíî¨ é ìåæîâî¨ ïîâåäiíêè âiäîáðàæåíü,

¨õ íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ íà ìåæó çàäàíî¨ îáëàñòi, à òàêîæ ïîâåäiíêà

âiäîáðàæåíü ó ìåæîâèõ òî÷êàõ ¹ îäíèìè ç íàéâàæëèâiøèõ ïðîáëåì ñó÷àñíîãî

àíàëiçó. Çà äîïîìîãîþ äîêëàäíîãî âèâ÷åííÿ öèõ ïèòàíü âäà¹òüñÿ âñòàíîâèòè

öiêàâi çàñòîñóâàííÿ, çîêðåìà, â îáëàñòi iñíóâàííÿ ãîìåîìîð�íèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿíü Áåëüòðàìi, êîìïàêòíîñòi êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi é âiä-

ïîâiäíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå. Çàóâàæèìî, ùî ðîçïî÷àòà ó 30-òi ðîêè XX ñòîði÷÷ÿ

àêàäåìiêîì Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âèì òåîðiÿ êâàçiêîí�îðìíèõ âiäîáðàæåíü, àêòèâ-

íèé ðîçâèòîê ÿêî¨ âiäáóâñÿ â 70-òi ðîêè ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ, íà ñó÷àñíîìó åòà-

ïi ïåðåòâîðèëàñÿ ó òåîðiþ âiäîáðàæåíü çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì. Îñòàííi

15-20 ðîêiâ êëàñè âiäîáðàæåíü çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì àêòèâíî âèâ÷à-

þòüñÿ â ðîáîòàõ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ ñâiòîâîãî ðiâíÿ, òàêèõ ÿê Ê. Àñòàëà,

Â. �îëüäøòåéí, Â. �óòëÿíñüêèé, Ò. Iâàíåöü, Ï. Êîñêåëà, Î. Ìàðòiî, Â. �ÿ-

çàíîâ, Ñ. Õåíêë, À. Óõëîâ òà iíøèõ, äèâ. íàïð. [19℄, [20℄, [45℄, [47℄, [57℄, [58℄.

Ó öüîìó ïëàíi, òåìà äèñåðòàöi¨ öiëêîì âïèñó¹òüñÿ â êîëî ñó÷àñíèõ ìàòåìà-

òè÷íèõ äîñëiäæåíü. Çîêðåìà, â äèñåðòàöi¨ çðîáëåíî âíåñîê ó ñó÷àñíó òåîðiþ

âiäîáðàæåíü ó âèãëÿäi îòðèìàííÿ íîâèõ òåîðåì çáiæíîñòi, íîðìàëüíîñòi é

êîìïàêòíîñòi ñiìåé âiäîáðàæåíü, òåîðåì ïðî îöiíêè ñïîòâîðåííÿ ïðè âiäî-

áðàæåííÿõ i ¨õ ìåæîâî¨ ïîâåäiíêè, à òàêîæ îòðèìàííÿ çàñòîñóâàíü öèõ ðå-

çóëüòàòiâ äî òåîðåì êîìïàêòíîñòi êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå i ðiâíÿíü

Áåëüòðàìi.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äè-

ñåðòàöiÿ âèêîíàíà â Æèòîìèðñüêîìó äåðæàâíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà

Ôðàíêà â ðàìêàõ íàóêîâèõ òåì êà�åäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, áiçíåñ-àíàëiçó

òà ñòàòèñòèêè ¾Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ �óíêöié i âiäîáðàæåíü¿

(äåðæàâíèé ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð 0122U000821, 2022�2024) òà ¾Ëîêàëüíà i
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àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà âiäîáðàæåíü çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì¿ (äåðæàâ-

íèé ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð 0117U004570, 2017-2027).

Ìåòà äîñëiäæåííÿ ïîëÿãà¹ â:

� äîñëiäæåííi ëîêàëüíèõ i ìåæîâèõ âëàñòèâîñòåé âiäîáðàæåíü ç îáåðíå-

íîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî;

� îòðèìàííi íîâèõ òåîðåì êîìïàêòíîñòi êëàñiâ âiäîáðàæåíü;

� îòðèìàííi íîâèõ òåîðåì iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè;

� îòðèìàííi íîâèõ ìîäóëüíèõ íåðiâíîñòåé â îêðåìèõ êëàñàõ âiäîáðà-

æåíü.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ ïîëÿãàþòü â:

� îòðèìàííi òåîðåì ïðî íåïåðåðâíå ìåæîâå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü ç

ïðÿìîþ òà îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî;

� îòðèìàííi îáåðíåíèõ ìîäóëüíèõ íåðiâíîñòåé òèïó Ïîëåöüêîãî;

� îòðèìàííi ëîãàðè�ìi÷íî¨ íåïåðåðâíîñòi çà �åëüäåðîì öèõ âiäîáðàæåíü

ó ìåæîâèõ òî÷êàõ;

� îòðèìàííi òåîðåì êîìïàêòíîñòi êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ç

ãiäðîäèíàìi÷íèì íîðìóâàííÿì â îêîëi íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè;

� îòðèìàííi òåîðåì êîìïàêòíîñòi êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ

ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi;

� îòðèìàííi íîâèõ òåîðåì iñíóâàííÿ íåïåðåðâíèõ i ãîìåîìîð�íèõ ðîçâ'ÿç-

êiâ ëiíiéíèõ i êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ÿê ç îäíi¹þ, òàê i äâîìà êîì-

ïëåêñíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ â äèñåðòàöi¨ ¹ ïëîñêi òà ïðîñòîðîâi âiäîáðàæåí-

íÿ, à òàêîæ äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âiäîáðàæåííÿ ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëå-

öüêîãî, à òàêîæ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi é çàäà÷à Äiðiõëå äëÿ íüîãî.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨

ïåðåâàæíî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä ìîäóëiâ òà ¹ìíîñòåé, ÿêèé ¹ óíiâåð-

ñàëüíèì ìåòîäîì äîñëiäæåííÿ âiäîáðàæåíü. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ïðàêòè÷íî

âñi âiäîìi êëàñè âiäîáðàæåíü, âêëþ÷àþ÷è àíàëiòè÷íi �óíêöi¨, êîí�îðìíi é
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êâàçiêîí�îðìíi âiäîáðàæåííÿ, êâàçiðåãóëÿðíi âiäîáðàæåííÿ i âiäîáðàæåííÿ

çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi îöiíêè ñïîòâîðåííÿ ìîäóëÿ

ñiìåé êðèâèõ, äèâ., íàïð., [19℄� [20℄, [56℄, [58℄ i [66℄.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Íàóêîâó íîâèçíó âèçíà-

÷àþòü, çîêðåìà, òàêi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨:

1. Îòðèìàíî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíi-

ñòþ Ïîëåöüêîãî íà ìåæó ó âèïàäêó, êîëè ìàæîðàíòà â öié íåðiâíîñòi iíòå-

ãðîâíà, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ìà¹ ñëàáêî ïëîñêó ìåæó, à îáëàñòü çíà÷åííÿ ¹

ëîêàëüíî çâ'ÿçíîþ íà ñâî¨é ìåæi (äèâ. òåîðåìó 1.1.1).

2. Îòðèìàíà ëîãàðè�ìi÷íà íåïåðåðâíiñòü çà �åëüäåðîì âiäîáðàæåíü ç

îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî ó ìåæîâèõ òî÷êàõ ó âèïàäêó, êîëè ìàæî-

ðàíòà â öié íåðiâíîñòi iíòåãðîâíà, à âiäîáðàæåíà îáëàñòü ¹ îáìåæåíîþ îïó-

êëîþ. �åçóëüòàò ¹ ñïðàâåäëèâèì ó âèïàäêó, êîëè îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ¹ àáî

QED -îáëàñòü, àáî îáëàñòü ç ëîêàëüíî êâàçiêîí�îðìíîþ ìåæåþ, àáî ðåãó-

ëÿðíà îáëàñòü â ñåíñi ïðîñòèõ êiíöiâ (äèâ. òåîðåìè 1.3.1, 1.3.2, 1.3.3, 1.3.4).

3. Îòðèìàíi òåîðåìè êîìïàêòíîñòi êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ

ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi äëÿ îáëàñòåé ç ðiçíîþ ãåîìåòði¹þ (äèâ. òåîðåìè 2.1.2,

2.2.2 i 2.3.1).

4. Îòðèìàíi òåîðåìè ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ i êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü Áåëü-

òðàìi ÿê ç îäíi¹þ, òàê i äâîìà êîìïëåêñíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, âêëþ÷àþ÷è

ðîçâ'ÿçêè ç ãiäðîäèíàìi÷íèì íîðìóâàííÿì â îêîëi íåñêií÷åííî âiääiëåíî¨ òî-

÷êè (äèâ. òåîðåìè 3.1.1, 3.1.2 i 3.2.1).

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáî-

òà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ðàçîì ç óäîñêîíàëåíèì

ó íié ìåòîäîì ìîäóëiâ ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äî âèâ÷åííÿ iíøèõ êëàñiâ

âiäîáðàæåíü, çîêðåìà, êëàñiâ Ñîáîë¹âà òà Îðëi÷à-Ñîáîë¹âà, à òàêîæ ó âàðià-

öiéíîìó ÷èñëåííi, à ñàìå äëÿ îòðèìàííÿ êðèòåði¨â åêñòðåìóìó �óíêöiîíàëiâ

ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ó äèñåðòàöi¨ âèêîðèñòàíi ìàòåðiàëè

äîñëiäæåíü, ïðîâåäåíèõ:

1) çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî, äèâ. [5℄, [22℄, [23℄;
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2) ñïiëüíî ç �. Ñåâîñòüÿíîâèì òà Ñ. Ñêâîðöîâèì [8℄, äå çäîáóâà÷åì çäié-

ñíåíî äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1 (òåîðåìà ïðî íåïåðåðâíå ìåæîâå ïðîäîâæåííÿ

âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî);

3) ñïiëüíî ç �. Ñåâîñòüÿíîâèì [1℄� [4℄, i [24℄� [32℄, äå äîâåäåííÿ óñiõ

ðåçóëüòàòiâ áåçïîñåðåäíüî íàëåæàòü çäîáóâà÷ó.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ïîëîæåííÿ äèñåðòàöi¨ îïðèëþäíåíi

íà íàóêîâî-ïðàêòè÷íèõ êîí�åðåíöiÿõ: ìiæíàðîäíèõ: ¾Complex Analysis and

related topi
s dedi
ated to the 90th anniversary of A. A. Gol'dberg¿ (Ëüâiâ,

2021, äèñòàíöiéíà), ¾Mathemati
s and Appli
ations¿ (Áåëãðàä, 2021, çàî÷íà),

¾Current trends in abstra
t and applied analysis¿ (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2022, äè-

ñòàíöiéíà), ¾14 ISAAC Congress 2023¿ (Ñàí-Ïàóëó, 2023, äèñòàíöiéíà), ¾Mathe-

mati
s and Appli
ations¿ (Áåëãðàä, 2023, çàî÷íà), ¾Algebrai
 and Geometri


Methods of Analysis¿ (Îäåñà, 2023, äèñòàíöiéíà); íàóêîâié êîí�åðåíöi¨ âèêëà-

äà÷iâ òà ìîëîäèõ íàóêîâöiâ Æèòîìèðñüêîãî äåðæàâíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi

Iâàíà Ôðàíêà ç íàãîäè Äíiâ íàóêè (Æèòîìèð, 2023, çàî÷íà); íàóêîâèõ ñåìi-

íàðàõ: êà�åäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, áiçíåñ-àíàëiçó òà ñòàòèñòèêè Æèòî-

ìèðñüêîãî äåðæàâíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà ¾Òåîðiÿ âiäîáðàæåíü

i àëãåáð Ëi¿ (Æèòîìèð, 2020, 2022, 2023, äèñòàíöiéíà), Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨

ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (×åðêàñè, 2024, äèñòàíöiéíà); âiääiëó

êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨ ïîòåíöiàëó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà-

¨íè (Êè¨â, 2024, äèñòàíöiéíà); êà�åäðè òåîði¨ �óíêöié i òåîði¨ éìîâiðíîñòåé

Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Iâàíà Ôðàíêà (Ëüâiâ, 2024, äè-

ñòàíöiéíà).

Ïóáëiêàöi¨. �åçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ âèêëàäåíî ó 17 íàóêîâèõ ïóáëiêàöiÿõ

(3 îäíîîñiáíèõ), ç ÿêèõ 8 ñòàòåé ó æóðíàëàõ, ùî âõîäÿòü äî íàóêîìåòðè÷íèõ

áàç S
opus òà/àáî Web of S
ien
e, 2 ñòàòòi ó íàóêîâèõ �àõîâèõ âèäàííÿõ Óêðà-

¨íè, 7 ó çáiðíèêàõ òà ìàòåðiàëàõ íàóêîâî-ïðàêòè÷íèõ êîí�åðåíöié.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ

çi âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ, ðîçïîäiëåíèõ íà ïiäðîçäiëè, çàãàëüíèõ âèñíîâêiâ,

ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë (104 íàéìåíóâàííÿ, ç íèõ 96 iíîçåìíîþ ìîâîþ)

òà 1 äîäàòêó, ùî ìiñòèòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ é
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âiäîìîñòi ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨

ñòàíîâèòü 172 ñòîðiíêè, ç ÿêèõ 158 � îñíîâíîãî òåêñòó.
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�ÎÇÄIË 1

ÂIÄÎÁ�ÀÆÅÍÍß Ç ÎÁÅ�ÍÅÍÎÞ ÍÅ�IÂÍIÑÒÞ ÏÎËÅÖÜÊÎ�Î ÒÀ �Õ

ÌÅÆÎÂÀ ÏÎÂÅÄIÍÊÀ

Ó äàíîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ ìåæîâà ïîâåäiíêà âiäîáðàæåíü, ùî äi-

þòü ìiæ îáëàñòÿìè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó. Ïåðåâàæíî ðîçãëÿäàþòüñÿ òi âiä-

îáðàæåííÿ, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç óìîâàìè ñïîòâîðåííÿ ìîäóëiâ ñiìåé êðèâèõ òèïó

Ïîëåöüêîãî. Äîñëiäæåíî îáåðíåíi íåðiâíîñòi âêàçàíîãî òèïó.

�îçäië ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ïiäðîçäiëiâ, ó ïåðøîìó ç ÿêèõ éäåòüñÿ ïðî

íåïåðåðâíå ìåæîâå ïðîäîâæåííÿ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü ç îáåð-

íåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî. Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíi îáåðíåíi ìî-

äóëüíi íåðiâíîñòi òèïó Ïîëåöüêîãî äëÿ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ çàìêíåíèõ âiä-

îáðàæåíü, ÿêi äè�åðåíöiéîâíi ìàéæå ñêðiçü, ìàþòü âëàñòèâiñòü N -Ëóçiíà

âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà i N−1
-âëàñòèâiñòü íà ñ�åðàõ. Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi

éäåòüñÿ ïðî ñïîòâîðåííÿ âiäñòàíi âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïî-

ëåöüêîãî ó ìåæîâèõ òî÷êàõ, ç îãëÿäó íà ùî îòðèìàíà ëîãàðè�ìi÷íà íåïå-

ðåðâíiñòü çà �åëüäåðîì âiäîáðàæåíü îáëàñòåé êâàçiåêñòðåìàëüíî¨ äîâæèíè

íà îïóêëi îáëàñòi.

1.1. Ìåæîâà ïîâåäiíêà âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ

Ïîëåöüêîãî

�åçóëüòàòè äàíîãî ïiäðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â [8℄. Âèçíà÷èìî ïðîñòið Rn

ÿê âåêòîðíèé ïðîñòið:

Rn := {x = (x1, . . . , xn) : xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n} .

Ïîêëàäåìî

|x| =
√
x21 + x22 + . . .+ x2n .

Ñêðiçü íèæ÷å D ¹ îáëàñòþ â Rn, n > 2 (iíøèìè ñëîâàìè, D ¹ âiäêðèòîþ

çâ'ÿçíîþ ìíîæèíîþ â Rn
), m ¹ ìiðîþ Ëåáåãà â Rn, m(A) ïîçíà÷à¹ ìiðó
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Ëåáåãà ìíîæèíè A ⊂ Rn. Äëÿ ìíîæèí A,B ⊂ Rn
ïîêëàäåìî, ÿê çàçâè÷àé,

diamA = sup
x,y∈A

|x− y| , dist (A,B) = inf
x∈A,y∈B

|x− y| .

Iíîäi çàìiñòü diamA i dist (A,B), ìè òàêîæ ïèøåìî d(A) i d(A,B), âiäïî-

âiäíî. Âiäîáðàæåííÿì f : D → Rn
íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå êîæíîìó

åëåìåíòó x = (x1, . . . , xn) ∈ D ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêèé (¹äèíèé) åëå-

ìåíò f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)), äå fi : D → R � äåÿêà äiéñíîçíà÷íà �óí-

êöiÿ, 1 6 i 6 n. Ïîçíà÷åííÿ f : D → Rn
ïðèïóñêà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ

f ¹ íåïåðåðâíèì ó D. Ñêðiçü íèæ÷å, ÿêùî íå çàçíà÷åíî iíøå, ìåæó òà çà-

ìèêàííÿ ìíîæèíè ìè ðîçóìi¹ìî â ñåíñi ðîçøèðåíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó

Rn := Rn ∪ {∞}. À ñàìå äëÿ ìíîæèíè A â Rn, àáî â Rn, ïîçíà÷èìî ∂A

ìåæó ìíîæèíè A â Rn, ÷åðåç A := A∪ ∂A � çàìèêàííÿ A, i ÷åðåç IntA �

ìíîæèíó óñiõ âíóòðiøíiõ òî÷îê â A, ùî òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíiñòþ

A.

ßê çàçâè÷àé, ïîêëàäåìî

B(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| < r} , S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r} ,

Bn := B(0, 1) , Sn−1 := S(0, 1) , Ωn = m(Bn) , ωn−1 = Hn−1(Sn−1) ,

äå Hn−1
ïîçíà÷à¹ (n− 1) -âèìiðíó ìiðó Õàóñäîð�à, äèâ. [33℄. Áîðåëåâà

�óíêöiÿ ρ : Rn → [0,∞] íàçèâà¹òüñÿ äîïóñòèìîþ äëÿ ñiì'¨ Γ êðèâèõ γ ó

Rn, ÿêùî ∫

γ

ρ(x) |dx| > 1 (1.1)

äëÿ âñiõ (ëîêàëüíî ñïðÿìîâàíèõ) êðèâèõ γ ∈ Γ. Ó öüîìó âèïàäêó ìè ïèøåìî:

ρ ∈ admΓ. Ìîäóëåì ïîðÿäêó p > 1 ñiì'¨ êðèâèõ Γ íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

Mp(Γ) = inf
ρ∈ admΓ

∫

Rn

ρp(x) dm(x) . (1.2)

Âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ M ó ïåâíié ìiði àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòÿì ìiðè Ëåáåãà

m ó Rn, à ñàìå, ìîäóëü ïîðîæíüî¨ ñiì'¨ êðèâèõ äîðiâíþ¹ íóëþ, Mp(∅) = 0,

êðiì òîãî, ìîäóëü ìà¹ âëàñòèâiñòü ìîíîòîííîñòi âiäíîñíî ñiìåé êðèâèõ Γ1 i

Γ2 :

Γ1 ⊂ Γ2 ⇒ Mp(Γ1) 6Mp(Γ2) , (1.3)



24

à òàêîæ âëàñòèâiñòü íàïiâàäèòèâíîñòi

Mp

( ∞⋃

i=1

Γi

)
6

∞∑

i=1

Mp(Γi) , (1.4)

äèâ. [99, òåîðåìà 6.2℄. Êàæóòü, ùî ñiì'ÿ êðèâèõ Γ1 ìiíîðó¹òüñÿ ñiì'¹þ Γ2,

ïèøåìî Γ1 > Γ2, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ êðèâî¨ γ ∈ Γ1 iñíó¹ ïiäêðèâà, ùî íàëå-

æèòü äî ñiì'¨ Γ2. Çàóâàæèìî, ùî

Γ1 > Γ2 ⇒ Mp(Γ1) 6Mp(Γ2) , (1.5)

äèâ. [99, òåîðåìà 6.4℄. Ïîêëàäåìî M(Γ) :=Mn(Γ).

l(f ′(x)) = min
h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h| , ‖f ′(x)‖ = max

h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h| (1.6)

¹ îïåðàòîðíèì ìiíiìóìîì i îïåðàòîðíèì ìàêñèìóìîì (íîðìîþ) ïîõiäíî¨

f ′(x), J(x, f) = det f ′(x) ¹ ÿêîáiàíîì âiäîáðàæåííÿ f ó òî÷öi x.

Äîáðå âiäîìî, ùî âiäîáðàæåííÿ ç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì (êâàçiðåãó-

ëÿðíi âiäîáðàæåííÿ) çàäîâîëüíÿþòü â ñâî¨é îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ñïiââiäíîøå-

ííÿ âèäó

M(Γ) 6 N(f, A) ·K ·M(f(Γ)) , (1.7)

äå

N(y, f, A) = card {x ∈ A : f(x) = y} , N(f, A) = sup
y∈Rn

N(y, f, A) , (1.8)

A � äîâiëüíà áîðåëiâñüêà ìíîæèíà â D, à K > 1 � äåÿêà ñòàëà, ÿêà ìîæå

áóòè îá÷èñëåíà ÿê

K = ess supKO(x, f) ,

äå KO(x, f) = ‖f ′(x)‖n/J(x, f) ïðè J(x, f) 6= 0; KO(x, f) = 1 ïðè f ′(x) = 0,

i KO(x, f) = ∞ ïðè f ′(x) 6= 0, àëå J(x, f) = 0 (äèâ., íàïð., [56, òåîðåìà 3.2℄

àáî [66, òåîðåìà 6.7.II℄). Äåùî àíàëîãi÷íå âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ âiäîáðàæåíü, çîâ-

íiøíÿ äèëàòàöiÿ ÿêèõ ìîæå áóòè íåîáìåæåíîþ. Íàïðèêëàä, äëÿ òàê çâàíèõ

âiäîáðàæåíü çi ñêií÷åíèì ñïîòâîðåííÿì äîâæèíè âñòàíîâëåííi îöiíêè âèäó

M(Γ) 6

∫

f(E)

KI

(
y, f −1, E

)
· ρn∗(y) dm(y) , (1.9)
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äå E � äîâiëüíà âèìiðíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi D, Γ � äîâiëüíà ñiì'ÿ êðèâèõ

â E i ρ∗(y) ∈ adm f(Γ) (äèâ., íàïð., [58, òåîðåìà 8.5℄). Â äàíîìó ïiäðîçiäiëi

îñíîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ ¹ âiäîáðàæåííÿ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü äåÿêó áiëüø

çàãàëüíó íåðiâíiñòü ó ïîðiâíÿííi ç (1.9).

Íåõàé y0 ∈ Rn, 0 < r1 < r2 <∞ i

A = A(y0, r1, r2) = {y ∈ Rn : r1 < |y − y0| < r2} . (1.10)

Äëÿ çàäàíèõ ìíîæèí E, F ⊂ Rn
i îáëàñòi D ⊂ Rn

ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Γ(E, F,D) ñiì'þ âñiõ êðèâèõ γ : [a, b] → Rn
òàêèõ, ùî γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F i

γ(t) ∈ D ïðè t ∈ (a, b). ßêùî f : D → Rn
� çàäàíå âiäîáðàæåííÿ, y0 ∈ f(D)

i 0 < r1 < r2 < d0 = sup
y∈f(D)

|y− y0|, òî ÷åðåç Γf(y0, r1, r2) ìè ïîçíà÷èìî ñiì'þ

âñiõ êðèâèõ γ â îáëàñòi D òàêèõ, ùî f(γ) ∈ Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), A(y0, r1, r2)).

Íåõàé Q : Rn → [0,∞] � âèìiðíà çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî

f çàäîâîëüíÿ¹ îáåðíåíó íåðiâíiñòü Ïîëåöüêîãî â òî÷öi y0 ∈ f(D), ÿêùî

ñïiââiäíîøåííÿ

M(Γf(y0, r1, r2)) 6

∫

A(y0,r1,r2)∩f(D)

Q(y) · ηn(|y − y0|) dm(y) (1.11)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì �óíêöi¨ η : (r1, r2) → [0,∞]

òàêî¨, ùî

r2∫

r1

η(r) dr > 1 . (1.12)

Çàóâàæèìî, ùî �.Î. Ñåâîñòüÿíîâèì âñòàíîâëåíà âiäêðèòiñòü i äèñêðåòíiñòü

âiäîáðàæåíü âèäó (1.11) çà óìîâ òèïó FMO íà �óíêöiþ Q, äèâ., íàïð., [83℄.

Ó áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó, íàïðèêëàä, êîëè Q �iíòåãðîâíà, âèêîíàííÿ öèõ

âëàñòèâîñòåé íå ãàðàíòîâàíå.

Îêðåìèì âèïàäêîì íåðiâíîñòi (1.11) ¹ ñèòóàöiÿ, êîëè f ¹ ãîìåîìîð�i-

çìîì ó D. Ïîçíà÷èìî â öüîìó âèïàäêó g := f −1
i çàóâàæèìî, ùî

g(Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), f(D))) = Γf(y0, r1, r2) . (1.13)

Ñïðàâäi, ÿêùî γ ∈ g(Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), f(D))), òî γ : [a, b] → Rn, äå γ =

g◦α, α : [a, b] → Rn
i α(a) ∈ S(y0, r1), α(b) ∈ S(y0, r2) i α(t) ∈ f(D) ïðè a 6
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t 6 b. Òîäi γ(t) ∈ D ïðè a 6 t 6 b i f(γ) = α ∈ Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), f(D)),

òîáòî, γ ∈ Γf(y0, r1, r2). Îòæå, g(Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), f(D))) ⊂ Γf(y0, r1, r2).

Îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn
íàçèâà¹òüñÿ äèñêðåòíèì, ÿêùî ïðîîáðàç

{f−1 (y)} êîæíî¨ òî÷êè y ∈ Rn
ñêëàäà¹òüñÿ ç içîëüîâàíèõ òî÷îê, i âiäêðè-

òèì, ÿêùî îáðàç áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊂ D ¹ âiäêðèòîþ ìíîæè-

íîþ â Rn. Âiäîáðàæåííÿ f îáëàñòi D íà D ′
íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì, ÿêùî

f(E) ¹ çàìêíåíèì â D ′
äëÿ áóäü-ÿêî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè E ⊂ D (äèâ.,

íàïð., [100, ðîçä. 3℄). Ó ïîäàëüøîìó, â ðîçøèðåíîìó ïðîñòîði Rn = Rn∪{∞}
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñ�åðè÷íà (õîðäàëüíà) ìåòðèêà h(x, y) = |π(x)− π(y)|, äå
π � ñòåðåîãðà�i÷íà ïðîåêöiÿ Rn

íà ñ�åðó Sn(12en+1,
1
2) â Rn+1, à ñàìå,

h(x,∞) =
1√

1 + |x|2
,

h(x, y) =
|x− y|√

1 + |x|2
√
1 + |y|2

, x 6= ∞ 6= y (1.14)

(äèâ., íàïð., [99, îçíà÷åííÿ 12.1℄). Ó ïîäàëüøîìó, äëÿ ìíîæèí A,B ⊂ Rn

ïîêëàäåìî

h(A,B) = inf
x∈A,y∈B

h(x, y) , h(A) = sup
x,y∈A

h(x, y) , (1.15)

äå h � õîðäàëüíàÿ âiäñòàíü, âèçíà÷åíà â (1.14).

Íàãàäà¹ìî, ùî îáëàñòü D ⊂ Rn
íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî çâ'ÿçíîþ â òî÷-

öi x0 ∈ ∂D, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó U òî÷êè x0 çíàéäåòüñÿ îêië V ⊂
U òî÷êè x0 òàêèé, ùî V ∩ D ¹ çâ'ÿçíèì. Îáëàñòü D ëîêàëüíî çâ'ÿçíà íà

∂D, ÿêùî D ëîêàëüíî çâ'ÿçíà â êîæíié òî÷öi x0 ∈ ∂D. Ìåæà îáëàñòi D

íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî ïëîñêîþ â òî÷öi x0 ∈ ∂D, ÿêùî äëÿ êîæíîãî P > 0 i äëÿ

áóäü-ÿêîãî îêîëó U òî÷êè x0 çíàéäåòüñÿ îêië V ⊂ U öi¹¨ æ òî÷êè òàêèé, ùî

M(Γ(E, F,D)) > P äëÿ áóäü-ÿêèõ êîíòèíóóìiâ E, F ⊂ D, ÿêi ïåðåòèíàþòü

∂U i ∂V. Ìåæà îáëàñòi D íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî ïëîñêîþ, ÿêùî âiäïîâiäíà

âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ â áóäü-ÿêié òî÷öi ìåæi D.
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Çàóâàæèìî ïðî äåÿêi âiäîìi òâåðäæåííÿ ùîäî ïðîäîâæåííÿ ãîìåîìîð-

�içìiâ ç óìîâîþ (1.11) íà ìåæó îáëàñòi, äèâ., íàïð., [59, ëåìà 5.20, íàñëi-

äîê 5.23℄, [69, ëåìà 6.1, òåîðåìà 6.1℄ i [97, ëåìà 5, òåîðåìà 3℄. Òóò òðåáà âðàõó-

âàòè, ùî îáåðíåíi âiäîáðàæåííÿ äî (1.11) ¹ êiëüöåâèìè Q -ãîìåîìîð�içìàìè,

äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (1.13). Íàøà íàéáëèæ÷à ìåòà � îòðèìàòè àíàëîãi÷íèé

ðåçóëüòàò äëÿ âiäîáðàæåíü, ÿêi äîïóñêàþòü ðîçãàëóæåííÿ. Âèêîíó¹òüñÿ íà-

ñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.1.1. Íåõàé D ⊂ Rn, n > 2, � îáëàñòü, ÿêà ìà¹ ñëàáêî ïëîñêó

ìåæó, à îáëàñòü D ′ ⊂ Rn
ëîêàëüíî çâ'ÿçíà íà ñâî¨é ìåæi. Ïðèïóñòèìî,

f � âiäêðèòå äèñêðåòíå i çàìêíåíå âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi D íà D ′, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1.11) â êîæíié òî÷öi y0 ∈ D ′, äå Q ∈ L1(D ′).

Òîäi âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f : D →
D ′, ïðè÷îìó, f(D) = D ′.

Äîâåäåííÿ. Çà�iêñó¹ìî äîâiëüíèì ÷èíîì òî÷êó x0 ∈ ∂D. Íåîáõiäíî ïîêàçàòè

ìîæëèâiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ f â òî÷êó x0. Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ïðè íåîáõiäíîñòi ìüîáióñîâå ïåðåòâîðåííÿ ϕ : ∞ 7→ 0 i âðàõîâóþ÷è

iíâàðiàíòiñòü ìîäóëÿ M â ëiâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (1.11) (äèâ. [99, òåî-

ðåìà 8.1℄), ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî x0 6= ∞.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèñíîâîê ïðî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ

f â òî÷êó x0 íå ¹ ïðàâèëüíèì. Òîäi çíàéäåòüñÿ íå ìåíøå äâîõ ïîñëiäîâíî-

ñòåé xi, yi ∈ D, i = 1, 2, . . . , òàêèõ, ùî xi, yi → x0 ïðè i → ∞, ïðè÷îìó,

h(f(xi), f(yi)) > a > 0 ïðè äåÿêîìó a > 0 i óñiõ i ∈ N, äå h � õîðäàëüíà

ìåòðèêà, äèâ. (1.14). ×åðåç êîìïàêòíiñòü ïðîñòîðó Rn
ìè ìîæåìî ââàæàòè,

ùî ïîñëiäîâíîñòi f(xi) i f(yi) çáiãàþòüñÿ ïðè i→ ∞ äî z1 i z2, âiäïîâiäíî,

ïðè÷îìó z1 6= ∞. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f çàìêíåíå, òî âîíî çáåðiãà¹ ìå-

æó îáëàñòi, äèâ. [100, òåîðåìà 3.3℄, òîìó z1, z2 ∈ ∂D ′. Îñêiëüêè îáëàñòü D ′

ëîêàëüíî çâ'ÿçíà íà ñâî¨é ìåæi, iñíóþòü íåïåðåñi÷íi îêîëè U1 i U2 òî÷îê z1

i z2 òàêi, ùî W1 = D ′ ∩U1 i W2 = D ′ ∩U2 ¹ çâ'ÿçíèìè. Ìîæíà ââàæàòè, ùî

W1 i W2 ëiíiéíî çâ'ÿçíi, îñêiëüêè U1 i U2 ìîæíà âèáðàòè âiäêðèòèìè (äèâ.,

íàïð., [58, ïðîïîçèöiÿ 13.2℄; äèâ. ðèñóíîê 1.1). Ìîæíà ââàæàòè, ùî

U1 ⊂ B(z∗, R0), B(z∗, 2R0) ∩ U2 = ∅ , R0 > 0 , (1.16)
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D f D( )

f

x0 xi

yi
i

i
() ,,i i D
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f x( )1

f x( )i

f y( )i

f y( )1
i

i

i

=D

�èñ. 1.1. Äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.1.1

äå z∗ ∈ D ′
� äåÿêà òî÷êà, äîñòàòíüî áëèçüêà äî z1. Ìè òàêîæ ìîæåìî ââà-

æàòè, ùî f(xi) ∈ W1 i f(yi) ∈ W2 ïðè âñiõ i = 1, 2, . . . . Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè

f(xi) i f(x1) êðèâîþ αi : [0, 1] → D ′, à òî÷êè f(yi) i f(y1) � êðèâîþ

βi : [0, 1] → D ′
òàêèì ÷èíîì, ùî |αi| ⊂ W1 i |βi| ⊂ W2 ïðè i = 1, 2, . . . .

Íåõàé α̃i : [0, 1] → D ′
i β̃i : [0, 1] → D ′

� ïîâíi ïiäíÿòòÿ êðèâèõ αi i βi ç

ïî÷àòêîì â òî÷êàõ xi i yi, âiäïîâiäíî (öi ïiäíÿòòÿ iñíóþòü çà [100, ëåìà 3.7℄).

Çàóâàæèìî, ùî ó òî÷îê f(x1) i f(y1) â îáëàñòi D ìîæå áóòè íå áiëüøå

ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïðîîáðàçiâ ïðè âiäîáðàæåííi f, äèâ. [100, ëåìà 3.2℄. Òîäi

çíàéäåòüñÿ r0 > 0 òàêå, ùî α̃i(1), β̃i(1) ∈ D \ B(x0, r0) ïðè âñiõ i = 1, 2, . . . .

Îñêiëüêè ìåæà îáëàñòi D ¹ ñëàáêî ïëîñêîþ, äëÿ êîæíîãî P > 0 çíàéäåòüñÿ

i = iP > 1 òàêå, ùî

M(Γ(|α̃i|, |β̃i|, D)) > P ∀ i > iP . (1.17)

Ïîêàæåìî, ùî óìîâà (1.17) ñóïåðå÷èòü âèçíà÷åííþ âiäîáðàæåííÿ f â (1.11).

Ñïðàâäi, çà ñïiââiäíîøåííÿì (1.16) i ç îãëÿäó íà [49, òåîðåìà 1.I.5.46℄

f(Γ(|α̃i|, |β̃i|, D)) > Γ(S(z∗, R0), S(z∗, 2R0), A(z∗, R0, 2R0)) . (1.18)

Ç (1.18) âèïëèâà¹, ùî

Γ(|α̃i|, |β̃i|, D) > Γf(z∗, R0, 2R0) . (1.19)

Ïîêëàäåìî η(t) =

{
1
R0
, t ∈ [R0, 2R0],

0, t 6∈ [R0, 2R0]
. Çàóâàæèìî, ùî η çàäîâîëüíÿ¹ ñïiâ-
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âiäíîøåííÿ (1.12) ïðè r1 = R0 i r2 = 2R0. Òîäi ç (1.19) i (1.11) ìè îòðèìà¹ìî,

ùî

M(Γ(|α̃i|, |β̃i|, D)) 6M(Γf(z∗, R0, 2R0)) 6

6
1

Rn
0

∫

D ′

Q(y) dm(y) := c <∞ , (1.20)

îñêiëüêè Q ∈ L1(D). Ïðîòå, ñïiââiäíîøåííÿ (1.20) ñóïåðå÷èòü óìîâi (1.17).

Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü ñïðîñòîâó¹ ïðèïóùåííÿ ïðî âiäñóòíiñòü ãðàíèöi âiä-

îáðàæåííÿ f â òî÷öi x0.

Çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè ðiâíiñòü f(D) = D ′. Î÷åâèäíî, ùî f(D) ⊂ D ′.

Ïîêàæåìî, ùî D ′ ⊂ f(D). Ñïðàâäi, íåõàé y0 ∈ D ′, òîäi àáî y0 ∈ D ′, àáî

y0 ∈ ∂D ′. ßêùî y0 ∈ D ′, òî y0 = f(x0) i y0 ∈ f(D), îñêiëüêè çà óìîâîþ f

� âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi D íà D ′. Íàðåøòi, íåõàé y0 ∈ ∂D ′, òîäi çíàéäåòüñÿ

ïîñëiäîâíiñòü yk ∈ D ′
òàêà, ùî yk = f(xk) → y0 ïðè k → ∞ i xk ∈ D.

×åðåç êîìïàêòíiñòü ïðîñòîðó Rn
ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî xk → x0, äå x0 ∈

D. Çàóâàæèìî, ùî x0 ∈ ∂D, îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòèì. Òîäi

f(x0) = y0 ∈ f(∂D) ⊂ f(D). Òåîðåìà ïîâíiñòþ äîâåäåíà.

1.2. Âèêîíàííÿ îáåðíåíèõ ìîäóëüíèõ íåðiâíîñòåé ó ïåâíèõ êëà-

ñàõ

�åçóëüòàòè äàíîãî ïiäðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â [32℄. Íàãàäà¹ìî, ùî äîâiëü-

íå K -êâàçiêîí�îðìíå âiäîáðàæåííÿ ìîæíà âèçíà÷èòè çà äîïîìîãîþ íàñòó-

ïíîãî ñïiââiäíîøåííÿ:

M(Γ)

K
6M(f(Γ)) 6 K ·M(Γ) ,

äå M(Γ) ïîçíà÷à¹ êîí�îðìíèé ìîäóëü ñiì'¨ Γ i f ïðèïóñêà¹òüñÿ ãîìåîìîð-

�içìîì (äèâ. [99, îçíà÷åííÿ 13.1℄). Êðiì òîãî, ÿê âæå áóëî çàçíà÷åíî â (1.7),

÷àñòèíà ç îçíà÷åííÿ K -êâàçiðåãóëÿðíèõ âiäîáðàæåíü ìiñòèòü íåðiâíiñòü

M(Γ) 6 N(f,D)KO(f)M(f(Γ)) ,

äå 1 6 KO(f) < ∞ � äåÿêå ÷èñëî, à N(f,D) ïîçíà÷à¹ �óíêöiþ êðàòíîñòi

(äèâ. (1.8)), äèâ. [56, òåîðåìà 3.2℄.
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Ç öüîãî ïðèâîäó âiäçíà÷èìî ðîáîòó �. Cåâîñòüÿíîâà [92℄, äå áóëà âñòà-

íîâëåíà íåðiâíiñòü âèãëÿäó

Mα(Γf(y0, r1, r2)) 6

6

∫

A(y0,r1,r2)∩f(D)

N α(f,D) ·K
n−1

p−n+1

O,p (y, f −1)(y) · ηα(|y − y0|) dm(y) , (1.21)

ó ÿêié Mα ïîçíà÷à¹ α -ìîäóëü ñiì'¨ êðèâèõ, α > 1, p = α(n−1)
α−1 ,

KO,p(y, f
−1) =

∑

x∈f −1(y)

KI,p(x, f) ,

KI,p(x, f) =





|J(x,f)|
l(f ′(x))

p , J(x, f) 6= 0,

1, f ′(x) = 0,

∞, â iíøèõ âèïàäêàõ

, (1.22)

KO,p(x, f) =





‖f ′(x)‖p
|J(x,f)| , J(x, f) 6= 0,

1, f ′(x) = 0,

∞, â iíøèõ âèïàäêàõ

,

Öåé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé çíà÷íîìó ïîñèëåííþ öüîãî ðåçóëüòàòó, à ñàìå çà

ïîäiáíèõ óìîâ ìè âñòàíîâèìî ïîäiáíi íåðiâíîñòi, àëå ç iíøîþ �óíêöi¹þ Q∗,

äèâ. íèæ÷å. Êðiì òîãî, ìè äîâåäåìî öåé ðåçóëüòàò áåç îäíi¹¨ äîñèòü ñêëàäíî¨

óìîâè, ÿêó âàæêî ïåðåâiðèòè

f −1(S(y0, r1)) ∩ f −1(S(y0, r2)) = ∅ (1.23)

i ÿêà âèêîðèñòîâóâàëàñÿ â [92℄. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî âèêîðèñòàíi òóò ìåòî-

äè äîâåäåííÿ ïðèáëèçíî òàêi æ, ÿê i â [92℄, îäíàê îñíîâíi ðåçóëüòàòè ñòàòòi

ïîòðåáóþòü çíà÷íèõ çóñèëü i íå ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ç [92℄ ïî àíàëîãi¨.

Çâåðíåìîñÿ äî îçíà÷åíü. Íåõàé X i Y � äâà ïðîñòîðè ç ìåòðèêàìè

µ i µ ′, âiäïîâiäíî. Ìè êàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ìà¹ N -

âëàñòèâiñòü Ëóçiíà, ÿêùî ç óìîâè µ(E) = 0 âèïëèâà¹, ùî µ ′(f(E)) = 0.

Àíàëîãi÷íî, ìè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ìà¹ N−1
-

âëàñòèâiñòü Ëóçiíà, ÿêùî ç óìîâè µ ′(E) = 0 âèïëèâà¹, ùî µ(f −1(E)) = 0.
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Íåõàé A � ìíîæèíà, äå f íå ìà¹ ïîâíîãî äè�åðåíöiàëà, i íåõàé y 6∈ f(A).

ßêùî N(f,D) <∞, òîäi ìè ïîêëàäåìî

Q(y) := KI,α(y, f
−1) =

∑

x∈f −1(y)

KO,α(x, f) . (1.24)

Çàóâàæèìî, ùî N(f,D) < ∞ äëÿ âiäêðèòèõ, äèñêðåòíèõ i çàìêíåíèõ âiä-

îáðàæåíü D, äèâ. [60, ëåìà 3.3℄. Íåõàé Q∗ : Rn → [0,∞] ¹ âèìiðíîþ çà

Ëåáåãîì �óíêöi¹þ, à Mα(Γ) ïîçíà÷à¹ α -ìîäóëü ñiì'¨ Γ (äèâ. íàïðèêëàä,

[99, ðîçäië 6℄). Ìè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî f çàäîâîëüíÿ¹ îáåðíåíó íåðiâíiñòü

Ïîëåöüêîãî â òî÷öi y0 ∈ f(D) \ {∞} âiäíîñíî α -ìîäóëÿ, ÿêùî iñíó¹ r0 > 0

òàêå, ùî ñïiââiäíîøåííÿ

Mα(Γf(y0, r1, r2)) 6

∫

A(y0,r1,r2)∩f(D)

Q∗(y) · ηα(|y − y0|) dm(y) (1.25)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ 0 < r1 < r2 < r0 i áóäü-ÿêî¨ âèìiðíî¨ çà Ëå-

áåãîì �óíêöi¨ η, äëÿ êîòðî¨ âèêîíàíà óìîâà (1.12). Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ, äîâåäåíå â [32℄.

Òåîðåìà 1.2.1. Íåõàé n − 1 < α 6 n, íåõàé y0 ∈ f(D) \ {∞}, r0 =

sup
y∈f(D)

|y−y0| > 0, i íåõàé f : D → Rn
¹ âiäêðèòèì, äèñêðåòíèì i çàìêíåíèì

âiäîáðàæåííÿì, äè�åðåíöiéîâíèì ìàéæå ñêðiçü, ÿêå ìà¹ N -âëàñòèâiñòü

Ëóçiíà âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà â Rn. Ïðèïóñòèìî, ùî D ¹ êîìïàêòíîþ ìíî-

æèíîþ â Rn
. Íåõàé

m(f ({x ∈ D : J(x, f) = 0})) = 0 . (1.26)

Ïðèïóñòèìî, ùî f ìà¹ N −1
-âëàñòèâiñòü íà S(y0, r) ∩ f(D) äëÿ ìàéæå

âñiõ r ∈ (ε, r0) âiäíîñíî ìiðè Õàóñäîð�à Hn−1
íà S(y0, r). ßêùî �óíêöiÿ

Q, âèçíà÷åíà â (1.24), íàëåæèòü äî êëàñó L1(f(D)), òî âiäîáðàæåííÿ f

çàäîâîëüíÿ¹ îáåðíåíó íåðiâíiñòü Ïîëåöüêîãî âiäíîñíî α -ìîäóëÿ ç Q∗(y) :=

Nα(f,D) ·Q(y), òîáòî,

Mα(Γf(y0, r1, r2)) 6

6

∫

A(y0,r1,r2)∩f(D)

Nα(f,D)KI,α(y, f
−1) · ηα(|y − y0|) dm(y) . (1.27)
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Íàñëiäîê 1.2.1. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.2.1 âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî çàìiñòü

óìîâè (1.26) âèìàãàòè áiëüø ñèëüíó óìîâó: J(x, f) 6= 0 ìàéæå ñêðiçü.

Çàóâàæåííÿ 1.2.1. Çàóâàæèìî, ùî ç íåðiâíîñòi (1.27) âèïëèâà¹ 
ïiââiäíîøå-

ííÿ (1.21). Ñïðàâäi, ïîêàæåìî, ùî â òî÷êàõ íåâèðîäæåíî¨ äè�åðåíöiéîâíîñòi

f âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

KO,α(x, f) 6 K
n−1

p−n+1

I,p (x, f) , α =
p

p− n+ 1
, p > n− 1 . (1.28)

Ùîá äîâåñòè íåðiâíiñòü (1.28), ñêîðèñòà¹ìîñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè:

|J(x, f)| = λ1(x) · · ·λn(x), ‖f ′(x)‖ = λn(x) , (1.29)

l (f ′(x)) = λ1(x) , (1.30)

KO,α(x, f) =
λαn(x)

λ1(x) · · ·λn(x)
, KI,p(x, f) =

λ1(x) · · ·λn(x)
λp1(x)

, (1.31)

äå

λ1(x), . . . , λn(x), λ1(x) 6 . . . 6 λn(x)

¹ òàê çâàíèìè ãîëîâíèìè ðîçòÿãàìè äèâ. ( [67, ëåìà 4.2.I℄). Âèêîðèñòîâóþ÷è

ñïiââiäíîøåííÿ (1.29)�(1.31), íåðiâíiñòü (1.28) ìîæíà ïåðåïèñàòè â âèãëÿäi

λ
p

p−n+1
n (x)

λ1(x) · · ·λn(x)
6

(
λ1(x) · · ·λn(x)

λp1(x)

) n−1
p−n+1

,

àáî

λn(x) 6
λ1(x) · · ·λn(x)

λn−1
1 (x)

i

λn(x) · λn−1
1 (x) 6 λ1(x) · · ·λn(x) .

Îñòàíí¹ î÷åâèäíî, áî λ1(x) 6 . . . 6 λn(x). Ç íåðiâíîñòi (1.28) âèïëèâà¹, ùî

KI,α(y, f
−1) =

∑

x∈f −1(y)

KO,α(x, f) 6
∑

x∈f −1(y)

K
n−1

p−n+1

I,p (x, f) . (1.32)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (1 + t)γ > 1 + tγ, t > 0, γ > 0 , ÿêó ìîæíà

äîâåñòè, íàïðèêëàä, âçÿòòÿì ïîõiäíî¨, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî x γ+y γ 6 (x+y)γ

äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y > 0. Òîäi, ïîêëàâøè γ := n−1
p−n+1, îòðèìà¹ìî, ùî

∑

x∈f −1(y)

K
n−1

p−n+1

I,p (x, f) 6
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
 ∑

x∈f −1(y)

KI,p(x, f)




n−1
p−n+1

= K
n−1

p−n+1

O,p (y, f −1) . (1.33)

Ç (1.32) òà (1.33) îòðèìó¹ìî, ùî

KI,α(y, f
−1) 6 K

n−1
p−n+1

O,p (y, f −1) , α =
p

p− n+ 1
.

Îòæå, ÿêùî ñïðàâåäëèâå âiäíîøåííÿ (1.27), òî òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü (1.21).

1.2.1. Íèæíÿ îöiíêà ìîäóëÿ ñiìåé ðîçäiëÿþ÷èõ ìíîæèí

Äàëi íàì çíàäîáëÿòüñÿ îñíîâíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ñiì'ÿìè êðèâèõ i ðîç-

äiëÿþ÷èìè ìíîæèíàìè, äèâ. [103℄ i [104℄. Íåõàé G � îáìåæåíà îáëàñòü ó Rn
,

à C0, C1 � íåïåðåñi÷íi êîìïàêòíi ìíîæèíè â G. Ïîêëàäåìî R = G\(C0∪C1)

i R ∗ = R ∪ C0 ∪ C1. Äëÿ ÷èñëà p > 1 âèçíà÷à¹ìî p -¹ìíiñòü ïàðè C0, C1

âiäíîñíî çàìèêàííÿ G ðiâíiñòþ

Cp[G,C0, C1] = inf

∫

R

|∇u|p dm(x),

äå íèæíÿ ìåæà áåðåòüñÿ ïî âñiì íåïåðåðâíèì �óíêöiÿì u â R ∗, u ∈ ACL(R),

òàêèì, ùî u = 1 íà C1 i u = 0 íà C0. Öi �óíêöi¨ íàçèâàþòüñÿ äîïóñòè-

ìèìè äëÿ Cp[G,C0, C1]. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìíîæèíà σ ⊂ Rn
ðîçäiëÿ¹ C0

i C1 â R ∗, ÿêùî σ ∩ R çàìêíåíå â R i iñíóþòü íåïåðåñi÷íi ìíîæèíè A i

B, ùî ¹ âiäêðèòèìè âiäíîñíî R ∗ \ σ, òàêi ùî R ∗ \ σ = A ∪ B, C0 ⊂ A i

C1 ⊂ B. Íåõàé Σ ïîçíà÷à¹ êëàñ óñiõ ìíîæèí, ÿêi ðîçäiëÿþòü C0 i C1 â R ∗.

Äëÿ ÷èñëà p′ = p/(p− 1) ïîêëàäåìî

M̃p′(Σ) = inf
ρ∈ãdmΣ

∫

Rn

ρ p
′

dm(x) , (1.34)

äå çàïèñ ρ ∈ ãdmΣ ïîçíà÷à¹, ùî ρ ¹ íåâiä'¹ìíîþ áîðåëåâîþ �óíêöi¹þ â Rn

òàêîþ, ùî ∫

σ∩R

ρ dHn−1 > 1 ∀σ ∈ Σ . (1.35)
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Çàóâàæèìî, ùî

M̃p ′(Σ) = Cp[G,C0, C1]
−1/(p−1) , (1.36)

äèâ. [103, òåîðåìà 3.13℄ äëÿ p = n i [104, p. 50℄ äëÿ 1 < p < ∞. Êðiì òîãî,

çà ðåçóëüòàòîì Õåññå

Mp(Γ(E, F,D)) = Cp[D,E, F ] , (1.37)

äå (E ∪ F ) ∩ ∂D = ∅ (äèâ. [42, òåîðåìà 5.5℄). Øëèê äîâiâ, ùî óìîâà (E ∪
F ) ∩ ∂D = ∅ ¹ çàéâîþ, iíøèìè ñëîâàìè, ðiâíiñòü (1.37) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

áóäü-ÿêèõ íåïåðåñi÷íèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí E, F ⊂ D .

Íåõàé S � ïîâåðõíÿ, òîáòî, S : Ds → Rn
¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåí-

íÿì âiäêðèòî¨ ìíîæèíè Ds ⊂ Rn−1. Ïîêëàäà¹ìî N(y, S) = cardS−1(y) =

card{x ∈ Ds : S(x) = y} i çãàäà¹ìî, ùî öÿ �óíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ �óí-

êöiþ êðàòíîñòi ïîâåðõíi S âiäíîñíî òî÷êè y ∈ Rn. Äëÿ çàäàíî¨ âèìiðíî¨

çà Áîðåëåì ìíîæèíè B ⊂ Rn
âèçíà÷èìî éîãî (n − 1) -ìiðíó õàóñäîð�î-

âó ïëîùó, àñîöiéîâàíó ç ïîâåðõíåþ S çà �îðìóëîþ AS(B) = An−1
S (B) =

∫
B

N(y, S) dHn−1y, äèâ. [33, ðîçäië 3.2.1℄. Äëÿ âèìiðíî¨ çà Áîðåëåì �óíêöi¨

ρ : Rn → [0,∞] âèçíà÷èìî ¨¨ iíòåãðàë ïî ïîâåðõíi S íàñòóïíèì øëÿõîì:

∫
S

ρ dA =
∫
Rn

ρ(y)N(y, S) dHn−1y. Âñþäó äàëi Jkf(x) ïîçíà÷à¹ k -âèìiðíèé

ÿêîáiàí âiäîáðàæåííÿ f ó òî÷öi x (äèâ. [33, § 3.2, ðîçä. 3℄).

Íåõàé n > 2, i Γ � ñiì'ÿ ïîâåðõîíü S. Áîðåëåâà �óíêöiÿ ρ : Rn → R+

íàçèâà¹òüñÿ äîïóñòèìîþ äëÿ Γ, ñêîðî÷åíî ρ ∈ admΓ, ÿêùî
∫

S

ρn−1 dA > 1 (1.38)

äëÿ áóäü-ÿêîãî S ∈ Γ. Äëÿ çàäàíîãî p ∈ (1,∞), p -ìîäóëü ñiì'¨ Γ íàçèâà¹-

òüñÿ âåëè÷èíà

Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫

Rn

ρp(x) dm(x) .

Ïîêëàäåìî òàêîæ M(Γ) := Mn(Γ). Áóäåìî êàçàòè, ùî äåÿêà âëàñòèâiñòü

P âèêîíó¹òüñÿ äëÿ p -ìàéæå âñiõ ïîâåðõîíü îáëàñòi D , ÿêùî öÿ âëàñòè-

âiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ïîâåðõîíü â D, çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, äåÿêî¨
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ïiäñiì'¨, p -ìîäóëü ÿêî¨ äîðiâíþ¹ íóëþ. ßêùî ìîâà éäå ïðî êîí�îðìíèé

ìîäóëü M(Γ) := Mn(Γ), òî ïðå�iêñ ¾n¿ ó âèðàçi ¾n -ìàéæå âñi¿, ÿê ïðàâè-

ëî, îìèíà¹òüñÿ. Ìè ãîâîðèìî, ùî âèìiðíà çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ ρ : Rn → R+

¹ p -óçàãàëüíåíî äîïóñòèìîþ äëÿ ñiì'¨ Γ ïîâåðõîíü S â Rn, ñêîðî÷åíî

ρ ∈ extp admΓ , ÿêùî ñïiââiäíîøåííÿ (1.38) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ p -ìàéæå âñiõ

ïîâåðõîíü S ñiì'¨ Γ.

Íèæ÷å ìè íàâîäèìî òâåðäæåííÿ ïðî ñïîòâîðåííÿ ìîäóëÿ ñiìåé ìíîæèí

(ïîâåðõîíü) â ïðîîáðàçi ïðè âiäîáðàæåííi, ïîâ'ÿçàíîãî ç âíóòðiøíüîþ äè-

ëàòàöi¹þ KI,α(y, f
−1) (äèâ. (1.22)). Àíàëîãi÷íà âåðñiÿ äëÿ äèëàòàöi¨ KO,p

îïóáëiêîâàíà â [92, ëåìà 2.1℄, äèâ. òàêîæ [80, òåîðåìà 4℄.

Ëåìà 1.2.1. Íåõàé p > n − 1, f : D → Rn
¹ âiäîáðàæåííÿì, ÿêå çáåðiãà¹

îði¹íòàöiþ, ¹ ìàéæå ñêðiçü äè�åðåíöiéîâíèì i ìà¹ N -âëàñòèâiñòü Ëóçiíà

âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà â Rn. Íåõàé N(f,D) < ∞ i íåõàé y0 ∈ f(D) \ {∞},
r0 = sup

y∈f(D)

|y − y0|, 0 < ε0 < r0, 0 < ε < ε0. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà (1.26). Çà�iêñó¹ìî ε > 0, i ïîçíà÷èìî Σε ñiì'þ âñiõ ìíîæèí âèãëÿäó

{f −1(S(y0, r)) ∩ f(D)}, r ∈ (ε, r0) . (1.39)

Ïðèïóñòèìî, êðiì òîãî, ùî f ìà¹ N −1
-âëàñòèâiñòü íà S(y0, r) ∩ f(D)

äëÿ ìàéæå âñiõ r ∈ (ε, r0) âiäíîñíî ìiðè Õàóñäîð�à Hn−1
íà S(y0, r). Òîäi

M̃ p
n−1

(Σε) >
1

N
p

n−1 (f,D)
inf

ρ∈extpadm f(Σε)

∫

f(D)∩A(y0,ε,r0)

ρp(y)

Q
p−n+1
n−1 (y)

dm(y) , (1.40)

äå

Q(y) := KI,α(y, f
−1) =

∑

x∈f −1(y)

KO,α(x, f) , (1.41)

i α = p
p−n+1.

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìè ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî r0 >

0. Áóäåìî äîòðèìóâàòèñÿ ìåòîäîëîãi¨, âèêëàäåíî¨ ïðè äîâåäåííi [58, òåîðå-

ìà 8.6℄.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B áîðåëiâñüêó ìíîæèíó âñiõ òî÷îê x ∈ D, äå âiäîáðà-

æåííÿ f ìà¹ ïîâíèé äè�åðåíöiàë f ′(x) i J(x, f) 6= 0. Çà òåîðåìîþ Êiðñ-

áðàóíà i çà ¹äèíiñòþ àïðîêñèìàòèâíîãî äè�åðåíöiàëó (äèâ., íàïðèêëàä, [33,
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2.10.43 i òåîðåìà 3.1.2℄) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà B ¹ ç÷èñëåííèì îá'¹äíàííÿì

áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí Bk, k = 1, 2, . . . , òàêèõ, ùî âiäîáðàæåííÿ fk = f |Bk
¹

áiëiïøèöåâèìè ãîìåîìîð�içìàìè (äèâ. [33, ëåìà 3.2.2, òåîðåìè 3.1.4 i 3.1.8℄).

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî ìíîæèíè Bk ¹ íåïåðåñi÷íè-

ìè. Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç B∗ ìíîæèíó âñiõ òî÷îê x ∈ D, äå f ìà¹ ïîâíèé

äè�åðåíöiàë, àëå J(x, f) = 0.

Îñêiëüêè ìíîæèíà B0 := D\(B∪B∗) ìà¹ íóëüîâó ìiðó Ëåáåãà, i âiäîáðà-

æåííÿ f ìà¹ N -âëàñòèâiñòü Ëóçiíà, òî m(f(B0)) = 0. Ç îãëÿäó íà [58, òå-

îðåìà 9.3℄ ASr
(f(B0)) = 0 äëÿ p -ìàéæå âñiõ ñ�åð Sr := S(y0, r) ∩ f(D) ç

öåíòðîì ó òî÷öi y0 , äå ¾ìàéæå âñiõ¿ ñëiä ðîçóìiòè â çíà÷åííi p -ìîäóëÿ ñiìåé

ïîâåðõîíü. Çàóâàæèìî, ùî �óíêöiÿ ψ(r) := Hn−1(f(B0) ∩ Sr) ¹ âèìiðíîþ çà

Ëåáåãîì çà òåîðåìîþ Ôóáiíi (äèâ. [75, ðîçäië 8.1, ãë. III℄). Îòæå, ìíîæèíà

E ⊂ R óñiõ r ∈ R òàêèõ, ùî Hn−1(f(B0)∩Sr) = 0 ¹ âèìiðíîþ çà Ëåáåãîì. Ç

îãëÿäó íà [96, ëåìà 6.8℄ ASr
(f(B0)) = 0 äëÿ ìàéæå âñiõ ñ�åð Sr := S(y0, r) ç

öåíòðîì ó òî÷öi y0, äå ¾ìàéæå âñiõ¿ ñëiä ðîçóìiòè â ñåíñi îäíîâèìiðíî¨ ìiðè

Ëåáåãà âiäíîñíî ïàðàìåòðà r ∈ (ε, r0). Òåïåð, çà ïðèïóùåííÿì ëåìè,

Hn−1(f −1(Sr) ∩B0) = 0 (1.42)

äëÿ ìàéæå âñiõ r ∈ (ε, ε0). Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ìè îòðèìó¹ìî, ùî

Hn−1(f −1(Sr) ∩B∗) = 0 (1.43)

äëÿ ìàéæå âñiõ r ∈ (ε, ε0).

Íåõàé ρn−1 ∈ ãdmΣε. Ïîêëàäåìî

ρ̃(y) =





sup
x∈f −1(y)∩D\B0

ρ∗(x) , y ∈ f(D) \ f(B ∩B∗)

0 , y ∈ f(B ∩B∗)

, (1.44)

äå

ρ∗(x) =




ρ(x) ·

(
‖f ′(x)‖
J(x,f)

)1/(n−1)

, x ∈ D \B0,

0, iíàêøå.

(1.45)

Çàóâàæèìî, ùî ρ̃ = sup ρk, äå

ρk(y) =

{
ρ∗(f

−1
k (y)), y ∈ f(Bk),

0, iíàêøå

(1.46)
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i, êðiì òîãî, êîæíå âiäîáðàæåííÿ fk = f |Bk
, k = 1, 2, . . . , ¹ ií'¹êòèâíèì.

Îòæå, �óíêöiÿ ρ̃ ¹ áîðåëåâîþ (äèâ., íàïðèêëàä, [75, òåîðåìà I (8.5)℄).

Íåõàé f −1(Sr) := S ∗
r . Òîäi

∫

Sr∩f(D)

ρ̃n−1(y) dA∗ =

∫

Rn

ρ̃n−1(y)χSr∩f(D)(y) dHn−1y >

>

∫

Rn

1

N(f,D)
·

∞∑

k=1

ρ̃n−1(y)χSr∩f(D)(y)N(y, f, Bk ∩ S ∗
r ) dHn−1y =

=
1

N(f,D)

∞∑

k=1

∫

Rn

ρ∗
n−1(f −1

k (y))N(y, f, Bk ∩ S ∗
r ) dHn−1y = (1.47)

=
1

N(f,D)

∞∑

k=1

∫

f(Bk∩S ∗
r )

ρ∗
n−1(f −1

k (y)) dHn−1y , .

Íåõàé λ1(x), λ2(x), . . . , λn(x), λ1(x) 6 λ2(x) 6 . . . 6 λn(x), ‖f ′(x)‖ =

λn(x) ¹ îñíîâíèìè ðîçòÿãàìè âiäîáðàæåííÿ f, äèâ. [67, ëåìè 4.1.I, 4.2.I℄. Ç

îãëÿäó íà (1.29), J(x, f) = λ1(x) · · ·λn(x) i

Jn−1f(x) = λ̃1(x) · · · λ̃n(x) , (1.48)

äå

λ1(x) 6 λ̃1(x) 6 λ2(x) 6 λ̃2(x) 6 λ3(x) 6 . . .

. . . 6 λn−1(x) 6 λ̃n−1(x) 6 λn(x) . (1.49)

Çàâäÿêè (1.29), (1.48) òà (1.49) îòðèìó¹ìî, ùî

(‖f ′(x)‖
J(x, f)

)1/(n−1)

=

(
1

λ1(x) . . . λn−1(x)

) 1
n−1

>

(
1

Jn−1f(x)

) 1
n−1

. (1.50)

Òîäi ç îãëÿäó íà (1.42), (1.43) òà (1.50), çà [33, íàñëiäîê 3.2.20℄ äëÿ m = n−1,

îòðèìó¹ìî, ùî

∞∑

k=1

∫

f(Bk∩S ∗
r )

ρ∗
n−1(f −1

k (y)) dHn−1y =
∞∑

k=1

∫

Bk∩S ∗
r

ρ∗
n−1(x) Jn−1f(x) dHn−1x =

=
∞∑

k=1

∫

Bk∩S ∗
r

ρn−1(x)‖f ′(x)‖
J(x, f)

Jn−1f(x) dHn−1x >
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>

∞∑

k=1

∫

Bk∩S ∗
r

ρn−1(x) dHn−1x =

∫

f −1(Sr)

ρn−1(x) dHn−1x > 1 (1.51)

äëÿ ìàéæå áóäü-ÿêîãî Sr = f ◦ S ∗
r ∈ f(Σε). Ç (1.47) i (1.51) âèïëèâà¹, ùî

N
1

n−1 (f,D)ρ̃ ∈ ρ ∈ extpadm f(Σε) (äèâ. [96, ëåìà 6.8℄).

Íàãàäà¹ìî, ùî Q(y) := KI,α(y, f
−1) =

∑
x∈f −1(y)

KO,α(x, f). Îñêiëüêè

ρ̃p(y) = sup
k∈N

ρpk(y) 6

∞∑

k=1

ρpk(y)

i m(f(B∗)) = m(f(B0)) = 0, òîäi
∫

f(D)

ρ̃p(y)

Q
p−n+1
n−1 (y)

dm(y) 6

6

∞∑

k=1

∫

f(Bk)

ρpk(y)

Q
p−n+1
n−1 (y)

dm(y) 6
∞∑

k=1

∫

f(Bk)

ρpk(y)

K
p−n+1
n−1

O,α (f −1
k (y), f)

dm(y) . (1.52)

Âèêîðèñòîâóþ÷è �îðìóëó çàìiíè çìiííèõ íà êîæíîìó Bk, k = 1, 2, . . . , äèâ.,

íàïðèêëàä, [33, òåîðåìà 3.2.5℄, ìè îòðèìó¹ìî, ùî

∫

f(Bk)

ρpk(y)

K
p−n+1
n−1

O,α (f −1
k (y), f)

dm(y) =

=

∫

f(Bk)

ρp(f −1
k (y))J

p−n+1
n−1 (f −1

k (y), f)

‖f ′(f −1
k (y))‖

p
p−n+1 ·

p−n+1
n−1

· ‖f ′(f −1
k (y))‖

p
n−1

(J(f −1
k (y), f))

p
n−1

dm(y) = (1.53)

=

∫

f(Bk)

ρp(f −1
k (y))J(y, f −1

k ) dm(y) =

∫

Bk

ρp(x) dm(x) .

Çi ñïiââiäíîøåíü (1.52) i (1.53) âèïëèâà¹, ùî

∫

f(D)

ρ̃p(y)

Q
p−n+1
n−1 (y)

dm(y) 6
∞∑

k=1

∫

Bk

ρp(x) dm(x) . (1.54)

Ïiäñóìîâóþ÷è (1.54) ïî âñiõ k = 1, 2, . . . i âèêîðèñòîâóþ÷è ç÷èñëåííó àäèòèâ-

íiñòü iíòåãðàëà Ëåáåãà (äèâ., íàïðèêëàä, [75, òåîðåìà I.12.3℄), ìè îòðèìà¹ìî,

ùî ∫

f(D)

1

Q
p−n+1
n−1 (y)

· ρ̃p(y) dm(y) 6

∫

D

ρp(x) dm(x) . (1.55)
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Ïåðåõîäÿ÷è ó ñïiââiäíîøåííi (1.55) äî inf ïî óñiì �óíêöiÿì ρn−1 ∈ ãdmΣε,

ìè îòðèìà¹ìî, ùî

∫

f(D)

ρ̃p(y)

Q
p−n+1
n−1 (y)

dm(y) 6 M̃ p
n−1

(Σε) ,

çâiäêè ∫

f(D)

N
p

n−1 (f,D)

Q
p−n+1
n−1 (y)

· ρ̃p(y) dm(y) 6 N
p

n−1 (f,D) · M̃ p
n−1

(Σε) .

Ïîêëàäåìî ρ̃1(y) := N
1

n−1 (f,D) · ρ̃(y). Ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹,
ùî ∫

f(D)

ρ̃p1(y)

Q
p−n+1
n−1 (y)

dm(y) 6 N
p

n−1 (f,D) · M̃ p
n−1

(Σε) . (1.56)

Îñêiëüêè çà äîâåäåíèì âèùå ρ̃1(y) = N
1

n−1 (f,D)ρ̃ ∈ extpadm f(Σε), ç (1.56)

âèïëèâà¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (1.40). Ëåìà äîâåäåíà.

Ìà¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê

Íàñëiäîê 1.2.2. Íåõàé f : D → Rn
� âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ îði¹í-

òàöiþ, äè�åðåíöiéîâíå ìàéæå ñêðiçü i ìà¹ N i N −1
âëàñòèâîñòi Ëóçiíà

âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà. Íåõàé y0 ∈ f(D) \ {∞}, r0 = sup
y∈f(D)

|y − y0|. Çà�iêñó-

¹ìî ε > 0, i ïîçíà÷èìî ÷åðåç Σε ñiì'þ âñiõ ìíîæèí âèãëÿäó (1.39). Êðiì

òîãî, ïðèïóñòèìî, ùî f ìà¹ N −1
-Âëàñòèâiñòü Ëóçiíà íà S(y0, r) ∩ f(D)

äëÿ ìàéæå âñiõ r ∈ (ε, ε0) âiäíîñíî Hn−1
íà S(y0, r). Òîäi âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ (1.40), äå Q âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (1.24).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè f ìà¹ âëàñòèâiñòü N −1
-Ëóçiíà, òî çà òåîðåìîþ Ïîíî-

ìàðüîâà ìè ìà¹ìî, ùî J(x, f) 6= 0 ìàéæå ñêðiçü (äèâ., íàïðèêëàä, äîâåäåííÿ

ïóíêòó (ii) íà ñòîð. 150 â [58℄). Òîäi ìè ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî J(x, f) 6= 0

íà áóäü-ÿêîìó Bk, k = 1, 2, . . . . Îòæå, îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ N -

âëàñòèâiñòü, òî òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.26). Áàæàíå òâåðäæåííÿ âèïëè-

âà¹ ç ëåìè 1.2.1.
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1.2.2. Âåðõíÿ îáåðíåíà îöiíêà ìîäóëÿ òèïó Ïîëåöüêîãî

Íåõàé Q∗ : D → [0,∞] � âèìiðíà �óíêöiÿ çà Ëåáåãîì. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

qx0(r) ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ �óíêöi¨ Q∗(x) íàä ñ�åðîþ |x− x0| = r,

qx0(r) :=
1

ωn−1rn−1

∫

|x−x0|=r

Q∗(x) dHn−1 , (1.57)

äå ωn−1 ïîçíà÷à¹ ïëîùó îäèíè÷íî¨ ñ�åðè â Rn. Äàëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

íàñòóïíi ñòàíäàðòíi ñïiââiäíîøåííÿ: a/∞ = 0 äëÿ a 6= ∞, a/0 = ∞ äëÿ a >

0 i 0 ·∞ = 0 (äèâ., íàïðèêëàä, [75, § 3, ðîçäië I℄). Ôîðìóëþâàííÿ íàñòóïíîãî
ðåçóëüòàòó ó âèïàäêó p = n ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, [58, ëåìà 7.4℄. Ó

âèïàäêó äîâiëüíîãî p > 1, äèâ., íàïðèêëàä, [76, ëåìà 2℄.

Ïðîïîçèöiÿ 1.2.1. Íåõàé p > 1, n > 2, x0 ∈ Rn, r1, r2 ∈ R, r1, r2 > 0,

i íåõàé Q∗(x) ¹ âèìiðíîþ çà Ëåáåãîì �óíêöi¹þ, Q∗ : Rn → [0,∞], Q∗ ∈
L1
loc(R

n). Ìè ïîêëàäà¹ìî

I = I(x0, r1, r2) =

r2∫

r1

dr

r
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r)

,

i íåõàé qx0(r) îçíà÷åíî â (1.57). Òîäi

ωn−1

Ip−1
6

∫

A

Q∗(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) (1.58)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì �óíêöi¨ η : (r1, r2) → [0,∞] òàêî¨, ùî

r2∫

r1

η(r) dr > 1 , (1.59)

äå A = A(x0, r1, r2) âèçíà÷åíî â (1.10).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.2.1. Çà�iêñó¹ìî y0 ∈ f(D) \ {∞}, 0 < r1 < r2 <

r0 = sup
y∈f(D)

|y−y0|, C1 ⊂ B(y0, r1)∩f(D) i C2 ⊂ f(D)\B(y0, r2). Ïîêëàäà¹ìî

C0 := f −1(C1) , C∗
0 := f −1(C2)

(äèâ. ðèñóíîê 1.2). Äëÿ çàäàíîãî âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn, òî÷êè y0 ∈
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f

D

f D( )

y0
r1

r2

rf S y r
-1
(( , ))0 2 f S y r

-1
(( , ))0 1

f S y r
-1
(( , ))0

f ( , )yC C0 1 2

C1

C2

Ñ
0

Ñ
0

*

�èñ. 1.2. Äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.2.1

f(D)\{∞}, i 0 < r1 < r2 < r0 = sup
y∈f(D)

|y−y0|, ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Γf(y0, C1, C2)

ñiì'þ âñiõ êðèâèõ γ â D òàêèõ, ùî

f(γ) ∈ Γ(C1, C2, A(y0, r1, r2)).

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì �óíêöi¨ η : (r1, r2) →
[0,∞] òàêî¨, ùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (1.12),

Mα(Γf(y0, C1, C2)) 6

∫

A(y0,r1,r2)∩f(D)

Q∗(y) · ηα(|y − y0|) dm(y) (1.60)

äå Q∗(y) := Nα(f,D) ·KI,α(y, f
−1) = Nα(f,D) ·

∑
x∈f −1(y)

KO,α(x, f).

Çàóâàæèìî, ùî C0 i C ∗
0 ¹ íåïåðåñi÷íèìè êîìïàêòàìè â D, îñêiëüêè

âiäîáðàæåííÿ f � çàìêíåíå, äèâ. [100, òåîðåìà 3.3℄. Êðiì òîãî, C0 i C ∗
0 ¹

íåïîðîæíiìè çà îáðàííÿì r0, r1 i r2.

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà σr := f −1(S(y0, r)) ðîçäiëÿ¹ C0 âiä C ∗
0 ó D

äëÿ áóäü-ÿêîãî r ∈ (r1, r2). Äiéñíî, σr çàìêíåíî â D ÿê ïðîîáðàç çàìêíåíî¨

ìíîæèíè S(y0, r) ïðè íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi f (äèâ., íàïðèêëàä, [49,

òåîðåìà 1.IV.13, ãë. 1℄). Çîêðåìà, σr òàêîæ çàìêíåíî âiäíîñíî R := D \ (C0∪
C ∗

0 ). Ïîêëàäåìî:

A := f −1(B(y0, r))
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i

B := D \ f −1(B(y0, r)) .

Çàóâàæèìî, ùî A i B íå ïîðîæíi çà îáðàííÿì r0, r1, r2 i r. Îñêiëüêè f

íåïåðåðâíå, òî f −1(B(y0, r)) i D \ f −1(B(y0, r)) âiäêðèòi â D. Îòæå, A i B

âiäêðèòi â

R ∗ := R ∪ C0 ∪ C ∗
0 = D .

Çàóâàæèìî, ùî A ∩ B = ∅, i R ∗ \ σr = A ∪ B. Íåõàé ΣC0,C ∗
0
� ñiì'ÿ óñiõ

ìíîæèí, ùî ðîçäiëÿþòü C0 i C ∗
0 ó R ∗. Ó öüîìó âèïàäêó, çà ðiâíîñòÿìè

Öiìåðà òà Õåññå, äèâ. (1.36) i (1.37), âiäïîâiäíî, ìè îòðèìà¹ìî, ùî

Mα(Γ(C0, C
∗
0 , D)) = (M̃p/(n−1)(ΣC0,C ∗

0
))1−α , (1.61)

äå α = p
p−n+1. Òîäi çà ëåìîþ 1.2.1 i ñïiââiäíîøåííÿì (1.61) ìè îòðèìà¹ìî, ùî

Mα(Γf(y0, C1, C2)) 6 (1.62)

6


 inf
ρ∈extpadm f(Σε)

∫

f(D)∩A(y0,r1,r2)

ρp(y)

N
p

n−1 (f,D) ·Q p−n+1
n−1 (y)

dm(y)




− n−1
p−n+1

,

äå Q âèçíà÷åíî (1.24). Âèêîðèñòîâóþ÷è äðóãó �îðìóëó ó äîâåäåííi òåîðå-

ìè 9.2 â [58℄ ìè îòðèìà¹ìî, ùî

inf
ρ∈extp adm f(Σε)

∫

f(D)∩A(y0,r1,r2)

ρp(y)

N
p

n−1 (f,D) ·Q p−n+1
n−1 (y)

dm(y) =

=

r2∫

r1


 inf
α∈I(r)

∫

S(y0,r)∩f(D)

αq(y)

N
p

n−1 (f,D) ·Q p−n+1
n−1 (y)

Hn−1(y)


 dr , (1.63)

äå q = p
n−1, i I(r) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ âèìiðíèõ �óíêöi¨ íà S(y0, r) ∩

f(D) òàêèõ, ùî ∫

S(y0,r)∩f(D)

α(x)Hn−1 = 1 .

Òîäi, ïîêëàäàþ÷è â [58, ëåìà 9.2℄ X = S(y0, r) ∩ f(D), µ = Hn−1
i ϕ =

1
Q|S(y0,r)∩f(D), îòðèìà¹ìî, ùî

r2∫

r1


 inf
α∈I(r)

∫

S(y0,r)∩f(D)

αq(y)

Q(y)
dHn−1


 dr =

r2∫

r1

dr

‖Q‖s(r)
, (1.64)
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äå ‖Q‖s(r) =

(
∫

S(y0,r)∩f(D)

Qs(x) dHn−1

)1/s

i s := n−1
p−n+1. Çâiäñè, çà (1.62),

(1.63) i (1.64) ìè îòðèìà¹ìî, ùî

Mα(Γf(y0, C1, C2)) 6 Nα(f,D) ·




r2∫

r1

dr

‖Q‖1(r)




− n−1
p−n+1

=

=
Nα(f,D) · ωn−1

(
r2∫
r1

dr

r
n−1
α−1 q̃

1/(α−1)
y0 (r)

) n−1
p−n+1

=
Nα(f,D) · ωn−1(
r2∫
r1

dr

r
n−1
α−1 q̃

1/(α−1)
y0 (r)

)α−1 , (1.65)

äå q̃y0(r) = 1
ωn−1rn−1

∫
S(y0,r)

Q̃ dHn−1
è Q̃(y) =




Q(y) , y ∈ f(D) ,

0 , y 6∈ f(D)
. Íàðåøòi,

ç (1.65) i ïðîïîçèöi¨ 1.2.1 âèïëèâà¹, ùî ñïiââiäíîøåííÿ

M p
p−n+1

(Γf(y0, C1, C2)) 6

∫

A(y0,r1,r2)∩f(D)

Nα(f,D) ·Q(y) · η α(|y − y0|) dm(y)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ �óíêöi¨ Q(y) = KI,α(y, f
−1) :=

∑
x∈f −1(y)

KO,α(x, f). Îòæå,

ñïiââiäíîøåííÿ (1.60) äîâåäåíî.

Âiçüìåìî çðîñòàþ÷i ïîñëiäîâíîñòi êîìïàêòiâ Cm
1 i Cm

2 , m = 1, 2, . . . ,

ÿêi âè÷åðïóþòü S(y0, r1)∩ f(D) i S(y0, r2)∩ f(D), âiäïîâiäíî. Çà äîâåäåíèì

âèùå

M p
p−n+1

(Γf(y0, C
m
1 , C

m
2 )) 6

∫

A(y0,r1,r2)∩f(D)

Nα(f,D) ·Q(y) · η α(|y − y0|) dm(y) .

Ïåðåõîäÿ÷è òóò äî ãðàíèöi m→ ∞ i âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ìîíîòîí-

íiñòü ìîäóëÿ (äèâ. [58, òåîðåìà A.7℄) , ìè îòðèìó¹ìî, ùî

M p
p−n+1

(Γf(y0, r1, r2)) 6

∫

A(y0,r1,r2)∩f(D)

Nα(f,D) ·Q(y) · η α(|y − y0|) dm(y) ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ✷

Íàñëiäîê 1.2.1 îäðàçó âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.2.1 òà äîïîìiæíèõ ìiðêóâàíü,

âèêîðèñòàíèõ ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ íàñëiäêó 1.2.2. ✷
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Çàóâàæåííÿ 1.2.2. Çâåðíåìî óâàãó, ùî ëîêàëüíà i ìåæîâà ïîâåäiíêà âiä-

îáðàæåíü, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.25), äîñèòü äîêëàäíî âèâ÷åíà â [8℄, ùî

äà¹ çìîãó ïåðåíåñòè öi ðåçóëüòàòè íà âiäîáðàæåííÿ, ùî ïðèéìàþòü ó÷àñòü ó

òåîðåìi 1.2.1. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî âiäîáðàæåííÿ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îáåðíå-

íó íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî ¹ ÷àñòèíîþ îçíà÷åííÿ êâàçiêîí�îðìíîñòi ó âèïàä-

êó îáìåæåíî¨ �óíêöi¨ Q (äèâ. [99, ãë. 13.1℄). Â ¾íåîáìåæåíîìó¿ âèïàäêó òàêi

îöiíêè áóëè îòðèìàíi ðiçíèìè àâòîðàìè çà ðiçíèõ óìîâ íà Q (äèâ., íàïðè-

êëàä, [21, ëåìà 3.1℄, [58, òåîðåìà 8.5℄, [79, òåîðåìà 1.3℄). Çîêðåìà, òâåðäæåííÿ,

íàâåäåíå íèæ÷å, âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç òåîðåìè 1.2.1 i [89, òåîðåìà 4.1℄.

Äëÿ îáëàñòåé D,D ′ ⊂ Rn, n > 2, ÷èñëà N ∈ N i âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì

�óíêöi¨ Q : Rn → [0,∞], Q(y) ≡ 0 äëÿ y ∈ Rn \ D ′, ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç

RQ,N(D,D
′) ñiì'þ âñiõ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü f : D → D ′

, ÿêi

äè�åðåíöiéîâíi ìàéæå ñêðiçü, ìàþòü N -âëàñòèâiñòü Ëóçiíà âiäíîñíî ìiðè

Ëåáåãà â Rn, çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (1.26) i ìàþòü N −1
-âëàñòèâiñòü

íà S(y0, r) ∩ D ′
äëÿ ìàéæå âñiõ r ∈ (ε, r0) âiäíîñíî ìiðè Õàóñäîð�à Hn−1

íà S(y0, r) äëÿ áóäü-ÿêîãî y0 ∈ D ′
i r0 = sup

y∈D ′

|y − y0| òàêèõ, ùî

1) N(f,D) 6 N,

2) KI,n(y, f
−1) =

∑
x∈f −1(y)

KO,n(, f) 6 Q(y) äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ D ′.

ßêùî Q ∈ L1(D ′), D ′
¹ îáìåæåíîþ, à K ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ

â D, òî íåðiâíiñòü

|f(x)− f(y)| 6 C

log1/n
(
1 + r∗

2|x−y|

)
(1.66)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ K i âñiõ f ∈ R,NQ(D,D
′), äå C =

C(n,N,K, ‖Q‖1, D,D ′) > 0 � äåÿêà êîíñòàíòà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä n,

N, K, êðiì òîãî, ‖Q‖1, ‖Q‖1 ïîçíà÷à¹ L1
-íîðìó Q ó D ′, i r∗ = d(K, ∂D).

1.3. Ïðî ëîãàðè�ìi÷íó íåïåðåðâíiñòü çà �åëüäåðîì âiäîáðà-

æåíü, ùî äiþòü íà îáìåæåíó îïóêëó îáëàñòü

�åçóëüòàòè äàíîãî ïiäðîçäiëi îïóáëiêîâàíi â [4℄ i [22℄. Íåùîäàâíî ó [94℄

áóëà îòðèìàíà ëîãàðè�ìi÷íà íåïåðåðâíiñòü çà �åëüäåðîì äëÿ âiäîáðàæåíü ç
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îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî â òî÷êàõ îäèíè÷íî¨ ñ�åðè. Â äàíîìó ïiä-

ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ àíàëîãi÷íèõ âiäîáðàæåíü ðiçíèõ îáëàñòåé. Â

ïðîîáðàçi ïðè âiäîáðàæåííi ìè ðîçãëÿíåìî îáëàñòi êâàçiåêñòðåìàëüíî¨ äîâ-

æèíè, à â îáðàçi � îïóêëi îáëàñòi. Çàóâàæèìî, ùî îáëàñòi êâàçiåêñòðåìàëüíî¨

äîâæèíè (ñêîðî÷åíî � QED -îáëàñòi) âïðîâàäæåíi �åðiíãîì i Ìàðòiî [34℄ òà

¹ ñòðóêòóðàìè, â êîòðèõ ìîäóëü ñiìåé êðèâèõ ìåòðè÷íî ïîâ'ÿçàíèé ç äiàìå-

òðîì ìíîæèí. Òàêîæ ó �îðìóëþâàííi îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó çàäiÿíi îïóêëi

îáëàñòi, ïðè÷îìó ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè âiäîáðàæåííÿ, ùî ñþð'¹êòèâíî äiþòü

íà íèõ.

Íåõàé Q : Rn → [0,∞] � âèìiðíà çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ. Áóäåìî ãîâîðèòè,

ùî f çàäîâîëüíÿ¹ îáåðíåíó íåðiâíiñòü Ïîëåöüêîãî, ÿêùî ñïiââiäíîøåííÿ

M(Γ) 6

∫

f(D)

Q(y) · ρn∗(y) dm(y) (1.67)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñiì'¨ (ëîêàëüíî ñïðÿìëþâàíèõ) êðèâèõ Γ â D i

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ρ∗ ∈ adm f(Γ).

Çàóâàæåííÿ 1.3.1. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî îöiíêà (1.67) äåùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ

âiä (1.11). Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî (1.67) òÿãíå çà ñîáîþ (1.11). Äiéñíî, íåõàé

A = A(y0, r1, r2) � êiëüöå ç öåíòðîì â òî÷öi y0 i ðàäióñiâ 0 < r1 < r2 < ∞.

Íåõàé f çàäîâîëüíÿ¹ (1.67). Ïîêàæåìî, ùî âîíî òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ (1.11)

äëÿ äîâiëüíî¨ η ç óìîâîþ (1.12). Ñïðàâäi, ïîêëàäåìî ρ∗ = η(|y−y0|) ïðè y ∈
A∩ f(D) i ρ∗ â iíøèõ òî÷êàõ. Â ñèëó òåîðåìè Ëóçiíà (äèâ. [33℄, ñåêöiÿ 2.3.6)

ìîæíà ââàæàòè, ùî ρ∗ � áîðåëåâà. Òîäi â ñèëó òåîðåìè 5.7 â [99℄ äëÿ êîæíî¨

ñïðÿìëþâàííî¨ êðèâî¨ δ∗ ∈ Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), A) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∫

δ∗

ρ∗(y) dy >

r2∫

r1

η(r) dr > 1 .

Òîäi ç (1.11) ìà¹ìî:

Mf(y0, r1, r2) 6

∫

A∩f(D)

Q(y)ρn∗dm(y) =

∫

A∩f(D)

Q(y)ηn(|y − y0|)dm(y),

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
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Îáëàñòü D â Rn
íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ êâàçiåêñòðåìàëüíî¨ äîâæèíè

(ñêîð. QED -îáëàñòþ), ÿêùî çíàéäåòüñÿ òàêå ÷èñëî A0 > 1, ùî äëÿ áóäü-

ÿêèõ êîíòèíóóìiâ E, F ⊂ D âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

M(Γ(E, F,Rn)) 6 A0 ·M(Γ(E, F,D)) . (1.68)

Çàóâàæèìî, ùî îäèíè÷íà êóëÿ, ïiâïðîñòið àáî ïiâêóëÿ ¹ îáëàñòÿìè êâàçiåêñ-

òðåìàëüíî¨ äîâæèíè, äèâ. [101, ëåìà 4.3℄.

Äëÿ ÷èñëà δ > 0, îáëàñòåé D,D ′ ⊂ Rn, n > 2, íåâèðîäæåíîãî êîíòè-

íóóìà A ⊂ D ′
i âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì �óíêöi¨ Q : D ′ → [0,∞] ïîçíà÷èìî

÷åðåç Sδ,A,Q(D,D
′) ñiì'þ âñiõ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ i çàìêíåíèõ âiäîáðà-

æåíü f îáëàñòi D íà îáëàñòü D ′, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.67) i òàêèõ,

ùî h(f −1(A), ∂D) > δ. Ñïðàâåäëèâî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.3.1. Íåõàé Q ∈ L1(D ′), D ¹ îáëàñòþ êâàçiåêñòðåìàëüíî¨ äîâ-

æèíè, à D ′
¹ îáìåæåíîþ îïóêëîþ îáëàñòþ. Òîäi áóäü-ÿêå âiäîáðàæåííÿ

f ∈ Sδ,A,Q(D,D
′) ïðîäîâæó¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f : D → D ′, ïðè öüî-

ìó, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ ∂D, x0 6= ∞, çíàéäóòüñÿ îêië U öi¹¨ òî÷êè i

ñòàëà C = C(n,A,D,D ′) > 0 òàêà, ùî

|f(x)− f(y)| 6 C · (‖Q‖1)1/n

log1/n
(
1 + δ

|x−y|

)
(1.69)

äëÿ âñiõ x, y ∈ U ∩D, äå ‖Q‖1 � íîðìà �óíêöi¨ Q â L1(D′).

1.3.1. Ëåìè ïðî âiäñòàíü äî ìåæi òà ç'¹äíàííÿ òî÷îê âiäðiçêàìè

Ïåðåä äîâåäåííÿì òåîðåìè 1.3.1 äîâåäåìî íàñòóïíó âàæëèâó ëåìó, ÿêà

ó âèïàäêó îäèíè÷íî¨ êóëi äîâåäåíà â [94, ëåìà 2.1℄.

Ëåìà 1.3.1. Íåõàé E � äîâiëüíèé êîíòèíóóì, ùî íàëåæèòü îáëàñòi D ′,

Q ∈ L1(D ′). Òîäi iñíó¹ δ1 > 0 òàêå, ùî Sδ,A,Q ⊂ Sδ1,E,Q. Iíøèìè ñëîâàìè,

ÿêùî f � âiäêðèòå äèñêðåòíå i çàìêíåíå âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi D íà D ′

ç óìîâîþ (1.67), òàêå, ùî h(f −1(A), ∂D) > δ, òî iñíó¹ δ1 > 0, ùî íå

çàëåæèòü âiä f òàêå, ùî h(f −1(E), ∂D) > δ1.
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Äîâåäåííÿ. Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñõåìó äîâåäåííÿ [94, ëåìà 2.1℄. Äîâåäå-

ìî ëåìó 1.3.1 âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî ¨¨ çàêëþ÷åííÿ íå ¹ âiðíèì.

Òîäi çíàéäóòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi ym ∈ E, fm ∈ Sδ,A,Q i xm ∈ D òàêi, ùî

fm(xm) = ym i h(xm, ∂D) → 0 ïðè m → ∞. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìî-

æíà ââàæàòè, ùî xm → x0 ïðè m→ ∞, äå x0 ìîæå íàáóâàòè çíà÷åííÿ ∞ ó

âèïàäêó, ÿêùî îáëàñòü D íåîáìåæåíà. Çàóâàæèìî, ùî ç òåîðåìè 1.1.1 ç óðà-

õóâàííÿì çàóâàæåííÿ 1.3.1, âèïëèâà¹ ìîæëèâiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ

âiäîáðàæåííÿ fm â òî÷êó x0, áiëüøå òîãî, ñiì'ÿ {fm}∞m=1 ¹ îäíîñòàéíî íåïå-

ðåðâíîþ â òî÷öi x0 (äèâ., íàïð., [8, òåîðåìà 1.2℄). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0

çíàéäåòüñÿ m0 ∈ N òàêå, ùî h(fm(xm), fm(x0)) < ε ïðè m > m0. Ç iíøî-

ãî áîêó, îñêiëüêè fm � çàìêíåíå, fm(x0) ∈ ∂D ′. Ç îãëÿäó íà êîìïàêòíiñòü

ïðîñòîðó Rn
òà çàìêíåíiñòü ∂D ′, ìîæíà ââàæàòè, ùî fm(x0) çáiãà¹òüñÿ äî

äåÿêîãî ÷èñëà B ∈ ∂D ′
ïðè m→ ∞. Îòæå, çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà,

h(fm(xm), fm(x0)) > h(fm(xm), B)− h(B, fm(x0)) >
1

2
· h(E, ∂D ′)

äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ m ∈ N.

Îñòàòî÷íî, ìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü: h(fm(xm), fm(x0)) > δ0, δ0 :=
1
2
·h(E, ∂D ′)

i îäíî÷àñíî h(fm(xm), fm(x0)) < ε ïðè m > m0. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü

ñïðîñòîâó¹ âèõiäíå ïðèïóùåííÿ. Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñòóïíà ëåìà áóëà äîâåäåíà â âèïàäêó, êîëè îáëàñòü D ′
¹ îäèíè÷íîþ

êóëåþ (äèâ. õiä äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.1 â [94℄). Äëÿ äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ îïó-

êëî¨ îáëàñòi äîâåäåííÿ çäiéñíåíî àâòîðîì â [22, ëåìà 1℄.

Ëåìà 1.3.2. Íåõàé D ′
� îáìåæåíà îïóêëà îáëàñòü â Rn, n > 2, i íåõàé

B(y∗, δ∗/2) � êóëÿ ç öåíòðîì â òî÷öi y∗ ∈ D ′, äå δ∗ := d(y∗, ∂D ′). Íåõàé

z0 ∈ ∂D ′. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê A,B ∈ B(z0, δ∗/8) ∩ D ′
çíàéäóòüñÿ

òî÷êè C,D ∈ B(y∗, δ∗/2), äëÿ ÿêèõ âiäðiçêè [A,C] i [B,D] ¹ òàêèìè, ùî

dist ([A,C], [B,D]) > C0 · |A− C| , (1.70)

äå C0 > 0 � äåÿêà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä δ∗ i d(D ′).

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

ε0 := |A− B| < δ∗/4 .
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Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè A i y∗ âiäðiçêîì I. Ç îãëÿäó íà îïóêëiñòü D ′
âiäðiçîê I

ïîâíiñòþ íàëåæèòü D ′. Òî÷êè A, y∗ i B �îðìóþòü ïëîùèíó P (ÿêùî A ,

y∗ , i B íàëåæàòü îäíié ïðÿìié, òî P � áóäü-ÿêà ïëîùèíà, ùî ìiñòèòü A i

B ). �îçãëÿíåìî íà öié ïëîùèíi êîëî

S = {z ∈ P : |z − A| = ε0} .

Ïîëîæåííÿ òî÷êè z = B íà êîëi S öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ êóòîì ϕ, ϕ ∈
[−π, π), ìiæ âåêòîðîì y∗ −A òà ðàäióñ-âåêòîðîì B −A òî÷êè z. Òî÷êè íà

êîëi ïîçíà÷à¹ìî äàëi ó ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ çà äîïîìîãîþ ïàð z = (ε0, ϕ).

Íàøà ïîäàëüøà ìåòà � äîñëiäèòè îñíîâíi òðè âèïàäêè ùîäî iíòåðâàëiâ çìiíè

öüîãî êóòà.

Âèïàäîê 1. ¾Âåëèêi êóòè¿: ϕ ∈ [π/4, 3π/4], àáî ϕ ∈ [−π/4,−3π/4],

äèâ. ðèñóíîê 1.3 äëÿ iëþñòðàöi¨. Ïîêëàäåìî C := y∗. Îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿ-

0

I J

D

y
*

A
B

z0

C=
D

�èñ. 1.3. Äî äîâåäåííÿ ëåìè 1.3.2, âèïàäîê 1

äàííÿì âèïàäêó ϕ ∈ [π/4, 3π/4] (âèïàäîê ϕ ∈ [−π/4,−3π/4] ðîçãëÿäà¹òüñÿ

àíàëîãi÷íî). �îçãëÿíåìî ïðîìiíü

r = r(t) = B + te , e = (y∗ − A)/|y∗ − A| , t > 0.

Çà ïîáóäîâîþ, ïðîìiíü r ¹ ïàðàëåëüíèì äî âiäðiçêó I. Ïðè t = |y∗ − A|
ìà¹ìî r(|y∗ − A|) = B + y∗ − A i |r(|y∗ − A|) − y∗| = |B − A| = ε0 < δ∗/4,

òîáòî, òî÷êà r(|y∗ − A|) íàëåæèòü E. Íåõàé J � âiäðiçîê ïðîìåíÿ r, ùî

ìiñòèòüñÿ ìiæ òî÷êàìè B i D := r(|y∗ − A|) (âií öiëêîì íàëåæèòü îáëàñòi

D ′
ç îãëÿäó íà ¨¨ îïóêëiñòü). Âiäñòàíü ìiæ I i J îá÷èñëþ¹òüñÿ íàñòóïèì
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øëÿõîì:

dist (I, J) = ε0 sinϕ >

√
2

2
ε0 . (1.71)

�îçãëÿä ïåðøîãî âèïàäêó çàâåðøåíî, îñêiëüêè â ÿêîñòi âiäðiçêiâ [A,C] i

[B,D] ìè áåðåìî I i J, à ó íåðiâíîñòi (1.70) C0 :=
√
2
2 .

Âèïàäîê 2. ¾Ìàëi êóòè:¿ ϕ ∈ [−π/4, π/4). �îçãëÿíåìî âèïàäîê ϕ ∈
[0, π/4) (âèïàäîê ϕ ∈ [−π/4, 0) ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî). Ïðîâåäåìî ÷å-

ðåç òî÷êó y∗ ïðÿìó, ÿêà íàëåæèòü ïëîùèíi P òà îðòîãîíàëüíà âåêòîðó

y∗ − A, äèâ. ðèñóíîê 1.4. Öÿ ïðÿìà ìà¹ ðiâíî äâi òî÷êè ïåðåòèíó ç ìåæåþ

0

I

D

y
*

z**x**
x*

z*

B+x-A*

~

I1
I2

B

A
z0

�èñ. 1.4. Äî äîâåäåííÿ ëåìè 1.3.2, âèïàäîê 2

êðóãà B(y∗, δ∗/2)∩P : öi òî÷êè ïîçíà÷èìî ÷åðåç x∗∗ i z∗∗. Íåõàé x∗∗ � òî÷êà,

òàêà ùî êóò ìiæ âåêòîðàìè y∗ − A i x∗∗ −A ¹ âiä'¹ìíèì. Ïîêëàäåìî

x∗ =
x∗∗ + y∗

2
, z∗ =

z∗∗ + y∗
2

.

Êðiì òîãî, íåõàé ψ ïîçíà÷à¹ êóò ∠Ax∗y∗. Òîäi

tanψ =
|A− y∗|

δ∗
4

<
4d(D ′)

δ∗
. (1.72)

Êðiì òîãî,

tanψ =
|A− y∗|

δ∗
4

>

δ∗
2
δ∗
4

= 2 ,

çâiäñè

ψ > arctan 2 >
π

4
,

π

2
− ψ 6

π

2
− arctan 2 <

π

4
. (1.73)
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Âiäïîâiäíî, òîäi êóò ∠y∗Ax∗ äîðiâíþ¹

π
2 − ψ. Íåõàé

ϕ̃ := ϕ+
π

2
− ψ ,

äå ψ çàçíà÷åíî âèùå. Ç îãëÿäó íà (1.73), îñêiëüêè ϕ ∈ [0, π/4) ,

0 < ϕ̃ 6
π

4
+
π

2
− arctan 2 =

3π

4
− arctan 2 <

π

2
. (1.74)

�îçãëÿíåìî ïðîìiíü r(t) = B + t x∗−A|x∗−A| , t > 0. Ïðè t = |x∗ − A| ìà¹ìî:

r(|x∗ −A|) = B + x∗ − A .

Çàóâàæèìî, ùî r(|x∗ −A|) ∈ B
(
y∗,

δ∗
2

)
. Äiéñíî, çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà

|r(|x∗ −A|)− y∗| =

=
∣∣B + x∗ − A− y∗

∣∣ 6 |x∗ − y∗|+ |B −A| 6 δ∗
4
+
δ∗
4

=
δ∗
2
. (1.75)

Íåõàé òåïåð I1 � âiäðiçîê, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè A i C := x∗, à I2 � âiäðiçîê,

ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè B i D := r(|x∗ − A|) = B + x∗ − A. Çà ïîáóäîâîþ òà

âðàõîâóþ÷è (1.75),

I1 ∩ B
(
y∗,

δ∗
2

)
6= ∅ 6= I2 ∩B

(
y∗,

δ∗
2

)
. (1.76)

Çàóâàæèìî, ùî

dist (I1, I2) = ε0 sin ϕ̃ . (1.77)

Ç îãëÿäó íà �îðìóëè (1.72) i (1.74), áóäåìî ìàòè:

tan ϕ̃ = tan
(
ϕ +

π

2
− ψ

)
>

> tan
(π
2
− ψ

)
= cotψ >

δ∗
4d(D ′)

. (1.78)

Ç îãëÿäó íà (1.78) òà ç óðàõóâàííÿì (1.74), ìè îòðèìà¹ìî, ùî

sin ϕ̃ = tan ϕ̃ · cos ϕ̃ >
δ∗

4d(D ′)
· cos

(
3π

4
− arctan 2

)
> 0 . (1.79)

Òîäi ç (1.77) i ç (1.79) âèïëèâà¹, ùî

dist (I1, I2) > ε0 ·
δ∗

4d(D ′)
· cos

(
3π

4
− arctan 2

)
> 0 . (1.80)
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ßê ìè âæå çàóâàæèëè, âèïàäîê ϕ ∈ [−π/4, 0) ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî, à

ñàìå, êîíñòðóêöiÿ äîâåäåííÿ òàêà æ ñàìà ¾ç òî÷íiñòþ äî ñèìåòði¨¿ âiäíîñíî

âiäðiçêó, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè A i y∗. Çîêðåìà, ðîëü òî÷êè x∗ ãðàòèìå òî÷êà z∗;

ðîëü âiäðiçêó, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè A òà x∗ � âiäðiçîê, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè A òà

z∗ i ò.ï.

Íåðiâíiñòü (1.80) çàâåðøó¹ ðîçãëÿä âèïàäêó 2, ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî

ìè ìîæåìî ïîêëàñòè [A,C] := I1 i [B,D] := I2, êðiì òîãî, ó íåðiâíîñòi (1.70)

C0 :=
δ∗

4d(D ′) · cos
(
3π
4 − arctan 2

)
.

Âèïàäîê 3. ¾Äóæå âåëèêi êóòè:¿ ñèòóàöiÿ, êîëè àáî ϕ ∈ (3π/4, π], àáî

ϕ ∈ (−π,−3π/4). Öåé âèïàäîê ¹ äóæå ñõîæèì íà âèïàäîê 2 çà ñâî¨ì ïiäõî-

äîì. Äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ñèòóàöiþ ϕ ∈ (3π/4, π], îñêiëüêè äðóãà ñèòóàöiÿ

ϕ ∈ (−π,−3π/4) ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî i âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïåðøî¨ ëèøå

ïåâíîþ ¾ñèìåòði¹þ¿ âiäíîñíî ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A i y∗. Íå-

õàé òî÷êè z∗ i z∗∗ ó òî÷íîñòi òàêi, ÿê âèçíà÷åíî ó âèïàäêó 2. �îçãëÿíåìî

âiäðiçîê J1, ùî ïî¹äíó¹ òî÷êè A i C := z∗ (âií ïîâíiñòþ íàëåæèòü îáëàñòi

D ′
ç îãëÿäó íà îïóêëiñòü îáëàñòi D ′

). �îçãëÿíåìî ïðîìiíü

l(t) = B + t · z∗ −A

|z∗ −A| , t > 0 . (1.81)

Ïðè t = |z∗ − A| âèõîäèòü òî÷êà D := l(|z∗ − A|) = B + z∗ − A, äèâ.

ðèñóíîê 1.5.

Äîâåäåìî, ùî öÿ òî÷êà íàëåæèòü êóëi B
(
y∗,

δ∗
2

)
. Äiéñíî, çà íåðiâíiñòþ

òðèêóòíèêà

|r(|z∗ −A|)− y∗| =

=
∣∣B + z∗ − A− y∗

∣∣ 6 |z∗ − y∗|+ |B −A| 6 δ∗
4
+
δ∗
4

=
δ∗
2
. (1.82)

Íåõàé J2 � âiäðiçîê, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè B i D. Çà ïîáóäîâîþ òà âðàõî-

âóþ÷è (1.82),

J1 ∩ B
(
y∗,

δ∗
2

)
6= ∅ 6= J2 ∩B

(
y∗,

δ∗
2

)
. (1.83)

Çàóâàæèìî, ùî

dist (J1, J2) = ε0 cosα , (1.84)
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D
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z**x**
x*

z*
B+z -A*

J1

J2

B

z0

�èñ. 1.5. Äî äîâåäåííÿ ëåìè 1.3.2, âèïàäîê 3

äå α = ϕ− π
2 −

(
π
2 − ψ

)
= ϕ + ψ − π.

i ψ = ∠y∗z∗A . Òåïåð íàì òðåáà çíàéòè îöiíêó çíèçó äëÿ cosα.

Ç òðèêóòíèêà △ y∗z∗A çíàõîäèìî:

1 6 tanψ =
|A− y∗|
|y∗ − z∗|

6
d(D ′)

δ∗
4

=
4d(D ′)

δ∗
,

çâiäñè

π
4 6 ψ 6

4d(D ′)
δ∗

< π
2 . Òîäi

0 =
3π

4
+
π

4
− π 6 α := ϕ+ ψ − π 6 π + arctan

4d(D ′)

δ∗
− π = (1.85)

= arctan
4d(D ′)

δ∗
<
π

2
.

Ç îãëÿäó íà (1.84) i (1.85) ìè îòðèìà¹ìî, ùî

dist (J1, J2) ≥ ε0 cos arctan
4d(D ′)

δ∗
. (1.86)

Âëàñíå êàæó÷è, íåðiâíiñòü (1.86) çàâåðøó¹ ðîçãëÿä âèïàäêó 3, îñêiëüêè ìè

ìîæåìî ïîêëàñòè [A,C] := J1 i [B,D] := J2, êðiì òîãî, ó íåðiâíîñòi (1.70)

ïîêëàäåìî C0 := cos arctan 4d(D ′)
δ∗

.

Îñòàòî÷íî, äëÿ âñiõ âèïàäêiâ 1, 2 i 3 ó íåðiâíîñòi (1.70) ìîæíà ïîêëàñòè

C0 = min

{√
2

2
,

δ∗
4d(D ′)

· cos
(
3π

4
− arctan 2

)
, cos arctan

4d(D ′)

δ∗

}
.
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1.3.2. Ëîãàðè�ìi÷íà íåïåðåðâíiñòü çà �åëüäåðîì

Ìîæëèâiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ f íà ìåæó îáëà-

ñòi D âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.1.1 ç óðàõóâàííÿì çàóâàæåííÿ 1.3.1. Çîêðåìà,

ñëàáêà ïëîñêiñòü ∂D ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî D ¹ QED -îáëàñòþ (äèâ., íàïð.,

[91, ëåìà 2℄), à òå, ùî îïóêëà îáëàñòü ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíîþ íà ñâî¨é ìåæi, ¹

î÷åâèäíèì íàñëiäêîì òîãî, ùî ¨¨ ïåðåòèí ç êóëåþ ç öåíòðîì ó ìåæîâié òî÷öi

òàêîæ ¹ îïóêëîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåìî ëîãàðè�ìi÷íó íåïåðåðâíiñòü çà �åëüäåðîì (1.69). Çà�iêñó¹ìî

òî÷êó x0 ∈ ∂D, i íåõàé y∗ ∈ D ′
� äîâiëüíà òî÷êà îáëàñòi D ′. Ïîêëàäåìî

δ∗ := d(y∗, ∂D ′). Íåõàé E = B(y∗, δ∗/2) ⊂ D ′. Çà ëåìîþ 1.3.1 iñíó¹ òàêå

δ1 > 0 òàêå, ùî h(f −1(E), ∂D) > δ1 äëÿ âñiõ f ∈ Sδ,A,Q. Êðiì òîãî, îñêiëüêè

çà òåîðåìîþ 1.2 â [8℄ ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü Sδ,A,Q ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ

â D, äëÿ ÷èñëà δ∗/8 çíàéäåòüñÿ îêië U ⊂ B(x0, δ1/2) òî÷êè x0, òàêèé ùî

|f(x) − f(x0)| < δ∗/8 äëÿ âñiõ x ∈ U ∩ D i âñiõ f ∈ Sδ,A,Q. Íåõàé x, y ∈
B(x0, δ1/2)

ε0 := |f(x)− f(y)| < δ∗/4 .

Çàñòîñó¹ìî äëÿ òî÷îê A = f(x), B = f(y) i z0 = f(x0) ëåìó 1.3.2. Çãiäíî

öi¹¨ ëåìè, çíàéäóòüñÿ âiäðiçêè I ⊃ A i J ⊃ B â îáëàñòi D ′
òàêi, ùî I ∩E 6=

∅ 6= J ∩ E, ïðè÷îìó

dist (I, J) > C0 · |f(x)− f(y)| , (1.87)

äå ñòàëà C0 çàëåæèòü ëèøå âiä êîíòèíóóìó E i îáëàñòi D ′.

Íåõàé α1, β1 � ïîâíi f -ïiäíÿòòÿ êðèâèõ I i J ç ïî÷àòêàìè â òî÷êàõ

x i y, âiäïîâiäíî (âîíè iñíóþòü çà [100, ëåìà 3.7℄, äèâ. ðèñóíîê 1.6). Òîäi çà

îçíà÷åííÿì |α1|∩f −1(E) 6= ∅ 6= |β1|∩f −1(E). Îñêiëüêè h(f −1(E), ∂D) > δ1

i x, y ∈ B(x0, δ1/2), òî

d(α1) > δ1/2 , d(β1) > δ1/2 . (1.88)

Íåõàé

Γ := Γ(α1, β1, D) .
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�èñ. 1.6. Äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.3.1

Òîäi ç îäíîãî áîêó çà íåðiâíiñòþ (1.68)

M(Γ) > (1/A0) ·M(Γ(α1, β1,R
n)) , (1.89)

à ç iíøîãî áîêó, çà [102, ëåìà 7.38℄

M(Γ(α1, β1,R
n)) > cn · log

(
1 +

1

m

)
, (1.90)

äå cn > 0 � äåÿêà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä n,

m =
dist(α1, β1)

min{diam (α1), diam (β1)}
.

Òîäi ïî¹äíóþ÷è (1.88), (1.89) i (1.90) i âðàõîâóþ÷è, ùî dist (α1, β1) 6 |x− y|,
ìè îòðèìó¹ìî, ùî

M(Γ) > c̃n · log
(
1 +

δ1
2dist(α1, β1)

)
> c̃n · log

(
1 +

δ1
2|x− y|

)
, (1.91)

äå c̃n > 0 � äåÿêà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä n i ñòàëî¨ A0 ç îçíà÷åííÿ

QED -îáëàñòi.

Âñòàíîâèìî òåïåð âåðõíþ îöiíêó äëÿ M(Γ). Ïîêëàäåìî

ρ(y) =

{
1

C0ε0
, y ∈ D ′,

0, y 6∈ D ′ .
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Çàóâàæèìî, ùî ρ çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1.1) äëÿ ñiì'¨ êðèâèõ f(Γ) â

ñèëó ñïiââiäíîøåííÿ (1.70). Òîäi çà îçíà÷åííÿ ñiì'¨ Sδ,A,Q ìè îòðèìà¹ìî, ùî

M(Γ) 6
1

Cn
0 ε

n
0

∫

D ′

Q(y) dm(y) = C −n
0 · ‖Q‖1

|f(x)− f(y)|n . (1.92)

Ç (1.91) i (1.92) âèïëèâà¹, ùî

c̃n · log
(
1 +

δ1
2|x− y|

)
6 C −n

0 · ‖Q‖1
|f(x)− f(y)|n .

Ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (1.69), äå C := C −n
0 · c̃n−1/n

ç δ1/2 çàìiñòü δ. Çàóâàæèìî, ùî ìè ìîæåìî ââàæàòè δ1/2 = δ, áî ç îãëÿäó

íà ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ log
(
1 + 1

nt

)
∼ log

(
1 + 1

kt

)
ïðè t → +0 äëÿ äîâiëüíèõ

�iêñîâàíèõ k, n > 0.

Ìè äîâåëè òåîðåìó 1.3.1 äëÿ âíóòðiøíiõ òî÷îê x, y ∈ U ∩D. Äëÿ òî÷îê
x, y ∈ U ∩ D öå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ çà äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó

x→ x i y → y, x, y ∈ D. ✷

Ñïðàâåäëèâèé òàêîæ àíàëîã òåîðåìè 1.3.1 äëÿ âiäîáðàæåíü iç �iêñîâà-

íîþ òî÷êîþ îáëàñòi D. Äëÿ òîãî, ùîá ñ�îðìóëþâàòè i äîâåñòè âiäïîâiäíå

òâåðäæåííÿ, âïðîâàäèìî òàêå îçíà÷åííÿ. Äëÿ åëåìåíòiâ a ∈ D, b ∈ D ′
i âè-

ìiðíî¨ çà Ëåáåãîì �óíêöi¨ Q : D ′ → [0,∞] ïîçíà÷èìî ÷åðåç Fa,b,Q ñiì'þ âñiõ

âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ i çàìêíåíèõ âiäîáðàæåíü f îáëàñòi D íà D ′, òàêèõ

ùî f(a) = b. Ñïðàâåäëèâî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.3.2. Íåõàé Q ∈ L1(D ′), D ¹ îáëàñòþ êâàçiåêñòðåìàëüíî¨ äîâ-

æèíè, à D ′
¹ îáìåæåíîþ îïóêëîþ îáëàñòþ. Òîäi áóäü-ÿêå âiäîáðàæåííÿ

f ∈ Fa,b,Q ïðîäîâæó¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f : D → D ′, ïðè öüîìó, äëÿ

êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ ∂D, x0 6= ∞, çíàéäóòüñÿ îêië U öi¹¨ òî÷êè i ñòàëà

C = C(n,A,D,D ′) > 0 òàêà, ùî âèêîíàíî ñïiââiäíîøåííÿ (1.69).

Äîâåäåííÿ. Ìîæëèâiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ f íà ∂D

âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.1.1 ç óðàõóâàííÿì çàóâàæåííÿ 1.3.1. Äîâåäåìî ëîãàðè-

�ìi÷íó íåïåðåðâíiñòü çà �åëüäåðîì ñiì'¨ ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü.

Ïîêëàäåìî E = B(b, ε∗), äå ε∗ = dist (b, ∂D ′). Ìîæëèâi äâà âèïàäêè:
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1) iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî dist (f −1(E), ∂D) > δ äëÿ âñiõ f ∈ Fa,b,Q. Â

öüîìó âèïàäêó áàæàíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.3.1;

2) çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü f ∈ Fa,b,Q. i òî÷îê xm ∈ D, ym ∈
D ′, m = 1, 2, . . . , òàêèõ, ùî fm(xm) = ym, ym ∈ E i

dist (xm, ∂D) → 0

ïðè m→ ∞. Òîäi ìiðêóþ÷è òàê ñàìî, ÿê i ïðè äîâåäåííi ëåìè 1.3.1, äîõîäèìî

äî âèñíîâêó, ùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü Fa,b,Q. íå ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ ïðè-

íàéìíi â îäíié òî÷öi x0 ∈ ∂D, ïðîòå, öå ñóïåðå÷èòü òâåðäæåííþ òåîðåìè 7.1

â [8℄.

Îòæå, âèïàäîê 2) ¹ íåìîæëèâèì, à â âèïàäêó 1) ìà¹ìî áàæàíå òâåðäæå-

ííÿ òåîðåìè.

1.3.3. Ëîêàëüíî êâàçiêîí�îðìíi ìåæi

�îçãëÿíåìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ, çàïðîïîíîâàíå Íÿêêi [62℄, äèâ. òàêîæ [48℄.

Ìåæà îáëàñòi D â Rn
íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî êâàçiêîí�îðìíîþ, ÿêùî êîæíà

òî÷êà x0 ∈ ∂D ìà¹ îêië U, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ êâàçiêîí�îðìíå âiäîáðàæåííÿ ϕ

îêîëó U íà îäèíè÷íó êóëþ Bn ⊂ Rn
òàêå, ùî ϕ(∂D ∩ U) ¹ ïåðåòèíîì îäè-

íè÷íî¨ êóëi Bn ç êîîðäèíàòíîþ ãiïåðïëîùèíîþ xn = 0, äå x = (x1, . . . , xn.)

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà

Òåîðåìà 1.3.3. Íåõàé Q ∈ L1(D ′), D ¹ îáëàñòþ ç ëîêàëüíî êâàçiêîí�îðì-

íîþ ìåæåþ, à D ′
¹ îáìåæåíîþ îïóêëîþ îáëàñòþ. Òîäi áóäü-ÿêå âiäîáðàæå-

ííÿ f ∈ Sδ,A,Q(D,D
′) ïðîäîâæó¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f : D → D ′, ïðè

öüîìó, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ ∂D çíàéäóòüñÿ îêië U öi¹¨ òî÷êè i ñòàëi

C = C(n,A,D,D ′) > 0 i 0 < α = α(x0) 6 1 òàêi, ùî

|f(x)− f(y)| 6 C · (‖Q‖1)1/n

log1/n
(
1 + δ

|x−y|α
)

(1.93)

äëÿ âñiõ x, y ∈ U ∩D, äå ‖Q‖1 � íîðìà �óíêöi¨ Q â L1(D ′).

Äîâåäåííÿ. Ìîæëèâiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ f íà ìåæó

îáëàñòi D âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.1 â [8℄. Çîêðåìà, ëîêàëüíî êâàçiêîí�îðìíi
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ìåæi îáëàñòåé ¹ ñëàáêî ïëîñêèìè (äèâ. [44, ïðîïîçèöiÿ 2.2℄, äèâ. òàêîæ [99,

òåîðåìà 17.10℄), à îïóêëi îáëàñòi, î÷åâèäíî, ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíèìè íà ñâî¨é

ìåæi.

Çà�iêñó¹ìî òî÷êó x0 ∈ ∂D. Íåõàé y∗ ∈ D ′
� äîâiëüíà òî÷êà îáëàñòi

D ′, δ∗ := d(y∗, ∂D ′) i E = B(y∗, δ∗/2) ⊂ D ′. Çà ëåìîþ 1.3.1 iñíó¹ òàêå δ1 > 0

òàêå, ùî h(f −1(E), ∂D) > δ1 äëÿ âñiõ f ∈ Sδ,A,Q. Òîäi i d(f
−1(E), ∂D) > δ1

äëÿ âñiõ f ∈ Sδ,A,Q. Êðiì òîãî, îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 1.2 â [8℄ ñiì'ÿ âiä-

îáðàæåíü Sδ,A,Q ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D, äëÿ ÷èñëà δ∗/8 çíàéäåòüñÿ

îêië U ⊂ B(x0, δ1/2) òî÷êè x0, òàêèé ùî |f(x) − f(x0)| < δ∗/8 äëÿ âñiõ

x, y ∈ U ∩D i âñiõ f ∈ Sδ,A,Q.

Çà îçíà÷åííÿì ëîêàëüíî êâàçiêîí�îðìíî¨ ìåæi iñíó¹ îêië U ∗
òî÷êè x0

i êâàçiêîí�îðìíå âiäîáðàæåííÿ ϕ : U ∗ → Bn, ϕ(U ∗) = Bn, òàêå ùî ϕ(D ∩
U ∗) = Bn+, äå Bn+ = {x ∈ Bn : x = (x1, . . . , xn), xn > 0} � ïiâêóëÿ, äèâ.

ðèñóíîê 1.7. Ìîæíà ââàæàòè, ùî ϕ(x0) = 0, ïðè÷îìó U ∗ ⊂ B(x0, δ1/4)

f(x)

f(y)
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E

x0x

y

f E
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1

*
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1

1
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1

y()
1/4n

+
V

�èñ. 1.7. Äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.3.3

(äèâ. õiä äîâåäåííÿ òåîðåìè 17.10 ó [99℄). Íåõàé V � ïiäîêië U ∗
òàêèé, ùî

V ⊂ U ∗, i íåõàé

δ2 := dist (∂V, ∂U ∗) . (1.94)

�îçãëÿíåìî äîïîìiæíå âiäîáðàæåííÿ

F (w) := f(ϕ−1(w)) , F : Bn+ → U ∗ . (1.95)
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Íåõàé x, y ∈ U ∗ ∩D i

ε0 := |f(x)− f(y)| < δ0 := δ∗/4 .

Çàñòîñó¹ìî äëÿ òî÷îê A = f(x), B = f(y) i z0 = f(x0) ëåìó 1.3.2. Çãiäíî

öi¹¨ ëåìè, çíàéäóòüñÿ âiäðiçêè I ⊃ A i J ⊃ B â îáëàñòi D ′
òàêi, ùî I ∩E 6=

∅ 6= J ∩ E, ïðè÷îìó

dist (I, J) > C0 · |f(x)− f(y)| , (1.96)

äå ñòàëà C0 çàëåæèòü ëèøå âiä êîíòèíóóìó E i îáëàñòi D ′.

Íåõàé α1, β1 � ïîâíi f -ïiäíÿòòÿ êðèâèõ I i J ç ïî÷àòêàìè â òî÷êàõ

x i y, âiäïîâiäíî (âîíè iñíóþòü çà [100, ëåìà 3.7℄). Òîäi çà îçíà÷åííÿì |α1| ∩
f −1(E) 6= ∅ 6= |β1| ∩ f −1(E). Òîäi

|α1| ∩ U 6= ∅ 6= |α1| ∩ (Rn \ U )

i

|β1| ∩ U 6= ∅ 6= |β1| ∩ (Rn \ U ) .

Òîäi ç îãëÿäó íà [49, òåîðåìà 1.I.5.46℄

|α1| ∩ ∂U 6= ∅ , |β1| ∩ ∂U 6= ∅ . (1.97)

Àíàëîãi÷íî,

|α1| ∩ ∂V 6= ∅ , |β1| ∩ ∂V 6= ∅ . (1.98)

Ç îãëÿäó íà (1.97), α1 i β1 ìiñòÿòü ó ñîái ïiäêðèâi α ∗
1 i β ∗

1 ç ïî÷àòêàìè ó

òî÷êàõ x i y, ÿêi íàëåæàòü U ∗
i ìàþòü êiíöåâi òî÷êè â ∂U ∗. Çàâäÿêè (1.94),

(1.97) i (1.98), áóäåìî ìàòè, ùî

d(α ∗
1 ) > δ2 , d(β ∗

1 ) > δ2 . (1.99)

�îçãëÿíåìî êðèâi ϕ(α ∗
1 ) i ϕ(β ∗

1 ). Îñêiëüêè ϕ � êâàçiêîí�îðìíå âiäîáðàæå-

ííÿ, âiäîáðàæåííÿ ϕ−1
òàêîæ ¹ êâàçiêîí�îðìíèì. Îòæå, ϕ−1

¹ ëîêàëüíî

íåïåðåðâíèì çà �åëüäåðîì ç äåÿêîþ ñòàëîþ C̃ > 0 i ñòåïåíåì 0 < α 6 1

(äèâ., íàïð., [66, òåîðåìà 1.11.III℄). Ìîæíà ââàæàòè, ùî ϕ−1
¹ íåïåðåðâíèì

çà �åëüäåðîì ó Bn. Òîäi

1
(
C̃
) 1

α

|x− y| 1α 6 |ϕ−1(x)− ϕ−1(y)| 6 C̃ · |x− y|α ∀ x, y ∈ Bn . (1.100)
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Íåõàé x, y ∈ U ∗
¹ òàêèìè åëåìåíòàìè, ùî d(α ∗

1 ) = |x − y|. Ïîêëàäåìî

x ∗ = ϕ(x) i y ∗ = ϕ(y). Òîäi ç (1.100) âèïëèâà¹, ùî

|x ∗ − y ∗|α >
1

C̃
· |x− y| = 1

C̃
d(α ∗

1 ) >
1

C̃
δ2 ,

àáî

|x ∗ − y ∗| >
(
1

C̃
δ2

)1/α

. (1.101)

Çi ñïiââiäíîøåííÿ (1.101) âèïëèâà¹, ùî d(ϕ(α ∗
1 )) >

(
1

C̃
δ2

)1/α
. Àíàëîãi÷íî,

d(ϕ(β ∗
1 )) >

(
1

C̃
δ2

)1/α
. Íåõàé

Γ := Γ(ϕ(α ∗
1 ), ϕ(β

∗
1 ),B

n
+) .

Çàóâàæèìî, ùî Bn+ ¹ îáìåæåíîþ îïóêëîþ îáëàñòþ, òîìó âîíà ¹ îáëàñòþ

Äæîíà (äèâ. [60, çàóâàæåííÿ 2.4℄), îòæå, ¹ ðiâíîìiðíîþ îáëàñòþ (äèâ. [60,

çàóâàæåííÿ 2.13(
)℄), òîìó ¹ òàêîæ i QED -îáëàñòþ ç äåÿêèì A ∗
0 <∞ ó (1.68)

(äèâ. [34, ëåìà 2.18℄). Òîäi ç îäíîãî áîêó çà íåðiâíiñòþ (1.68)

M(Γ) > (1/A ∗
0 ) ·M(Γ(ϕ(α ∗

1 ), ϕ(β
∗
1 ),R

n)) , (1.102)

à ç iíøîãî áîêó, çà [102, ëåìà 7.38℄

M(Γ(ϕ(α ∗
1 ), ϕ(β

∗
1 ),R

n)) > cn · log
(
1 +

1

m

)
, (1.103)

äå cn > 0 � äåÿêà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä n,

m =
dist(ϕ(α ∗

1 ), ϕ(β
∗
1 ))

min{diam (ϕ(α ∗
1 )), diam(ϕ(β ∗

1 ))}
.

Òîäi ïî¹äíóþ÷è (1.102) i (1.103) i âðàõîâóþ÷è, ùî dist (ϕ(α ∗
1 ), ϕ(β

∗
1 )) 6 |ϕ(x)−

ϕ(y)|, ìè îòðèìó¹ìî, ùî

M(Γ) > c̃n · log
(
1 +

δ
1/α
2

C̃1/αdist(α1, β1)

)
>

> c̃n · log
(
1 +

δ
1/α
2

C̃1/α|ϕ(x)− ϕ(y)|

)
, (1.104)

äå c̃n > 0 � äåÿêà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä n i ñòàëî¨ A ∗
0 ç îçíà÷åííÿ

QED -îáëàñòi.
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Âñòàíîâèìî òåïåð âåðõíþ îöiíêó äëÿ M(Γ). Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåí-

íÿ F ó (1.95) çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1.67) ç �óíêöi¹þ Q̃(x) = K0 ·Q(x)
çàìiñòü Q, äå K0 > 1 � ñòàëà êâàçiêîí�îðìíîñòi âiäîáðàæåííÿ ϕ−1. Ïîêëà-

äåìî

ρ(y) =

{
1

C0ε0
, y ∈ D ′,

0, y 6∈ D ′ ,

äå C0 � óíiâåðñàëüíà ñòàëà â íåðiâíîñòi (1.70). Çàóâàæèìî, ùî ρ çàäîâîëüíÿ¹

ñïiââiäíîøåííÿ (1.1) äëÿ ñiì'¨ êðèâèõ F (Γ) â ñèëó ñïiââiäíîøåííÿ (1.70).

Òîäi çà îçíà÷åííÿì ñiì'¨ Sδ,A,Q i ç óðàõóâàííÿì îçíà÷åííÿ F ó (1.95) ìè

îòðèìà¹ìî, ùî

M(Γ) 6
1

Cn
0 ε

n
0

∫

D ′

K0Q(y) dm(y) = C −n
0 K0 ·

‖Q‖1
|f(x)− f(y)|n . (1.105)

Ç (1.104) i (1.105) âèïëèâà¹, ùî

c̃n · log
(
1 +

δ
1/α
2

C̃1/α|ϕ(x)− ϕ(y)|

)
6 C −n

0 K0 ·
‖Q‖1

|f(x)− f(y)|n .

Ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ ç îãëÿäó íà ãåëüäåðåâiñòü âiäîáðàæåííÿ ϕ âè-

ïëèâà¹, ùî

|f(x)− f(y)| 6 C −1
0 c̃n

− 1
nK

1
n

0 · (‖Q‖1)
1
n

log
1
n

(
1 + δ

1/α
1

(C̃)1/α|ϕ(x)−ϕ(y)|

) 6

6 C −1
0 c̃n

− 1
nK

1
n

0 · (‖Q‖1)
1
n

log
1
n

(
1 + δ

1/α
1

(C̃)(1/α)+1|x−y|α

) ,

ùî i ¹ áàæàíîþ íåðiâíiñòþ (1.93), äå C := C −1
0 · c̃n−1/n · K

1
n

0 , i ó ÿêié ñòî¨òü

â ïðàâié ÷àñòèíi ÷èñëî r0 =
δ
1/α
2

(C̃)1/α+1
çàìiñòü δ. Ïðîòå, ìîæíà çàìiíèòè r0 íà

δ, áî ç îãëÿäó íà ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ log
(
1 + 1

nt

)
∼ log

(
1 + 1

kt

)
ïðè t → +0

ðiçíèõ (�iêñîâàíèõ) k, n > 0.

Ìè äîâåëè òåîðåìó 1.3.3 äëÿ âíóòðiøíiõ òî÷îê x, y ∈ U ∩D. Äëÿ òî÷îê
x, y ∈ U ∩ D öå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ çà äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó

x→ x i y → y, x, y ∈ D.
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1.3.4. Ïðîñòi êiíöi

Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ (äèâ., íàïð., [48℄). Íåõàé ω � âiäêðèòà ìíî-

æèíà â Rk
, k = 1, . . . , n − 1 . Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ σ : ω → Rn

íàçè-

âà¹òüñÿ k -âèìiðíîþ ïîâåðõíåþ â Rn
. Ïîâåðõíåþ áóäåìî íàçèâàòè äîâiëüíó

(n − 1) -âèìiðíó ïîâåðõíþ σ â Rn. Ïîâåðõíÿ σ íàçèâà¹òüñÿ æîðäàíîâîþ

ïîâåðõíåþ, ÿêùî σ(x) 6= σ(y) ïðè x 6= y . Äàëi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

σ äëÿ ïîçíà÷åííÿ âñüîãî îáðàçó σ(ω) ⊂ Rn
ïðè âiäîáðàæåííi σ , σ çàìiñòü

σ(ω) â Rn
i ∂σ çàìiñòü σ(ω)\σ(ω) . Æîðäàíîâà ïîâåðõíÿ σ : ω → D â îáëà-

ñòi D íàçèâà¹òüñÿ ðîçðiçîì îáëàñòi D , ÿêùî σ ðîçäiëÿ¹ D , òîáòî D \σ ìà¹

áiëüøå îäíi¹¨ êîìïîíåíòè, ∂σ ∩D = ∅ i ∂σ ∩ ∂D 6= ∅ .

Ïîñëiäîâíiñòü σ1, σ2, . . . , σm, . . . ðîçðiçiâ îáëàñòi D íàçèâà¹òüñÿ ëàíöþ-

ãîì, ÿêùî:

(i) ìíîæèíà σm+1 ìiñòèòüñÿ â òî÷íîñòi â îäíié êîìïîíåíòi dm ìíîæèíè

D \ σm , ïðè öüîìó, σm−1 ⊂ D \ (σm ∪ dm) ; (ii)
∞⋂
m=1

dm = ∅ .

Äâà ëàíöþãè ðîçðiçiâ {σm} i {σ ′
k} íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî

äëÿ êîæíîãî m = 1, 2, . . . îáëàñòü dm ìiñòèòü âñi îáëàñòi d ′
k çà âèêëþ÷åííÿì

ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi, i äëÿ êîæíîãî k = 1, 2, . . . îáëàñòü d ′
k òàêîæ ìiñòèòü

âñi îáëàñòi dm çà âèêëþ÷åííÿì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi.

Êiíåöü îáëàñòi D � öå êëàñ åêâiâàëåíòíèõ ëàíöþãiâ ðîçðiçiâ îáëàñòi D .

Íåõàé K � êiíåöü îáëàñòi D â Rn
, òîäi òiëîì ïðîñòîãî êiíöÿ P íàçèâà¹-

òüñÿ ìíîæèíà

I(P ) =
∞⋂

m=1

dm .

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çàâæäè I(P ) ⊂ ∂D (äèâ., íàïð., [48, ïðîïîçèöiÿ 1℄).

Ñëiäóþ÷è [62℄, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êiíåöü K ¹ ïðîñòèì êiíöåì, ÿêùî K

ìiñòèòü ëàíöþã ðîçðiçiâ {σm} , òàêèé, ùî M(Γ(σm, σm+1, D)) < ∞ ïðè âñiõ

m ∈ N i

lim
m→∞

M(Γ(C, σm, D)) = 0 (1.106)

äëÿ äåÿêîãî êîíòèíóóìó C â D. Äàëi âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàñòóïíi ïîçíà-

÷åííÿ: ìíîæèíà ïðîñòèõ êiíöiâ, ùî âiäïîâiäàþòü îáëàñòi D, ïîçíà÷à¹òüñÿ

ñèìâîëîì ED, à ïîïîâíåííÿ îáëàñòi D ¨¨ ïðîñòèìè êiíöÿìè ïîçíà÷à¹òüñÿ
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DP .

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìåæà îáëàñòi D â Rn
¹ ëîêàëüíî êâàçiêîí�îðìíîþ,

ÿêùî êîæíà òî÷êà x0 ∈ ∂D ìà¹ îêië U â Rn
, ÿêèé ìîæå áóòè âiäîáðàæåíèé

êâàçiêîí�îðìíèì âiäîáðàæåííÿì ϕ íà îäèíè÷íó êóëþ Bn ⊂ Rn
òàê, ùî

ϕ(∂D∩U) ¹ ïåðåòèíîì Bn ç êîîðäèíàòíîþ ãiïåðïëîùèíîþ. Áóäåìî íàçèâàòè

ëàíöþã ðîçðiçiâ {σm} ðåãóëÿðíèì, ÿêùî σm∩σm+1 = ∅ ïðè êîæíîìó m ∈ N

i, êðiì òîãî, d(σm) → 0 ïðè m → ∞. ßêùî êiíåöü K ìiñòèòü ïðèíàéìíi

îäèí ðåãóëÿðíèé ëàíöþã, òî K áóäåìî íàçèâàòè ðåãóëÿðíèì. �îâîðèìî, ùî

îáìåæåíà îáëàñòü D â Rn
ðåãóëÿðíà, ÿêùî D ìîæå áóòè êâàçiêîí�îðìíî

âiäîáðàæåíà íà îáëàñòü ç ëîêàëüíî êâàçiêîí�îðìíîþ ìåæåþ, çàìèêàííÿ ÿêî¨

¹ êîìïàêòîì â Rn. Çàóâàæèìî, ùî çàìèêàííÿ DP ðåãóëÿðíî¨ îáëàñòi D ¹

ìåòðèçîâíèì, ïðè öüîìó, ÿêùî g : D0 → D � êâàçiêîí�îðìíå âiäîáðàæåííÿ

îáëàñòi D0 ç ëîêàëüíî êâàçiêîí�îðìíîþ ìåæåþ íà îáëàñòü D, òî äëÿ x, y ∈
DP ïîêëàäåìî:

ρ(x, y) := |g−1(x)− g−1(y)| , (1.107)

äå äëÿ x ∈ ED åëåìåíò g−1(x) ðîçóìi¹òüñÿ ÿê äåÿêà (¹äèíà) òî÷êà ìåæi D0,

êîðåêòíî âèçíà÷åíà ç îãëÿäó íà [62, òåîðåìà 4.1℄. Çîêðåìà, áóäåìî ãîâîðèòè,

ùî ïîñëiäîâíiñòü xm ∈ D, m = 1, 2, . . . , çáiãà¹òüñÿ äî ïðîñòîãî êiíöÿ P ∈
ED ïðè m → ∞, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî k ∈ N âñi åëåìåíòè

ïîñëiäîâíîñòi xm, êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi, íàëåæàòü îáëàñòi dk (äå dk,

k = 1, 2, . . . � ïîñëiäîâíiñòü âêëàäåíèõ îáëàñòåé ç îçíà÷åííÿ ïðîñòîãî êiíöÿ

P ). Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.3.4. Íåõàé Q ∈ L1(D ′), D ¹ ðåãóëÿðíîþ îáëàñòþ, à D ′
¹ îáìå-

æåíîþ îïóêëîþ îáëàñòþ. Òîäi áóäü-ÿêå âiäîáðàæåííÿ

f ∈ Sδ,A,Q(D,D
′)

ïðîäîâæó¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f : DP → D ′, ïðè öüîìó, äëÿ êîæíî¨

òî÷êè P0 ∈ ED çíàéäóòüñÿ îêië U öi¹¨ òî÷êè ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði

(DP , ρ) i ñòàëi C = C(n,A,D,D ′, P0) > 0 i 0 < α = α(P0) 6 1 òàêi, ùî

|f(P1)− f(P2)| 6
C · (‖Q‖1)1/n

log1/n
(
1 + δ

ρα(P1,P2)

)
(1.108)
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äëÿ âñiõ P1, P2 ∈ U, äå ‖Q‖1 � íîðìà �óíêöi¨ Q â L1(D ′).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ Sδ,A,Q(D,D
′). Äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ëèøå âèïàäîê

P1, P2 ∈ U ∩ D. Îñêiëüêè D � ðåãóëÿðíà îáëàñòü, iñíó¹ êâàçiêîí�îðìíå

âiäîáðàæåííÿ g−1
îáëàñòi D íà îáëàñòü D0 ç ëîêàëüíî êâàçiêîí�îðìíîþ

ìåæåþ, ïðè÷îìó, çà îçíà÷åííÿì ìåòðèêè ρ â (1.107),

ρ(P1, P2) := |g−1(P1)− g−1(P2)| . (1.109)

�îçãëÿíåìî äîïîìiæíå âiäîáðàæåííÿ

F (x) = (f ◦ g)(x) , x ∈ D0 . (1.110)

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ g−1
¹ êâàçiêîí�îðìíèì, òî iñíó¹ ñòàëà 1 6 K1 < ∞

òàêà, ùî

1

K1
·M(Γ) 6M(g(Γ)) 6 K1 ·M(Γ) (1.111)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñiì'¨ êðèâèõ Γ â D0. Ç îãëÿäó íà íåðiâíîñòi (1.111) òà ç óðàõóâà-

ííÿì òîãî, ùî f çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1.67), ìè îòðèìà¹ìî, ùî òàêîæ

F çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1.67) ç íîâîþ �óíêöi¹þ Q̃(x) := K1 · Q(x).
Êðiì òîãî, îñêiëüêè g � �iêñîâàíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ¹ ãîìåîìîð�içìîì, òî

h(F −1(A), ∂D) > δ0 > 0, äå δ0 > 0 � äåÿêå �iêñîâàíå ÷èñëî. Òîäi äî âiä-

îáðàæåííÿ F ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó 1.3.3. Çàñòîñîâóþ÷è öþ òåîðåìó,

ìè îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x0 ∈ D0 çíàéäóòüñÿ îêië V öi¹¨ òî÷êè

i ñòàëi C ∗ = C ∗(n,A,D0, D
′) > 0 i 0 < α = α(x0) 6 1 òàêi, ùî

|F (x)− F (y)| 6 C∗K
1
n

1 · (‖Q‖1)1/n

log1/n
(
1 + δ0

|x−y|α
)

(1.112)

äëÿ âñiõ x, y ∈ V ∩ D0, äå ‖Q‖1 � íîðìà �óíêöi¨ Q â L1(D). Íåõàé U :=

g−1(U), P0 := g(x0). Òîäi çà îçíà÷åííÿì V ¹ îêîëîì ïðîñòîãî êiíöÿ P0 ∈ ED.

ßêùî P1, P2 ∈ DP ∩U, òî P1 = g(x) i P2 = g(y) äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ V ∩D0. Ç

îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ (1.112) òà âðàõîâóþ÷è òå, ùî |x− y| = |g−1(P1)−
g−1(P2)| = ρ(P1, P2), ìè îòðèìà¹ìî, ùî

|F (g−1(P1))− F (g−1(P2))| 6
C∗K

1
n

1 · (‖Q‖1)1/n

log1/n
(
1 + δ0

ρα(P1,P2)

) ,
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àáî, ç îãëÿäó íà (1.110),

|f(P1)− f(P2)| 6
C∗K

1
n
1 · (‖Q‖1)1/n

log1/n
(
1 + δ0

ρα(P1,P2)

) .

Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ i ¹ áàæàíèì, ÿêùî â íüîìó ïîêëàñòè C := C∗K
1
n

1 .

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçâèíóòà òåîðiÿ ìåæîâî¨ ïîâåäiíêè âiäîáðàæåíü îáëà-

ñòåé åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó, ùî, çîêðåìà, ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó:

1. Îòðèìàíî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíi-

ñòþ Ïîëåöüêîãî íà ìåæó ó âèïàäêó, êîëè ìàæîðàíòà â öié íåðiâíîñòi iíòå-

ãðîâíà, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ìà¹ ñëàáêî ïëîñêó ìåæó, à îáëàñòü çíà÷åííÿ ¹

ëîêàëüíî çâ'ÿçíîþ íà ñâî¨é ìåæi.

2. Îòðèìàíi îáåðíåíi ìîäóëüíi íåðiâíîñòi òèïó Ïîëåöüêîãî äëÿ âiäêðè-

òèõ äèñêðåòíèõ çàìêíåíèõ âiäîáðàæåíü, ÿêi äè�åðåíöiéîâíi ìàéæå ñêðiçü,

ìàþòü âëàñòèâiñòü N -Ëóçiíà âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà i N−1
-âëàñòèâiñòü íà ñ�å-

ðàõ.

3. Îòðèìàíà ëîãàðè�ìi÷íà íåïåðåðâíiñòü çà �åëüäåðîì âiäîáðàæåíü ç

îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî ó ìåæîâèõ òî÷êàõ ó âèïàäêó, êîëè ìàæî-

ðàíòà â öié íåðiâíîñòi iíòåãðîâíà, à âiäîáðàæåíà îáëàñòü ¹ îáìåæåíîþ îïó-

êëîþ. �åçóëüòàò ¹ ñïðàâåäëèâèì ó âèïàäêó, êîëè îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ¹ àáî

QED -îáëàñòü, àáî îáëàñòü ç ëîêàëüíî êâàçiêîí�îðìíîþ ìåæåþ, àáî ðåãó-

ëÿðíà îáëàñòü â ñåíñi ïðîñòèõ êiíöiâ.

Ìàòåðiàëè ïåðøîãî ðîçäiëó âèêëàäåíî â ïóáëiêàöiÿõ çäîáóâà÷à [4℄, [8℄,

[22℄, [32℄.
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�ÎÇÄIË 2

ÒÅÎ�ÅÌÈ ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÑÒI ÊËÀÑIÂ �ÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÇÀÄÀ×I ÄI�IÕËÅ

ÄËß �IÂÍßÍÍß ÁÅËÜÒ�ÀÌI

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé òåîðåìàì êîìïàêòíîñòi êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi i çàäà÷i Äiðiõëå. �îçäië ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ïiäðîçäiëiâ.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíî òåîðåìè ïðî êîìïàêòíi êëàñè ãîìåîìîð�i-

çìiâ ç ãiäðîäèíàìi÷íèì íîðìóâàííÿì, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi

ó äåÿêié æîðäàíîâié îáëàñòi, õàðàêòåðèñòèêè ÿêèõ ìàþòü êîìïàêòíèé íîñié

i çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi îáìåæåííÿ iíòåãðàëüíîãî õàðàêòåðó. Òàêîæ îòðèìà-

íî ðåçóëüòàòè ïðî êîìïàêòíi êëàñè ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå, ÿêà

ðîçãëÿäà¹òüñÿ â äåÿêié æîðäàíîâié îáëàñòi. Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíî

òåîðåìè ïðî êîìïàêòíi êëàñè ãîìåîìîð�içìiâ ç ãiäðîäèíàìi÷íèì íîðìóâàí-

íÿì, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi, õàðàêòåðèñòèêè ÿêèõ ìàþòü êîì-

ïàêòíèé íîñié i çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi îáìåæåííÿ òåîðåòèêî-ìíîæèííîãî òèïó.

ßê íàñëiäîê, îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïðî êîìïàêòíi êëàñè ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨

çàäà÷i Äiðiõëå, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ â äåÿêié æîðäàíîâié îáëàñòi. Òðåòié ïiäðîç-

äië ïðèñâÿ÷åíèé ïèòàííÿì, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ïðîáëåìè êîìïàêòíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ

çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi â äåÿêié îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi. Ó òåðìi-

íàõ ïðîñòèõ êiíöiâ îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ùîäî êîìïàêòíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i

Äiðiõëå, äëÿ âèïàäêó, êîëè ìàêñèìàëüíi äèëàòàöi¨ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäîâîëü-

íÿþòü ïåâíi iíòåãðàëüíi îáìåæåííÿ.

2.1. Êîìïàêòíiñòü êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi i âiä-

ïîâiäíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå ç iíòåãðàëüíèìè îáìåæåííÿìè ó

æîðäàíîâèõ îáëàñòÿõ

2.1.1. Ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

�åçóëüòàòè äàíîãî ïiäðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â [31℄. Äîáðå âiäîìî, ùî êîì-

ïàêòíi êëàñè âiäîáðàæåíü ãàðàíòóþòü íàÿâíiñòü åêñòðåìàëi âèçíà÷åíèõ íà
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íèõ íåïåðåðâíèõ �óíêöiîíàëiâ. Çîêðåìà, òåîðåìè êîìïàêòíîñòi ìàþòü çàñòî-

ñóâàííÿ ïðè ðîçâ'ÿçàííi ðiçíèõ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ (äèâ., íàïð., [51℄). Äà-

íèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé îòðèìàííþ ðåçóëüòàòiâ ùîäî êîìïàêòíîñòi äåÿêèõ

êëàñiâ ïëîñêèõ âiäîáðàæåíü, à ñàìå, ãîìåîìîð�içìiâ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç

ãiäðîäèíàìi÷íèì íîðìóâàííÿì, à òàêîæ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çà-

äà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi. Çàóâàæèìî, ùî ïðîáëåìè çáiæíîñòi i

êîìïàêòíîñòi ïëîñêèõ ñîáîëiâñüêèõ ãîìåîìîð�içìiâ ç óìîâàìè íîðìóâàííÿ

f(0) = 0, f(1) = 1 i f(∞) = ∞ ðîçãëÿäàëèñÿ â ðîáîòàõ [52℄ i [53℄. Ó äàíî-

ìó ïiäðîçäiëi ïåðåâàæíî éäåòüñÿ ïðî iíòåãðàëüíi óìîâè íà õàðàêòåðèñòèêè

âiäîáðàæåíü (äèâ., íàïð., [37℄). Iíøi òèïè óìîâ, çîêðåìà, óìîâè òåîðåòèêî-

ìíîæèííîãî òèïó, áóäóòü ðîçãëÿíóòi â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi.

Ñêðiçü äàëi âiäîáðàæåííÿ f : D → C îáëàñòi D ⊂ C ââàæà¹òüñÿ òàêèì,

ùî çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, çîêðåìà, ÿêùî f � ãîìåîìîð�içì i z ∈ D � ÿêà-

íåáóäü éîãî òî÷êà äè�åðåíöiéîâíîñòi, òî ÿêîáiàí öüîãî âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi

z íåâiä'¹ìíèé. Äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ �óíêöi¨ f : D → C, çàäàíî¨ â îáëàñòi

D ⊂ C, ùî ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi ïî x i y ïðè ìàéæå âñiõ z = x + iy,

ïîêëàäåìî fz = (fx + ify) /2 i fz = (fx − ify) /2.

Êîìïëåêñíîþ äèëàòàöi¹þ âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi z íàçèâà¹òüñÿ �óí-

êöiÿ µ : D → C , âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

µ(z) = µf(z) = fz/fz, ïðè fz 6= 0 i µ(z) = 0 (2.1)

â iíøîìó âèïàäêó.

Ìàêñèìàëüíîþ äèëàòàöi¹þ âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi z íàçèâà¹òüñÿ íà-

ñòóïíà �óíêöiÿ:

Kµ(z) = Kµf
(z) =

1 + |µ(z)|
1− |µ (z)| . (2.2)

ßêùî çàäàíà âèìiðíà çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ µ : D → D, D = {z ∈ C : |z| < 1},
òî íå ïðèâ'ÿçóþ÷èñü äî ÿêîãî-íåáóäü âiäîáðàæåííÿ f áóäåìî íàçèâàòè âå-

ëè÷èíó, ùî ðàõó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi (2.2), ìàêñèìàëüíîþ äèëàòàöi¹þ

âiäïîâiäíî¨ �óíêöi¨ µ. Çàóâàæèìî, ùî ÿêîáiàí âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi z ∈ D

ìîæíà ïîðàõóâàòè çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi

J(z, f) = |fz|2 − |fz|2 ,
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ùî ìîæíà ïåðåâiðèòè ïðÿìèìè îá÷èñëåííÿìè. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî

Kµf
(z) =

|fz|+ |fz|
|fz| − |fz|

ó âñiõ òî÷êàõ z ∈ D âiäîáðàæåííÿ f, ùî ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi â òî÷öi z, äå

ÿêîáiàí J(z, f) íå äîðiâíþ¹ íóëþ. �iâíÿííÿì Áåëüòðàìi áóäåìî íàçèâàòè

äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âèäó

fz = µ(z) · fz , (2.3)

â ÿêîìó µ = µ(z) � çàäàíà íåâiäîìà �óíêöiÿ. �åãóëÿðíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿ-

ííÿ (2.3) â îáëàñòi D ⊂ C ìè áóäåìî íàçèâàòè ãîìåîìîð�içì f : D → C

êëàñó W 1,1
loc (D) òàêèé, ùî J(z, f) 6= 0 ïðè ìàéæå âñiõ z ∈ D. ßê çàçâè÷àé,

ñiì'ÿ F âiäîáðàæåíü f : D → C áóäå íàçèâàòèñÿ íîðìàëüíîþ, ÿêùî ç êî-

æíî¨ ïîñëiäîâíîñòi fn ∈ F, n = 1, 2, . . . , ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü

fnk
, k = 1, 2, . . . , ÿêà çáiãà¹òüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî äî äåÿêîãî âiäîáðàæå-

ííÿ f : D → C â ìåòðèöi h ïðè k → ∞ . ßêùî äîäàòêîâî f ∈ F, òî ñiì'ÿ F

íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíîþ.

Íåõàé K � êîìïàêò â C, M(Ω) � �óíêöiÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè Ω, à

Φ: R+ → R+
� íåñïàäíà �óíêöiÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç FM

Φ (K) êëàñ óñiõ ðåãó-

ëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ f : C → C ðiâíÿííÿ (2.3) ç êîìïëåêñíèìè êîå�iöi¹íòàìè

µ , ðiâíèìè íóëþ çîâíi K òàêèìè, ùî

f(z) = z + o(1) ïðè z → ∞ , (2.4)

ïðè öüîìó ∫

Ω

Φ(Kµ(z)) ·
dm(z)

(1 + |z|2)2 6 M(Ω) (2.5)

äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè Ω ⊂ C. Îäíèì ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ïiä-

ðîçäiëó ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.1.1. Íåõàé Φ : R+ → R+
� íåïåðåðâíà çðîñòàþ÷à îïóêëà �óí-

êöiÿ, ÿêà ïðè äåÿêîìó δ > Φ(0) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∞∫

δ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ , (2.6)
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à �óíêöiÿ M ¹ îáìåæåíîþ. Òîäi ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü FM
Φ (K) ¹ êîìïàêòíîþ

â C.

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó ïèòàííÿ ïðî êîìïàêòíiñòü êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ çà-

äà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi. �îçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó Êîøi:

fz = µ(z) · fz , (2.7)

lim
ζ→z

Re f(ζ) = ϕ(z) ∀ z ∈ D , (2.8)

äå ϕ � íàïåðåä çàäàíà íåïåðåðâíà �óíêöiÿ. Íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî D � äåÿêà

îäíîçâ'ÿçíà æîðäàíîâà îáëàñòü ó C. �îçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.7)�(2.8) áóäåìî ââà-

æàòè ðåãóëÿðíèì, ÿêùî âèêîíàíî îäíî ç äâîõ: àáî f(z) = const â D, àáî f

� âiäêðèòå äèñêðåòíå âiäîáðàæåííÿ êëàñó W 1,1
loc (D), òàêå ùî J(z, f) 6= 0 ïðè

ìàéæå âñiõ z ∈ D.

Çà�iêñó¹ìî òî÷êó z0 ∈ D i �óíêöiþ ϕ. Íåõàé FM
ϕ,Φ,z0

(D) ïîçíà÷à¹ êëàñ

óñiõ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ f : D → C çàäà÷i Êîøi (2.7)�(2.8), ÿêi çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâó Im f(z0) = 0 i, êðiì òîãî,

∫

Ω

Φ(Kµ(z)) ·
dm(z)

(1 + |z|2)2 6 M(Ω) (2.9)

äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè Ω ⊂ D. Ñïðàâåäëèâî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.1.2. Íåõàé D � äåÿêà îäíîçâ'ÿçíà æîðäàíîâà îáëàñòü ó C, Φ :

R+ → R+
� íåïåðåðâíà çðîñòàþ÷à îïóêëà �óíêöiÿ, ÿêà ïðè äåÿêîìó δ >

Φ(0) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.6), �óíêöiÿ M ¹ îáìåæåíîþ, à �óíêöiÿ ϕ(z)

ó (2.8) íåïåðåðâíà. Òîäi ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü FM
ϕ,Φ,z0

(D) ¹ êîìïàêòíîþ â D.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 2.1.1 i 2.1.2 áóäå äàíî íèæ÷å â òåêñòi ïiñëÿ âñòàíîâëå-

ííÿ íåîáõiäíèõ äëÿ öüîãî äîïîìiæíèõ òâåðäæåíü.

2.1.2. Êiëüöåâi ãîìåîìîð�içìè ç îáìåæåííÿìè iíòåãðàëüíîãî

òèïó

Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn
íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåâèì Q -âiäîáðàæåííÿì ó

òî÷öi x0 ∈ D, ÿêùî ñïiââiäíîøåííÿ

M(f(Γ(S(x0, r1), S(x0, r2), A ∩D))) 6

∫

A∩D

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) (2.10)
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âèêîíàíî äëÿ áóäü-ÿêîãî êiëüöÿ A = A(x0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < r0, i êîæíî¨

âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì �óíêöi¨ η : (r1, r2) → [0,∞] òàêî¨, ùî

r2∫

r1

η(r) dr > 1 . (2.11)

Çàóâàæåííÿ 2.1.1. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f � ãîìåîìîð�içì, ìîæíà äîâåñòè,

ùî îáåðíåíå äî íüîãî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.11), äèâ. çàóâàæåííÿ, çðîáëåíi

ïiñëÿ (1.12).

Äîâåäåìî íàñòóïíó âàæëèâó ëåìó, ÿêà â âèïàäêó âiäïîâiäíèõ �iêñîâàíèõ

�óíêöié Q = Qm(x), m = 1, 2, . . . , äîâåäåíà ðàíiøå â [68, òåîðåìà 4.4℄.

Ëåìà 2.1.1. Íåõàé D � îáëàñòü â Rn, n > 2, i íåõàé fk, k = 1, 2, . . .

� ïîñëiäîâíiñòü ãîìåîìîð�içìiâ îáëàñòi D â Rn, ÿêà çáiãà¹òüñÿ ëîêàëüíî

ðiâíîìiðíî â D äî äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn
ïî õîðäàëüíié ìå-

òðèöi h. Íåõàé, êðiì òîãî, Φ : [0,∞] → [0,∞] � ñòðîãî çðîñòàþ÷à îïóêëà

�óíêöiÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíå âiäîáðàæåííÿ fk, k = 1, 2, . . . çàäîâîëüíÿ¹

ñïiââiäíîøåííÿ (2.10) â êîæíié òî÷öi x0 ∈ D ç äåÿêîþ �óíêöi¹þ Q = Qk(x)

òàêîþ, ùî

∫

D

Φ (Qk(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n 6 M0 <∞ , k = 1, 2, . . . . (2.12)

ßêùî äëÿ äåÿêîãî δ0 > τ0 := Φ(0)

∞∫

δ0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ , (2.13)

òî âiäîáðàæåííÿ f ¹ àáî ãîìåîìîð�içìîì f : D → Rn, àáî ñòàëîþ c ∈ Rn.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ëåìîþ 4.1 â [71℄. ßê i âèùå, ïîêëàäåìî

A = A(x0, r, R) = {x ∈ Rn : r < |x− x0| < R}.

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ [71, ëåìà 4.1℄ òðåáà âñòàíîâèòè iñíóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé

0 < rm < Rm <∞, m = 1, 2, . . . , òàêèõ ùî

M(fk(Γ(S(x0, rm), S(x0, Rm), A(x0, rm, Rm)))) → 0 (2.14)
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ïðè m→ ∞ ðiâíîìiðíî ïî k = 1, 2, . . . . Îáåðåìî äîâiëüíó íåñêií÷åííî ìàëó

ïîñëiäîâíiñòü Rm > 0, m = 1, 2, . . . , i çà�iêñó¹ìî ÷èñëî m ∈ N. Çà [58,

ëåìà 7.3℄

M(fk(Γ(S(x0, rm), S(x0, Rm), A(x0, rm, Rm)))) 6
ωn−1

In−1
, (2.15)

äå

I =

Rm∫

rm

dt

tq
1

n−1

kx0
(t)
, qkx0(t) =

1

ωn−1rn−1

∫

S(x0,t)

Qk(x) dS . (2.16)

Ñêîðèñòàâøèñü çàìiíîþ çìiííèõ t = r/Rm, ïðè äîâiëüíîìó ε ∈ (0, Rm) îòðè-

ìà¹ìî, ùî

Rm∫

ε

dr

rq
1

n−1

kx0
(r)

=

1∫

ε/Rm

dt

tq
1

n−1

kx0
(tRm)

=

1∫

ε/Rm

dt

tq̃
1

n−1

0 (t)
, (2.17)

äå q̃0(t) � ñåðåäí¹ iíòåãðàëüíå çíà÷åííÿ �óíêöi¨ Q̃(x) := Qk(Rmx + x0) íàä

ñ�åðîþ |x| = t, äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (2.16). Òîäi çãiäíî ç [70, ëåìà 3.1℄

1∫

ε/Rm

dt

tq̃
1

n−1

0 (t)
>

1

n

M∗(ε/Rm)Rn
m

εn∫

eM∗(ε/Rm)

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

, (2.18)

äå

M∗ (ε/Rm) =
1

Ωn (1− (ε/Rm)
n)

∫

A(0,ε/Rm,1)

Φ (Qk(Rmx+ x0)) dm(x) =

=
1

Ωn (Rn
m − εn)

∫

A(x0,ε,Rm)

Φ (Qk(x)) dm(x) .

Çàóâàæèìî, ùî ïðè âñiõ x ∈ A(x0, ε, Rm) âèêîíàíî íåðiâíiñòü |x| 6 |x−x0|+
|x0| 6 Rm + |x0|. Îòæå,

M∗ (ε/Rm) 6
βm(x0)

Ωn (Rn
m − εn)

∫

A(x0,ε,Rm)

Φ(Qk(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n ,

äå βm(x0) =
(
1 + (Rm + |x0|)2

)n
. Îòæå, ïðè ε 6 Rm/

n
√
2

M∗ (ε/Rm) 6
2βm(x0)

ΩnRn
m

M0 ,
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äå M0 � ñòàëà çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.12). Êðiì òîãî, çàóâàæèìî, ùî

M∗ (ε/Rm) > Φ(0) > 0 ,

îñêiëüêè Φ � çðîñòàþ÷à �óíêöiÿ.

Òîäi çi ñïiââiäíîøåíü (2.17) i (2.18) ìè îòðèìà¹ìî, ùî

Rm∫

ε

dr

rq
1

n−1

kx0
(r)

>
1

n

Φ(0)Rn
m

εn∫

2βm(x0)M0e
ΩnRn

m

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

. (2.19)

Ç óìîâ (2.13) i (2.19) âèïëèâà¹ íàÿâíiñòü ÷èñëà 0 < rm < Rm òàêîãî, ùî

Rm∫

rm

dr

rq
1

n−1

kx0
(r)

> 2m . (2.20)

Îñòàòî÷íî, ç (2.15) i (2.20) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ äîäàòíèõ

ïîñëiäîâíîñòåé rm i Rm ç óìîâîþ (2.14). Òîäi çà [71, ëåìà 4.1℄ âiäîáðàæåííÿ

f ¹ àáî ãîìåîìîð�içìîì â Rn, àáî ñòàëîþ â Rn, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ëåìà 2.1.2. Íåõàé D, D ′
� îáëàñòi â Rn, n > 2, b0 ∈ D, b ′0 ∈ D ′, i

íåõàé fk : D → D ′, k = 1, 2, . . . , � ñiì'ÿ ãîìåîìîð�içìiâ îáëàñòi D íà

D ′
ç óìîâîþ íîðìóâàííÿ fk(b0) = b ′0, k = 1, 2, . . . . Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíå

âiäîáðàæåííÿ fk, k = 1, 2, . . . çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.10) â äîâiëüíié

òî÷öi x0 ∈ D i äåÿêîþ �óíêöi¹þ Q = Qk(x) > 1 òàêîþ, ùî

∫

D

Φ (Qk(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n 6M0 < ∞ , k = 1, 2, . . . . (2.21)

Íåõàé îáëàñòü D ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíîþ íà ñâî¨é ìåæi, à D ′
¹ QED -îáëàñòþ,

ÿêà ìiñòèòü íå ìåíøå îäíi¹¨ ñêií÷åííî¨ ìåæîâî¨ òî÷êè. ßêùî äëÿ äåÿêîãî

δ0 > τ0 := Φ(0)
∞∫

δ0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ , (2.22)

òî êîæíå âiäîáðàæåííÿ fk, k = 1, 2, . . . , ïðîäîâæó¹òüñÿ ïî íåïåðåâíîñòi

äî âiäîáðàæåííÿ fk : D → D ′
i, êðiì òîãî, ñiì'ÿ ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü

fk, k = 1, 2, . . . , ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D.
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Äîâåäåííÿ. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ âiäîáðàæåíü {fk}∞k=1 ó âíóòði-

øíiõ òî÷êàõ îáëàñòi D ¹ ðåçóëüòàòîì [70, òåîðåìà 4.1℄. Îòæå, òðåáà äîâå-

ñòè ìîæëèâiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ íà ìåæó îáëàñòi D êîæíîãî fk,

k = 1, 2, . . . , à òàêîæ îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü â ìåæîâèõ òî÷êàõ ïðîäîâæå-

íèõ âiäîáðàæåíü fk. Áóäåìî ââàæàòè, ùî âñi �óíêöi¨ Qk(x), k = 1, 2, . . . ,

ïðîäîâæåíi òîòîæíîþ îäèíèöåþ çîâíi îáëàñòi D. Çà�iêñó¹ìî òî÷êó x0 ∈ ∂D,

i ïðè êîæíèõ ε0 < δ(x0) := sup
x∈D

|x − x0|, ε < ε0 ðîçãëÿíåìî �óíêöiþ

Ik(ε, ε0) =
ε0∫
ε

ψk(t) dt, äå

ψk(t) =





1/[tq
1

n−1

kx0
(t)] , t ∈ (ε, ε0) ,

0 , t /∈ (ε, ε0) ,
(2.23)

êðiì òîãî, qkx0 âèçíà÷åíî ïî �îðìóëi (2.16). Çàóâàæèìî, ùî Ik(ε, ε0) < ∞
ïðè âñiõ ε ∈ (0, ε0). Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ñïiââiäíîøåííÿ (2.19),

ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ âñÿêîãî 0 < b < ε0 i äîñòàòíüî ìàëèõ 0 < a < b

b∫

a

dr

rq
1

n−1

kx0
(r)

>
1

n

Φ(0)bn

an∫

2β(x0)M0e
Ωnbn

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

, (2.24)

äå β(x0) = (1+ (b+ |x0|)2)n. Çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.24) i ç îãëÿäó íà ñïiââiäíî-
øåííÿ (2.22) âèïëèâà¹, ùî Ik(ε, ε0) > 0 ïðè ε ∈ (0, ε ′0) i äåÿêîìó 0 < ε ′0 < ε0.

Çà äîïîìîãîþ ïðÿìèõ îá÷èñëåíü i òåîðåìè Ôóáiíi (äèâ. òàêîæ [58, ëåìà 7.4℄)

ìè îòðèìà¹ìî, ùî

∫

ε<|x−x0|<ε0

Qk(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = ωn−1 · Ik(ε, ε0) .

Òîäi çà [93, ëåìà 3.7.1℄ çíàéäåòüñÿ ÷èñëî ε̃0 = ε̃0(x0) ∈ (0, ε0) òàêå, ùî ïðè

êîæíîìó σ ∈ (0, ε̃0) è áóäü-ÿêîãî êîíòèíóóìà E1 ⊂ B(x0, σ) ∩ D âèêîíàíî

íåðiâíiñòü

h(fk(E1)) 6
αn
δ

exp
{
−βIk(σ, ε0) · (α(σ))−1/(n−1)

}
, (2.25)

k = 1, 2, . . . ,



73

äå âåëè÷èíà h(fk(E1) ó ëiâié ÷àñòèíi (2.25) âèçíà÷åíà â (1.15),

α(σ) =


1 +

ε0∫
ε̃0

ψk(t) dt

ε̃0∫
σ

ψk(t) dt




n

, (2.26)

δ = 1
2
·h (b ′0, ∂D ′) , αn � äåÿêà ñòàëà, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä n, A � ñòàëà

ç îçíà÷åííÿ QED -îáëàñòi D ′
ó (1.68) i β =

(
1
A

) 1
n−1 . Îñêiëüêè qkx0(t) > 1

ïðè ìàéæå âñiõ t ∈ (0, ε0), ìè îòðèìà¹ìî, ùî

ε0∫

ε̃0

ψk(t) dt 6 log
ε0
ε̃0

:= C1 > 0 , k = 1, 2, . . . . (2.27)

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ñïiââiäíîøåííÿ (2.19) i áåðó÷è äî óâàãè (2.22),

ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

ε̃0∫

σ

ψk(t) dt >
1

n

Φ(0)ε̃0
n

σn∫

2C2(x0)M0e

Ωnε̃0
n

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

> 1 , k = 1, 2, . . . (2.28)

äëÿ äåÿêîãî σ1 ∈ (0, ε̃0) i âñiõ 0 < σ < σ1, äå C2(x0) = (1 + (ε̃0 + |x0|)2)n. Ç
îãëÿäó íà (2.25), (2.27) i (2.28) ìè îòðèìà¹ìî, ùî

h(fk(E1)) 6
αn
δ

exp




−β · C3 ·

1

n

Φ(0)εn0
σn∫

2C4(x0)M0e

Ωnεn0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1





(2.29)

äëÿ âñiõ k = 1, 2, . . . , áóäü-ÿêîãî σ ∈ (0, σ2) i äåÿêîãî 0 < σ2 < σ1, äå

C3 := (1+C1)
−n/(n−1)

i C4(x0) := (1+(ε0+ |x0|)2)n > 0 � äåÿêà ñòàëà. Çàâ-

äÿêè ñïiââiäíîøåííþ (2.22), ñïiââiäíîøåííÿ (2.29) òÿãíå çà ñîáîþ iñíóâàííÿ

íåâiä'¹ìíî¨ �óíêöi¨ ∆ = ∆(σ), òàêî¨ ùî

h(fk(E1)) 6 ∆(σ) → 0 , σ → 0 , k = 1, 2, . . . . (2.30)

Çàóâàæèìî, ùî QED -îáëàñòi ìàþòü òàê çâàíó ñèëüíî äîñÿæíó ìåæó (äèâ.,

íàïð., [58, çàóâàæåííÿ 13.10℄). Òîäi ìîæëèâiñòü ïðîäîâæåííÿ fk äî íåïåðåðâ-

íîãî âiäîáðàæåííÿ fk : D → D ′
¹ ðåçóëüòàòîì [84, òåîðåìà 2℄.
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Äîâåäåìî îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ {fk}∞k=1 â òî÷êàõ ∂D. Ïðè-

ïóñòèìî ñóïðîòèâíå, à ñàìå, ùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {fk}∞k=1 íå ¹ îäíîñòàéíî

íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0 ∈ ∂D. Ìîæíà ââàæàòè x0 6= ∞. Òîäi çíàéäåòüñÿ ÷è-

ñëî a > 0 òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî m = 1, 2, . . . iñíó¹ òî÷êà xm ∈ D i åëåìåíò

fkm òàêi, ùî |x0 − xm| < 1/m i

h(fkm(xm), fkm(x0)) > a . (2.31)

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ fk ìàþòü íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà ∂D, ìè òà-

êîæ ìîæåìî ââàæàòè, ùî xm ∈ D, m = 1, 2, . . . . Êðiì òîãî, ç îãëÿäó íà

íåïåðåðâíiñòü fkm â òî÷öi x0 çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü x ′
m ∈ D òàêà, ùî

h(fkm(x
′
m), fkm(x0)) 6 a/2. Òîäi ç (2.31) ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà

âèïëèâà¹, ùî

h(fkm(xm), fkm(x
′
m)) > a/2 . (2.32)

Ç îãëÿäó íà ëîêàëüíó çâ'ÿçíiñòü îáëàñòi D â òî÷öi x0, çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâ-

íiñòü âiäêðèòèõ îêîëiâ Vm òî÷êè x0 òàêà, ùî ìíîæèíè Wm := D ∩ Vm ¹

çâ'ÿçíèìè i Wm ⊂ B(x0, 2
−m). Ïåðåõîäÿ÷è äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ÿêùî öå íå-

îáõiäíî, ìîæíà ââàæàòè, ùî xm, x
′
m ∈ Wm. Çà�iêñó¹ìî 0 < ε0 < sup

x∈D
|x−x0|.

Ìîæíà ââàæàòè, ùî B(x0, 2
−m) ⊂ B(x0, ε0) ïðè âñiõ m = 1, 2, . . . . Îñêiëü-

êè Wm âiäêðèòà i çâ'ÿçíà, âîíà i ëiíiéíî çâ'ÿçíà (äèâ., íàïð., [58, ïðîïîçè-

öiÿ 13.1℄). Îòæå, òî÷êè xm i x ′
m ìîæíà ç'¹äíàòè êðèâîþ γm i Wm. Ïîêëàäåìî

Em := |γm|, äå, ÿê çàçâè÷àé, äëÿ êðèâî¨ γ : [a, b] → Rn
ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç

|γ| = {x ∈ Rn : ∃ t ∈ [a, b] : γ(t) = x} íîñié êðèâî¨ γ. Òîäi çà ñïiââiäíîøåí-

íÿì (2.30)

h(fkm(Em)) 6 ∆(2−m) → 0 , m→ ∞ .

Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ñóïåðå÷èòü (2.32), ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

2.1.3. Êîìïàêòíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ç ãiäðîäèíà-

ìi÷íèì íîðìóâàííÿì

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.1. I. Ïåðåäóñiì äîâåäåìî, ùî ñiì'ÿ FM
Φ (K) ¹

îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ. Çà�iêñó¹ìî f ∈ FM
Φ (K), äîâiëüíèé êîìïàêò C ⊂ C
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i ïîêëàäåìî f̃ = 1
f(1/z)

. Îñêiëüêè f(z) = z+ o(1) ïðè z → ∞, òî lim
z→∞

f(z) =

∞. Òîäi f̃(0) = 0. Îñêiëüêè f(z) = z + o(1) ïðè z → ∞, iñíó¹ îêië U

ïî÷àòêó êîîðäèíàò i �óíêöiÿ ε : U → C òàêi, ùî f(1/z) = 1/z + ε(1/z), äå

z ∈ U i ε(1/z) → 0 ïðè z → 0. Îòæå, ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó ∆z ∈ C ìè

áóäåìî ìàòè, ùî

f̃(∆z)− f̃(0)

∆z
=

1

∆z
· 1

1/(∆z) + ε(1/∆z)
=

1

1 + (∆z) · ε(1/∆z) → 1

ïðè z → 0. Öå äîâîäèòü, ùî iñíó¹ f̃ ′(0), ïðè öüîìó, f̃ ′(0) = 1. Îñêiëüêè

çîâíi K �óíêöiÿ µ äîðiâíþ¹ íóëþ, âiäîáðàæåííÿ f ¹ êîí�îðìíèì â äå-

ÿêîìó îêîëi V := C \ B(0, 1/r0) òî÷êè íåñêií÷åííiñòü, ïðè÷îìó, ÷èñëî 1/r0

çàëåæèòü òiëüêè âiä K i K ⊂ B(0, 1/r0). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà

ââàæàòè, ùî òàêîæ i êîìïàêò C çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó C ⊂ B(0, 1/r0). Â òà-

êîìó âèïàäêó, âiäîáðàæåííÿ f̃ = 1
f(1/z)

¹ êîí�îðìíèì ó êóëi B(0, r0), ïðè

öüîìó âiäîáðàæåííÿ F (z) := 1
r0
· f̃(r0z) ¹ ãîìåîìîð�içìîì îäèíè÷íîãî êðóãà

ó C i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè F (0) = 0, F ′(1) = 1. Çà òåîðåìîþ Êåáå ïðî 1/4

(äèâ. íàïð., [18, òåîðåìà 1.3℄) F (D) ⊃ B(0, 1/4). Òîäi

f̃(B(0, r0)) ⊃ B(0, r0/4) . (2.33)

Çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.33) âèïëèâà¹, ùî

(1/f)(C \B(0, 1/r0)) ⊃ B(0, r0/4) . (2.34)

Ç óðàõóâàííÿì (2.34) ïîêàæåìî, ùî

f(C \B(0, 1/r0)) ⊃ C \B(0, 4/r0) . (2.35)

Äiéñíî, íåõàé y ∈ C \ B(0, 4/r0), òîäi

1
y ∈ B(0, r0/4). Çà ñïiââiäíîøåí-

íÿì (2.34)

1
y = (1/f)(x), x ∈ C\B(0, 1/r0). Òîäi y = f(x), x ∈ C\B(0, 1/r0),

ùî i äîâîäèòü (2.35).

Îñêiëüêè f � ãîìåîìîð�içì ó C\B(0, 1/r0), òî çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.35)

âèïëèâà¹, ùî f(B(0, 1/r0)) ⊂ C\B(0, 4/r0). Ïîêëàäåìî ∆ := h(C\B(0, 4/r0)),

äå h(C\B(0, 4/r0)) � õîðäàëüíèé äiàìåòð ìíîæèíè C\B(0, 4/r0). Çà [54, òå-

îðåìà 3.1℄ êîæíå âiäîáðàæåííÿ f ¹ êiëüöåâèì Q -ãîìåîìîð�içìîì â C ïðè
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Q = Kµ(z), äå µ âèçíà÷à¹òüñÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.7), à Kµ âèçíà÷åíî

â (2.2). Â òàêîìó âèïàäêó, ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü FM
Φ (K) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâ-

íîþ â B(0, 1/r0) çà [70, òåîðåìà 4.1℄. Íåõàé òåïåð fn ∈ FM
Φ (K), n = 1, 2, . . . .

Çà òåîðåìîþ Àðöåëà-Àñêîëi (äèâ., íàïð., [99, òåîðåìà 20.4℄) iñíó¹ ïiäïîñëiäîâ-

íiñòü fnk
(z) ïîñëiäîâíîñòi fn, k = 1, 2, . . . , à òàêîæ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ

f : B(0, 1/r0) → C òàêi, ùî fnk
ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî âiäîáðà-

æåííÿ f ó B(0, 1/r0) ïðè k → ∞. Çîêðåìà, îñêiëüêè êîìïàêò C íàëåæèòü

B(0, 1/r0), ïîñëiäîâíiñòü fnk
çáiãà¹òüñÿ äî f ðiâíîìiðíî íà C. Îñêiëüêè

êîìïàêò C áóâ îáðàíèé äîâiëüíèì, ìè âñòàíîâèëè, ùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü fnk

çáiãà¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî.

II. Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.1 çàëèøèëîñü âñòàíîâèòè, ùî

f ∈ FM
Φ (K). Ïåðåäóñiì äîâåäåìî, ùî ãðàíè÷íå âiäîáðàæåííÿ f çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó f(z) = z + o(1) ïðè z → ∞. Çàóâàæèìî, ùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü

Fnk
(z) := 1

r0
· 1
fnk(

1
r0z

)
¹ êîìïàêòíîþ â îäèíè÷íîìó êðóçi, òîìó ùî öå ñiì'ÿ, ÿêà

íàëåæèòü âiäîìîìó êëàñó S, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç êîí�îðìíèõ âiäîáðàæåíü F

îäèíè÷íîãî êðóãà, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè F (0) = 0, F ′(0) = 1 (äèâ. [18,

òåîðåìà 1.10℄). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ñàìà ïîñëiäîâ-

íiñòü Fnk ¹ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî çáiæíîþ â D. Òîäi �óíêöiÿ F (z) = 1
r0
· 1
f( 1

r0z
)

çíîâó íàëåæèòü äî êëàñó S. Âèïèøåìî ðîçêëàä â ðÿä Òåéëîðà �óíêöié Fnk

i F â îêîëi íóëÿ. Áóäåìî ìàòè:

Fnk
(z) = z + ckz

2 + z2 · εk(z) , k = 1, 2, . . . , (2.36)

F (z) = z + c0z
2 + z2 · ε0(z) , (2.37)

äå εk(z) i ε0(z) ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè z → 0. Çi ñïiââiäíîøåíü (2.36) i (2.37)

âèïëèâà¹, ùî

fnk
(t) =

r0t
2

r0t+ ck + εk

(
1
r0t

) , (2.38)

fnk
(t)− t = −

ck + εk

(
1
r0t

)

r0 +
ck
t
+

εk

(
1

r0t

)

t

, k = 1, 2, . . . ,
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f(t) =
r0t

2

r0t+ c0 + ε0

(
1
r0t

) , f(t)− t = −
c0 + ε0

(
1
r0t

)

r0 +
c0
t +

ε0

(
1

r0t

)

t

. (2.39)

Çîêðåìà, ç äðóãîãî ñïiââiäíîøåííÿ ó (2.38) ïåðåõîäîì äî ãðàíèöi ïðè t→ ∞
îòðèìà¹ìî, ùî fnk

(t) − t → −ck
r0
. Îñêiëüêè çà óìîâîþ fnk

(t) − t → 0 ïðè

t→ ∞, ìà¹ìî: ck = 0. Çà òåîðåìîþ Âåéåðøòðàññà ïðî çáiæíiñòü êîå�iöi¹íòiâ

ðÿäó Òåéëîðà (äèâ., íàïð., [36, òåîðåìà 1.1.I℄), ìà¹ìî: ck = 0 → c0 ïðè k →
∞. Îòæå, c0 = 0 â (2.39), òîáòî, âiäîáðàæåííÿ f òàêîæ ìà¹ ãiäðîäèíàìi÷íå

íîðìóâàííÿ: f(z) = z + o(1) ïðè z → ∞.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî f � ãîìåîìîð�içì êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Ïîêëà-

äåìî µk := µfnk . Çà [54, òåîðåìà 3.1℄ êîæíå âiäîáðàæåííÿ fnk
¹ êiëüöåâèì

Q -ãîìåîìîð�içìîì â êîæíié òî÷öi z0 ∈ C ïðè Q = Kµk
(z). Çà óìîâîþ iñíó¹

÷èñëî M0 > 0 òàêå, ùî

M(C) 6M0 , (2.40)

äå M � �óíêöiÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.5). Ç îãëÿäó íà ëåìó 2.1.1 ìà¹ ìiñöå

íàñòóïíà àëüòåðíàòèâà: àáî f � ãîìåîìîð�içì ç D ó C, àáî f � ñòàëà â C.

Çà äîâåäåíèì íà êðîöi I f ¹ ãîìåîìîð�içìîì â äåÿêîìó îêîëi íåñêií÷åííîñòi,

îòæå, f � ãîìåîìîð�içì âñi¹¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêèé ïðèéìà¹ òiëüêè

ñêií÷åííi êîìïëåêñíi çíà÷åííÿ.

Òîäi çà [52, ëåìà 1, òåîðåìà 1℄ f ∈ W 1,1
loc (C), êðiì òîãî, f ¹ ðåãóëÿð-

íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.7) ïðè äåÿêié �óíêöi¨ µ : C → D, ïðè÷îìó äëÿ

âiäïîâiäíî¨ �óíêöi¨ Kµ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ âèäó (2.5). Çà òåîðåìîþ

�åðiíãà-Ëåõòî âiäîáðàæåííÿ f ¹ ìàéæå ñêðiçü äè�åðåíöiéîâíèì (äèâ. [50, òå-

îðåìà III.3.1℄). Îòæå, çà òåîðåìîþ 3.1 ó [74℄ µ(z) = 0 ïðè âñiõ z ∈ C \ K.
Çâiäñè, f ∈ FM

Φ (K). ✷

2.1.4. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ñiìåé âiäîáðàæåíü ç îáåðíå-

íîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç âiäîáðàæåííÿìè f : D → Rn
îáëà-

ñòi D ⊂ Rn, n > 2, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (1.11)�(1.12). Îñíîâíà ìåòà �
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äåùî óçàãàëüíèòè ðåçóëüòàòè, äîâåäåíi ó ñòàòòi [8℄. Çîêðåìà, öå íåîáõiäíî äëÿ

äîâåäåííÿ êëþ÷îâèõ òåîðåì êîìïàêòíîñòi êëàñiâ âiäîáðàæåíü ç íàñòóïíîãî

ïiäðîçäiëó.

Äëÿ ÷èñåë δ > 0, M0 > 0, îáëàñòåé D,D ′ ⊂ Rn, n > 2, i êîíòèíóóìà

A ⊂ D ′
ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sδ,A,M0

(D,D ′) ñiì'þ âñiõ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ

i çàìêíåíèõ âiäîáðàæåíü f îáëàñòi D íà D ′, äëÿ ÿêèõ çíàéäåòüñÿ Q =

Qf ∈ L1(D ′), òàêå ùî
∫
D ′

Q(y) dm(y) 6 M0, ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî y0 ∈ D ′

âèêîíàíî óìîâó (1.11) i, êðiì òîãî, h(f −1(A), ∂D) > δ. Àíàëîã íàñòóïíîãî

òâåðäæåííÿ äîâåäåíèé ðàíiøå äëÿ âèïàäêó �iêñîâàíî¨ �óíêöi¨ Q (äèâ. [8,

òåîðåìà 1.2℄).

Òåîðåìà 2.1.3. Ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü D ìà¹ ñëàáêî ïëîñêó ìåæó.

ßêùî Q ∈ L1(D ′) i îáëàñòü D ′
ëîêàëüíî çâ'ÿçíà íà ñâî¨é ìåæi, òî áóäü-

ÿêå f ∈ Sδ,A,M0
(D,D ′) íåïåðåðâíî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f :

D → D ′, ïðè÷îìó, f(D) = D ′
i ñiì'ÿ Sδ,A,M0

(D,D ′), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç

óñiõ ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü f : D → D ′, îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà â D.

Çàóâàæåííÿ 2.1.2. Â òåîðåìi 2.1.3 îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü òðåáà ðîçóìiòè

âiäíîñíî õîðäàëüíî¨ ìåòðèêè, òîáòî, äëÿ êîæíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ δ =

δ(ε, x0) > 0 òàêå, ùî ç óìîâ h(x, x0) < δ i x ∈ D âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

h(f(x), f(x0)) < ε ïðè âñiõ f ∈ Sδ,A,M0(D,D
′).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.3. Íåõàé f ∈ Sδ,A,M0
(D,D ′). Çà òåîðåìîþ 1.1.1

âiäîáðàæåííÿ f ïðîäîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : D → D ′,

ïðè÷îìó, f(D) = D ′. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü 
iì'¨ Sδ,A,M0(D,D
′) â D

¹ òâåðäæåííÿì [8, òåîðåìà 1.1℄. Çàëèøèëîñü âñòàíîâèòè ¨¨ îäíîñòàéíó íåïå-

ðåðâíiñòü íà ∂D.

Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî çíàéäåòüñÿ x0 ∈
∂D, ÷èñëî ε0 > 0, ïîñëiäîâíiñòü xm ∈ D, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè x0 i âiä-

ïîâiäíi âiäîáðàæåííÿ fm ∈ Sδ,A,M0
(D,D) òàêi, ùî

h(fm(xm), fm(x0)) > ε0, m = 1, 2, . . . . (2.41)

Ïîêëàäåìî fm := fm|D. Îñêiëüêè fm ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà ∂D,
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ìîæíà ââàæàòè, ùî xm ∈ D. Îòæå, fm(xm) = fm(xm). Êðiì öüîãî, çíàéäå-

òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü x ′
m ∈ D òàêà, ùî x ′

m → x0 ïðè m→ ∞ i

h(fm(x
′
m), fm(x0)) → 0

ïðè m → ∞. Îñêiëüêè ïðîñòið Rn
êîìïàêòíèé, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî

fm(xm) i fm(x0) çáiãàþòüñÿ ïðè m→ ∞. Íåõàé fm(xm) → x1 i fm(x0) → x2

ïðè m → ∞. Çà íåïåðåðâíiñòþ ìåòðèêè â (2.41), x1 6= x2. Áåç îáìåæåííÿ

çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî x1 6= ∞. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ fm çà-

ìêíóòi, òî âîíè çáåðiãàþòü ìåæó (äèâ. [100, òåîðåìà 3.3℄), òîìó x2 ∈ ∂D.

Íåõàé x̃1 i x̃2 ðiçíi òî÷êè êîíòèíóóìà A, æîäíà ç ÿêèõ íå ñïiâïàäà¹ ç x1.

Çà [90, ëåìà 2.1℄ (äèâ. òàêîæ [86, ëåìà 2.1℄) äâi ïàðè òî÷îê x̃1, x1 i x̃2, x2

ìîæíà ç'¹äíàòè êðèâèìè γ1 : [0, 1] → D ′
i γ2 : [0, 1] → D ′

òàêèìè, ùî

|γ1| ∩ |γ2| = ∅, γ1(t), γ2(t) ∈ D ′
ïðè t ∈ (0, 1), γ1(0) = x̃1, γ1(1) = x1,

γ2(0) = x̃2 i γ2(1) = x2. Îñêiëüêè D ′
ëîêàëüíî çâ'ÿçíà íà ∂D ′, çíàéäóòüñÿ

îêîëè U1 i U2 òî÷îê x1 i x2, ÷è¨ çàìèêàííÿ íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ïðè÷îìó,

ìíîæèíè Wi := D ′ ∩ Ui ëèíiéíî çâ'ÿçíi. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà

ââàæàòè, ùî U1 ⊂ B(x1, δ0) i

B(x1, δ0) ∩ |γ2| = ∅ = U2 ∩ |γ1| , B(x1, δ0) ∩ U2 = ∅ . (2.42)

Ìîæíà òàêîæ ââàæàòè, ùî fm(xm) ∈ W1 i fm(x
′
m) ∈ W2 ïðè âñiõ m ∈ N.

Íåõàé a1 i a2 � äâi ðiçíi òî÷êè, ÿêi íàëåæàòü |γ1|∩W1 i |γ2|∩W2, êðiì òîãî,

íåõàé 0 < t1, t2 < 1 òàêi, ùî γ1(t1) = a1 i γ2(t2) = a2. Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè a1 i

fm(xm) êðèâîþ αm : [t1, 1] → W1 òàêîþ, ùî αm(t1) = a1 i αm(1) = fm(xm).

Àíàëîãi÷íî, ç'¹äíà¹ìî a2 i fm(x
′
m) êðèâîþ βm : [t2, 1] → W2, òàêîþ ùî

βm(t2) = a2 i βm(1) = fm(x
′
m) (äèâ. ðèñóíîê 2.1). Ïîêëàäåìî

C1
m(t) =

{
γ1(t), t ∈ [0, t1],

αm(t), t ∈ [t1, 1]
, C2

m(t) =

{
γ2(t), t ∈ [0, t2],

βm(t), t ∈ [t2, 1]
.

Íåõàé D1
m i D2

m � ïîâíi ïiäíÿòòÿ êðèâèõ C1
m i C2

m ïðè âiäîáðàæåííi fm

ç ïî÷àòêàìè â òî÷êàõ xm i x ′
m, âiäïîâiäíî (òàêi ïiäíÿòòÿ iñíóþòü çà [100,

ëåìà 3.7℄). Çîêðåìà, ÷åðåç óìîâó h(f −1
m (A), ∂D) > δ > 0, ÿêà ïðèéìà¹ ó÷àñòü

â âèçíà÷åííi êëàñó Sδ,A,M0
(D,D ′), êiíöi êðèâèõ D1

m i D2
m, ÿêi â ìàéáóòíüîìó

áóäåìî ïîçíà÷àòè b1m i b2m, âiääàëåíi âiä ìåæi D íà âiäñòàíü, íå ìåíøó çà δ.
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�èñ. 2.1. Äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.3

ßê çàâæäè, ïîçíà÷èìî ÷åðåç |C1
m| i |C2

m| íîñi¨ êðèâèõ C1
m i C2

m, âiäïî-

âiäíî. Ïîêëàäåìî

l0 = min{dist (|γ1|, |γ2|), dist (|γ1|, U2 \ {∞})}

i ðîçãëÿíåìî ïîêðèòòÿ A0 :=
⋃

x∈|γ1|
B(x, l0/4) êðèâî¨ |γ1| çà äîïîìîãîþ êóëü.

Îñêiëüêè |γ1| � êîìïàêòíà ìíîæèíà, ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ÷èñëî iíäåêñiâ
1 6 N0 < ∞ i âiäïîâiäíi òî÷êè z1, . . . , zN0 ∈ |γ1| òàê, ùî |γ1| ⊂ B0 :=
N0⋃
i=1

B(zi, l0/4). Ó öüîìó âèïàäêó,

|C1
m| ⊂ U1 ∪ |γ1| ⊂ B(x1, δ0) ∪

N0⋃

i=1

B(zi, l0/4) .

Íåõàé Γm � ñiì'ÿ âñiõ êðèâèõ, ÿêi ç'¹äíóþòü |C1
m| i |C2

m| â D ′. Òîäi ìè ìà¹ìî,

ùî

Γm =

N0⋃

i=0

Γmi , (2.43)

äå Γmi � ñiì'ÿ âñiõ êðèâèõ γ : [0, 1] → D ′
òàêèõ, ùî γ(0) ∈ B(zi, l0/4)∩ |C1

m|
i γ(1) ∈ |Cm

2 | ïðè 1 6 i 6 N0. Àíàëîãi÷íî, íåõàé Γm0 � ñiì'ÿ êðèâèõ γ :

[0, 1] → D ′
òàêèõ, ùî γ(0) ∈ B(x1, δ0) ∩ |C1

m| i γ(1) ∈ |Cm
2 |. Çà (2.42)

çíàéäåòüñÿ σ0 > δ0 > 0 òàêå, ùî

B(x1, σ0) ∩ |γ2| = ∅ = U2 ∩ |γ1| , B(x1, σ0) ∩ U2 = ∅ .

Êîðèñòóþ÷èñü [49, òåîðåìà 1.I.5.46℄, ìè ìîæåìî ïîêàçàòè, ùî

Γm0 > Γ(S(x1, δ0), S(x1, σ0), A(x1, δ0, σ0)) ,
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Γmi > Γ(S(zi, l0/4), S(zi, l0/2), A(zi, l0/4, l0/2)) . (2.44)

Ìîæíà ïiäiáðàòè x∗ ∈ D ′, δ∗ > 0 i σ∗ > 0 òàêi, ùî A(x∗, δ∗, σ∗) ⊂ A(x1, δ0, σ0),

òîìó

Γ(S(x1, δ0), S(x1, σ0), A(x1, δ0, σ0)) >

> Γ(S(x∗, δ∗), S(x∗, σ∗), A(x∗, δ∗, σ∗)) . (2.45)

Ïîêëàäåìî

η(t) =

{
4/l0, t ∈ [l0/4, l0/2],

0, t 6∈ [l0/4, l0/2] ,

η0(t) =

{
1/(σ∗ − δ∗), t ∈ [δ∗, σ∗],

0, t 6∈ [δ∗, σ∗] .

Ïîçíà÷èìî Γ ∗
m := Γ(|D1

m|, |D2
m|, D). Çàóâàæèìî, ùî fm(Γ

∗
m) ⊂ Γm. Òîäi ÷åðåç

(2.43), (2.44) i (2.45)

Γ ∗
m >

(
N0⋃

i=1

Γfm(zi, l0/4, l0/2)

)
∪ Γfm(x∗, δ∗, σ∗) . (2.46)

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ fm çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (1.11) ïðè Q =

Qm â D ′, ç (2.46) îòðèìà¹ìî, ùî

M(Γ ∗
m) 6 (4nN0/l

n
0 + (1/(σ∗ − δ∗))

n)‖Qm‖1 6 c <∞ . (2.47)

Ïîêàæåìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (2.47) ñóïåðå÷èòü óìîâi ñëàáêî¨ ïëîñêîñòi âiä-

îáðàæåíî¨ îáëàñòi. Ñïðàâäi, çà ïîáóäîâîþ

h(|D1
m|) > h(xm, b

1
m) > (1/2) · h(f −1

m (A), ∂D) > δ/2 ,

h(|D2
m|) > h(x ′

m, b
2
m) > (1/2) · h(f −1

m (A), ∂D) > δ/2 (2.48)

ïðè âñiõ m > M0 i äëÿ äåÿêîãî M0 ∈ N. Ïîêëàäåìî U := Bh(x0, r0) =

{y ∈ Rn : h(y, x0) < r0}, äå 0 < r0 < δ/4 i ÷èñëî δ ñòîñó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåí-

íÿ (2.48). Çàóâàæèìî, ùî |D1
m|∩U 6= ∅ 6= |D1

m|∩(D\U) äëÿ êîæíîãî m ∈ N,

îñêiëüêè h(|D1
m|) > δ/2 i xm ∈ |D1

m|, xm → x0 ïðè m → ∞. Àíàëîãi÷íî,

|D2
m| ∩ U 6= ∅ 6= |D2

m| ∩ (D \ U). Îñêiëüêè |D1
m| i |D2

m| � êîíòèíóóìè,

|D1
m| ∩ ∂U 6= ∅, |D2

m| ∩ ∂U 6= ∅ , (2.49)
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äèâ., íàïð., [49, òåîðåìà 1.I.5.46℄. Îñêiëüêè ∂D ñëàáêî ïëîñêà, òî äëÿ P :=

c > 0, äå c � ÷èñëî çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.47), çíàéäåòüñÿ îêië V ⊂ U òî÷êè

x0 òàêèé, ùî

M(Γ(E, F,D)) > c (2.50)

äëÿ áóäü-ÿêèõ êîíòèíóóìiâ E, F ⊂ D òàêèõ, ùî E ∩ ∂U 6= ∅ 6= E ∩ ∂V i

F ∩ ∂U 6= ∅ 6= F ∩ ∂V. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ m ∈ N

|D1
m| ∩ ∂V 6= ∅, |D2

m| ∩ ∂V 6= ∅ . (2.51)

Ñïðàâäi, xm ∈ |D1
m| i x ′

m ∈ |D2
m|, äå xm, x ′

m → x0 ∈ V ïðè m→ ∞. Ó òàêîìó

âèïàäêó, |D1
m|∩V 6= ∅ 6= |D2

m|∩V äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ m ∈ N. Çàóâàæèìî,

ùî h(V ) 6 h(U) 6 2r0 < δ/2. Çà (2.48) h(|D1
m|) > δ/2. Îòæå, |D1

m|∩(D\V ) 6=
∅ i, îòæå, |D1

m| ∩ ∂V 6= ∅ (äèâ., íàïð., [49, òåîðåìà 1.I.5.46℄). Àíàëîãi÷íî,

h(V ) 6 h(U) 6 2r0 < δ/2. Ç (2.48) âèïëèâà¹, ùî h(|D2
m|) > δ/2, îòæå, |D2

m|∩
(D\V ) 6= ∅. Çà [49, òåîðåìà 1.I.5.46℄ ìè îòðèìà¹ìî, ùî |D2

m|∩∂V 6= ∅. Òàêèì

÷èíîì, ñïiââiäíîøåííÿ (2.51) âñòàíîâëåíå. Ïî¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.49),

(2.50) i (2.51), ìè îòðèìà¹ìî, ùî M(Γ ∗
m) =M(Γ(|D1

m|, |D2
m|, D)) > c. Îñòàííÿ

óìîâà ñóïåðå÷èòü (2.47), ùî i äîâîäèòü òåîðåìó. ✷

Íàñòóïíà ëåìà òàêîæ äîâîäèëàñÿ ðàíiøå â äåùî iíøèõ ñèòóàöiÿõ, çîêðå-

ìà, âèïàäêó �iêñîâàíî¨ �óíêöi¨ Q (äèâ., íàïð., [8, ëåìà 6.1℄, [88, ëåìà 4.1℄

òà [90, ëåìà 4.1℄).

Ëåìà 2.1.3. Íåõàé n > 2, D i D ′
� îáëàñòi â Rn, ïðè÷îìó, D ìà¹ ñëàá-

êî ïëîñêó ìåæó, æîäíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ÿêî¨ íå âèðîäæó¹òüñÿ â

òî÷êó, à îáëàñòü D ′
ëîêàëüíî çâ'ÿçíà íà ñâî¨é ìåæi. Íåõàé òàêîæ A �

íåâèðîäæåíèé êîíòèíóóì â D ′
i δ > 0. Ïðèïóñòèìî, fm � ïîñëiäîâíiñòü

âiäêðèòèõ, äèñêðåòíèõ i çàìêíåíèõ âiäîáðàæåíü îáëàñòi D íà D ′
ç íà-

ñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ: äëÿ êîæíîãî m = 1, 2, . . . çíàéäåòüñÿ êîíòèíóóì

Am ⊂ D, m = 1, 2, . . . , òàêèé, ùî fm(Am) = A i h(Am) > δ > 0. ßêùî äëÿ

êîæíîãî m = 1, 2, . . . âiäîáðàæåííÿ fm çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1.11)

â äîâiëüíié òî÷öi y0 ∈ D ′
ïðè äåÿêîìó Q = Qm, m = 1, 2, . . . , ïðè÷î-

ìó,

∫
D ′

Q(y) dm(y) 6 M0 äëÿ âñiõ m = 1, 2, . . . i äåÿêî¨ ñòàëî¨ M0 > 0, òî
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çíàéäåòüñÿ δ1 > 0 òàêå, ùî

h(Am, ∂D) > δ1 > 0 ∀ m ∈ N .

Äîâåäåííÿ. ×åðåç êîìïàêòíiñòü ïðîñòîðó Rn
ìåæà îáëàñòi D íå ïîðîæíÿ i

¹ êîìïàêòîì, òàê ùî âiäñòàíü h(Am, ∂D) êîðåêòíî âèçíà÷åíà.

Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî âèñíîâîê ëåìè

íå ¹ âiðíèì. Òîäi äëÿ êîæíîãî k ∈ N çíàéäåòüñÿ íîìåð m = mk òàêèé,

ùî h(Amk
, ∂D) < 1/k. Ìîæíà ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü mk çðîñòà¹ ïî

k. Îñêiëüêè Amk
� êîìïàêò, òî çíàéäóòüñÿ xk ∈ Amk

i yk ∈ ∂D òàêi, ùî

h(Amk
, ∂D) = h(xk, yk) < 1/k (äèâ. ðèñóíîê 2.2). Îñêiëüêè ∂D � êîìïàêòíà

A

kGD

Uk Uk
DD

D

zk

kg

wk

xk
y0

yk

f mk

(| k|)

fmk

f
mk

(
k )

ykAmk

�èñ. 2.2. Äî äîâåäåííÿ ëåìè 2.1.3

ìíîæèíà, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî yk → y0 ∈ ∂D ïðè k → ∞; òîäi òàêîæ

xk → y0 ∈ ∂D ïðè k → ∞. Íåõàé K0 � êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ∂D, ÿêà

ìiñòèòü òî÷êó y0. Î÷åâèäíî, K0 � êîíòèíóóì â Rn. Îñêiëüêè ∂D ¹ ñëàáêî

ïëîñêîþ, çà òåîðåìîþ 1.1.1 âiäîáðàæåííÿ fmk
ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ

fmk
: D → D ′. Áiëüø òîãî, âiäîáðàæåííÿ fmk

¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì ó D

ïðè êîæíîìó �iêñîâàíîìó k, îñêiëüêè fmk
íåïåðåðâíå íà êîìïàêòi D. Òîäi

äëÿ êîæíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ δk = δk(ε) < 1/k òàêå, ùî

h(fmk
(x), fmk

(x0)) < ε (2.52)

∀ x, x0 ∈ D, h(x, x0) < δk , δk < 1/k .

Îáåðåìî ε > 0 òàêèì, ùîá

ε < (1/2) · h(∂D ′, A) . (2.53)
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Ïîçíà÷èìî Bh(x0, r) = {x ∈ Rn : h(x, x0) < r}. Äëÿ �iêñîâàíîãî k ∈ N,

ïîêëàäåìî

Bk :=
⋃

x0∈K0

Bh(x0, δk) , k ∈ N .

Îñêiëüêè Bk � îêië êîíòèíóóìà K0, çà [40, ëåìà 2.2℄ çíàéäåòüñÿ îêië Uk

ìíîæèíè K0, òàêèé, ùî Uk ⊂ Bk i Uk∩D çâ'ÿçíà. Ìîæíà ââàæàòè, ùî Uk �

âiäêðèòà, òàê ùî Uk∩D ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíîþ (äèâ. [58, ïðîïîçèöiÿ 13.1℄). Íåõàé

h(K0) = m0. Òîäi çíàéäóòüñÿ z0, w0 ∈ K0 òàêi, ùî h(K0) = h(z0, w0) = m0.

Îòæå, çíàéäóòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi yk ∈ Uk ∩ D, zk ∈ Uk ∩ D i wk ∈ Uk ∩ D

òàêi, ùî zk → z0, yk → y0 i wk → w0 ïðè k → ∞. Ìîæíà ââàæàòè, ùî

h(zk, wk) > m0/2 ∀ k ∈ N . (2.54)

Îñêiëüêè ìíîæèíà Uk∩D ëiíiéíî çâ'ÿçíà, ìè ìîæåìî ç'¹äíàòè òî÷êè zk, yk

i wk, âèêîðèñòîâóþ÷è äåÿêó êðèâó γk ∈ Uk ∩D. ßê çàâæäè, ìè ïîçíà÷à¹ìî
÷åðåç |γk| íîñié (îáðàç) êðèâî¨ γk â îáëàñòi D. Òîäi fmk

(|γk|) � êîìïàêòíà

ìíîæèíà â D ′. ßêùî x ∈ |γk|, òî çíàéäåòüñÿ x0 ∈ K0 òàêå, ùî x ∈ B(x0, δk).

Çà�iêñó¹ìî äîâiëüíå ω ∈ A ⊂ D. Îñêiëüêè x ∈ |γk| i, áiëüøå òîãî, x � âíó-

òðiøíÿ òî÷êà D, ìè ìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè çàïèñ fmk
(x) çàìiñòü fmk

(x).

Çi ñïiââiäíîøåíü (2.52) i (2.53), à òàêîæ çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà, ìè îòðè-

ìà¹ìî, ùî

h(fmk
(x), ω) > h(ω, fmk

(x0))− h(fmk
(x0), fmk

(x)) >

> h(∂D ′, A)− (1/2) · h(∂D ′, A) = (1/2) · h(∂D ′, A) > ε (2.55)

äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ k ∈ N. Ïåðåõîäÿ÷è äî inf â (2.55) ïî âñiõ x ∈ |γk|
i ω ∈ A, ìè îòðèìà¹ìî, ùî h(fmk

(|γk|), A) > ε, k = 1, 2, . . . . Îñêiëüêè

h(x, y) 6 |x− y| äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ Rn, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

dist (fmk(|γk|), A) > ε, ∀ k = 1, 2, . . . . (2.56)

Ïîêðè¹ìî ìíîæèíó A êóëÿìè B(x, ε/4), x ∈ A. Îñêiëüêè A êîìïàêò, ìè

ìîæåìî ââàæàòè, ùî A ⊂
N0⋃
i=1

B(xi, ε/4), xi ∈ A, i = 1, 2, . . . , N0, 1 6 N0 <

∞. Çà îçíà÷åííÿì, N0 çàëåæèòü òiëüêè âiä A, çîêðåìà, N0 íå çàëåæèòü âiä

k. Ïîêëàäåìî

Γk := Γ(Amk
, |γk|, D) . (2.57)
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Íåõàé Γki := Γfmk
(xi, ε/4, ε/2), iíøèìè ñëîâàìè, Γki ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ êðè-

âèõ γ : [0, 1] → D, òàêèõ ùî fmk
(γ(0)) ∈ S(xi, ε/4), fmk

(γ(1)) ∈ S(xi, ε/2) i

γ(t) ∈ A(xi, ε/4, ε/2) ïðè 0 < t < 1. Ïîêàæåìî, ùî

Γk >

N0⋃

i=1

Γki . (2.58)

Ñïðàâäi, íåõàé γ̃ ∈ Γk, òîáòî, γ̃ : [0, 1] → D, γ̃(0) ∈ Amk
, γ̃(1) ∈ |γk| i

γ̃(t) ∈ D ïðè 0 6 t 6 1. Òîäi γ ∗ := fmk
(γ̃) ∈ Γ(A, fmk

(|γk|), D ′). Îñêiëüêè

êóëi B(xi, ε/4), 1 6 i 6 N0, óòâîðþþòü ïîêðèòòÿ êîìïàêòà A, çíàéäåòüñÿ

i ∈ N òàêå, ùî γ ∗(0) ∈ B(xi, ε/4) i γ ∗(1) ∈ fmk
(|γk|). Çà ñïiââiäíîøåí-

íÿì (2.56), |γ ∗| ∩ B(xi, ε/4) 6= ∅ 6= |γ ∗| ∩ (D ′ \ B(xi, ε/4)). Îòæå, çà [49,

òåîðåìà 1.I.5.46℄ çíàéäåòüñÿ 0 < t1 < 1 òàêå, ùî γ ∗(t1) ∈ S(xi, ε/4). Ìî-

æíà ââàæàòè, ùî γ ∗(t) 6∈ B(xi, ε/4) ïðè t > t1. Ïîêëàäåìî γ1 := γ ∗|[t1,1].
Ç (2.56) âèïëèâà¹, ùî |γ1| ∩ B(xi, ε/2) 6= ∅ 6= |γ1| ∩ (D \ B(xi, ε/2)). Îò-

æå, çà [49, òåîðåìà 1.I.5.46℄ çíàéäåòüñÿ t1 < t2 < 1 òàêå, ùî γ ∗(t2) ∈
S(xi, ε/2). Ìîæíà ââàæàòè, ùî γ ∗(t) ∈ B(xi, ε/2) ïðè âñiõ t < t2. Ââàæà-

þ÷è γ2 := γ ∗|[t1,t2], çàóâàæèìî, ùî êðèâà γ2 ¹ ïiäêðèâîþ γ ∗, ÿêà íàëåæèòü

Γ(S(xi, ε/4), S(xi, ε/2), A(xi, ε/4, ε/2)).

Îñòàòî÷íî, γ̃ ìà¹ ïiäêðèâó γ̃2 := γ̃|[t1,t2], òàêó, ùî fmk
◦ γ̃2 = γ2, ïðè÷î-

ìó, γ2 ∈ Γ(S(xi, ε/4), S(xi, ε/2), A(xi, ε/4, ε/2)). Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (2.58)

âñòàíîâëåíå. Ïîêëàäåìî

η(t) =

{
4/ε, t ∈ [ε/4, ε/2],

0, t 6∈ [ε/4, ε/2] .

Çàóâàæèìî, ùî η çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1.12) ïðè r1 = ε/4 i r2 =

ε/2. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ fmk
çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1.11) ïðè Q =

Qmk
, k = 1, 2, . . . , òî ïðèïóñêàþ÷è òóò y0 = xi, îòðèìà¹ìî:

M(Γfmk
(xi, ε/4, ε/2)) 6 (4/ε)n · ‖Qmk‖1 6 (4/ε)nM0 <∞ , (2.59)

äå ‖Qmk
‖1 � L1 -íîðìà �óíêöi¨ Qmk

â D ′. Ç (2.58) i (2.59), âðàõîâóþ÷è

íàïiâàäèòèâíiñòü ìîäóëÿ ñiìåé êðèâèõ, îòðèìà¹ìî:

M(Γk) 6
4nN0

εn

∫

D ′

Qmk(y) dm(y) 6 c < ∞ , (2.60)
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äå c := 4nN0M0

εn � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. Ìiðêóþ÷è òàê ñàìî, ÿê ïðè äîâå-

äåííi ñïiââiäíîøåíü (2.48) i âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (2.54), ìè îòðèìà¹ìî, ùî

M(Γk) → ∞ ïðè k → ∞, ùî ñóïåðå÷èòü (2.60). Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü

äîâîäèòü ëåìó.

Äëÿ îáëàñòåé D,D ′ ⊂ Rn, òî÷îê a ∈ D, b ∈ D ′
i ÷èñëà M0 > 0 ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç Sa,b,M0
(D,D ′) ñiì'þ âñiõ âiäêðèòèõ, äèñêðåòíèõ i çàìêíåíèõ

âiäîáðàæåíü f îáëàñòi D íà D ′, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.11) ç äåÿêèì

Q = Qf , ‖Q‖L1(D ′) 6 M0, äëÿ êîæíîãî y0 ∈ f(D), òàêèõ ùî f(a) = b.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ó âèïàäêó �iêñîâàíî¨ �óíêöi¨ Q äîâåäåíî â [8, òåîðå-

ìà 7.1℄.

Òåîðåìà 2.1.4. Ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü D ìà¹ ñëàáêî ïëîñêó ìåæó, æî-

äíà iç çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò ÿêî¨ íå âèðîäæåíà. ßêùî îáëàñòü D ′
ëîêàëüíî

çâ'ÿçíà íà ñâî¨é ìåæi, òî êîæíå âiäîáðàæåííÿ f ∈ Sa,b,M0
(D,D ′) ìà¹ íå-

ïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ f : D → D ′, ïðè÷îìó, f(D) = D ′
i, êðiì òîãî, ñiì'ÿ

Sa,b,M0
(D,D ′) óñiõ ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü f : D → D ′

¹ îäíîñòàéíî íå-

ïåðåðâíîþ â D.

Äîâåäåííÿ. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ Sa,b,M0
(D,D ′), ìîæëèâiñòü íå-

ïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ íà ìåæó êîæíîãî f ∈ Sa,b,M0
(D,D ′) i ðiâíiñòü

f(D) = D ′
âèïëèâàþòü ç [8, òåîðåìà 1.1℄ i òåîðåìè 1.1.1. Çàëèøèëîñü âñòàíî-

âèòè îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü f : D → D ′

â òî÷êàõ ìåæi îáëàñòi D.

Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé ñiì'ÿ Sa,b,M0(D,D
′)

íå ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ ∂D. Òîäi çíàéäóòüñÿ òî÷êè

xm ∈ D i âiäîáðàæåííÿ fm ∈ Sa,b,M0
(D,D ′), m = 1, 2, . . . , òàêi, ùî xm → x0

ïðè m→ ∞ i, ïðè÷îìó, ïðè äåÿêîìó ε0 > 0

h(fm(xm), fm(x0)) > ε0 , m = 1, 2, . . . . (2.61)

Îáåðåìî äîâiëüíèì ÷èíîì òî÷êó y0 ∈ D ′, y0 6= b, i ç'¹äíà¹ìî ¨¨ ç òî÷êîþ

b äåÿêî¨ êðèâîþ â D ′, ÿêó ìè ïîçíà÷èìî α. Ïîêëàäåìî A := |α|. Íåõàé
Am � ïîâíå ïiäíÿòòÿ êðèâî¨ α ïðè âiäîáðàæåííi fm ç ïî÷àòêîì â òî÷öi a
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(âîíî iñíó¹ çà [100, ëåìà 3.7℄). Çàóâàæèìî, ùî h(Am, ∂D) > 0 çà çàìêíå-

íiñòþ âiäîáðàæåííÿ fm. Òåïåð ìîæëèâi íàñòóïíi âèïàäêè: àáî h(Am) → 0

ïðè m → ∞, àáî h(Amk
) > δ0 > 0 ïðè k → ∞ äëÿ äåÿêî¨ çðîñòàþ÷î¨

ïîñëiäîâíîñòi íîìåðiâ mk i äåÿêîãî δ0 > 0.

Ó ïåðøîìó ç öèõ âèïàäêiâ, î÷åâèäíî, h(Am, ∂D) > δ > 0 ïðè äåÿêîìó

δ > 0. Òîäi ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {fm}∞m=1 îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà â òî÷öi x0 çà

òåîðåìîþ 2.1.3, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi (2.61).

Ó äðóãîìó âèïàäêó, ÿêùî h(Amk
) > δ0 > 0 ïðè k → ∞, ìè òàêîæ

ìà¹ìî, ùî h(Amk
, ∂D) > δ1 > 0 ïðè äåÿêîìó δ1 > 0 çà ëåìîþ 2.1.3. Çíîâó æ

òàêè, çà òåîðåìîþ 2.1.3 ñiì'ÿ {fmk}∞k=1 ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0,

i öå ñóïåðå÷èòü óìîâi (2.61).

Îòæå, â îáîõ ç äâîõ ìîæëèâèõ âèïàäêiâ ìè ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñòi

ç (2.61), i öå âêàçó¹ íà íåâiðíiñòü ïðèïóùåííÿ ïðî âiäñóòíiñòü îäíîñòàéíî¨

íåïåðåðâíîñòi ñiì'¨ Sa,b,M0
(D,D ′) â D. Òåîðåìà äîâåäåíà.

2.1.5. Êîìïàêòíiñòü êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.2. I. Íåõàé fm, m = 1, 2, . . . � äîâiëüíà ïîñëi-

äîâíiñòü ñiì'¨ âiäîáðàæåíü FM
ϕ,Φ,z0

(D). Çãiäíî òåîðåìè Ñòî¨ëîâà ïðî �àêòîðè-

çàöiþ (äèâ., íàïð., [98, ï. 5 (III), ãë. V℄) äëÿ âiäîáðàæåííÿ fm ñïðàâåäëèâå

çîáðàæåííÿ

fm = ϕm ◦ gm , (2.62)

äå gm � äåÿêèé ãîìåîìîð�içì, à ϕm � àíàëiòè÷íà �óíêöiÿ. Çà ëåìîþ 1 â [85℄

âiäîáðàæåííÿ gm íàëåæèòü êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,1
loc (D) i ìà¹ ñêií÷åííå ñïî-

òâîðåííÿ. Áiëüøå òîãî, çãiäíî ç [10, (1), ï. C, ãë. I℄ äëÿ ìàéæå âñiõ z ∈ D

îòðèìà¹ìî:

fmz = ϕmz(gm(z))gmz, fmz = ϕmz(gm(z))gmz . (2.63)

Îòæå, çà ñïiââiäíîøåííÿì (2.63), J(z, gm) 6= 0 äëÿ ìàéæå âñiõ z ∈ D, êðiì

òîãî, Kµfm
(z) = Kµgm

(z).

II.Äîâåäåìî, ùî ìåæà îáëàñòi gm(D) ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ òî÷îê. Ïðè-

ïóñòèìî ñóïðîòèâíå. Òîäi àáî gm(D) = C, àáî gm(D) = C \ {a}, äå a ∈ C.
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Íåõàé ñïî÷àòêó gm(D) = C. Òîäi çà òåîðåìîþ Ïiêàðà ϕm(gm(D)) ¹ âñi¹þ

ïëîùèíîþ, çà âèêëþ÷åííÿì, ìîæëèâî, îäíi¹¨ òî÷êè ω0 ∈ C. Ç iíøîãî áîêó,

ïðè êîæíîìó m = 1, 2, . . . �óíêöiÿ um(z) := Re fm(z) = Re (ϕm(gm(z))) íå-

ïåðåðâíà íà êîìïàêòi D çà óìîâîþ (2.8) i ç îãëÿäó íà íåïåðåðâíiñòü �óíêöi¨

ϕ. Îòæå, iñíó¹ Cm > 0 òàêå, ùî |Re fm(z)| 6 Cm, àëå öå ñóïåðå÷èòü òî-

ìó, ùî ϕm(gm(D)) ìiñòèòü âñi òî÷êè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè êðiì, ìîæëèâî,

îäíi¹¨. Âèïàäîê gm(D) = C \ {a}, a ∈ C, ¹ íåìîæëèâèì, îñêiëüêè gm(D)

ìà¹ áóòè îäíîçâ'ÿçíîþ îáëàñòþ â C ÿê îáðàç îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi D ïðè

ãîìåîìîð�içìi gm, m = 1, 2, . . . .

Îòæå, ìåæà îáëàñòi gm(D) ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ òî÷îê. Òîäi çà òåîðå-

ìîþ �iìàíà ïðî âiäîáðàæåííÿ ìîæíà ïåðåòâîðèòè îáëàñòü g̃m(D) íà îäèíè-

÷íèé êðóã D çà äîïîìîãîþ êîí�îðìíîãî âiäîáðàæåííÿ ψm. Íåõàé z0 ∈ D �

òî÷êà ç óìîâè òåîðåìè. Çà çàñòîñóâàííÿ äîïîìiæíîãî êîí�îðìíîãî âiäîáðà-

æåííÿ

ψ̃m(z) =
z − (ψm ◦ gm)(z0)
1− z(ψm ◦ gm)(z0)

îäèíè÷íîãî êðóãà íà ñåáå ìîæíà ââàæàòè, ùî (ψm ◦gm)(z0) = 0. Òîäi ç (2.62)

âèïëèâà¹, ùî

fm = ϕm ◦ gm = ϕm ◦ ψ−1
m ◦ ψm ◦ gm = Fm ◦Gm , m = 1, 2, . . . , (2.64)

äå Fm := ϕm ◦ ψ−1
m , Fm : D → C, i Gm = ψm ◦ gm. Î÷åâèäíî, �óíêöiÿ Fm

¹ àíàëiòè÷íîþ, à Gm � ðåãóëÿðíèé ãîìåîìîð�içì êëàñó Ñîáîë¹âà â îáëàñòi

D. Çîêðåìà, ImFm(0) = 0 äëÿ âñiõ m ∈ N.

III. Äîâåäåìî, ùî íîðìè �óíêöié KµGm
(z) â L1(D) îáìåæåíi çâåðõó äå-

ÿêîþ óíiâåðñàëüíîþ äîäàòíîþ ñòàëîþ C > 0 ðiâíîìiðíî ïî âñiõ m = 1, 2, . . . .

Ñïðàâäi, ç îãëÿäó íà îïóêëiñòü �óíêöi¨ Φ ó (2.9) i çà [17, ïðîïîçèöiÿ 5, I.4.3℄

íàõèë [Φ(t)− Φ(0)] /t ¹ íåñïàäíîþ �óíêöi¹þ. Çâiäñè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñòà-

ëèõ t0 > 0 i C1 > 0 òàêèõ, ùî

Φ(t) > C1 · t ∀ t ∈ [t0,∞) . (2.65)

Çà�iêñó¹ìî m ∈ N . Ç îãëÿäó íà (2.9) i (2.65), áóäåìî ìàòè:∫

D

KµGm
(z) dm(z) =

∫

{z∈D:KµGm
(z)<t0}

KµGm
(z) dm(z)+
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+

∫

{z∈D:KµGm
(z)>t0}

KµGm
(z) dm(z) 6

6 t0 ·m(D) +
1

C1

∫

D

Φ(KµGm
(z)) dm(z) 6

6 t0 ·m(D) +

sup
z∈D

(1 + |z|2)2

C1

∫

D

Φ(KµGm
(z)) · 1

(1 + |z|2)2 dm(z) 6

6 t0 ·m(D) +

sup
z∈D

(1 + |z|2)2

C1
M(D) < ∞ , (2.66)

îñêiëüêè M(D) ìåíøå íåñêií÷åííîñòi çà óìîâîþ òåîðåìè.

IV. Äîâåäåìî, ùî êîæíå âiäîáðàæåííÿ Gm, m = 1, 2, . . . , ìà¹ íåïå-

ðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà ∂D, êðiì òîãî, ñiì'ÿ ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü Gm,

m = 1, 2, . . . , ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D. Äiéñíî, çà äîâåäåíèì ó ïóí-

êòi III KµGm
∈ L1(D). Ç îãëÿäó íà öå, çà [39, ëåìè 8.1, 8.2 i 8.4℄ (äèâ. òà-

êîæ [54, òåîðåìà 3.1℄) êîæíå âiäîáðàæåííÿ Gm, m = 1, 2, . . . , ¹ òàê çâàíèì

êiëüöåâèì Q -ãîìåîìîð�içìîì â D ïðè Q = KµGm
(z), äå µ âèçíà÷à¹òüñÿ

çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.1), à Kµ îá÷èñëþ¹òüñÿ ïî �îðìóëi (2.2). Òîäi áàæàíèé

âèñíîâîê ¹ òâåðäæåííÿì ëåìè 2.1.2.

V. Äîâåäåìî òàêîæ, ùî îáåðíåíi ãîìåîìîð�içìè G−1
m , m = 1, 2, . . . ,

ïðîäîâæó¹òüñÿ ïî íåïåðåðâíîñòi äî âiäîáðàæåííÿ G
−1
m íà ∂D i ñiì'ÿ âiä-

îáðàæåíü {G−1
m }∞m=1 ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D. Îñêiëüêè çà äîâåäå-

íèì ó ïóíêòi IV âiäîáðàæåííÿ Gm, m = 1, 2, . . . , ¹ êiëüöåâèìè KµGm
-

ãîìåîìîð�içìàìè â D, îáåðíåíi äî íèõ âiäîáðàæåííÿ G−1
m çàäîâîëüíÿþòü

ñïiââiäíîøåííÿ (1.11). Îñêiëüêè G−1
m (0) = z0 äëÿ âñiõ m = 1, 2, . . . , íåïå-

ðåðâíå ïðîäîâæåííÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ G
−1
m íà ∂D, à òàêîæ îäíîñòàéíà

íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ âiäîáðàæåíü {G−1
m }∞m=1 íà D ¹ ðåçóëüòàòîì òåîðåìè 2.1.4

ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ 2.66.

VI. Îñêiëüêè çà äîâåäåíèì ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {Gm}∞m=1 ¹ îäíîñòàéíî

íåïåðåðâíîþ â D, çà êðèòåði¹ì Àðöåëà-Àñêîëi iñíó¹ çðîñòàþ÷à ïiäïîñëiäîâ-

íiñòü íîìåðiâ mk, k = 1, 2, . . . , òàêà ùî ïîñëiäîâíiñòü Gmk
çáiãà¹òüñÿ ëî-

êàëüíî ðiâíîìiðíî â D ïðè k → ∞ äî äåÿêîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ
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G : D → C (äèâ., íàïð., [99, òåîðåìà 20.4℄). Çà ëåìîþ 2.1.1 ìà¹ ìiñöå àëüòåð-

íàòèâà: àáî G � ãîìåîìîð�içì îáëàñòi D ó C, àáî G � ñòàëà â C. Äîâåäå-

ìî, ùî äðóãèé âèïàäîê íåìîæëèâèé. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïiäõîäîì, çàñòîñîâàíèì

ïðè äîâåäåííi äðóãî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè 21.9 â [99℄. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå:

íåõàé Gmk
(x) → c = const ïðè k → ∞. Îñêiëüêè Gmk

(z0) = 0 ïðè âñiõ

k = 1, 2, . . . , ìà¹ìî: c = 0. Ç îãëÿäó íà ïóíêò V ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü G−1
m ,

m = 1, 2, . . . , ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D. Òîäi

h(z, G−1
mk

(0)) = h(G−1
mk

(Gmk
(z)), G−1

k (0)) → 0

ïðè k → ∞, ùî íåìîæëèâî, áî z � äîâiëüíà òî÷êà îáëàñòi D. Îòðèìàíà

ñóïåðå÷íiñòü âêàçó¹ íà òå, ùî G : D → C � ãîìåîìîð�içì.

VII. Çà äîâåäåíèì ó ïóíêòiV ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {G−1
m }∞m=1 ¹ îäíîñòàéíî

íåïåðåðâíîþ â D. Îòæå, çà êðèòåði¹ì Àðöåëà-Àñêîëi (äèâ., íàïð., [99, òåîðå-

ìà 20.4℄) ìè òàêîæ ìîæåìî ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü G
−1
mk

(y), k = 1, 2, . . . ,

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî â D äî äåêîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ F̃ : D → D

ïðè k → ∞. Âñòàíîâèìî, ùî F̃ = G
−1
. Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî G(D) = D.

Çà�iêñó¹ìî y ∈ D. Îñêiëüêè Gmk
(D) = D ïðè âñiõ k = 1, 2, . . . , ìè ìà-

¹ìî Gmk
(xk) = y ïðè äåÿêîìó xk ∈ D. Îñêiëüêè îáëàñòü D îáìåæåíà,

ìîæíà ââàæàòè, ùî xk → x0 ∈ D ïðè k → ∞. Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è íå-

ðiâíiñòü òðèêóòíèêà i ç îãëÿäó íà îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü {Gm}∞m=1 íà D

(ïóíêò IV) áóäåìî ìàòè:

|G(x0)− y| = |G(x0)−Gmk
(xk)| 6

6 |G(x0)−Gmk
(x0)|+ |Gmk

(x0)−Gmk
(xk)| → 0

ïðè k → ∞. Çâiäñè G(x0) = y. Çàóâàæèìî, ùî x0 ∈ D, îñêiëüêè G �

ãîìåîìîð�içì. Â ñèëó äîâiëüíîñòi òî÷êè y ∈ D ðiâíiñòü G(D) = D äîâåäåíî.

Â òàêîìó âèïàäêó, G−1
mk

→ G−1
ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â D ïðè k → ∞ (äèâ.,

íàïð., [39, ëåìà 2.16℄). Òàêèì ÷èíîì, F̃ (y) = G−1(y) ïðè âñiõ y ∈ D. Íàðåøòi,

îñêiëüêè F̃ (y) = G−1(y) ïðè âñiõ y ∈ D i, êðiì òîãî, âiäîáðàæåííÿ F̃ ìà¹

íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà ìåæó îáëàñòi D, òî â ñèëó ¹äèíîñòi ãðàíèöi â

ìåæîâèõ òî÷êàõ ìà¹ìî òàêîæ F̃ (y) = G
−1
(y) ïðè âñiõ y ∈ D. Îòæå, ìè

äîâåëè, ùî G
−1
mk

→ G
−1

ðiâíîìiðíî â D ïðè k → ∞.
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VIII. Çà ïóíêòîì VII, äëÿ y = eiθ ∈ ∂D ïðè k → ∞ áóäåìî ìàòè:

ReFmk
(eiθ) = ϕ(G

−1

mk
(eiθ)) → ϕ(G

−1
(eiθ)) (2.67)

ðiâíîìiðíî ïî θ ∈ [0, 2π). Îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþ ImFmk
(0) = 0 ïðè âñiõ

k = 1, 2, . . . , çà �îðìóëîþ Øâàðöà (äèâ., íàïð., [43℄) àíàëiòè÷íà �óíêöiÿ

Fmk
îäíîçíà÷íî âiäíîâëþ¹òüñÿ ïî ñâî¨é äiéñíié ÷àñòèíi, à ñàìå,

Fmk
(y) =

1

2πi

∫

S(0,1)

ϕ(G
−1
mk

(t))
t+ y

t− y
· dt
t
. (2.68)

Ïîêëàäåìî

F (y) :=
1

2πi

∫

S(0,1)

ϕ(G
−1
(t))

t+ y

t− y
· dt
t
. (2.69)

Íåõàé K ⊂ D � äîâiëüíèé êîìïàêò. Ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ (2.68) i (2.69)

ìè îòðèìà¹ìî, ùî

|Fmk(y)− F (y)| 6 1

2π

∫

S(0,1)

|ϕ(G−1
mk

(t))− ϕ(G
−1
(t))|

∣∣∣∣
t+ y

t− y

∣∣∣∣ |dt| . (2.70)

Îñêiëüêè K � êîìïàêò, çíàéäåòüñÿ 0 < R0 = R0(K) < 0 òàêå, ùî K ⊂
B(0, R0). Òîäi çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà |t+ y| 6 1+R0 i |t− y| > |t|− |y| >
1−R0 äëÿ âñiõ y ∈ K i âñiõ t ∈ S1. Òîäi

∣∣∣∣
t+ y

t− y

∣∣∣∣ 6
1 + R0

1−R0
:=M =M(K) . (2.71)

Çà�iêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Ç îãëÿäó íà óìîâó (2.67) äëÿ ÷èñëà ε ′ := ε
M

çíàéäåòüñÿ íîìåð N = N(ε,K) ∈ N òàêèé, ùî |ϕ(G−1
mk

(t))− ϕ(G
−1
(t))| < ε ′

äëÿ âñiõ k > N(ε). Òîäi ç (2.70) âèïëèâà¹, ùî

|Fmk
(y)− F (y)| < ε ∀ k > N . (2.72)

Ç íåðiâíîñòi (2.72) âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü Fmk
çáiãà¹òüñÿ äî �óíêöi¨

F ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â îäèíè÷íîìó êðóçi. Çîêðåìà, ìà¹ìî: ImF (0) = 0.

Çàóâàæèìî, ùî F ¹ àíàëiòè÷íîþ �óíêöi¹þ â D (äèâ. [43℄), ïðè÷îìó äëÿ

z = reiψ

ReF (reiψ) =
1

2π

2π∫

0

ϕ(G
−1
(θ))

1− r2

1− r cos(θ − ψ) + r2
dθ .
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Ç îãëÿäó íà [43℄

lim
ζ→z

ReF (ζ) = ϕ(G
−1
(z)) ∀ z ∈ ∂D . (2.73)

Çàóâàæèìî, ùî �óíêöiÿ F ¹ àáî ñòàëîþ, àáî âiäêðèòà i äèñêðåòíà (äèâ.,

íàïð., [98, ãë. V, ðîçä. I, ïóíêò 6 i ðîçä. II, ïóíêò 5℄). Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü

fmk
= Fmk

◦Gmk
çáiãà¹òüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî äî �óíêöi¨ f = F ◦G, ÿêà ¹

âiäêðèòîþ i äèñêðåòíîþ, àáî ñòàëîþ �óíêöi¹þ, ïðè÷îìó, ç îãëÿäó íà (2.73)

Re f(z) = ReF (G(z)) = ϕ(G
−1
(G(z))) = ϕ(z) .

IX. Îñêiëüêè çà äîâåäåíèì ó ïóíêòi VI âiäîáðàæåííÿ G ¹ ãîìåîìîð�içìîì,

ç îãëÿäó íà [52, ëåìà 1, òåîðåìà 1℄ G ¹ ðåãóëÿðíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.7)

ç äåÿêîþ �óíêöi¹þ µ : C → D. Îñêiëüêè ìíîæèíà òî÷îê �óíêöi¨ F, äå ¨¨

ÿêîáiàí äîðiâíþ¹ íóëþ, ìîæå ñêëàäàòèñÿ òiëüêè ç içîëüîâàíèõ òî÷îê (äèâ. [98,

ïóíêòè 5 è 6 (II), ãë. V℄), ó âèïàäêó F 6≡ const âiäîáðàæåííÿ f ¹ ðåãóëÿðíèì.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âiäïîâiäíî¨ �óíêöi¨ Kµ = Kµf
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-

ííÿ òèïó (2.5) (äèâ. [52, ëåìà 1℄). Îòæå, f ∈ FM
ϕ,Φ,z0

(D). ✷

2.2. Òåîðåìè êîìïàêòíîñòi êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ

ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi ç òåîðåòèêî-ìíîæèííèìè îáìåæåííÿ-

ìè

2.2.1. Ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

�åçóëüòàòè äàíîãî ïiäðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â [1℄. Ìåòîþ äàíîãî ïiäðîçäi-

ëó ¹ îòðèìàííÿ òâåðäæåíü, àíàëîãi÷íèõ òèì, ùî îòðèìàíi â ïiäðîçäiëi 2.1.1,

àëå äëÿ iíøîãî òèïó îáìåæåíü íà êîìïëåêñíi õàðàêòåðèñòèêè. ßêùî â ïiä-

ðîçäiëi 2.1.1 ìè ìàëè iíòåãðàëüíi îáìåæåííÿ (2.9), â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿ-

äàþòüñÿ òàê çâàíi òåîðåòèêî-ìíîæèííi îáìåæåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà

A ⊂ D íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíî îïóêëîþ, ÿêùî ìíîæèíà g(A) ¹ îïóêëîþ

äëÿ áóäü-ÿêîãî äðîáîâî-ëiíiéíîãî àâòîìîð�içìó g îäèíè÷íîãî êðóãà.

Íåõàé D � îáëàñòü â Rn. Íàñòóïíå îçíà÷åííÿ áóëî çàïðîïîíîâàíå À. Iãíà-

òü¹âèì i Â. �ÿçàíîâèì â êîíòåêñòi ëîêàëiçàöi¨ ïîíÿòòÿ BMO çà Äæîíîì-



93

Íiðåíáåðãîì, äèâ. ðîçäië 6 ó [58℄, äèâ. òàêîæ [46℄. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî �óí-

êöiÿ ϕ : D → R, ùî ¹ ëîêàëüíî iíòåãðîâíîþ â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0 ∈ D,

ìà¹ ñêií÷åííå ñåðåäí¹ êîëèâàííÿ â òî÷öi x0 (ïèøåìî: ϕ ∈ FMO(x0) ), ÿêùî

lim sup
ε→0

1

Ωnεn

∫

B(x0, ε)

|ϕ(x)− ϕε| dm(x) < ∞ , (2.74)

äå Ωn � îá'¹ì îäèíè÷íî¨ êóëi â Rn, ϕε =
1

Ωnεn

∫
B(x0, ε)

ϕ(x) dm(x) . Çàóâàæèìî,

ùî êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.74) ìîæëèâà ñèòóàöiÿ, êîëè ϕε → ∞ ïðè

ε → 0. Òàêîæ áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ϕ : D → R � �óíêöiÿ ñêií÷åííîãî

ñåðåäíüîãî êîëèâàííÿ â îáëàñòi D, ïèøåìî ϕ ∈ FMO(D), ÿêùî ϕ ìà¹

ñêií÷åííå ñåðåäí¹ êîëèâàííÿ â êîæíié òî÷öi x0 ∈ D. Êðiì òîãî, BMO ⊂
FMO , ïðè÷îìó BMO 6= FMOloc , êðiì òîãî, L∞ ⊂ BMO ⊂ Lploc äëÿ ∀p >
1 , äèâ. [58℄.

Íåõàé M(z) ⊂ D, z ∈ C � äåÿêà ñèñòåìà ìíîæèí (òîáòî, ïðè êîæíîìó

z0 ∈ C ñèìâîë M(z0) ïîçíà÷à¹ äåÿêó ìíîæèíó â D ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç MM

ìíîæèíó âñiõ êîìïëåêñíèõ âèìiðíèõ �óíêöié µ : C → D, òàêèõ ùî µ(z) ∈
M(z) ïðè ìàéæå âñiõ z ∈ C. Íåõàé K � êîìïàêò â C, M(z) � ñèñòåìà

ìíîæèí â D. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç FM(K) êëàñ óñiõ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ f :

C → C ðiâíÿííÿ (2.7) ç êîìïëåêñíèìè êîå�iöi¹íòàìè µ , ðiâíèìè íóëþ çîâíi

K òàêèìè, ùî

f(z) = z + o(1) ïðè z → ∞ , (2.75)

ïðè öüîìó µ ∈ MM . Äëÿ ìíîæèíè M(z) ïîêëàäåìî

QM(z) =
1 + qM(z)

1− qM(z)
, qM(z) = sup

ν∈M(z)

|ν| . (2.76)

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé M(z), z ∈ C � ñiì'ÿ iíâàðiàíòíî îïóêëèõ êîìïà-

êòíèõ ìíîæèí, i íåõàé �óíêöiÿ QM ¹ iíòåãðîâíîþ íà K i çàäîâîëüíÿ¹

ïðèíàéìíi îäíó ç óìîâ: àáî QM ∈ FMO(C), àáî äëÿ êîæíîãî z0 ∈ C iñíó¹

δ0 = δ(z0) > 0 òàêå, ùî

δ0∫

0

dt

tqMz0
(t)

= ∞ , (2.77)
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äå qMz0
(t) = 1

2π

2π∫
0

QM(z0 + teiθ) dθ. Òîäi ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü FM(K) ¹ êîìïà-

êòíîþ â C.

�îçãëÿíåìî çàäà÷ó Äiðiõëå (2.7)�(2.8). Çà�iêñó¹ìî òî÷êó z0 ∈ D i �óí-

êöiþ ϕ. Íåõàé M(z) ⊂ D, z ∈ D � äåÿêà ñèñòåìà ìíîæèí. Íåõàé Fϕ,M,z0(D)

ïîçíà÷à¹ êëàñ óñiõ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ f : D → C çàäà÷i Äiðiõëå (2.7)�

(2.8), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Im f(z0) = 0 òàêèõ, ùî µ ∈ MM . ßê i ðàíiøå,

âèçíà÷èìî �óíêöiþ QM(z) ñïiââiäíîøåííÿì (2.76), ïðè÷îìó ââàæàòèìåìî

QM(z) ≡ 1 ïðè z ∈ C \D. Ñïðàâåäëèâî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.2.2. Íåõàé D � äåÿêà îäíîçâ'ÿçíà æîðäàíîâà îáëàñòü ó C, i

íåõàé �óíêöiÿ ϕ ó (2.8) íåïåðåðâíà. Ïðèïóñòèìî, ùî M(z), z ∈ D, �

ñiì'ÿ iíâàðiàíòíî îïóêëèõ êîìïàêòíèõ ìíîæèí, i íåõàé �óíêöiÿ QM ¹

iíòåãðîâíîþ â D i çàäîâîëüíÿ¹ ïðèíàéìíi îäíó ç óìîâ: àáî QM ∈ FMO(D),

àáî äëÿ êîæíîãî x0 ∈ D iñíó¹ δ0 = δ(x0) > 0 òàêå, ùî

δ0∫

0

dt

tqMx0
(t)

= ∞ , (2.78)

äå qMx0
(t) = 1

2π

2π∫
0

QM(x0 + teiθ) dθ. Òîäi ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü Fϕ,M,z0(D) ¹ êîì-

ïàêòíîþ â D.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 2.2.1 i 2.2.2 íàâîäèòüñÿ íèæ÷å â òåêñòi.

2.2.2. Ïðî çáiæíiñòü ãîìåîìîð�içìiâ ç ìîäóëüíèìè óìîâàìè

Íàñòóïíà âàæëèâà ëåìà ¹ àíàëîãîì ëåìè 2.1.1, ñ�îðìóëüîâàíîþ äëÿ ií-

øîãî òèïó óìîâ íà �óíêöi¨ Qk â (2.12), i äîâåäåíà â [71, òåîðåìè 4.1 i 4.2℄.

Ëåìà 2.2.1. Íåõàé D � îáëàñòü â Rn, n > 2, Q : D → [1,∞] � âèìiðíà

çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ. Íåõàé, êðiì òîãî, fk, k = 1, 2, . . . � ïîñëiäîâíiñòü

ãîìåîìîð�içìiâ îáëàñòi D â Rn, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2.10)�(2.11) â

êîæíié òî÷öi x0 îáëàñòi D, ùî çáiãà¹òüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â D äî

äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn
ïî õîðäàëüíié ìåòðèöi h. Ïðèïóñòèìî,
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ùî �óíêöiÿ Q çàäîâîëüíÿ¹ ïðèíàéìíi îäíó ç äâóõ óìîâ: àáî Q ∈ FMO(D),

àáî äëÿ êîæíîãî x0 ∈ D iñíó¹ δ0 = δ(x0) > 0 òàêå, ùî

δ0∫

0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

= ∞ , (2.79)

äå qx0(t) =
1

ωn−1tn−1

∫
S(x0,t)

Q(x) dHn−1, à Hn−1
ïîçíà÷à¹ (n− 1) -âèìiðíó ìiðó

Õàóñäîð�à. Òîäi âiäîáðàæåííÿ f ¹ àáî ãîìåîìîð�içìîì f : D → Rn, àáî

ñòàëîþ c ∈ Rn.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âñòàíîâëåíî â [93, òåîðåìà 3.7.1℄.

Ëåìà 2.2.2. Íåõàé D, D ′
� îáëàñòi â Rn, n > 2, b0 ∈ D, b ′0 ∈ D ′, i

íåõàé fk, k = 1, 2, . . . , � ñiì'ÿ ãîìåîìîð�içìiâ îáëàñòi D íà D ′
ç óìîâîþ

íîðìóâàííÿ fk(b0) = b ′0, k = 1, 2, . . . . Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíå âiäîáðàæå-

ííÿ fk, k = 1, 2, . . . çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.10) â äîâiëüíié òî÷öi

x0 ∈ D i äåÿêîþ âèìiðíîþ �óíêöi¹þ Q : D → [1,∞] òàêîþ, ùî âèêîíàíî

ïðèíàéìíi îäíó ç äâîõ óìîâ: àáî Q ∈ FMO(D), àáî äëÿ êîæíîãî x0 ∈ D

iñíó¹ δ0 = δ(x0) > 0 òàêå, ùî âèêîíó¹òüñÿ (2.79). Íåõàé îáëàñòü D ¹

ëîêàëüíî çâ'ÿçíîþ íà ñâî¨é ìåæi, à D ′
¹ QED -îáëàñòþ, ÿêà ìiñòèòü íå

ìåíøå îäíi¹¨ ñêií÷åííî¨ ìåæîâî¨ òî÷êè. Òîäi êîæíå fk, k = 1, 2, . . . , ïðî-

äîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ fk : D → D ′
i, êðiì òîãî, ñiì'ÿ

ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü f k, k = 1, 2, . . . , ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D.

2.2.3. Êîìïàêòíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ç ãiäðîäèíà-

ìi÷íèì íîðìóâàííÿì

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.1. Ïîêàæåìî, ùî ñiì'ÿ FM(K) ¹ îäíîñòàéíî íå-

ïåðåðâíîþ. Çà�iêñó¹ìî f ∈ FM(K), äîâiëüíèé êîìïàêò C ⊂ C i ïîêëàäåìî

f̃ = 1
f(1/z). (ßêùî f(1/w0) = 0, òî ìè ââàæà¹ìî, ùî f̃(w0) := ∞ ).

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ïóíêòó I äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.1, ìîæíà ïîêàçà-

òè, ùî:

à) iñíó¹ f̃ ′(0), ïðè öüîìó, f̃ ′(0) = 1;
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á) iñíó¹ ÷èñëî r0 > 0, ÿêå çàëåæèòü òiëüêè âiä K, òàêå ùî i K ⊂
B(0, 1/r0) i

f̃(B(0, r0)) ⊃ B(0, r0/4) ; (2.80)

â) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

f(C \B(0, 1/r0)) ⊃ C \B(0, 4/r0) . (2.81)

Îñêiëüêè f � ãîìåîìîð�içì ó C, çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.81) âèïëèâà¹, ùî

f(B(0, 1/r0)) ⊂ B(0, 4/r0). Ïîêëàäåìî ∆ := h(C \ B(0, 4/r0)), äå h(C \
B(0, 4/r0)) � õîðäàëüíèé äiàìåòð ìíîæèíè C \ B(0, 4/r0). Çà [54, òåîðå-

ìà 3.1℄ êîæíå âiäîáðàæåííÿ f ¹ òàê çâàíèì êiëüöåâèì Q -ãîìåîìîð�içìîì â

C ïðè Q = Kµ(z), äå µ âèçíà÷à¹òüñÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.7), à Kµ âèçíà÷åíî

â (2.2). Çàóâàæèìî, ùî Q 6 QM(z) ìàéæå ñêðiçü. Â òàêîì âèïàäêó, ñiì'ÿ âiä-

îáðàæåíü FM(K) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â B(0, 1/r0) çà [58, òåîðåìè 7.5,

7.6℄. Íåõàé òåïåð fn ∈ FM(K), n = 1, 2, . . . . Çà òåîðåìîþ Àðöåëà-Àñêîëi

(äèâ., íàïð., [99, òåîðåìà 20.4℄) iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü fnk
(z) ïîñëiäîâíîñòi

fn, k = 1, 2, . . . , à òàêîæ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : B(0, 1/r0) → C òàêi,

ùî fnk
ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f ó B(0, 1/r0) ïðè

k → ∞. Çîêðåìà, îñêiëüêè êîìïàêò C íàëåæèòü B(0, 1/r0), ïîñëiäîâíiñòü

fnk
çáiãà¹òüñÿ äî f ðiâíîìiðíî íà C. Îñêiëüêè êîìïàêò C áóâ îáðàíèé äî-

âiëüíèì, ìè âñòàíîâèëè, ùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü fnk
çáiãà¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ

f ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî.

II. Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.1 çàëèøèëîñü âñòàíîâèòè, ùî

f ∈ FM(K). Ïåðåäóñiì çàóâàæèìî, ùî ãðàíè÷íå âiäîáðàæåííÿ f çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó f(z) = z + o(1) ïðè z → ∞ (öåé �àêò äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî

ïóíêòó II òåîðåìè 2.1.1).

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî f � ãîìåîìîð�içì êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Ïîêëà-

äåìî µk := µfnk . Çà [54, òåîðåìà 3.1℄ êîæíå âiäîáðàæåííÿ fnk
¹ êiëüöåâèì

Q -ãîìåîìîð�içìîì â êîæíié òî÷öi z0 ∈ C ïðè Q = Kµk
(z). Ç îãëÿäó íà

ëåìó 2.2.1 ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà àëüòåðíàòèâà: àáî f � ãîìåîìîð�içì ç D ó C,

àáî f � ñòàëà â C. Çà äîâåäåíèì íà êðîöi I f ¹ ãîìåîìîð�içìîì â äåÿêî-

ìó îêîëi íåñêií÷åííîñòi, îòæå, f � ãîìåîìîð�içì âñi¹¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè,
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ÿêèé ïðèéìà¹ òiëüêè ñêií÷åííi êîìïëåêñíi çíà÷åííÿ.

Òîäi çà [74, òåîðåìà 3.1 i çàóâàæåííÿ 3.1℄ f ∈ W 1,1
loc (C). Ïîêàæåìî, ùî f

¹ ðåãóëÿðíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.7) ç äåÿêèì µ , òîáòî, J(z, f) 6= 0 ïðè

ìàéæå âñiõ z ∈ C. Îñêiëüêè çà óìîâîþ âiäîáðàæåííÿ fnk
¹ ðåãóëÿðíèìè,

êðiì òîãî, Kµk
(z) 6 QM(z) ìàéæå ñêðiçü, êðiì òîãî, QM ¹ iíòåãðîâíîþ

â K, ìà¹ìî: J(fnk
, z) 6= 0 ïðè ìàéæå âñiõ z ∈ C, gnk

:= f −1
nk

∈ W 1,2
loc ,

ïðè÷îìó, (gnk
)w = 0 ó ìàéæå âñiõ òî÷êàõ w, äå J(gnk

, w) = 0 (äèâ. [41,

òåîðåìà 1.3℄). Îòæå, gnk
ìàþòü N -âëàñòèâiñòü Ëóçiíà (äèâ., íàïð., äîâåäåííÿ

ïóíêòó (ii) íà ñòîð. 150 â [58℄, àáî [55, íàñëiäîê B℄). Ïîçíà÷èìî ∂g = gw i

∂g = gw. Íåõàé C0 � äîâiëüíèé êîìïàêò ó f(D). Îñêiëüêè fnk
çáiãàþòüñÿ

äî f ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â C i f � ãîìåîìîð�içì, òî gnk
òàêîæ çáiãàþòüñÿ

ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â f(D) äî âiäîáðàæåííÿ g := f −1
(äèâ., íàïð., [39,

ëåìà 2.16℄). Çîêðåìà, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ gnk
âèçíà÷åíi íà

C0 ïðè âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ k > k0 = k0(C0). Îñêiëüêè gnk
çáiãàþòüñÿ

ðiâíîìiðíî íà C0 äî g ïðè k → ∞, ìà¹ìî:

|gnk
(w)| 6 |g(w)|+ 1 (2.82)

ïðè âñiõ w ∈ C0 i äîñòàòíüî âåëèêèõ k ∈ N. Ïîêëàäåìî A := sup
w∈C0

|g(w)|. Çà-
óâàæèìî, ùî çà òåîðåìîþ Êàíòîðà ïðî îáìåæåíiñòü íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæå-

ííÿ íà êîìïàêòi C0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü A < ∞. Îòæå, ç îãëÿäó íà (2.82),

gnk
(C0) ⊂ B(0, A+ 1) . (2.83)

�îçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè J(gnk
, w) 6= 0 ïðè ìàéæå âñiõ w ∈ C0.

Áóäåìî ìàòè:

|∂gnk
(w)|2 =

(
|∂gnk

(w)| 2 − |∂gnk
(w)| 2

)
· |∂gnk

(w)| 2(
|∂gnk

(w)| 2 − |∂gnk
(w)| 2

) =

= J(w, gnk
) · 1

1−
∣∣∣∂gnk (w)∂gnk (w)

∣∣∣
2 ,

çîêðåìà,

|∂gnk
(w)|2 = J(w, gnk

) · 1

1−
∣∣∣∂gnk (w)∂gnk (w)

∣∣∣
2 . (2.84)
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Îñêiëüêè gnk
¹ ãîìåîìîð�içìàìè êëàñó W 1,1

loc (D), ÿêi ìàþòü N -âëàñòèâiñòü

Ëóçiíà, äëÿ íèõ ìà¹ ìiñöå çàìiíà çìiííèõ â iíòåãðàëi (äèâ., íàïð., [33, òå-

îðåìà 3.2.5℄). Çàóâàæèìî, ùî µgnk (w) = −µk(gnk
(w)) = −µk(f −1

nk
(w)), äèâ.

íàïð., [9, (4).C.I℄. Â òàêîìó âèïàäêó, ç îãëÿäó íà (2.83) i (2.84), ìè áóäåìî

ìàòè, ùî ∫

C0

|∂gnk
(w)|2 dm(w) =

=

∫

C0

(
|∂gnk

(w)| 2 − |∂gnk
(w)| 2

)
· |∂gnk

(w)| 2dm(w)(
|∂gnk

(w)| 2 − |∂gnk
(w)| 2

) =

=

∫

C0

J(w, gnk
) · 1

1−
∣∣∣∂gnk (w)∂gnk (w)

∣∣∣
2 dm(w) =

∫

gnk (C0)

dm(z)

1− |µk(z)|2
6 (2.85)

6

∫

B(0,A+1)

Q ′(z) dm(z) < ∞ ,

äå Q ′(z) ≡ QM(z) ïðè z ∈ K i Q ′(z) ≡ 1 â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Ç (2.85) âèïëèâà¹, ùî

∫

C0

|∂gnk(w)|2 dm(w) 6

∫

B(0,A+1)

Q ′(z) dm(z) <∞ . (2.86)

Çàóâàæèìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (2.86) âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ i ó âèïàäêó, êîëè

J(gnk
, w) = 0 íà ìíîæèíi äîäàòíî¨ ìiðè â C0, áî, ÿê âæå áóëî çàóâàæåíî

âèùå, (gnk
)w = 0 ó ìàéæå âñiõ òî÷êàõ w, äå J(gnk

, w) = 0 (äèâ. [41, òåîðå-

ìà 1.3℄). Ç (2.85) âèïëèâà¹, ùî g ∈ W 1,2
loc (äèâ. [67, ëåìà III.3.5℄). Òîäi g ìà¹

N -âëàñòèâiñòü çà òåîðåìîþ Ìàëîãî-Ìàðòiî, äèâ., íàïð., [55, íàñëiäîê B℄. Ó

ñâîþ ÷åðãó, f ìà¹ ìàéæå ñêðiçü íåâèðîäæåíèé ÿêîáiàí çà òåîðåìîþ Ïîíîìà-

ðüîâà (äèâ. äîâåäåííÿ ïóíêòó (ii) íà ñòîð. 150 â [58℄).

Îòæå, f ¹ ðåãóëÿðíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.7) ïðè äåÿêié �óíêöi¨

µ : C → D. Çà òåîðåìîþ �åðiíãà-Ëåõòî âiäîáðàæåííÿ f ¹ ìàéæå ñêðiçü äè�å-

ðåíöiéîâíèì (äèâ. [50, òåîðåìà III.3.1℄). Òîìó çà òåîðåìîþ 3.1 ó [74℄ µ(z) = 0

ïðè âñiõ z ∈ C \K. Íàðåøòi, µ ∈ MM çà [53, ëåìà 1℄. Îòæå, f ∈ FM(K). ✷
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2.2.4. Êîìïàêòíiñòü ñiìåé ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.2 ñõîæå íà äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.2, òîìó äîçâî-

ëèìî ñîái îáìåæèòèñÿ ëèøå ñõåìîþ äîâåäåííÿ.

I. Íåõàé fm, m = 1, 2, . . . � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü ñiì'¨ Fϕ,M,z0(D). Çãi-

äíî òåîðåìè Ñòî¨ëîâà ïðî �àêòîðèçàöiþ (äèâ., íàïð., [98, ï. 5 (III), ãë. V℄), äëÿ

âiäîáðàæåííÿ fm ñïðàâåäëèâå çîáðàæåííÿ (2.62), äå gm � äåÿêèé ãîìåîìîð-

�içì, à ϕm � àíàëiòè÷íà �óíêöiÿ. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ïóíêòó I äîâåäåííÿ

òåîðåìè 2.1.2, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî:

à) J(z, gm) 6= 0 äëÿ ìàéæå âñiõ z ∈ D, êðiì òîãî, Kµfm
(z) = Kµgm

(z);

á) ìåæà îáëàñòi gm(D) ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ òî÷îê.

Òîäi ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ïóíêòó I äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.2, ìîæíà ïî-

êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ fm ìîæíà çîáðàçèòè â âèãëÿäi

fm = ϕm ◦ gm = Fm ◦Gm , m = 1, 2, . . . , (2.87)

äå Fm : D → C � äåÿêà àíàëiòè÷íà �óíêöiÿ òàêà, ùî ImFm(0) = 0 äëÿ âñiõ

m ∈ N, i Gm � ðåãóëÿðíèé ãîìåîìîð�içì êëàñó Ñîáîë¹âà îáëàñòi D íà D.

Çàóâàæèìî, ùî

∫

D

KµGm
(z) dm(z) 6

∫

D

QM(z) dm(z) < ∞ , (2.88)

îñêiëüêè çà óìîâîþ µ(z) ∈ M(z) ïðè ìàéæå âñiõ z ∈ D, êðiì òîãî, ïðè

ìàéæå âñiõ z ∈ D âèêîíàíî íåðiâíiñòü KµGm
(z) 6 QM(z), à �óíêöiÿ QM(z)

íå çàëåæèòü âiä iíäåêñó m = 1, 2, . . . òà iíòåãðîâíà â D çà óìîâîþ.

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ïóíêòàì IV i V äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.2, çà ëåìà-

ìè 2.2.2 i 2.1.4 ìîæíà ïîêàçàòè, ùî:

â) êîæíå âiäîáðàæåííÿ Gm, m = 1, 2, . . . , ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåí-

íÿ íà ∂D, êðiì òîãî, ñiì'ÿ ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü Gm, m = 1, 2, . . . , ¹

îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D;

ã) ãîìåîìîð�içìè G−1
m , m = 1, 2, . . . , ïðîäîâæó¹òüñÿ ïî íåïåðåðâíîñòi

íà ∂D i ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {G−1
m }∞m=1 ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D.
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Îñêiëüêè ñiì'ÿ {Gm}∞m=1 ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D, çà êðèòåði¹ì

Àðöåëà-Àñêîëi iñíó¹ çðîñòàþ÷à ïiäïîñëiäîâíiñòü íîìåðiâ mk, k = 1, 2, . . . ,

òàêà ùî ïîñëiäîâíiñòü Gmk
çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî â D ïðè k → ∞ äî äåÿêî-

ãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ G : D → C (äèâ., íàïð., [99, òåîðåìà 20.4℄).

Íåõàé G : = G|D. Çà ëåìîþ 2.2.1 ìà¹ ìiñöå àëüòåðíàòèâà: àáî G � ãîìåî-

ìîð�içì îáëàñòi D ó C, àáî G � ñòàëà â C. Çàóâàæèìî, ùî äðóãèé âèïàäîê

íåìîæëèâèé (öå ìîæå áóòè âñòàíîâëåíî àíàëîãi÷íî ïóíêòó VI äîâåäåííÿ òå-

îðåìè 2.1.2).

Çà äîâåäåíèì âèùå ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {G−1
m }∞m=1 ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâ-

íîþ â D. Îòæå, çà êðèòåði¹ì Àðöåëà-Àñêîëi (äèâ., íàïð., [99, òåîðåìà 20.4℄)

ìè òàêîæ ìîæåìî ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü G
−1
mk

(y), k = 1, 2, . . . , çáiãà¹-

òüñÿ ðiâíîìiðíî â D äî äåêîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ F̃ : D → D ïðè

k → ∞. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî F̃ = G
−1

(äîâåäåííÿ öüîãî àíàëîãi÷íî ïóí-

êòó VII äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.2).

Òîäi äëÿ y = eiθ ∈ ∂D ïðè k → ∞ áóäåìî ìàòè çîáðàæåííÿ òèïó (2.67),

ïðè÷îìó çáiæíiñòü ó íüîìó ¹ ðiâíîìiðíîþ ïî θ ∈ [0, 2π). Îñêiëüêè çà ïî-

áóäîâîþ ImFmk
(0) = 0 ïðè âñiõ k = 1, 2, . . . , çà �îðìóëîþ Øâàðöà (äèâ.,

íàïð., [43℄) àíàëiòè÷íà �óíêöiÿ Fmk
îäíîçíà÷íî âiäíîâëþ¹òüñÿ ïî ñâî¨é äié-

ñíié ÷àñòèíi, à ñàìå,

Fmk
(y) =

1

2πi

∫

S(0,1)

ϕ(G
−1
mk

(t))
t+ y

t− y
· dt
t
. (2.89)

Ïîêëàäåìî

F (y) :=
1

2πi

∫

S(0,1)

ϕ(G
−1
(t))

t+ y

t− y
· dt
t
. (2.90)

Êîðèñòóþ÷èñü ñïiââiäíîøåííÿìè (2.89) i (2.90) i ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ïóí-

êòó VII äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.2, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü Fmk
çái-

ãà¹òüñÿ äî �óíêöi¨ F ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â îäèíè÷íîìó êðóçi. Çîêðåìà,

ìà¹ìî: ImF (0) = 0, òîäi òàêîæ Im f(z0) = 0, äå f = F ◦G. Çàóâàæèìî, ùî
F ¹ àíàëiòè÷íîþ �óíêöi¹þ â D (äèâ. [43℄), ïðè÷îìó äëÿ z = reiψ

ReF (reiψ) =
1

2π

2π∫

0

ϕ(G
−1
(eiθ))

1− r2

1− 2r cos(θ − ψ) + r2
dθ .
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Ç îãëÿäó íà [43℄

lim
ζ→z

ReF (ζ) = ϕ(G
−1
(z)) ∀ z ∈ ∂D . (2.91)

Çàóâàæèìî, ùî �óíêöiÿ F ¹ àáî ñòàëîþ, àáî âiäêðèòîþ i äèñêðåòíîþ (äèâ.,

íàïð., [98, ãë. V, ðîçä. I, ïóíêò 6 i ðîçä. II, ïóíêò 5℄). Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü

fmk
= Fmk

◦Gmk
çáiãà¹òüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî äî �óíêöi¨ f = F ◦G, ÿêà ¹

âiäêðèòîþ i äèñêðåòíîþ, àáî ñòàëîþ �óíêöi¹þ, ïðè÷îìó, ç îãëÿäó íà (2.73)

Re f(z) = ReF (G(z)) = ϕ(G
−1
(G(z))) = ϕ(z) ∀ z ∈ ∂D .

II. Îñêiëüêè çà äîâåäåíèì ó ïóíêòi VI âiäîáðàæåííÿ G ¹ ãîìåîìîð�içìîì, ç

îãëÿäó íà [53, òåîðåìà 1℄ G ¹ ðåãóëÿðíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.7) ç äåÿêîþ

�óíêöi¹þ µ : D → D. Îñêiëüêè ìíîæèíà òî÷îê �óíêöi¨ F, äå ¨¨ ÿêîáiàí

äîðiâíþ¹ íóëþ, ìîæå ñêëàäàòèñÿ òiëüêè ç içîëüîâàíèõ òî÷îê (äèâ. [98, ïóíêòè

5 è 6 (II), ãë. V℄), ó âèïàäêó F 6≡ const âiäîáðàæåííÿ f ¹ ðåãóëÿðíèì.

Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî µ ∈ MM . ßêùî f(z) = c = const â îáëàñòi D, òî

çàâäÿêè óìîâi (2.8) öå ¹ ìîæëèâèì ëèøå ó âèïàäêó, êîëè fn(z) = c ó D, à

µn(z) = 0 ∈M(z) ïðè ìàéæå âñiõ z ∈ D. Â öié ñèòóàöi¨ òàêîæ µ(z) = 0 ïðè

ìàéæå âñiõ z ∈ D, çîêðåìà, µ ∈ MM .

Íåõàé òåïåð f(z) 6= const. Çà äîâåäåíèì âèùå âiäîáðàæåííÿ f ¹ ðåãó-

ëÿðíèì. Îñêiëüêè fn(z) çáiãà¹òüñÿ äî f(z) ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â îáëàñòi D

i, êðiì òîãî, f ìà¹ ìàéæå ñêðiçü âiäìiííèé âiä íóëÿ ÿêîáiàí, òî çà [53, ëåìà 1℄

µ(z) ∈ inv coM0(z) äëÿ ìàéæå âñiõ z ∈ D, äå inv coA ïîçíà÷à¹ iíâàðiàíòíî

îïóêëó îáîëîíêó ìíîæèíè A ⊂ C , à M0(z) ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó òî÷îê ñêó-

ï÷åííÿ ïîñëiäîâíîñòi µn(z), n = 1, 2, . . . . Î÷åâèäíî, iñíó¹ ìíîæèíà D0 ⊂ D

òàêà, ùî µn(z) ∈ M(z) i µ(z) ∈ inv coM0(z) ïðè âñiõ z ∈ D0 i âñiõ n ∈ N,

äå m(D \ D0) = 0. Çà�iêñó¹ìî z0 ∈ D0. Íåõàé w0 ∈ M0(z0). Òîäi iñíó¹

ïiäïîñëiäîâíiñòü íîìåðiâ nk, k = 1, 2, . . . , äëÿ ÿêî¨ µnk
(z0) ¹ çáiæíîþ ïðè

k → ∞ i lim
k→∞

µnk
(z0) = w0. Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì µnk

(z0) ∈ M(z0) ïðè

âñiõ k = 1, 2, . . . , êðiì òîãî, ìíîæèíà M(z0) ¹ çàìêíåíîþ, òî w0 ∈ M(z0).

Îòæå,

M0(z0) ⊂M(z0) . (2.92)
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Çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.92) âèïëèâà¹, ùî

inv coM0(z0) ⊂ M(z0) , (2.93)

îñêiëüêè ìíîæèííà M(z0) ïðèïóñêàëàñÿ iíâàðiàíòíî îïóêëîþ. Îòæå,

µ(z0) ∈ inv coM0(z0) ⊂ M(z0)

ïðè ìàéæå âñiõ z0 ∈ D, ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. ✷

Äëÿ �iêñîâàíî¨ �óíêöi¨ Q : C → [0,∞], Q(z) ≡ 0 ïðè z ∈ C \ D,
òî÷êè z0 ∈ D i íåïåðåðâíî¨ �óíêöi¨ ϕ : ∂D → R ïîçíà÷èìî ÷åðåç Fϕ,Q,z0(D)

êëàñ óñiõ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ f : D → C çàäà÷i Äiðiõëå (2.7)�(2.8), ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Im f(z0) = 0 òàêèõ, ùî Kµf (z) 6 Q(z) äëÿ ìàéæå âñiõ

z ∈ D. Ñïðàâåäëèâî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.2.1. Íåõàé D � äåÿêà îäíîçâ'ÿçíà æîðäàíîâà îáëàñòü ó C, i

íåõàé �óíêöiÿ ϕ ó (2.8) íåïåðåðâíà. Ïðèïóñòèìî, ùî �óíêöiÿ Q ¹ iíòå-

ãðîâíîþ â D i çàäîâîëüíÿ¹ ïðèíàéìíi îäíó ç óìîâ: àáî Q ∈ FMO(D), àáî

äëÿ êîæíîãî z0 ∈ D iñíó¹ δ0 = δ(z0) > 0 òàêå, ùî âèêîíàíî óìîâó (2.78), äå

qz0(t) =
1
2π

2π∫
0

Q(z0+te
iθ) dθ. Òîäi ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü Fϕ,Q,z0(D) ¹ êîìïàêòíîþ

â D.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, â ñèëó ðiâíîñòi Kµf
(z) =

1+|µf(z)|
1−|µf(z)| óìîâà Kµf

(z) 6 Q(z)

åêâiâàëåíòíà óìîâi |µf(z)| 6
Q(z)−1
Q(z)+1. Òîäi µf(z) ∈ B

(
0, Q(z)−1

Q(z)+1

)
, ïðè÷îìó

ìíîæèíè M(z) := B
(
0, Q(z)−1

Q(z)+1

)
¹ çàìêíåíèìè i iíâàðiàíòíî îïóêëèìè. Â

òàêîìó âèïàäêó, áàæàíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.2.2.

2.3. Âèïàäîê ïðîñòèõ êiíöiâ

�åçóëüòàòè äàíîãî ïiäðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â [24℄. Òóò ìîâà éäå ïðî ðîçâ'ÿ-

çêè ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi i çàäà÷i Äiðiõëå, âèçíà÷åíi â äîâiëüíié îáëàñòi, ÿêà

¹ îäíîçâ'ÿçíîþ. Îñêiëüêè îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi íå çîáîâ'ÿçíi áóòè æîðäàíîâè-

ìè, öå ¹ äåÿêèì ïîñëàáëåííÿì óìîâ ó ïîðiâíÿííi ç ðåçóëüòàòàìè ïîïåðåäíiõ

äâîõ ïiäðîçäiëiâ. Âiäçíà÷èìî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå çà ïåâíèõ
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ïðèïóùåíü (äèâ., íàïð., [65℄). �îçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó Êîøi:

fz = µ(z) · fz , (2.94)

lim
ζ→P

Re f(ζ) = ϕ(P ) ∀ P ∈ ED , (2.95)

äå ϕ : ED → R � íàïåðåä çàäàíà íåïåðåðâíà �óíêöiÿ. Íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî

D � äåÿêà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü ó C. �îçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.94)�(2.95) áóäåìî

ââàæàòè ðåãóëÿðíèì, ÿêùî âèêîíàíî îäíî ç äâîõ: àáî f(z) = const â D, àáî

f � âiäêðèòå äèñêðåòíå âiäîáðàæåííÿ êëàñó W 1,1
loc (D), òàêå ùî J(z, f) 6= 0

ïðè ìàéæå âñiõ z ∈ D.

Çà�iêñó¹ìî òî÷êó z0 ∈ D, �óíêöiþ ϕ : ED → R, �óíêöiþ Φ : R+ → R+

i �óíêöiþ M(Ω) âiäêðèòèõ ìíîæèí Ω ⊂ D. Íåõàé FM
ϕ,Φ,z0

(D) ïîçíà÷à¹

êëàñ óñiõ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ f : D → C çàäà÷i Êîøi (2.94)�(2.95), ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Im f(z0) = 0 i, êðiì òîãî,

∫

Ω

Φ(Kµ(z)) ·
dm(z)

(1 + |z|2)2 6 M(Ω) (2.96)

äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè Ω ⊂ D. Ñïðàâåäëèâî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.3.1. Íåõàé D � äåÿêà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü ó C, Φ : R+ →
R+

� íåïåðåðâíà çðîñòàþ÷à îïóêëà �óíêöiÿ, ÿêà ïðè äåÿêîìó δ > Φ(0)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∞∫

δ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ ,

�óíêöiÿ M ¹ îáìåæåíîþ, à �óíêöiÿ ϕ(z) ó (2.95) íåïåðåðâíà. Òîäi ñiì'ÿ

âiäîáðàæåíü FM
ϕ,Φ,z0

(D) ¹ êîìïàêòíîþ â DP .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.1 äèâ. äàëi ïî òåêñòó.

2.3.1. Òåîðåìè çáiæíîñòi âiäîáðàæåíü ç âåðõíiìè îöiíêàìè ìî-

äóëÿ

Äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ñïèðà¹òüñÿ íà òåîðåìè ïðî ãëîáàëüíó

ïîâåäiíêó âiäîáðàæåíü, ùî çàäîâîëüíÿþòü âàãîâó íåðiâíiñòü Ïîëåöüêîãî. �å-

çóëüòàòè ïîäiáíîãî õàðàêòåðó â äåÿêèõ iíøèõ ñèòóàöiÿõ áóëè îòðèìàíi íàìè



104

ðàíiøå, äèâ., íàïð., [87℄. Âèïàäîê, êîòðèé ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè íèæ÷å, ñòî-

ñó¹òüñÿ ðåãóëÿðíèõ îáëàñòåé òà âiäîáðàæåíü ç îäíîþ óìîâîþ íîðìóâàííÿ.

Íåõàé I � �iêñîâàíèé íàáið iíäåêñiâ i Di, i ∈ I, � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü

îáëàñòåé. Çãiäíî ç [64, ðîçä. 2.4℄, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñiì'ÿ îáëàñòåé {Di}i∈I
¹ îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíîþ âiäíîñíî p -ìîäóëÿ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî r > 0 iñíó¹

÷èñëî δ > 0 òàêå, ùî íåðiâíiñòü

Mp(Γ(F
∗, F,Di)) > δ

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ i ∈ I i äîâiëüíèõ êîíòèíóóìiâ F, F ∗ ⊂ Di òàêèõ, ùî

h(F ) > r i h(F ∗) > r.

Íàãàäà¹ìî, ùî îçíà÷åííÿ ðåãóëÿðíèõ îáëàñòåé òà îáëàñòåé ç ëîêàëüíî

êâàçiêîí�îðìíîþ ìåæåþ, îçíà÷åííÿ ïðîñòîãî êiíöÿ, ÿêå òóò âæèâà¹òüñÿ, òà

çàìèêàííÿ DP îáëàñòi D â òåðìiíàõ ïðîñòèõ êiíöiâ ìîæíà çíàéòè â ðîçäi-

ëi 1.3.4.

Äëÿ çàäàíî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì �óíêöi¨ Q : Rn → [0,∞] i òî÷êè x0 ∈
Rn

ïîêëàäåìî

qx0(t) =
1

ωn−1tn−1

∫

S(x0,t)

Q(x) dHn−1 , (2.97)

äå Hn−1
ïîçíà÷à¹ (n− 1) -âèìiðíó ìiðó Õàóñäîð�à. Íàñòóïíà ëåìà áóëà äî-

âåäåíà â [95, ëåìà 2.1℄.

Ëåìà 2.3.1. Íåõàé 1 6 p 6 n, i Φ : [0,∞] → [0,∞] � ñòðîãî çðîñòàþ÷à

îïóêëà �óíêöiÿ, êà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

∞∫

δ0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

p−1

= ∞ (2.98)

äëÿ äåÿêîãî δ0 > τ0 := Φ(0). Íåõàé Q � ñiì'ÿ �óíêöié Q : Rn → [0,∞]

òàêèõ, ùî äëÿ äåÿêîãî 0 < M0 <∞ âèêîíàíî óìîâó

∫

D

Φ(Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n 6M0 . (2.99)
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Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî 0 < r0 < 1 i êîæíîãî σ > 0 çíàéäåòüñÿ 0 < r∗ =

r∗(σ, r0,Φ) < r0 òàêå ùî

r0∫

ε

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

> σ , ε ∈ (0, r∗) ,

äëÿ êîæíîãî Q ∈ Q.

Íåõàé p > 1 , Q : D → [0,∞] � âèìiðíà çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ. Çãiäíî [58℄,

âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn
áóäåìî íàçèâàòè êiëüöåâèì Q -âiäîáðàæåííÿì ó

òî÷öi x0 ∈ D \ {∞} âiäíîñíî p -ìîäóëÿ, ÿêùî íåðiâíiñòü

Mp(f(Γ(S(x0, r1), S(x0, r2), D))) 6

∫

A∩D

Q(x)ηp(|x− x0|) dm(x) , (2.100)

A = A(x0, r1, r2) ,

âèêîíàíà äëÿ áóäü-ÿêèõ

0 < r1 < r2 < d0 = sup
x∈D

|x− x0|

i âñÿêî¨ íåâiä'¹ìíî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì �óíêöi¨ η : (r1, r2) → [0,∞]

òàêî¨, ùî

r2∫

r1

η(r) dr > 1 (2.101)

Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn
íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåâèì Q -âiäîáðàæåííÿì

âiäíîñíî p -ìîäóëÿ ó D , ÿêùî (2.100) � (2.101) âèêîíàíi ó êîæíié òî÷öi x0 ∈
D .

�îçãëÿíåìî ùå îäíó äîïîìiæíó ñiì'þ âiäîáðàæåíü. Äëÿ p > 1, çàäàíèõ

÷èñåë δ > 0, 0 < M0 < ∞, îáëàñòi D ⊂ Rn, n > 2, i çàäàíî¨ ñòðîãî

çðîñòàþ÷î¨ îïóêëî¨ �óíêöi¨ Φ: R+ → R+
ïîçíà÷èìî ÷åðåç AΦ,p,δ,M0

(D) ñiì'þ

âñiõ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ Q -âiäîáðàæåíü f : D → Rn
â D âiäíîñíî p -

ìîäóëÿ òàêèõ, ùî âèêîíàíà óìîâà (2.99). Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ,

äèâ. [95, òåîðåìà 1.2℄.
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Ëåìà 2.3.2. Íåõàé p ∈ (n − 1, n) i íåõàé iñíó¹ δ0 > τ0 := Φ(0) òàêå, ùî

âèêîíàíî óìîâó (2.98). Òîäi ñiì'ÿ AΦ,p,δ,M0
(D) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â

D.

Ó ëåìi 2.3.2 îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ âiäîáðàæåíü AΦ,p,δ,M0
(D) ñëiä

ðîçóìiòè ÿê ìiæ ïðîñòîðàìè (D, d) i (Rn, d), äå d � åâêëiäîâà ìåòðèêà.

Äëÿ ÷èñëà p > 1 , ÷èñåë δ > 0, 0 < M0 < ∞, îáëàñòi D ⊂ Rn, n > 2,

òî÷êè a ∈ D i ñòðîãî çðîñòàþ÷î¨ �óíêöi¨ Φ : R+ → R+
ïîçíà÷èìî ÷åðåç

FΦ,a,p,δ,M0
(D) ñiì'þ âñiõ ãîìåîìîð�içìiâ f : D → Rn

äëÿ ÿêèõ çíàéäåòüñÿ

�óíêöiÿ Q = Qf òàêà, ùî âèêîíàíi óìîâè (2.100)�(2.101) â D , ïðè÷îìó

h(f(a), ∂f(D)) > δ , h(Rn \ f(D)) > δ , êðiì òîãî, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.99).

Òåîðåìà 2.3.2. Íåõàé p ∈ (n−1, n], îáëàñòü D ðåãóëÿðíà, à îáëàñòi D ′
f =

f(D) ¹ îáìåæåíèìè îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè âiäíîñíî p -ìîäóëÿ ïî âñiõ

f ∈ FΦ,a,p,δ,M0
(D), êðiì òîãî, öi îáëàñòi ìàþòü ëîêàëüíî êâàçiêîí�îðìíó

ìåæó. ßêùî iñíó¹ δ0 > τ0 := Φ(0) òàêå, ùî âèêîíàíî óìîâó (2.98), òî

êîæíå f ∈ FΦ,a,p,δ,M0
(D) ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ f : DP → Rn

i, êðiì

òîãî, ñiì'ÿ FΦ,a,p,δ,M0
(D) óñiõ ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü f : DP → Rn

¹

îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â DP .

Çàóâàæåííÿ 2.3.1. Â òåîðåìi 2.3.2 îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñëiä ðîçóìiòè

â ñåíñi âiäîáðàæåíü, ùî äiþòü ìiæ ïðîñòîðàìè (X, d) i (X ′, d ′) , äå X = DP

� ïîïîâíåííÿ îáëàñòi D ¨¨ ïðîñòèìè êiíöÿìè, à d � îäíà ç ìîæëèâèõ ìåòðèê,

ùî âiäïîâiäàþòü òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîðó DP (äèâ. (1.107)). Êðiì òîãî, X ′ =

Rn
i d ′ = h � õîðäàëüíà (ñ�åðè÷íà) ìåòðèêà.

Ïðèêëàä ñiì'¨ ïëîñêèõ âiäîáðàæåíü fn(z) = zn, n = 1, 2, . . . , z ∈ D,

âêàçó¹ íà íåâiðíiñòü àíàëîãó òåîðåìè 2.3.2 äëÿ âiäîáðàæåíü ç ðîçãàëóæå-

ííÿì. Çîêðåìà, öÿ òåîðåìà íå ¹ âiðíîþ çà óìîâè íîðìóâàííÿ fn(0) = 0,

n = 1, 2, . . . .

Äîâåäåííÿ. Çà�iêñó¹ìî f ∈ FΦ,A,p,δ,M0
(D) i Q = Qf(x). Äëÿ x ∈ Rn

ïîêëà-
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äåìî

Q ′(x) =





Q(x), x ∈ D,Q(x) > 1

1, x ∈ D,Q(x) < 1

1, x 6∈ D

.

Çàóâàæèìî, ùî �óíêöiÿ Q ′(x) çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.99) ç òî÷íiñòþ

äî ñòàëî¨. Ñïðàâäi,

∫

D

Φ(Q ′(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n =

∫

{x∈D:Q(x)<1}

Φ(Q ′(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n+

+

∫

{x∈D:Q(x)>1}

Φ(Q ′(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n 6M0 + Φ(1)

∫

Rn

dm(x)

(1 + |x|2)n =M ′
0 <∞ .

Â òàêîìó âèïàäêó, çà ëåìîþ 2.3.1

r0∫

ε

dt

t
n−1
p−1 q

′ 1
p−1
x0 (t)

→ ∞

ïðè äîâiëüíîìó 0 < r0 < 1 òà ε → 0, äå q ′x0(t) =
1

ωn−1tn−1

∫
S(x0,t)

Q ′(x) dHn−1 .

Êðiì òîãî,

r0∫
ε

dt

t
n−1
p−1 q

′ 1
p−1

x0 (t)

< ∞ ïðè êîæíîìó ε ∈ (0, r0), áî q ′x0(t) > 1 ïðè

ìàéæå âñiõ t ∈ (0, r0).

Ñèëüíà äîñÿæíiñòü ìåæi êîæíî¨ îáëàñòi D ′
f = f(D) ïî âiäíîøåííþ äî

p -ìîäóëÿ ¹ ðåçóëüòàòîì [87, çàóâàæåííÿ℄. Â òàêîìó âèïàäêó, çà [96, ëåìà 5.2℄

âiäîáðàæåííÿ f ∈ FΦ,A,p,δ,M0
(D) ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà DP . Çà-

óâàæèìî, ùî ïðè p 6= n êîæíå âiäîáðàæåííÿ f ∈ FΦ,a,p,δ,M0(D) íå ïðèéìà¹

òî÷êó íåñêií÷åííiñòü (äèâ., íàïð., [35, ëåìè 2.6 i 3.1℄). Òîäi îäíîñòàéíà íåïå-

ðåðâíiñòü ñiì'¨ FΦ,a,p,δ,M0
(D) âñåðåäèíi îáëàñòi D ¹ ðåçóëüòàòîì òåîðåìè 4.1

â [72℄ ïðè p = n i ëåìè 2.3.2 ïðè p < n.

Äîâåäåìî îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü FΦ,a,p,δ,M0
(D) â ED := DP \D. Ïðè-

ïóñòèìî ïðîòèëåæíå, à ñàìå, ùî iñíóþòü ε∗ > 0, P0 ∈ ED, ïîñëiäîâíiñòü

xm ∈ DP , xm → P0 ïðè m → ∞, i âiäîáðàæåííÿ fm ∈ FΦ,a,p,δ,M0
(D) òàêi,

ùî

h(fm(xm), fm(P0)) > ε∗ , m = 1, 2, . . . . (2.102)
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Îñêiëüêè êîæíå fm ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ â òî÷êó P0, ìè ìîæåìî

ââàæàòè, ùî xm ∈ D, êðiì òîãî, iñíó¹ ùå îäíà ïîñëiäîâíiñòü x ′
m ∈ DP ,

x ′
m → P0 ïðè m→ ∞, òàêà, ùî

h(fm(xm), fm(x
′
m)) > ε∗/2 , m = 1, 2, . . . . (2.103)

Íåõàé dm � ïîñëiäîâíiñòü îáëàñòåé ðîçðiçiâ σm , ùî âiäïîâiäà¹ êiíöþ P0 òàêà,

ùî σm ⊂ S(x0, rm), x0 ∈ ∂D i rm → 0 ïðè m → ∞ (äèâ. [48, ëåìà 2℄). Áåç

îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî xm, x
′
m ∈ dm. Íåõàé òîäi γm �

êðèâà, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè xm i x ′
m âñåðåäèíi dm.

Îñêiëüêè îáëàñòü D ðåãóëÿðíà, ïðîñòið DP ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ ïðî-

ñòèõ êiíöiâ P1 i P2 ∈ ED. Íåõàé P1 ⊂ ED � ïðîñòèé êiíåöü, ùî íå ñïiâïàäà¹

ç P0. Ïðèïóñòèìî, Gm, m = 1, 2, . . . , � ïîñëiäîâíiñòü îáëàñòåé, ÿêà âiäïî-

âiäà¹ ïðîñòîìó êiíöþ P1. Îñêiëüêè ïðè êîæíîìó m = 1, 2, . . . âiäîáðàæåí-

íÿ fm ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà DP , ìîæíà ïiäiáðàòè ïîñëiäîâíiñòü

ζm ∈ Gm, ζm → P1 ïðè m → ∞, òàêîþ, ùî h(fm(ζm), fm(P1)) → 0 ïðè

m→ ∞. Çàóâàæèìî, ùî ïðè âñiõ m > m0 i äåÿêîìó m0 ∈ N

h(fm(a), fm(ζm)) > h(fm(a), fm(P1))− h(fm(ζm), fm(P1)) > δ/2 , (2.104)

äå, ÿê çàçâè÷àé, h(x, y) ïîçíà÷à¹ õîðäàëüíó âiäñòàíü ìiæ x i y. Ïîáóäó¹ìî

ïîñëiäîâíiñòü êîíòèíóóìiâ Km, m = 1, 2, . . . , íàñòóïíèì ÷èíîì. Ç'¹äíà¹ìî

òî÷êè ζ1 i a äîâiëüíîþ êðèâîþ â D, êîòðó ïîçíà÷èìî K1. Äàëi, ç'¹äíà¹ìî

òî÷êè ζ2 i ζ1 êðèâîþ K ′
1, â G1. Ïî¹äíàâøè êðèâi K1 i K ′

1, îòðèìà¹ìî

êðèâó K2, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè a i ζ2. Àíàëîãi÷íî ïðîäîâæèìî öåé ïðîöåñ çà

òàêèì ñàìèì ïðàâèëîì. Íåõàé íà äåÿêîìó êðîöi ìà¹ìî êðèâó Km, ùî ç'¹äíó¹

òî÷êè ζm i a. Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè ζm+1 i ζm êðèâîþ K ′
m, ÿêà ëåæèòü â Gm.

Ïî¹äíàâøè ìiæ ñîáîþ êðèâi Km i K ′
m, îòðèìà¹ìî êðèâó Km+1 i òàê äàëi.

Ïîêàæåìî, ùî çíàéäåòüñÿ íîìåð m1 ∈ N, òàêèé ùî

dm ∩Km = ∅ ∀ m > m1 . (2.105)

Äîâåäåìî öå âiä ñóïðîòèâíîãî, à ñàìå, ïðèïóñòèìî, ùî (2.105) íå âèêîíó¹-

òüñÿ. Òîäi çíàéäåòüñÿ çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íîìåðiâ mk → ∞, k → ∞, i

òî÷îê ξk ∈ Kmk
∩ dmk

, m = 1, 2, . . . , . Òîäi ξk → P0 ïðè k → ∞.



109

Çàóâàæèìî, ùî ìîæëèâi äâà âèïàäêè: àáî âñi åëåìåíòè ξk ïðè k =

1, 2, . . . íàëåæàòü D \ G1, àáî çíàéäåòüñÿ íîìåð k1 òàêèé, ùî ξk1 ∈ G1.

Â äðóãîìó âèïàäêó ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ξk, k > k1. Çàóâàæèìî, ùî

ìîæëèâi äâà âèïàäêè: àáî ξk ïðè k > k1 íàëåæàòü D \ G2, àáî çíàéäåòüñÿ

k2 > k1 òàêèé, ùî ξk2 ∈ G2. Â äðóãîìó âèïàäêó ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ξk,

k > k2. I òàê äàëi. Ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíò ξkl−1
∈ Gl−1 âæå ïîáóäîâàíèé.

Çàóâàæèìî, ùî ìîæëèâi äâà âèïàäêè: àáî ξk íàëåæàòü D \Gl ïðè k > kl−1,

àáî çíàéäåòüñÿ íîìåð kl > kl−1 òàêèé, ùî ξkl ∈ Gl, i ò.ä. Öÿ ïðîöåäóðà ìî-

æå áóòè ÿê ñêií÷åííîþ, òàê i íåñêií÷åííîþ, â çàëåæíîñòi âiä ÷îãî ìà¹ìî äâi

ìîæëèâi ñèòóàöi¨:

1) àáî çíàéäóòüñÿ íîìåðè n0 ∈ N i l0 ∈ N òàêi, ùî ξk ∈ D \ Gn0
ïðè

âñiõ k > l0;

2) àáî äëÿ êîæíîãî l ∈ N çíàéäåòüñÿ åëåìåíò ξkl òàêèé, ùî ξkl ∈ Gl,

ïðè÷îìó ïîñëiäîâíiñòü kl ¹ çðîñòàþ÷îþ ïî l ∈ N.

�îçãëÿíåìî êîæåí ç öèõ âèïàäêiâ îêðåìî i ïîêàæåìî, ùî â îáîõ ç íèõ

ìè ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íîñòi. Íåõàé ìà¹ ìiñöå ñèòóàöiÿ 1). Òîäi çàóâàæèìî,

ùî âñi åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi ξk íàëåæàòü Kn0
, çâiäêè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ

ïiäïîñëiäîâíîñòi ξkr , r = 1, 2, . . . , çáiæíî¨ ïðè r → ∞ äî äåÿêî¨ òî÷êè

ξ0 ∈ D. Ïðîòå, ξk ∈ dmk
i, îòæå, ξ0 ∈

∞⋂
m=1

dm ⊂ ∂D (äèâ. [48, ïðîïîçèöiÿ 1℄).

Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü âêàçó¹ íà íåìîæëèâiñòü âèïàäêó 1). Íåõàé ìà¹ ìiñöå

âèïàäîê 2), òîäi îäíî÷àñíî ξk → P0 i ξk → P1 ïðè k → ∞. Îñêiëüêè

ïðîñòið DP ¹ ìåòðè÷íèì (äèâ. [48, çàóâàæåííÿ 3℄, òî çâiäñè, çà íåðiâíiñòþ

òðèêóòíèêà, âèïëèâà¹, ùî P1 = P0, ùî ñóïåðå÷èòü îáðàííþ P1. Îòðèìàíà

ñóïåðå÷íiñòü âêàçó¹ íà ñïðàâåäëèâiñòü ñïiââiäíîøåííÿ (2.105).

Çà ñïiââiäíîøåííÿì (2.105) òà çà îçíà÷åííÿì ðîçðiçiâ σm ⊂ S(x0, rm),

ìà¹ìî:

Γ (|γm|, Km, D) > Γ(S(x0, rm), S(x0, ε̃0), D) .

Îòæå,

fm(Γ (|γm|, Km, D)) > fm(Γ(S(x0, rm), S(x0, ε̃0), D)) ,
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çâiäêè, çà îçíà÷åííÿì êëàñó FΦ,a,p,δ,M0
(D)

Mp(fm(Γ(|γm|, Km, D))) 6 Mp(fm(Γ(S(x0, rm), S(x0, ε̃0), D)) 6 (2.106)

6

∫

A∩D

Qm(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) ,

äå A = A(x0, rm, ε̃0), η � äîâiëüíà íåâiä'¹ìíà âèìiðíà çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (2.101) ïðè r1 7→ rm i r2 7→ ε̃0, êðiì òîãî, Qm := Qfm

âiäïîâiäà¹ �óíêöi¨ Q ó (2.100). Âñòàíîâèìî íåðiâíiñòü

Mp(fm(Γ(S(x0, rm), S(x0, ε̃0), D)) 6
ωn−1

Ip−1
m

, (2.107)

äå Im =
ε̃0∫
rm

dr

r
n−1
p−1 q

1
p−1
mx0 (r)

, qmx0(t) =
1

ωn−1tn−1

∫
S(x0,t)

Qm(x) dHn−1
i Qm := Qfm (ìè

ïîêëàäà¹ìî Qm(x) ≡ 0 ïðè x 6∈ D ). Äëÿ öüîãî áóäåìî ìiðêóâàòè àíàëîãi÷íî

äîâåäåííþ ëåìè 1 â [76℄. Ìîæíà ââàæàòè, ùî I 6= 0, îñêiëüêè (2.107) î÷åâèäíî

â öüîìó âèïàäêó. Ìîæíà òàêîæ ââàæàòè, ùî I 6= ∞, áî â ïðîòèëåæíîìó

âèïàäêó ìîæíà ðîçãëÿíóòè Q(x)+ δ çàìiñòü Q(x) â (2.107), à ïîòiì ïåðåéòè

äî ãðàíèöi ïðè δ → 0. Íåõàé I 6= ∞. Òîäi qx0(r) 6= 0 ïðè r ∈ (rm, ε̃0).

Ïîêëàäåìî

ψ(t) =





1/[t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)], t ∈ (rm, ε̃0) ,

0, t /∈ (rm, ε̃0) .

Çà òåîðåìîþ Ôóáiíi

∫

A

Qm(x) · ψp(|x− x0|) dm(x) = ωn−1Im , (2.108)

äå A = A(x0, rm, ε̃0) âèçíà÷åíî â (1.10). Çàóâàæèìî, ùî �óíêöiÿ η1(t) =

ψ(t)/I, t ∈ (rm, ε̃0), çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.101). Òîäi ç (2.100) i (2.108)

îòðèìà¹ìî áàæàíå ñïiââiäíîøåííÿ (2.107).

Îñòàòî÷íî, ç (2.106), (2.107) i ç ëåìè 2.3.1 âèïëèâà¹, ùî

Mp(fm(Γ(|γm|, Km, D))) 6
ωn−1(

ε̃0∫
rm

dr

r
n−1
p−1 q

1
p−1
mx0 (r)

)p−1 → 0 , m→ ∞ , (2.109)
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äå qmx0(t) = 1
ωn−1tn−1

∫
S(x0,t)

Qm(x) dHn−1
i Qm := Qfm âiäïîâiäà¹ �óíêöi¨ Q

ó (2.97). Ñïiââiäíîøåííÿ (2.106) ñóïåðå÷èòü îäíîñòàéíié ðiâíîìiðíîñòi ïîñëi-

äîâíîñòi îáëàñòåé D ′
m := fm(D). Äiéñíî, h(fm(Km)) > δ/2 çãiäíî ç (2.104), à

h(fm(|γm|)) > ε∗/2 çà ñïiââiäíîøåííÿì (2.103). Îòæå, îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü

îáëàñòåé D ′
m := fm(D) ¹ îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíîþ, äëÿ äåÿêîãî δ∗ > 0 i âñiõ

m = 1, 2, . . . , ìà¹ìî:

Mp(fm(Γ(|γm|, Km, D))) = Mp(Γ(fm(|γm|), fm(Km), fm(D))) > δ∗ > 0 ,

ùî ñóïåðå÷èòü ñïiââiäíîøåííþ (2.109). Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü âêàçó¹ íà íå-

âiðíiñòü ïðèïóùåííÿ â (2.102). Òåîðåìà äîâåäåíà.

2.3.2. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ñiìåé âiäîáðàæåíü ç îáåðíå-

íîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî âiäíîñíî ïðîñòèõ êiíöiâ

Äëÿ îáëàñòåé D,D ′ ⊂ Rn, òî÷îê a ∈ D, b ∈ D ′
i ÷èñëà M0 > 0 ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç Sa,b,M0
(D,D ′) ñiì'þ âñiõ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ i çàìêíåíèõ

âiäîáðàæåíü f îáëàñòi D íà D ′, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.11) ç äåÿêèì

Q = Qf , ‖Q‖L1(D ′) 6 M0, äëÿ êîæíîãî y0 ∈ f(D), òàêèõ ùî f(a) = b. Íà-

ñòóïíå òâåðäæåííÿ ó âèïàäêó �iêñîâàíî¨ �óíêöi¨ Q äîâåäåíî â [6, òåîðåìà 1℄

(äèâ. òàêîæ òåîðåìó 2.1.4 äëÿ âèïàäêó ¾ãàðíèõ ìåæ¿ i çìiííî¨ �óíêöi¨ Q,

à òàêîæ [8, òåîðåìà 7.1℄ äëÿ âèïàäêó ¾ãàðíèõ ìåæ¿ i �iêñîâàíî¨ �óíêöi¨ Q .

Äëÿ çìiííèõ Q äèâ. òàêîæ òåîðåìó 1.5 â [81℄. Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ

ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî ó ñèòóàöi¨ Q = Qf , ‖Q‖L1(D ′) 6M0.

Òåîðåìà 2.3.3. Ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü D ìà¹ ñëàáêî ïëîñêó ìåæó, æî-

äíà iç çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò ÿêî¨ íå âèðîäæåíà. ßêùî îáëàñòü D ′
¹ ðåãóëÿð-

íîþ, òî êîæíå âiäîáðàæåííÿ f ∈ Sa,b,M0(D,D
′) ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæå-

ííÿ f : D → D ′
P , ïðè÷îìó, f(D) = D ′

P i, êðiì òîãî, ñiì'ÿ Sa,b,M0
(D,D ′)

óñiõ ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü f : D → D ′
P ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â

D.
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2.3.3. Êîìïàêòíiñòü ñiìåé ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.1 ñõîæå íà äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.2, òîìó îáìå-

æèìîñÿ ñõåìîþ äîâåäåííÿ.

I. Íåõàé fm, m = 1, 2, . . . , � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü ñiì'¨ FM
ϕ,Φ,z0

(D).

Çãiäíî òåîðåìè Ñòîéëîâà ïðî �àêòîðèçàöiþ (äèâ., íàïð., [98, ï. 5 (III), ãë. V℄)

äëÿ âiäîáðàæåííÿ fm ñïðàâåäëèâå çîáðàæåííÿ

fm = ϕm ◦ gm , (2.110)

äå gm � äåÿêèé ãîìåîìîð�içì, à ϕm � àíàëiòè÷íà �óíêöiÿ. Ìiðêóþ÷è àíà-

ëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 2.1.2, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî:

à) J(z, gm) 6= 0 äëÿ ìàéæå âñiõ z ∈ D, êðiì òîãî, Kµfm
(z) = Kµgm

(z);

á) ìåæà îáëàñòi gm(D) ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ òî÷îê;

â) âiäîáðàæåííÿ fm ìîæíà ïîäàòè â âèãëÿäi:

fm = ϕm ◦ gm = ϕm ◦ ψ−1
m ◦ ψm ◦ gm = Fm ◦Gm , m = 1, 2, . . . ,

äå Fm ¹ àíàëiòè÷íîþ �óíêöi¹þ â îäèíè÷íîìó êðóçi, à Gm � ðåãóëÿðíèé

ãîìåîìîð�içì êëàñó Ñîáîë¹âà â îáëàñòi D. Ìîæíà ââàæàòè, ùî ImFm(0) =

0 äëÿ âñiõ m ∈ N;

ã) L1
-íîðìè �óíêöié KµGm

(z) â L1(D) îáìåæåíi çâåðõó äåÿêîþ óíiâåð-

ñàëüíîþ äîäàòíîþ ñòàëîþ C > 0 ðiâíîìiðíî ïî âñiõ m = 1, 2, . . . .

II.Äîâåäåìî, ùî êîæíå âiäîáðàæåííÿ Gm, m = 1, 2, . . . , ìà¹ íåïåðåðâíå

ïðîäîâæåííÿ íà ED, êðiì òîãî, ñiì'ÿ ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü Gm, m =

1, 2, . . . , ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â DP . Äiéñíî, çà äîâåäåíèì ó ïóíêòi I

KµGm
∈ L1(D). Ç îãëÿäó íà öå, çà [54, òåîðåìà 3.1℄ êîæíå âiäîáðàæåííÿ

Gm, m = 1, 2, . . . , ¹ òàê çâàíèì êiëüöåâèì Q -ãîìåîìîð�içìîì â D ïðè

Q = KµGm
(z), äå µ âèçíà÷à¹òüñÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.3), à Kµ îá÷èñëþ¹òüñÿ

ïî �îðìóëi (2.2). Çàóâàæèìî, ùî îäèíè÷íèé êðóã D ¹ ðiâíîìiðíîþ îáëàñòþ

ÿê ñêií÷åííîçâ'ÿçíà íà ñâî¨é ìåæi ïëîñêà îáëàñòü çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ

êîìïîíåíò ìåæi (äèâ., íàïð., [63, òåîðåìà 6.2 i íàñëiäîê 6.8℄). Òîäi áàæàíèé

âèñíîâîê ¹ òâåðäæåííÿì òåîðåìè 2.3.2.
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III. Äîâåäåìî òàêîæ, ùî îáåðíåíi ãîìåîìîð�içìè G−1
m , m = 1, 2, . . . ,

ïðîäîâæó¹òüñÿ ïî íåïåðåðâíîñòi íà ∂D äî âiäîáðàæåííÿ G−1
m â òåðìiíàõ

ïðîñòèõ êiíöiâ â D i, êðiì òîãî, ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {G−1
m }∞m=1 ¹ îäíîñòàéíî

íåïåðåðâíîþ â D ÿê ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü ç D â DP . Ñïðàâäi, îñêiëüêè çà äî-

âåäåíèì ó ïóíêòi II âiäîáðàæåííÿ Gm, m = 1, 2, . . . , ¹ êiëüöåâèìè KµGm
(z) -

ãîìåîìîð�içìàìè â D, îáåðíåíi äî íèõ âiäîáðàæåííÿ G−1
m çàäîâîëüíÿþòü

ñïiââiäíîøåííÿ (1.11). Îñêiëüêè G−1
m (0) = z0 äëÿ âñiõ m = 1, 2, . . . , íåïå-

ðåðâíå ïðîäîâæåííÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ G−1
m íà ∂D, à òàêîæ îäíîñòàéíà

íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ âiäîáðàæåíü {G−1
m }∞m=1 íà D (â òåðìiíàõ G−1

m : D → DP )

¹ ðåçóëüòàòîì òåîðåìè 2.3.3.

IV. Îñêiëüêè çà äîâåäåíèì ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {Gm}∞m=1 ¹ îäíîñòàéíî

íåïåðåðâíîþ â D, çà êðèòåði¹ì Àðöåëà-Àñêîëi iñíó¹ çðîñòàþ÷à ïiäïîñëiäîâ-

íiñòü íîìåðiâ mk, k = 1, 2, . . . , òàêà ùî ïîñëiäîâíiñòü Gmk
çáiãà¹òüñÿ ëî-

êàëüíî ðiâíîìiðíî â D ïðè k → ∞ äî äåÿêîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ

G : D → C (äèâ., íàïð., [99, òåîðåìà 20.4℄). Çà ëåìîþ 2.3.1 ìà¹ ìiñöå àëüòåð-

íàòèâà: àáî G � ãîìåîìîð�içì îáëàñòi D ó C, àáî G � ñòàëà â C. Ìiðêóþ÷è

àíàëîãi÷íî ïóíêòó VI äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.2, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äðóãèé

âèïàäîê íåìîæëèâèé.

V. Çà äîâåäåíèì ó ïóíêòi II ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {G−1
m }∞m=1 ¹ îäíîñòàéíî

íåïåðåðâíîþ â D. Îòæå, çà êðèòåði¹ì Àðöåëà-Àñêîëi (äèâ., íàïð., [99, òåîðå-

ìà 20.4℄) ìè òàêîæ ìîæåìî ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü G−1
mk

(y), k = 1, 2, . . . ,

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî â D äî äåêîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ F̃ : D → DP

ïðè k → ∞. Âñòàíîâèìî, ùî F̃ = G−1. Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî G(D) = D.

Çà�iêñó¹ìî y ∈ D. Îñêiëüêè Gmk
(D) = D ïðè âñiõ k = 1, 2, . . . , ìè ìà¹ìî

Gmk
(xk) = y ïðè äåÿêîìó xk ∈ D. Îñêiëüêè îáëàñòü D ðåãóëÿðíà, ìåòðè-

÷íèé ïðîñòið (DP , ρ) ¹ êîìïàêòíèì. Îòæå, ìîæíà ââàæàòè, ùî ρ(xk, x0) → 0

ïðè k → ∞, äå x0 ∈ DP . Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà i ç

îãëÿäó íà îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü {Gm}∞m=1 íà DP (ïóíêò II) áóäåìî ìàòè:

|G(x0)− y| = |G(x0)−Gmk
(xk)| 6

6 |G(x0)−Gmk
(x0)|+ |Gmk

(x0)−Gmk
(xk)| → 0
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ïðè k → ∞. Çâiäñè G(x0) = y. Çàóâàæèìî, ùî x0 ∈ D, îñêiëüêè G �

ãîìåîìîð�içì. Â ñèëó äîâiëüíîñòi òî÷êè y ∈ D ðiâíiñòü G(D) = D äîâåäåíà.

Â òàêîìó âèïàäêó, G−1
mk

→ G−1
ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â D ïðè k → ∞ (äèâ.,

íàïð., [39, ëåìà 2.16℄). Òàêèì ÷èíîì, F̃ (y) = G−1(y) ïðè âñiõ y ∈ D. Íàðåøòi,

îñêiëüêè F̃ (y) = G−1(y) ïðè âñiõ y ∈ D i, êðiì òîãî, âiäîáðàæåííÿ F̃ ìà¹

íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà ìåæó îáëàñòi D, òî â ñèëó ¹äèíîñòi ãðàíèöi â

ìåæîâèõ òî÷êàõ ìà¹ìî òàêîæ F̃ (y) = G−1(y) ïðè âñiõ y ∈ D. Îòæå, ìè

äîâåëè, ùî G−1
mk

→ G−1
ðiâíîìiðíî â D ïðè k → ∞ â òåðìiíàõ ìåòðèêè ρ

â DP .

VI. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ïóíêòó VIII äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.2, ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü fmk
= Fmk

◦Gmk
çáiãà¹òüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî

äî �óíêöi¨ f = F ◦G, ÿêà ¹ âiäêðèòîþ i äèñêðåòíîþ, àáî ñòàëîþ �óíêöi¹þ,

ïðè÷îìó, ImF (0) = 0, F ¹ àíàëiòè÷íîþ �óíêöi¹þ â D, êðiì òîãî, ç îãëÿäó

íà (2.95) äëÿ äîâiëüíîãî P ∈ ED

lim
ζ→P

Re f(ζ) = lim
ζ→P

ReF (G(ζ)) = ϕ(G−1(G(P ))) = ϕ(P ) .

VII. Îñêiëüêè çà äîâåäåíèì ó ïóíêòi VI âiäîáðàæåííÿ G ¹ ãîìåîìîð�i-

çìîì, ç îãëÿäó íà [52, ëåìà 1, òåîðåìà 1℄ G ¹ ðåãóëÿðíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿ-

ííÿ (2.94) ç äåÿêîþ �óíêöi¹þ µ : C → D. Îñêiëüêè ìíîæèíà òî÷îê �óíêöi¨

F, äå ¨¨ ÿêîáiàí äîðiâíþ¹ íóëþ, ìîæå ñêëàäàòèñÿ òiëüêè ç içîëüîâàíèõ òî÷îê

(äèâ. [98, ïóíêòè 5 è 6 (II), ãë. V℄), ó âèïàäêó F 6≡ const âiäîáðàæåííÿ f ¹

ðåãóëÿðíèì. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âiäïîâiäíî¨ �óíêöi¨ Kµ = Kµf
âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ òèïó (2.96) (äèâ. [52, ëåìà 1℄). Îòæå, f ∈ FM
ϕ,Φ,z0

(D). ✷

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíi ïðîáëåìè êîìïàêòíîñòi êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi i çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ íüîãî. Îòðèìàíi íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

1. Äîâåäåíi òåîðåìè ïðî êîìïàêòíi êëàñè ãîìåîìîð�içìiâ ç ãiäðîäèíàìi-

÷íèì íîðìóâàííÿì, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi ó äåÿêié æîðäàíî-

âié îáëàñòi, õàðàêòåðèñòèêè ÿêèõ ìàþòü êîìïàêòíèé íîñié i çàäîâîëüíÿþòü
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ïåâíi îáìåæåííÿ iíòåãðàëüíîãî õàðàêòåðó. Îòðèìàíî ðåçóëüòàòè ïðî êîìïà-

êòíi êëàñè ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ çàäà÷ Äiðiõëå, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â äåÿêié

æîðäàíîâié îáëàñòi.

2. Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî êîìïàêòíi êëàñè ãîìåîìîð�içìiâ ç ãiäðîäèíà-

ìi÷íèì íîðìóâàííÿì, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi, õàðàêòåðèñòèêè

ÿêèõ ìàþòü êîìïàêòíèé íîñié i çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi îáìåæåííÿ òåîðåòèêî-

ìíîæèííîãî òèïó. Îòðèìàíî ðåçóëüòàòè ïðî êîìïàêòíi êëàñè ðîçâ'ÿçêiâ âiä-

ïîâiäíèõ çàäà÷ Äiðiõëå, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â äåÿêié æîðäàíîâié îáëàñòi.

3. Îòðèìàíî ðåçóëüòàòè ùîäî êîìïàêòíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå â

îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi â òåðìiíàõ ïðîñòèõ êiíöiâ äëÿ âèïàäêó, êîëè ìàêñèìàëü-

íi äèëàòàöi¨ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi iíòåãðàëüíi îáìåæåííÿ.

Ìàòåðiàëè äðóãîãî ðîçäiëó âèêëàäåíî â ïóáëiêàöiÿõ çäîáóâà÷à [1℄, [24℄,

[31℄.
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�ÎÇÄIË 3

ËIÍIÉÍI I ÊÂÀÇIËIÍIÉÍI �IÂÍßÍÍß ÁÅËÜÒ�ÀÌI. ÂIÄÎÁ�ÀÆÅÍÍß Ç

�IÄ�ÎÄÈÍÀÌI×ÍÈÌ ÍÎ�ÌÓÂÀÍÍßÌ

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ëiíiéíèì i êâàçiëiíiéíèì ðiâíÿííÿì Áåëüòðà-

ìi. �îçäië ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ïiäðîçäiëiâ. Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi îòðèìà-

íi òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ ãîìåîìîð�íèõ ACL -ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ çà

ïåâíèõ óìîâ íà êîìïëåêñíi êîå�iöi¹íòè. Êðiì òîãî, çà äåÿêèõ âiäíîñíî ñëàá-

êèõ óìîâ îòðèìàíi òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ âiäïîâiäíèõ íåïåðåðâíèõ ACL -

ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ¹ ëîãàðè�ìi÷íî ãåëüäåðîâèìè â çàäàíié îáëàñòi. Ó äðóãîìó

ïiäðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi çàäîâîëü-

íÿþòü ãiäðîäèíàìi÷íå íîðìóâàííÿ â îêîëi íåñêií÷åííîñòi. Äîâåäåíî iñíóâàí-

íÿ ðîçâ'ÿçêiâ êëàñó Ñîáîë¹âà ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ç äâîìà õàðàêòåðèñòèêàìè,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïåâíó óìîâó íà äèëàòàöi¨ îáåðíåíèõ âiäîáðàæåíü. Òðåòié

ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ïðîñòîðîâèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü äå-

ÿêèé ïðîñòîðîâèé àíàëîã ãiäðîäèíàìi÷íî¨ óìîâè çðîñòàííÿ â îêîëi íåñêií÷åí-

íî âiääàëåíî¨ òî÷êè. Äîâåäåíî, ùî ãîìåîìîð�içìè âêàçàíîãî êëàñó �îðìóþòü

îäíîñòàéíî íåïåðåðâíi ñiì'¨ çà äåÿêèõ óìîâ íà ¨õ õàðàêòåðèñòèêó. �îçãëÿíóòî

òàêîæ ïèòàííÿ ùîäî çàìêíåíîñòi öèõ êëàñiâ âiäíîñíî ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî¨

çáiæíîñòi. Îòðèìàíi âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè äëÿ âiäîáðàæåíü ç iíòåãðàëüíèìè

îáìåæåííÿìè, à òàêîæ äëÿ êëàñiâ âiäïîâiäíèõ îáåðíåíèõ âiäîáðàæåíü.

3.1. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ç äâî-

ìà õàðàêòåðèñòèêàìè

3.1.1. Ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

�åçóëüòàòè äàíîãî ïiäðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â [2℄. Öåé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷å-

íèé çàñòîñóâàííþ òåîði¨ âiäîáðàæåíü äî òåîðåì iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü

Áåëüòðàìi. Çîêðåìà, éäåòüñÿ ïðî êâàçiëiíiéíi ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi ç äâîìà

êîìïëåêñíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Âiäíîñíî íåùîäàâíî áóëè îòðèìàíi çíà-

÷íi ïðîñóâàííÿ ó íàïðÿìêó iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi,
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äèâ., íàïð., [12℄, [14℄� [16℄ i [39℄. Âêàçàíi ðåçóëüòàòè ïåðåâàæíî ñòîñóþòüñÿ âè-

ïàäêó, êîëè ìàêñèìàëüíà äèëàòàöiÿ ðiâíÿííÿ ìà¹ ñêií÷åííå ñåðåäí¹ êîëèâàí-

íÿ â êîæíié òî÷öi, àáî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ðîçáiæíîñòi iíòåãðàëó òèïó Ëåõòî.

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî àíàëîãi÷íi êâàçiëiíiéíi ðiâíÿííÿ, òîáòî,

âèïàäîê, êîëè âiäïîâiäíi êîå�iöi¹íòè ìîæóòü çàëåæàòè âiä ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿí-

íÿ. Âêàçàíà ñèòóàöiÿ äîñòàòíüî ïîâíî ðîçãëÿíóòà â ðîáîòàõ �. Ñåâîñòüÿíîâà

äëÿ îäíîãî êîìïëåêñíîãî êîå�iöi¹íòà. Íèæ÷å ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê ðiâíÿí-

íÿ ç äâîìà êî¹�iöi¹íòàìè. Îêðåìî áóäóòü ðîçãëÿíóòi óìîâè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü

íàÿâíiñòü íå ãîìåîìîð�íèõ, à ïðîñòî íåïåðåðâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ñëiä çàóâàæè-

òè, ùî âîíè ìàþòü âèùó ñòåïiíü ãëàäêîñòi ó ïîðiâíÿííi ç ðîçâ'ÿçêàìè, ïðî ÿêi

éøëîñÿ âèùå, i ¹ ëîãàðè�ìi÷íî íåïåðåðâíèìè çà �åëüäåðîì (äèâ. âiäïîâiäíi

ïóáëiêàöi¨ [7℄ i [89℄ äëÿ ðiâíÿíü ç îäíèì êîå�iöi¹íòîì).

Ïåðåéäåìî äî îçíà÷åíü. Íåõàé D � îáëàñòü â C . Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî

�óíêöiÿ ν = ν (z, w) : D × C → D çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Êàðàòåîäîði, ÿêùî

ν âèìiðíà ïî z ∈ D ïðè êîæíîìó �iêñîâàíîìó w ∈ C i íåïåðåðâíà ïî

w ∈ C ïðè ìàéæå âñiõ z ∈ D. Íåõàé �óíêöi¨ µ = µ(z, w) i ν = ν(z, w)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Êàðàòåîäîði i, êðiì òîãî, |µ(z, w)| + |ν(z, w)| < 1 ïðè

âñiõ w ∈ C i ìàéæå âñiõ z ∈ D. Ïîêëàäåìî

Kµ,ν(z, w) =
1 + |µ(z, w)|+ |ν(z, w)|
1− |µ (z, w)| − |ν(z, w)| . (3.1)

Íåõàé µ = µ(z, w) : D×C → D i ν = ν(z, w) : D×C → D � �óíêöi¨ òàêi, ùî

ïðè êîæíîìó �iêñîâàíîìó w ∈ C âèêîíàíî óìîâó |µ(z, w)| + |ν(z, w)| < 1

ïðè ìàéæå âñiõ z ∈ D. �îçãëÿíåìî êâàçiëiíiéíå ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi ç äâîìà

õàðàêòåðèñòèêàìè:

fz = µ(z, f(z)) · fz + ν(z, f(z)) · fz . (3.2)

Ôóíêöiÿ Kµ,ν(z, w) â (3.1) íàçèâà¹òüñÿ äèëàòàöi¹þ ðiâíÿííÿ (3.2). Âiäîáðà-

æåííÿ f : D → C áóäåìî íàçèâàòè ðåãóëÿðíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.2),

ÿêùî f ∈ W 1,1
loc i J(z, f) 6= 0 ìàéæå ñêðiçü ó D. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç qz0(r)

ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ �óíêöi¨ Q íàä êîëîì S(z0, r) = {|z − z0| = r},

qz0(r) =
1

2π

2π∫

0

Q(z0 + re iθ) dθ . (3.3)
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� ïðàâèëüíèì íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.1.1. Íåõàé �óíêöi¨ µ(z, w) : D× C → D i ν(z, w) : D× C → D

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Êàðàòåîäîði i, êðiì òîãî, |µ(z, w)|+ |ν(z, w)| < 1 ïðè

âñiõ w ∈ C i ìàéæå âñiõ z ∈ D. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ �óíêöiÿ Q : D →
[1,∞] òàêà, ùî Kµ,ν(z, w) 6 Q(z) ∈ L1

loc(D) äëÿ ìàéæå âñiõ z ∈ D i âñiõ

w ∈ C, äå Kµ,ν âèçíà÷åíî â (3.1). Ïðèïóñòèìî, ùî Q ∈ FMO(D), àáî äëÿ

êîæíîãî z0 ∈ D âèêîíàíî óìîâó

δ(z0)∫

0

dr

rqz0(r)
= ∞ , (3.4)

äå δ(z0) � äåÿêå äîäàòíå ÷èñëî, δ(z0) < dist (z0, ∂D), à qz0(r) âèçíà÷åíî

â (3.3). Òîäi ðiâíÿííÿ (3.2) ìà¹ ðåãóëÿðíèé ãîìåîìîð�íèé ðîçâ'ÿçîê f êëàñó

W 1,1
loc â D, òàêèé ùî f −1 ∈ W 1,2

loc (f(D)).

Iíøîãî ðîäó ðåçóëüòàòè ñòîñóþòüñÿ âèïàäêó, êîëè ðiâíÿííÿ (3.2) ìà¹

ëèøå íåïåðåðâíèé, àëå ëîãàðè�ìi÷íî ãåëüäåðåâèé ðîçâ'ÿçîê, äèâ. ðîáîòè [7℄,

[89℄ ç ïðèâîäó àíàëîãi÷íèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç îäíèì êîå�iöi¹íòîì µ. Íåõàé

J(z, f) 6= 0 i íåõàé âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi fz i fz ó òî÷öi z.

Òîäi ìàêñèìàëüíîþ äèëàòàöi¹þ âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi z áóäåìî íàçèâàòè

íàñòóïíó �óíêöiþ:

Kµf
(z) =

|fz|+ |fz|
|fz| − |fz|

. (3.5)

Ïîêëàäåìî Kµf
(z) = 1 â òî÷êàõ z, äå |fz| + |fz| = 0 òà Kµf

(z) = ∞ ó

òî÷êàõ z, äå |fz| + |fz| 6= 0, àëå J(z, f) = 0. Âèçíà÷èìî òàêîæ âíóòðiøíþ

äèëàòàöiþ ïîðÿäêó p > 1 âiäîáðàæåííÿ f çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

KI,p(z, f) =
|fz|2 − |fz|2
(|fz| − |fz|)p

(3.6)

äå J(z, f) 6= 0. ßê i ó (3.5), ïîêëàäåìî KI,p(z) = 1, ÿêùî |fz| + |fz| = 0, i

KI,p(z) = ∞ ó òî÷êàõ, äå J(z, f) = 0, ïðîòå |fz| + |fz| 6= 0. Çàóâàæèìî, ùî

KI,2(z) = Kµ(z). Ïîêëàäåìî ‖f ′(z)‖ = |fz| + |fz|. Íàãàäà¹ìî, ùî ãîìåîìîð-
�içì f : D → C íàçèâà¹òüñÿ êâàçiêîí�îðìíèì, ÿêùî f ∈ W 1,2

loc (D) i, êðiì

òîãî, iñíó¹ ñòàëà K > 1 òàêà, ùî ‖f ′(z)‖2 6 K · |J(z, f)| ìàéæå ñêðiçü.
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Íåõàé µ = µ(z, w) : D× C → D i ν = ν(z, w) : D× C → D �óíêöi¨, äëÿ

ÿêèõ iñíó¹ âèìiðíà çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ q : D → [0, 1) òàêà, ùî ïðè êîæíîìó

�iêñîâàíîìó w ∈ C i ìàéæå âñiõ z ∈ D âèêîíàíî óìîâó |µ(z, w)|+|ν(z, w)| 6
q(z) < 1. Çà�iêñó¹ìî n > 1 i ïîêëàäåìî

µn(z, w) =

{
µ(z, w), Q0(z) 6 n,

0 , Q0(z) > n ,
(3.7)

i

νn(z, w) =

{
ν(z, w), Q0(z) 6 n,

0 , Q0(z) > n ,
(3.8)

äå Q0 âèçíà÷åíî ðiâíiñòþ

Q0(z) =
1 + q(z)

1− q(z)
. (3.9)

Íåõàé fn � ãîìåîìîð�íèé ACL -ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.2) fn(D) = D , â ÿêî-

ìó ïîêëàäåìî µ 7→ µn(z, w), ν 7→ νn(z, w), òàêèé ùî fn(0) = 0, fn(1) = 1

(âêàçàíèé ðîçâ'ÿçîê âèçíà÷åíî êîðåêòíî ç îãëÿäó íà òåîðåìó Áîÿðñüêîãî ïðî

iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü, äèâ. òåîðåìó 8.2 â [13℄). Çàóâàæè-

ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ gn = f −1
n ¹ êâàçiêîí�îðìíèì, çîêðåìà, âîíî ¹ äè�åðåí-

öiéîâíèì ìàéæå ñêðiçü. Íåõàé Kµgn
(w) � äèëàòàöiÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ

gn, òîáòî,

Kµgn
(w) =

|(gn)w|2 − |(gn)w|2

(|(gn)w| − |(gn)w|)2
. (3.10)

Âèçíà÷èìî òàêîæ âíóòðiøíþ äèëàòàöiþ ïîðÿäêó p âiäîáðàæåííÿ gn â òî-

÷öi w çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi

KI,p(w, gn) =
|(gn)w|2 − |(gn)w|2
(|(gn)w| − |(gn)w|)p

. (3.11)

Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.1.2. Íåõàé µ, ν, µn, νn, fn i gn òàêi, ÿê âêàçàíî âèùå. Íåõàé

Q : D → [1,∞] � âèìiðíà çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþ-

òüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) äëÿ êîæíèõ 0 < r1 < r2 < 1 i y0 ∈ D iñíó¹ ìíîæèíà E ⊂ [r1, r2]

äîäàòíî¨ ëåáåãîâî¨ ìiðè òàêà, ùî �óíêöiÿ Q ¹ iíòåãðîâíîþ ïî êîëàõ S(y0, r)

äëÿ êîæíîãî r ∈ E;
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2) çíàéäåòüñÿ ÷èñëî 1 < p 6 2 i ñòàëà M > 0 òàêi, ùî

∫

D

KI,p(w, gn) dm(w) 6 M (3.12)

äëÿ âñiõ n = 1, 2, . . . , äå KI,p(w, gn) âèçíà÷åíî ó (3.11);

3) Íåðiâíiñòü

Kµgn
(w) 6 Q(w) (3.13)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìàéæå âñiõ w ∈ D, äå Kµgn
âèçíà÷åíî â (3.10). Òîäi ðiâ-

íÿííÿ (3.2) ìà¹ íåïåðåðâíèé W 1,p
loc (D) -ðîçâ'ÿçîê f â D.

Íàñëiäîê 3.1.1. Çîêðåìà, òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.1.2 âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî

â öié òåîðåìi ìè âiäìîâëÿ¹ìîñÿ âiä óìîâè 1), âèìàãà¹ìî óìîâó 3), à óìîâó

2) çàìiíÿ¹ìî íàñòóïíîþ: Q ∈ L1(D). Â öüîìó âèïàäêó, ðîçâ'ÿçîê f ðiâíÿ-

ííÿ (3.2) ìîæå áóòè îáðàíèì òàêèì, ùî ðiâíiñòü

|f(x)− f(y)| 6 C · (‖Q‖1)1/2

log1/2
(
1 + r0

2|x−y|

)
(3.14)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî êîìïàêòó K ⊂ D i âñÿêèõ x, y ∈ K, äå ‖Q‖1
ïîçíà÷à¹ L1

-íîðìó �óíêöi¨ Q â D, C > 0 äåÿêà ñòàëà i r0 = d(K, ∂D).

ßêùî äîäàòêîâî Q(z) ∈ FMO(D), àáî âèêîíàíî óìîâó (3.4) â êîæíié òî÷öi

z0 ∈ D , òî âiäîáðàæåííÿ f ìîæíà îáðàòè ãîìåîìîð�içìîì.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 3.1.1, 3.1.2 òà íàñëiäêó 3.1.1 íàâåäåíî äàëi â òåêñòi.

3.1.2. Iñíóâàííÿ ãîìåîìîð�íîãî ðîçâ'ÿçêó êâàçiëiíiéíîãî ðiâ-

íÿííÿ â îäèíè÷íîìó êðóçi

Äëÿ çðó÷íîñòi ïîêëàäåìî ∂f = fz, ∂f = fz. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

äîâåäåíî â [39, òåîðåìà 9.1℄.

Ïðîïîçèöiÿ 3.1.1. Íåõàé D ⊂ C, i íåõàé fn : D → C � ïîñëiäîâíiñòü

ãîìåîìîð�íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ ∂fn = µn(z)∂fn + νn(z)∂fn êëàñó W 1,1
loc

òàêèõ, ùî

1 + |µn(z)|+ |νn(z)|
1− |µn(z)| − |νn(z)|

6 Q(z) ∈ L1
loc(D)
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ïðè âñiõ n = 1, 2, . . . . ßêùî fn → f ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â D ïðè n → ∞
i f : D → C � ãîìåîìîð�içì ó D, òî f ∈ W 1,1

loc i, êðiì òîãî, ∂fn i ∂fn

çáiãàþòüñÿ ñëàáêî â L1
loc äî ∂f i ∂f, âiäïîâiäíî. ßêùî µn → µ ïðè n→ ∞

i νn → ν ïðè n → ∞ ìàéæå ñêðiçü, òî ∂f = µ(z)∂f + ν(z)∂f ìàéæå

ñêðiçü.

Âàæëèâîþ ¹ íàñòóïíà ëåìà, àíàëîãè ÿêî¨ íåîäíîðàçîâî äîâîäèëèñü â

iíøèõ ñèòóàöiÿõ (äèâ., íàïð., [39, ëåìà 9.1℄).

Ëåìà 3.1.1. Íåõàé �óíêöi¨ µ(z, w) : D × C → D i ν(z, w) : D × C → D

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Êàðàòåîäîði i, êðiì òîãî, |µ(z, w)| + |ν(z, w)| < 1

ïðè âñiõ w ∈ C i ìàéæå âñiõ z ∈ D. Íåõàé, êðiì òîãî, iñíó¹ �óíêöiÿ

Q : D → [1,∞] òàêà, ùî Kµ,ν(z, w) 6 Q(z) ∈ L1
loc(D) äëÿ ìàéæå âñiõ z ∈ D

i âñiõ w ∈ C, äå Kµ,ν âèçíà÷åíî â (3.1). Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

z0 ∈ D iñíóþòü 0 < ε ′0 6 ε0 < dist (z0, ∂D), c > 0, 0 < p < 2 i âèìiðíà çà

Ëåáåãîì �óíêöiÿ ψ : (0,∞) → (0,∞) òàêi, ùî

0 < I(ε, ε0) :=

ε0∫

ε

ψ(t)dt <∞ (3.15)

ïðè ε ∈ (0, ε ′0), I(ε) → ∞ ïðè ε→ 0, i, ïðè öüîìó,

∫

ε<|z−z0|<ε0

Q(z) · ψ 2(|z − z0|) dm(z) 6 c · I p(ε, ε0) . (3.16)

Òîäi ðiâíÿííÿ (3.2) ìà¹ ðåãóëÿðíèé ãîìåîìîð�íèé ðîçâ'ÿçîê f êëàñó W 1,1
loc â

D, òàêèé ùî f −1 ∈ W 1,2
loc (f(D)).

Äîâåäåííÿ. Cêîðèñòà¹ìîñÿ ïiäõîäîì, ÿêèé áóâ çàñòîñîâàíèé ïðè äîâåäåííi

ëåìè 9.1 â [39℄. �îçãëÿíåìî ïîñëiäîâíîñòi �óíêöié

µn(z, w) =

{
µ(z, w), Q(z) 6 n,

0 , Q(z) > n
(3.17)

i

νn(z, w) =

{
ν(z, w), Q(z) 6 n,

0 , Q(z) > n .
(3.18)
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Çàóâàæèìî, ùî Kµn,νn(z, w) 6 n ïðè ìàéæå âñiõ z ∈ D i âñiõ w ∈ C. Îòæå,

|µn(z, w)|+ |νn(z, w)| 6
n− 1

n+ 1
< 1

ïðè ìàéæå âñiõ z ∈ D i ìàéæå âñiõ w ∈ C. Îòæå, çà òåîðåìîþ Áîÿðñüêîãî

ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü (äèâ. òåîðåìó 8.2 â [13℄) iñíó¹

n -êâàçiêîí�îðìíèé ðîçâ'ÿçîê fn ðiâíÿííÿ

∂fn = ∂fnµn(z, fn) + ∂fnνn(z, fn)

òàêèé, ùî fn(0) = 0, fn(1) = 1. Ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ âiäîáðàæåíü µn i νn

ìà¹ìî: Kµfn
(z) 6 Q(z) ìàéæå ñêðiçü, äå Kµfn

(z) âèçíà÷åíî â (3.5). Â òàêîìó

âèïàäêó, çà [50, ñïiââiäíîøåííÿ (6.6), ãë. V℄ êîæíå fn çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

M(fn(Γ(S(z0, r1), S(z0, r2), A))) 6

∫

A(z0,r1,r2)

Q(z) · η2(|z − z0|)dm(z) (3.19)

ó áóäü-ÿêîìó êiëüöi A = A(z0, r1, r2) = {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2} ïðè

äîâiëüíîìó z0 ∈ D, äîâiëüíèõ 0 < r1 < r2 < dist (z0, ∂D) i êîæíî¨ âèìiðíî¨

çà Ëåáåãîì �óíêöi¨ η : (r1, r2) → [0,∞] òàêî¨, ùî

r2∫

r1

η(r) dr > 1 . (3.20)

Òîäi ç îãëÿäó íà ëåìó 5 â [82℄ ïîñëiäîâíiñòü fn ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ âiä-

íîñíî õîðäàëüíî¨ (ñ�åðè÷íî¨) ìåòðèêè h â Rn
. Çà êðèòåði¹ì Àðöåëà-Àñêîëi

(äèâ., íàïð., [99, òåîðåìà 20.4℄) iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü fnk
ïîñëiäîâíîñòi fn,

k = 1, 2, . . . , ÿêà çáiãà¹òüñÿ ïðè k → ∞ äî äåêîãî âiäîáðàæåííÿ f ëîêàëüíî

ðiâíîìiðíî â D. Îòæå, çà ëåìîþ 4.2 â [71℄ âiäîáðàæåííÿ f ¹ àáî ãîìåîìîð-

�içìîì ó D, àáî ñòàëîþ â C. Äðóãà ñèòóàöiÿ âèêëþ÷åíà âðàõîâóþ÷è óìîâè

íîðìóâàííÿ fn(0) = 0, fn(1) = 1. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ìàéæå âñiõ z ∈ D çíà-

éäåòüñÿ íîìåð k0 = k0(z) òàêèé, ùî µnk
(z, w) = µ(z, w), νnk

(z, w) = ν(z, w)

ïðè nk > nk0(z) i âñiõ w ∈ C. Îòæå, äëÿ ì.â. z,

µnk
(z) = µnk

(z, fnk
(z)) → µ(z, f(z)) ,

νnk
(z) = νnk

(z, fnk
(z)) → ν(z, f(z))
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ïðè k → ∞, áî �óíêöi¨ µ i ν íåïåðåðâíi ïî äðóãîìó àðãóìåíòó çà óìîâîþ.

Çà òâåðäæåííÿì 3.1.1 ∂f = µ(z, f)∂f + ν(z, f)∂f, òîáòî, f � ãîìåîìîð�íèé

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.2), ïðè÷îìó f ∈ W 1,1
loc .

Çàóâàæèìî, ùî çà òåîðåìîþ çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi

f −1 ∈ W 1,2
loc (äèâ. [39, íàñëiäîê 2.4℄). Òîäi çà òåîðåìîþ Ìàëîãî-Ìàðòiî f −1

ìà¹ N -âëàñòèâiñòü Ëóçiíà (äèâ., íàïð., [55, íàñëiäîê B℄). Íàðåøòi, çà òåîðå-

ìîþ Ïîíîìàðüîâà J(z, f) 6= 0 ìàéæå ñêðiçü (äèâ., äîâåäåííÿ ïóíêòó (ii) íà

ñòîð. 150 â [58℄). Ëåìà äîâåäåíà.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1.1 âèïëèâà¹ ç ëåìè 3.1.1 i [96, ëåìà 1.3℄.

3.1.3. Iñíóâàííÿ íåïåðåðâíîãî ðîçâ'ÿçêó

Àíàëîã íàñòóïíî¨ ëåìè äîâåäåíèé â [39, òåîðåìà 9.1℄, äèâ. òàêîæ [89,

ëåìà 5.1℄.

Ëåìà 3.1.2. Íåõàé 1 < p 6 2, i fn, n = 1, 2, . . . , ¹ ïîñëiäîâíiñòþ ãîìåî-

ìîð�içìiâ,ÿêi çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ, îáëàñòi D â Rn
, íàëåæàòü äî êëàñó

W 1,2
loc (D) òà çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

∂fn = ∂fnµn(z) + ∂fnνn(z) , (3.21)

äå ∂f = fz, ∂f = fz òà µn i νn � âèìiðíi çà Ëåáåãîì �óíêöi¨, ùî çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíiñòü |νn(z)| + |µn(z)| < 1 ìàéæå ñêðiçü. Ïðèïóñòèìî, ùî fn

çáiãà¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f : D → C ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî ïðè n → ∞, i

µn(z) i νn(z) çáiãàþòüñÿ äî µ(z) i ν(z) ïðè n→ ∞ ìàéæå âñþäè. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî îáåðíåíi âiäîáðàæåííÿ gn := f −1
n íàëåæàòü W 1,2

loc (fn(D)), ïðè
∫

fn(D)

KI,p(w, gn) dm(w) 6M

äëÿ äåÿêîãî M > 0 i áóäü-ÿêèõ n = 1, 2, . . . . Òîäi f ∈ W 1,p
loc (D) i, êðiì

òîãî, µ i ν ¹ êîìïëåêñíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè âiäîáðàæåííÿ f, iíøèìè

ñëîâàìè, ∂f = ∂fµ(z) + ∂fν(z) äëÿ ìàéæå âñiõ z ∈ D.
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Äîâåäåííÿ. Ìè áóäåìî äîâîäèòè ëåìó 3.1.2 àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ [39, òåî-

ðåìà 9.1℄, äèâ. [89, ëåìà 5.1℄. Íåõàé C äîâiëüíèé êîìïàêò ó D. Îñêiëüêè

gn = f −1
n ∈ W 1,2

loc , çà ïðèïóùåííÿì, gn ìàþòü N -âëàñòèâiñòü Ëóçiíà, äèâ.

íàïð. [55, íàñëiäîê B℄. Òîäi J(z, fn) ìàéæå ñêðiçü íå äîðiâíþ¹ íóëþ (äèâ.

äîâåäåííÿ ïóíêòó (ii) íà ñòîð. 150 â [58℄). Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

çàìiíè çìiííèõ ïiä iíòåãðàëîì, äèâ. [33, òåîðåìà 3.2.5℄. Ó öüîìó âèïàäêó ìè

îòðèìó¹ìî, ùî

∫

C

‖f ′
n(z)‖

p
dm(z) =

∫

C

‖f ′
n(z)‖p

J(z, fn)
· J(z, fn) dm(z) =

=

∫

fn(C)

KI,p(w, gn) dm(w) 6M <∞ . (3.22)

Ç (3.22) âèïëèâà¹, ùî f ∈ W 1,p
loc i, êðiì òîãî, ∂fn i ∂fn ñëàáêî çáiãàþòüñÿ

â L1
loc(D) äî ∂f i ∂f, âiäïîâiäíî (äèâ. [74, ëåìà III.3.5℄; äèâ. òàêîæ [73,

ëåìà 2.1℄).

Çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî f ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ fz = µ(z)·fz+ν(z)·fz.
Ïîêëàäåìî ζ(z) = ∂f(z)−µ(z)∂f(z)−ν∂f(z) i ïîêàæåìî, ùî ζ(z) = 0 ìàéæå

ñêðiçü. Íåõàé B � äîâiëüíèé êðóã, ùî íàëåæèòü D ç éîãî çàìèêàííÿì. Çà

íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà

∣∣∣∣∣∣

∫

B

ζ(z) dm(z)

∣∣∣∣∣∣
6 I1(n) + I2(n) + I3(n) , (3.23)

äå

I1(n) =

∣∣∣∣∣∣

∫

B

(∂f(z)− ∂fn(z)) dm(z)

∣∣∣∣∣∣
, (3.24)

I2(n) =

∣∣∣∣∣∣

∫

B

(µ(z)∂f(z)− µn(z)∂fn(z)) dm(z)

∣∣∣∣∣∣
(3.25)

i

I3(n) =

∣∣∣∣∣∣

∫

B

(ν(z)∂f(z)− νn(z)∂fn(z)) dm(z)

∣∣∣∣∣∣
. (3.26)
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Âðàõîâóþ÷è îòðèìàíå âèùå, I1(n) → 0 ïðè n → ∞. Çàëèøèëîñÿ ïðî-

àíàëiçóâàòè âèðàçè I2(n) òà I3(n). Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî çà íåðiâíiñòþ

òðèêóòíèêà, I2(n) 6 I ′
2(n) + I ′′

2 (n), äå

I ′
2(n) =

∣∣∣∣∣∣

∫

B

µ(z)(∂f(z)− ∂fn(z)) dm(z)

∣∣∣∣∣∣

i

I ′′
2 (n) =

∣∣∣∣∣∣

∫

B

(µ(z)− µn(z))∂fn(z) dm(z)

∣∣∣∣∣∣
.

Ç îãëÿäó íà ñëàáêó çáiæíiñòü ∂fn → ∂f ó L1
loc(D) ïðè n → ∞, ìè îòðèìà-

¹ìî, ùî I ′
2(n) → 0 ïðè n → ∞, òîìó ùî µ ∈ L∞(D). Êðiì òîãî, îñêiëüêè

âiäîáðàæåííÿ ∂f ¹ iíòåãðîâíèì ó ñòåïåíi p > 1, iíòåãðàë
∫
E

|∂f(z)| dm(z) ¹

àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì âiäíîñíî E. Êðiì òîãî, îñêiëüêè ∂fn → ∂f ñëàáêî

â L1
loc(D), äëÿ çàäàíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå δ = δ(ε) > 0 , ùî

∫

E

|∂fn(z)| dm(z) 6

6

∫

E

|∂fn(z)− ∂f(z)| dm(z) +

∫

E

|∂f(z)| dm(z) < ε , (3.27)

êîëè m(E) < δ, E ⊂ B, i ÷èñëî n � äîñòàòíüî âåëèêå.

Íàðåøòi, çà òåîðåìîþ �ãîðîâà (äèâ. [75, òåîðåìà III.6.12℄), äëÿ áóäü-

ÿêîãî δ > 0 iñíó¹ ìíîæèíà S ⊂ B òàêà, ùî m(B \ S) < δ i µn(z) → µ(z)

ðiâíîìiðíî â S. Òîäi |µn(z)−µ(z)| < ε äëÿ âñiõ n > n0, äåÿêîãî n0 = n0(ε) i

âñiõ z ∈ S. Ç îãëÿäó íà (3.22), (3.27) òà çà íåðiâíiñòþ �åëüäåðà ìè îòðèìó¹ìî,

ùî

I ′′
2 (n) 6 ε

∫

S

|∂fn(z)| dm(z) + 2

∫

B\S

|∂fn(z)| dm(z) <

< ε ·







∫

fn(D)

KI,p(w, gn) dm(w)




1/p

· (m(B))(p−1)/p + 2





6 (3.28)

6 ε ·
{
M1/p · (m(B))(p−1)/p+ 2

}
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äëÿ n > n0. Îòæå, I
′′
2 (n) → 0 ïðè n → ∞, òîìó I2(n) → 0 ïðè n → ∞.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà âñòàíîâèòè, ùî

I3(n) → 0 (3.29)

ïðè n → ∞ . Îòæå, ç (3.24), (3.25), (3.26), (3.28) i (3.29) âèïëèâà¹, ùî

∫
B

ζ(z) dm(z) = 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ êðóãiâ B , êîìïàêòíî âêëàäåíèõ ó D. Çà

òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî äè�åðåíöiþâàííÿ íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà (äèâ. [75,

IV(6.3)℄), âèïëèâà¹, ùî ζ(z) = 0 ìàéæå ñêðiçü â D. Ëåìà äîâåäåíà.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1.2. �îçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíîçíà÷íèõ

�óíêöié

µn(z, w) =

{
µ(z, w), Q0(z) 6 n,

0 , Q0(z) > n
(3.30)

i

νn(z, w) =

{
ν(z, w), Q0(z) 6 n,

0 , Q0(z) > n ,
(3.31)

äå Q0(z) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (3.9). Íåõàé fn � ãîìåîìîð�íèé

ACL -ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.2), â ÿêîìó ïîêëàäåìî µ 7→ µn(z, w), ν 7→ νn(z, w),

òàêèé ùî fn(0) = 0, fn(1) = 1 (âêàçàíèé ðîçâ'ÿçîê âèçíà÷åíî êîðåêòíî ç

îãëÿäó íà òåîðåìó Áîÿðñüêîãî ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ êâàçiëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü, äèâ. òåîðåìó 8.2 ó [13℄). Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ gn = f −1
n ¹ êâà-

çiêîí�îðìíèì, çîêðåìà, âîíî ¹ äè�åðåíöiéîâíèì ìàéæå ñêðiçü i íàëåæèòü

êëàñó W 1,2
loc (D). Çà [57, òåîðåìà 6.10℄ i ç îãëÿäó íà óìîâó (3.13) äëÿ êîæíîãî

n ∈ N

M(gn(Γ)) 6

∫

D

Kµgn
(w) · ρ2∗(w) dm(w) 6

∫

D

Q(w) · ρ2∗(w) dm(w) (3.32)

äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ êðèâèõ Γ â D i êîæíî¨ �óíêöi¨ ρ∗ ∈ admΓ, äå M �

ìîäóëü ñiì'¨ êðèâèõ. Çà [89, òåîðåìà 1.1℄ ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü fn îäíîñòàéíî

íåïåðåðâíà â D. Îòæå, ç îãëÿäó íà òåîðåìó Àðöåëà-Àñêîëi fn ¹ íîðìàëüíîþ

ñiì'¹þ (äèâ. [99, òåîðåìà 20.4℄), iíøèìè ñëîâàìè, çíàéäåòüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòü

fnl
ïîñëiäîâíîñòi fn, ùî çáiãà¹òüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â D äî äåÿêîãî âiä-

îáðàæåííÿ f : D → D. Íàãàäà¹ìî, ùî êîæíå âiäîáðàæåííÿ fn çàäîâîëüíÿ¹
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ðiâíÿííÿ

∂fn = µn(z, fn(z))∂fn + νn(z, fn(z))∂fn .

Îñêiëüêè Q0(z) ñêií÷åííà ìàéæå ñêðiçü, äëÿ ìàéæå âñiõ z ∈ D çíàéäåòüñÿ

íîìåð l0 = l0(z) òàêèé, ùî µnl
(z, w) = µ(z, w), νnl

(z, w) = ν(z, w) ïðè l > l0

i âñiõ w ∈ C. Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì �óíêöi¨ µ i ν çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

Êàðàòåîäîði, áóäåìî ìàòè:

µnl
(z, fnl

(z)) → µ(z, f(z)) ,

νnl
(z, fnl

(z)) → ν(z, f(z))

ïðè l → ∞. Òîäi çà ëåìîþ 3.1.2 âiäîáðàæåííÿ f íàëåæèòü êëàñó W 1,p
loc (D) i

¹ ðîçâ'ÿçêîì âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi (3.2). ✷

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3.1.1 âiäáóâà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ íàñëiäêó 5.1

â [89℄. Äiéñíî, çà òåîðåìîþ Ôóáiíi ç óìîâè Q ∈ L1(D) âèïëèâà¹ âèìiðíiñòü

iíòåãðàëiâ

∫
S(x0,r)∩D

Q(x) dH1(x) ÿê �óíêöié âiä r òàê ¨õ ñêií÷åííiñòü ìàéæå

ñêðiçü ïðè 0 < r < ∞ (äèâ., íàïð., [75, òåîðåìà 8.1.III℄). Â öüîìó âèïàäêó,

óìîâà (3.12) âèêîíó¹òüñÿ ïðè p = 2. Îòæå, iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (3.2)

i éîãî íàëåæíiñòü êëàñó W 1,2
loc (D) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç òåîðåìè 3.1.2.

Êðiì òîãî, çà [89, òåîðåìà 1.2℄, äèâ. òàêîæ [8, òåîðåìà 1℄

|fn(x)− fn(y)| 6
C · (‖Q‖1)1/2

log1/2
(
1 + r0

|x−y|

) ∀ x, y ∈ K

äëÿ äîâiëüíîãî êîìïàêòó K ⊂ D, äå ‖Q‖1 � íîðìà Q â L1(D), C � äåÿêà

ñòàëà i r0 = d(K, ∂D). Ïåðåõîäÿ÷è òóò äî ãðàíèöi ïðè n→ ∞, ìà¹ìî ñïiââiä-

íîøåííÿ (3.14). Òóò fn � âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷åííi â äîâåäåííi òåîðåìè 3.1.2.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî Q ∈ FMO(D), àáî â êîæíié òî÷öi z0 ∈ D âè-

êîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3.4). Òîäi ïîñëiäîâíiñòü gn óòâîðþ¹ îäíîñòàéíî

íåïåðåðâíó ñiì'þ âiäîáðàæåíü (äèâ. [72, òåîðåìè 6.1 i 6.5℄). Îòæå, ç îãëÿäó

íà òåîðåìó Àðöåëà-Àñêîëi gn ¹ íîðìàëüíîþ ñiì'¹þ (äèâ. [99, òåîðåìà 20.4℄),

iíøèìè ñëîâàìè, çíàéäåòüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòü gnl
ïîñëiäîâíîñòi gn, ùî çái-

ãà¹òüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â D äî äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ g : D → D. Â
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ñèëó óìîâ íîðìóâàííÿ fn(0) = 0 i fn(1) = 1 ìè îòðèìà¹ìî, ùî gnl
(0) = 0 i

gnl
(1) = 1 ïðè âñiõ l = 1, 2, . . . . Òîäi â ñèëó [71, òåîðåìè 4.1 i 4.2℄ âiäîáðàæåí-

íÿ g ¹ ãîìåîìîð�içìîì â D, êðiì òîãî, çà [71, ëåìà 3.1℄ ìè ìà¹ìî òàêîæ, ùî

fnl
→ f = g−1

ïðè l → ∞ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â D. Äàëi çàñòîñó¹ìî ñõå-

ìó ìiðêóâàíü, âèêîðèñòàíó âèùå ó âèïàäêó iíòåãðîâíî¨ �óíêöi¨ Q. Îñêiëüêè

µn(z) → µ(z) i νn(z) → ν(z) ïðè n → ∞ i ïðè ìàéæå âñiõ z ∈ D, çà ëå-

ìîþ 3.1.2 âiäîáðàæåííÿ f íàëåæèòü êëàñó W 1,2
loc (D) i ¹ ðîçâ'ÿçêîì âèõiäíîãî

êâàçiëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi (3.2). Íàñëiäîê 3.1.1 äîâåäåíèé. ✷

3.1.4. Ïðèêëàäè

Ïðèêëàä 3.1.1. Ïîáóäó¹ìî ïðèêëàä íåïåðåðâíîãî, àëå íå ãîìåîìîð�íîãî

ðîçâ'ÿçêó êâàçiëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (3.2), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè íàñëiäêó 3.1.1

(çîêðåìà, òåîðåìè 3.1.2). Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèòóàöiþ, êîëè ν(z, w) ≡ 0, ïðè-

÷îìó, êîðèñòó¹ìîñÿ êîíñòðóêöiþ ïðèêëàäó, íàâåäåíîãî â [7, ðîçäië 3℄. Íåõàé

p > 1 � äîâiëüíå ÷èñëî i íåõàé 0 < α < 2/p. ßê çàçâè÷àé, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

çàïèñ z = reiθ, r > 0 è θ ∈ [0, 2π). Ïîêëàäåìî

µ(z, w) =





e2iθ · 2r−α(2r−1)
2r+α(2r−1) , 1/2 < |z| < 1, |w| > 1,

e2iθ · |w|α+1−α(2r−1)
|w|α+1+α(2r−1), 1/2 < |z| < 1, |w| < 1,

0 , |z| 6 1/2 .

(3.33)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

∂f

∂f
= e2iθ

rfr + ifθ
rfr − ifθ

, (3.34)

äèâ. ðiâíiñòü (11.129) â [58℄, ìè îòðèìó¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ

f(z) =

{
z
|z|(2|z| − 1)1/α, 1/2 < |z| < 1,

0 , |z| 6 1/2
(3.35)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ fz = µ(z, f(z)) · fz, äå �óíêöiÿ µ çàäà¹òüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿì (3.33). Çàóâàæèìî, ùî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó âêàçàíîãî ðiâíÿ-

ííÿ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ òåîðåìîþ 3.1.2 (äëÿ öüîãî ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ âñiõ

óìîâ öi¹¨ òåîðåìè). Äiéñíî, �óíêöiÿ ϕ(x, c) = x−c
x+c ìà¹ äîäàòíó ïîõiäíó ïðè
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c := α(2r− 1) > 0, òîìó ïðè x ∈ [0, 1] öÿ �óíêöiÿ äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìàëü-

íîãî çíà÷åííÿ â òî÷öi x = 1. Îòæå,
∣∣∣∣e

2iθ · |w|
α + 1− α(2r − 1)

|w|α + 1 + α(2r − 1)

∣∣∣∣ =
|w|α + 1− α(2r − 1)

|w|α + 1 + α(2r − 1)
6 (3.36)

6
2− α(2r − 1)

2 + α(2r − 1)
.

Áåðó÷è äî óâàãè äðiá ïðàâîðó÷ ó (3.36), ïîêëàäåìî

q(z) := e2iθ · 2− α(2r − 1)

2 + α(2r − 1)
. (3.37)

Äëÿ çàäàíî¨ ñïiââiäíîøåííÿì (3.37) �óíêöi¨ q âiäïîâiäíîþ äî íå¨ �óíêöi¹þ

Q0(z) áóäå �óíêöiÿ

Q0(z) =

{
2

α(2|z|−1), 1/2 < |z| < 1,

1 , |z| 6 1/2
. (3.38)

Íåõàé k > 1/α. Çàóâàæèìî, ùî Q0(z) 6 k ïðè |z| > 2+kα
2kα i Q0(z) > k â

iíøîìó âèïàäêó. Íåõàé, ÿê i ðàíiøå,

µk(z, w) =

{
µ(z, w), Kµ(z) 6 k,

0 , Kµ(z) > k .

Âiäçíà÷èìî, ùî ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ fz = µk(z, f(z)) · fz ¹ âiäîáðàæåííÿ

fk(z) =





z
|z|(2|z| − 1)1/α, 2+kα

2kα < |z| < 1,

z

(2+kα
2kα )

·
(

2
kα

)1/α
, |z| 6 2+kα

2kα

,

ïðè öüîìó, îáåðíåíi âiäîáðàæåííÿ gk(y) = f −1
k (y) îá÷èñëþþòüñÿ çà �îðìó-

ëîþ

gk(y) =





y(|y|α+1)
2|y| ,

(
2
kα

)1/α
< |y| < 1,

y· 2+kα
2kα

( 2
kα)

1/α , |y| 6
(

2
kα

)1/α . (3.39)

Ïðÿìèìè îá÷èñëåííÿìè i âèêîðèñòîâóþ÷è �îðìóëó (3.34), ìîæíà ïîêàçàòè,

ùî

(fk)z
(fk)z

= e2iθ 2r−α(2r−1)
2r+α(2r−1)

. Òîäi

Kµfk
(z) =

{
4|z|

2α(2|z|−1),
2+kα
2kα < |z| < 1,

1 , |z| 6 2+kα
2kα

. (3.40)
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Íàì ñëiä ïåðåâiðèòè, ÷è âèêîíó¹òüñÿ (3.13) äëÿ äåÿêî¨ iíòåãðîâíî¨ â D �óí-

êöi¨ Q. Äëÿ öi¹¨ ìåòè, ïiäñòàâèìî âiäîáðàæåííÿ gk ç (3.39) ó ìàêñèìàëüíó

äèëàòàöiþ Kµk
, âèçíà÷åíó ðiâíiñòþ (3.40) (äèâ. ç öüîãî ïðèâîäó �îðìóëó (4)

ãë. I, C â [10℄). Òîäi

Kµgk
(y) := Kµk

(gk(y)) =

{ |y|α+1
α|y|α ,

(
2
kα

)1/α
< |y| < 1 ,

1 , |y| 6
(

2
kα

)1/α .

Çàóâàæèìî, ùî Kµgk
(y) 6 Q(y) := |y|α+1

α|y|α ïðè âñiõ y ∈ D, ïðè öüîìó, �óíêöiÿ

Q iíòåãðîâíà â D íàâiòü â ñòåïåíi p, à íå òiëüêè â ñòåïåíi 1 (äèâ. ìiðêóâà-

ííÿ, âèêîðèñòàíi ïðè ðîçãëÿäi [58, ïðîïîçèöiÿ 6.3℄). Çà ïîáóäîâîþ fk(0) = 0

i fk(1) = 1. Òîìó âñi óìîâè íàñëiäêó 3.1.1 (çîêðåìà, òåîðåìè 3.1.2) âèêîíóþ-

òüñÿ, à ó ÿêîñòi áàæàíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ fz = µ(z) ·fz ìîæíà ðîçãëÿíóòè
âiäîáðàæåííÿ f = f(z), âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ (3.35). Áiëüøå òîãî, ç äîâåäåí-

íÿ öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ f ¹ âêàçàíèì òàì ðîçâ'ÿçêîì,

îñêiëüêè f ¹ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi fk. Çàóâàæè-

ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ ãîìåîìîð�íèì ðîçâ'ÿçêîì, òàêîæ âîíî íå ¹ àíi

âiäêðèòèì, àíi äèñêðåòíèì.

Ïðèêëàä 3.1.2. Íåõàé f � âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå ñïiââiäíîøåííÿì (3.35).

Êîðèñòóþ÷èñü �îðìóëîþ fz = frrz + fθθz, ìè îòðèìà¹ìî, ùî fz = (2r −
1)(1/α)−1

(
1
α + 2r−1

2r

)
. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî fz ¹ äiéñíèì ÷èñëîì ïðè âñiõ z ∈ D,

îòæå, fz = fz. Îòæå, ìè ìîæåìî çàïèñàòè:

fz = µ(z, f)fz =
1

2
· µ(z, f)fz +

1

2
· ν(z, f)fz ,

äå µ(z, w) = ν(z, w) i µ(z, w) âèçíà÷åíî ñïiââiäíîøåííÿì (3.33). Çà äîâåäå-

íèì âèùå â ïðèêëàäi 3.1.1 ðiâíÿííÿ fz = µ(z, f)fz + ν(z, f)fz ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

f, âèçíà÷åíèé ñïiââiäíîøåííÿì (3.35), ïðè÷îìó êîå�iöi¹íòè öüîãî ðiâíÿííÿ

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè íàñëiäêó 3.1.1 (çîêðåìà, òåîðåìè 3.1.2).

3.2. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ç äâîìà

õàðàêòåðèñòèêàìè òà ãiäðîäèíàìi÷íèì íîðìóâàííÿì

�åçóëüòàòè äàíîãî ïiäðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â [30℄. Ó ðîáîòàõ äîíåöüêî¨ òà

æèòîìèðñüêî¨ íàóêîâèõ øêië ðîçãëÿäàëèñÿ ïðîáëåìè, ïîâ'ÿçàíi ç iñíóâàííÿì
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ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (äèâ., íàïð., [7℄, [39℄,

[58℄ i [89℄) f(0) = 0 òà f(1) = 1. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî äåÿêå

iíøå, òàê çâàíå ãiäðîäèíàìi÷íå íîðìóâàííÿ. Íåõàé µ : D → D i ν : D → D

� âèìiðíi çà Ëåáåãîì �óíêöi¨. ßê i ðàíiøå, ïîçíà÷èìî

Kµ,ν(z) =
1 + |µ(z)|+ |ν(z)|
1− |µ (z)| − |ν(z)| . (3.41)

�îçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi ç äâîìà õàðàêòåðèñòèêàìè:

fz = µ(z) · fz + ν(z) · fz , (3.42)

äå µ = µ(z) i ν = ν(z) çàäàíi âèìiðíi �óíêöi¨, ïðè÷îìó, |µ(z)| < 1 i |ν(z)| <
1 ìàéæå ñêðiçü. Íåõàé µ : D → D i ν : D → D ¹ òàêèìè, ùî ñïiââiäíîøåííÿ

|µ(z)| + |ν(z)| < 1 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìàéæå âñiõ z ∈ D. Ìè áóäåìî ââàæàòè,

ùî µ(z) = ν(z) ≡ 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ C\D. Çà�iêñó¹ìî n > 1 i ïîêëàäåìî:

µn(z) =

{
µ(z), z ∈ C, Kµ,ν(z) 6 n,

0 , z ∈ C, Kµ,ν(z) > n,
(3.43)

i

νn(z) =

{
ν(z), z ∈ C, Kµ,ν(z) 6 n,

0 , z ∈ C, Kµ,ν(z) > n.
(3.44)

Íåõàé fn : C → C ¹ ãîìåîìîð�íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (fn)z = µn(z) ·
(fn)z+νn(z) ·(fn)z (âií iñíó¹ çà [39, òåîðåìà 9.2℄). Ïîêëàäåìî gn(z) := f −1

n (z).

Çàóâàæèìî, ùî fn ¹ êîí�îðìíèì â îêîëi íåñêií÷åííîñòi, îòæå, iñíó¹ íåïå-

ðåðâíå ïðîäîâæåííÿ fn : C → C. Òàêèì ÷èíîì fn(C) = C i fn(∞) = ∞.

Çàóâàæèìî, ùî gn : C → C ¹ êâàçiêîí�îðìíèì, çîêðåìà, gn ¹ ìàéæå ñêðiçü

äè�åðåíöiéîâíèì â C. Çà ïðîïîçèöi¹þ 2.1 â [38℄, fn(z) = anz+ bn+ o(1) ïðè

z → ∞, äå an, bn ∈ C i an 6= 0. Ìîæíà ââàæàòè, ùî an = 1 i bn = 0 äëÿ áóäü-

ÿêîãî n ∈ N. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ïîêëàäà¹ìî f̃n(z) :=
1
an
(fn(z)− bn) ,

áî f̃n òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ fz = µ(z) · fz + ν(z) · fz â C .

Âiäìiòèìî, ùî òàêà �óíêöiÿ fn ¹ ¹äèíîþ. Äiéñíî, fn ¹ ðîçâ'ÿçêîì çâè-

÷àéíîãî ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi fz = µ∗n(z) · fz, äå µ∗n(z) = µn(z) + νn(z) · (fn)z
(fn)z

.

Çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà, |µ∗n(z)| 6 |µn(z)| + |νn(z)| 6 n−1
n+1 < 1. Òàêèì ÷è-

íîì, f ¹ ¹äèíèì çà [12, òåîðåìà 20.4.15℄. Ó ïîäàëüøîìó âåëè÷èíè Kµgn
(w)



132

òà KI,p(w, gn) âèçíà÷åíi ñïiââiäíîøåííÿìè (3.10) i (3.11). � ñïðàâåäëèâèì

íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 3.2.1. Íåõàé D � îáëàñòü ó C òàêà, ùî D ¹ êîìïàêòíîþ

ìíîæèíîþ â C, íåõàé µ : C → D i ν : C → D âèìiðíi çà Ëåáåãîì �óíêöi¨,

ùî äîðiâíþþòü íóëþ â òî÷êàõ, ÿêi íå íàëåæàòü D i íåðiâíiñòü |µ(z)| +
|ν(z)| < 1 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìàéæå âñiõ z ∈ D. Êðiì òîãî, íåõàé µn, νn,

fn i gn òàêi, ÿê âêàçàíî âèùå, n = 1, 2, . . . , i íåõàé Q : C → [1,∞] �

äåÿêà âèìiðíà çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi

óìîâè:

1) äëÿ áóäü-ÿêèõ 0 < r1 < r2 < 1 i y0 ∈ C iñíó¹ ìíîæèíà E ⊂ [r1, r2]

äîäàòíî¨ ìiðè Ëåáåãà òàêà, ùî �óíêöiÿ Q ¹ iíòåãðîâíîþ ïî êîëàõ S(y0, r)

äëÿ áóäü-ÿêîãî r ∈ E;

2) çíàéäåòüñÿ ÷èñëî 1 < p 6 2 , ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî îáìåæåíî¨ îáëàñòi

G ⊂ C iñíó¹ êîíñòàíòà M =MG > 0 òàêà, ùî

∫

G

KI,p(w, gn) dm(w) 6 M (3.45)

äëÿ âñiõ n = 1, 2, . . . , äå KI,p(w, gn) âèçíà÷åíà â (3.11);

3) íåðiâíiñòü

Kµgn
(w) 6 Q(w) (3.46)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìàéæå âñiõ w ∈ C, äå Kµgn
âèçíà÷åíî â (3.10). Òîäi ðiâ-

íÿííÿ (3.42) ìà¹ íåïåðåðâíèé W 1,p
loc (C) -ðîçâ'ÿçîê f â C òàêèé, ùî f(z) =

z + ε(z), äå ε(z) → 0 ïðè z → ∞.

Íàñëiäîê 3.2.1. Çîêðåìà, òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.2.1 âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî,

ó öié òåîðåìi ìè âiäìîâëÿ¹ìîñÿ âiä óìîâè 1), âèìàãà¹ìî óìîâó 3), à óìî-

âó 2) çàìiíÿ¹ìî íà áiëüø ñèëüíó: Q ∈ L1
loc(C). ßêùî G ¹ îáìåæåíîþ îáëà-

ñòþ â C i K ¹ êîìïàêòîì â G , òî iñíó¹ îáëàñòü G ′ ⊂ C i �óíêöiÿ Q ′
, ùî

äîðiâíþ¹ Q ó G ′
i îáåðòà¹òüñÿ â íóëü çîâíi G ′

, òàêi ùî Q ′
¹ iíòåãðîâíîþ

â C i íåðiâíiñòü

|f(x)− f(y)| 6 C

log1/2
(
1 + r0

2|x−y|

)
(3.47)
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âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ K, äå C = C(K, ‖Q ′‖1, G) > 0 � äåÿêà

êîíñòàíòà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä K, G i ‖Q ′‖1, ‖Q ′‖1 ïîçíà÷à¹ L1
-

íîðìó Q ′
ó Rn, r0 = d(K, ∂G).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2.1 i íàñëiäêó 3.2.1 íàâîäÿòüñÿ íèæ÷å.

3.2.1. Iñíóâàííÿ íåïåðåðâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi

Äëÿ îáëàñòåé D,D ′ ⊂ Rn, n > 2, i âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì �óíêöi¨ Q :

Rn → [0,∞] , ÿêà äîðiâíþ¹ íóëþ â òî÷êàõ, ÿêi íå íàëåæàòü îáëàñòi D ′, ìè

áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç RQ(D,D
′) ñiì'þ âñiõ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðà-

æåíü f : D → D ′
òàêèõ, ùî â êîæíié òî÷öi y0 ∈ D ′

âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíî-

øåííÿ (1.11). Çàóâàæèìî, ùî îçíà÷åííÿ êëàñó RQ(D,D
′) íå ïåðåäáà÷à¹ ñþ-

ðü¹êòèâíîñòi âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi D íà D′
ó öüîìó êëàñi f ∈ RQ(D,D

′).

Âñþäó äàëi Hn−1
ïîçíà÷à¹ (n−1) -âèìiðíó ìiðó Õàóñäîð�à. Ñïðàâåäëè-

âå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ (äèâ. [89, òåîðåìà 1.1℄).

Ïðîïîçèöiÿ 3.2.1. Íåõàé D i D ′
� îáëàñòi â Rn, n > 2, i íåõàé D ′

� îáìåæåíà îáëàñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y0 ∈ D ′
i äëÿ

áóäü-ÿêèõ 0 < r1 < r2 < r0 := sup
y∈D ′

|y − y0| iñíó¹ ìíîæèíà E ⊂ [r1, r2]

äîäàòíî¨ ìiðè Ëåáåãà òàêà, ùî �óíêöiÿ Q iíòåãðîâíà âiäíîñíî Hn−1
íàä

ñ�åðàìè S(y0, r) äëÿ êîæíîãî r ∈ E. Òîäi ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü RQ(D,D
′) ¹

îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ ó êîæíié òî÷öi x0 ∈ D.

Çàóâàæåííÿ 3.2.1. Äëÿ îáëàñòåé D,D ′ ⊂ Rn, n > 2, i âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì

�óíêöi¨ Q : Rn → [0,∞] , ÿêà äîðiâíþ¹ íóëþ â òî÷êàõ, ÿêi íå íàëåæàòü D ′
,

ïîçíà÷èìî ÷åðåç RQ(D,D
′) ñiì'þ óñiõ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü

f : D → D ′
òàêèõ, ùî â êîæíié òî÷öi y0 ∈ D ′

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

M(Γf (y0, r1, r2)) 6
ωn−1

In−1
,

äå

I =

r2∫

r1

dt

tq
1/(n−1)
y0 (t)

,
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qy0(r) = 1
ωn−1rn−1

∫
S(y0,r)

Q(y) dHn−1(y), ωn−1 � ïëîùà îäèíè÷íî¨ ñ�åðè Sn−1

ó Rn, òà äëÿ áóäü-ÿêèõ 0 < r1 < r2 < r0 := sup
y∈D ′

|y − y0|. Ïðèïóñòèìî, ùî

äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y0 ∈ D ′
i äëÿ êîæíîãî 0 < r1 < r2 < r0 := sup

y∈D ′

|y − y0|

çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà E ⊂ [r1, r2] äàäàòíî¨ ìiðè Ëåáåãà òàêà, ùî �óíêöiÿ

Q iíòåãðîâíà âiäíîñíî Hn−1
íàä ñ�åðîþ S(y0, r) äëÿ êîæíîãî r ∈ E. Òîäi

ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü RQ(D,D
′) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ ó êîæíié òî÷öi

x0 ∈ D.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ ìàéæå ïîâíiñòþ ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ òåî-

ðåìè 1.1 ó [89℄. Çàóâàæèìî, ùî �óíêöiþ Q ó íàâåäåíîìó òâåðäæåííi ìîæíà

ðîçïîâñþäèòè çà ìåæi îáëàñòi D ′
äîâiëüíèì ñïîñîáîì i íå îáîâ'ÿçêîâî íóëåì.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2.1. Íåõàé fn, n = 1, 2, . . . , ¹ âiäîáðàæåííÿì ç

óìîâè òåîðåìè. Äîâåäåìî, ùî {fn}∞n=1 óòâîðþþòü íîðìàëüíó ñiì'þ âiäîáðà-

æåíü. Çà�iêñó¹ìî äîâiëüíó êîìïàêòíó ìíîæèíó C ⊂ C. Îñêiëüêè D ¹ êîì-

ïàêòîì ó C, iñíó¹ îáëàñòü G ⊂ C ç êîìïàêòíèì çàìèêàííÿì ó C òàêèì, ùî

C ∪D ⊂ G.

Ïîêëàäåìî f̃n =
1

fn(1/z)
. Îñêiëüêè

fn(z) = z + o(1)

ïðè z → ∞, lim
z→∞

fn(z) = ∞. Áóäåìî ââàæàòè f̃n(0) = 0. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi-

÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 2.1.1, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî:

à) iñíó¹ f̃ ′
n(0), ïðè÷îìó f̃ ′

n(0) = 1;

á) iñíó¹ ÷èñëî 1/r0, ÿêå çàëåæèòü ëèøå âiä G, òàêå ùî G ⊂ B(0, 1/r0),

ïðè÷îìó âiäîáðàæåííÿ f̃n =
1

fn(1/z)
¹ êîí�îðìíèì ó B(0, r0) i

fn(C \B(0, 1/r0)) ⊃ C \ B(0, 4/r0) . (3.48)

Îñêiëüêè fn ¹ ãîìåîìîð�içìîì â C, çà (3.48) ìè îòðèìà¹ìî, ùî

fn(B(0, 1/r0)) ⊂ B(0, 4/r0) . (3.49)

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè fn ÿâëÿþòüñÿ n -êâàçiêîí�îðìíèìè, âiäîáðàæåííÿ

gn = f −1
n ¹ êâàçiêîí�îðìíèìè, çîêðåìà, fn ∈ W 1,2

loc (B(0, 4/r0)). Çà [57, òåî-
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ðåìà 6.10℄, (3.46) òà (3.49) ìè îòðèìà¹ìî, ùî

M(gn(Γ)) 6

∫

fn(B(0,1/r0))

Kµgn
(w) · ρ2∗(w) dm(w) 6 (3.50)

6

∫

B(0,4/r0)

Q(w) · ρ2∗(w) dm(w)

äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N, áóäü-ÿêî¨ ñiì'¨ êðèâèõ Γ â fn(B(0, 1/r0)), i êîæíî¨

�óíêöi¨ ρ∗ ∈ admΓ. Ç (3.50) âèïëèâà¹, ùî

M(gn(Γ)) 6

∫

B(0,4/r0)

Q(w) · ρ2∗(w) dm(w)

äëÿ òèõ ñàìèõ �óíêöié ρ. Çà ïðîïîçèöi¹þ 3.2.1 ñiì'ÿ {fn}∞n=1 ¹ îäíîñòàé-

íî íåïåðåðâíîþ ó B(0, 1/r0). Îòæå, çà òåîðåìîþ Àðöåëà-Àñêîëi fn ¹ íîð-

ìàëüíîþ ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü (äèâ., íàïðèêëàä, [99, òåîðåìà 20.4℄), iíøèìè

ñëîâàìè, iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü fnk
, ùî çáiãà¹òüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî C

äî äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ f : B(0, 1/r0) → B(0, 4/r0). Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî

µn(z) → µ(z) ïðè n→ ∞ i νn(z) → ν(z) ïðè n → ∞ äëÿ ìàéæå âñiõ z ∈ D,

òîìó ùî |µ(z)| < 1 ìàéæå ñêðiçü i, îòæå, Kµ(z) ó (3.5) ¹ ñêií÷åííîþ äëÿ ìàé-

æå âñiõ z ∈ D. Òîäi ç (3.45) i çà ëåìîþ 3.1.2 âiäîáðàæåííÿ f íàëåæèòü êëàñó

W 1,p
loc (D) i êðiì òîãî, f ¹ ðîçâ'ÿçêîì (3.42).

Òå, ùî ãðàíè÷íå âiäîáðàæåííÿ f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó f(z) = z + o(1)

ïðè z → ∞, ìîæå áóòè âñòàíîâëåíî òàê ñàìî, ÿê ó ïóíêòi II äîâåäåííÿ

òåîðåìè 2.1.1. ✷

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3.2.1. Íåõàé G i K âiäïîâiäàþòü óìîâàì íàñëiäêó.

Ïîâòîðþþ÷è äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2.1, ìè ìîæåìî ïîìiòèòè, ùî gn çàäîâîëü-

íÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

M(gn(Γ)) 6

∫

fn(B(0,1/r0))

Kµgn
(w) · ρ2∗(w) dm(w) 6

∫

C

Q ′(w) · ρ2∗(w) dm(w) ,

äå Q ′(w) =




Q(w) , w ∈ B(0, 4/r0) ,

0 , w /∈ B(0, 4/r0)
, äå �óíêöiÿ Q ′

iíòåãðîâíà â C. Çà [89,
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òåîðåìà 4.1℄ âiäíîøåííÿ

|fn(x)− fn(y)| 6
C

log1/2
(
1 + r0

2|x−y|

)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ K i áóäü-ÿêîãî êîìïàêòó K â G, äå C =

C(K, ‖Q ′‖1, G) > 0 � äåÿêà êîíñòàíòà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä K, G i ‖Q ′‖1,
‖Q ′‖1 ïîçíà÷à¹ L1

-íîðìó Q ′
â Rn, òà r0 = d(K, ∂G). Ïåðåõîäÿ÷è òóò äî

ãðàíèöi ïðè n→ ∞, îòðèìó¹ìî ïîòðiáíå ñïiââiäíîøåííÿ (3.47). ✷

3.2.2. Òåîðåìà çáiæíîñòi

Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn, n > 2, íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðà-

æåííÿì iç ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, ÿêùî f ∈ W 1,1
loc (D) i iñíó¹ �óíêöiÿ

K : D → [1,∞) òàêà, ùî ‖f ′(x)‖n 6 K(x) · |J(x, f)| äëÿ ìàéæå áóäü-ÿêîãî

x ∈ D.

Äëÿ çàäàíèõ �óíêöi¨ Q : C → C, ÷èñåë 1 < p 6 2, 0 < M < ∞ i

îáëàñòi G òàêî¨, ùî G ¹ êîìïàêòîì â C, ïîçíà÷èìî çà FQ,p,M(G) ñiì'þ âñiõ

W 1,1
loc -ãîìåîìîð�içìiâ f : C → C çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, ÿêi êîí�îðìíi

ïîçà G i ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (3.42) â C òàêèõ, ùî

1) f(z) = z + εf(z), äå εf(z) → 0 ïðè z → ∞;

2) iñíó¹ êîíñòàíòà M =MG > 0 òàêà, ùî

∫

G

KI,p(w, g) dm(w) 6 M, (3.51)

äå g := f −1
i KI,p(w, g) âèçíà÷åíà â (3.11);

3) íåðiâíiñòü

Kµg
(w) 6 Q(w) (3.52)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ g := f −1
i äëÿ ìàéæå âñiõ w ∈ C, äå �óíêöiÿ Kµg

âèçíà÷åíà

â (3.10). Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.2.2. Ïðèïóñòèìî, äëÿ êîæíèõ 0 < r1 < r2 < 1 i y0 ∈ C iñíó¹

ìíîæèíà E ⊂ [r1, r2] äîäàòíî¨ ìiðè Ëåáåãà òàêà, ùî �óíêöiÿ Q iíòåãðîâíà



137

ïî êîëàõ S(y0, r) äëÿ áóäü-ÿêîãî r ∈ E. Òîäi ñiì'ÿ FQ,p,M(G) ¹ íîðìàëüíîþ.

ßêùî fn ∈ FQ,p,M(G), n = 1, 2, . . . , fn → f ïðè n→ ∞ ëîêàëüíî ðiâíîìið-

íî, i µn → µ i νn → ν ïðè n → ∞, òîäi f çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3.42). Ó

öüîìó âèïàäêó f(z) = z + ε(z), ε(z) → 0 ïðè z → ∞ .

Íàñëiäîê 3.2.2. Çîêðåìà, òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.2.2 âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî

çàìiñòü óìîâ íà �óíêöiþ Q, çàçíà÷åíèõ ó öié òåîðåìi, ìè âèìàãà¹ìî, ùîá

Q ∈ L1
loc.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2.2. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâåäåííÿ âèêîðèñòîâó-

¹òüñÿ òîé ñàìèé ïðèíöèï, ùî é ïðè äîâåäåííi ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè 3.1.2.

×åðåç öå ìè îáìåæó¹ìîñÿ òiëüêè ñõåìîþ äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå, äîâåäåìî,

ùî FQ,p,M(G) óòâîðþ¹ íîðìàëüíó ñiì'þ âiäîáðàæåíü. Çà�iêñó¹ìî äîâiëüíó

îáëàñòü G ⊂ C ç êîìïàêòíèì çàìèêàííÿì. Òåïåð ìiðêóþ÷è ïîäiáíî äî äîâå-

äåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3.49), ìè îòðèìó¹ìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ

f(B(0, 1/r0)) ⊂ B(0, 4/r0) (3.53)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî f ∈ FQ,p,M(G). Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî f ìà¹ ñêií-

÷åíå ñïîòâîðåííÿ, òî g := f −1
òàêîæ ìà¹ ñêií÷åíå ñïîòâîðåííÿ (äèâ. [41, òå-

îðåìà 1.2℄). Îòæå, [54, ëåìà 3.1 i òâåðäæåííÿ 2.1℄

M(g(Σr1,r2)) >

r2∫

r1

dr

‖Q‖1(r)
,

äå Σr1,r2 ïîçíà÷à¹ ñiì'þ âñiõ êië S(y0, r) ∩ f(G), r ∈ (r1, r2), i ‖Q‖1(r) =
∫

S(y0,r)∩f(G)
Q(y) dH1(y). Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìè Öèìåðà òà Õåññå, äèâ. [103,

òåîðåìà 3.13℄ i [42, òåîðåìà 5.5℄, ìè îòðèìó¹ìî, ùî

M(g(Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), f(G)))) 6
2π

r2∫
r1

dr
rqy0(r)

,

àáî äåùî â iíøîìó âèãëÿäi,

M(Γf(y0, r1, r2)) 6
2π

r2∫
r1

dr
rqy0(r)

,
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äå Γf(y0, r1, r2) âèçíà÷åíî ïåðåä (1.11). Òåïåð ç çàóâàæåííÿ 3.2.1 âèïëèâà¹,

ùî FQ,p,M(G) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ ó G. Íàðåøòi, çà òåîðåìîþ Àñêîëi-

Àðöåëà FQ,p,M(G) � íîðìàëüíà ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü (äèâ. íàïðèêëàä, [99, òå-

îðåìà 20.4℄).

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî fn ∈ FQ,p,M(G), n = 1, 2, . . . , ¹ ïîñëiäîâíiñòþ,

ÿêà ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ â C äî äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ f : C → C.

Îñêiëüêè çà óìîâîþ µn(z) → µ(z) ïðè n → ∞ i νn(z) → ν(z) ïðè n → ∞
äëÿ ìàéæå âñiõ z ∈ D, òî çà (3.51) i ëåìîþ 3.1.2 âiäîáðàæåííÿ f íàëåæèòü

êëàñó W 1,p
loc (D) i, êðiì òîãî, f ¹ ðîçâ'ÿçêîì (3.42).

Íàðåøòi, ãðàíè÷íå âiäîáðàæåííÿ f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó f(z) = z + o(1)

ïðè z → ∞. Äîâåäåííÿ öüîãî �àêòó àíàëîãi÷íå îñòàííié ÷àñòèíi äîâåäåííÿ

òåîðåìè 3.1.2. ✷

�îçãëÿíåìî íàñòóïíèé ïðèêëàä, äèâ. [89, ïðèêëàä 3℄.

Ïðèêëàä 3.2.1. Íåõàé p = 2, q > 1 äîâiëüíå ÷èñëî i íåõàé 0 < α < 2/q.

ßê çàçâè÷àé, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ z = reiθ, r > 0, θ ∈ [0, 2π).

Ïîêëàäåìî

µ(z) =

{
e2iθ 2r−α(2r−1)

2r+α(2r−1) , 1/2 < |z| < 1,

0 , |z| 6 1/2 .
(3.54)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

µf(z) =
∂f

∂f
= e2iθ

rfr + ifθ
rfr − ifθ

,

äèâ. (11.129) â [58℄, ìè îòðèìó¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ

f(z) =

{
z
|z|(2|z| − 1)1/α, 1/2 < |z| < 1,

0 , |z| 6 1/2
(3.55)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ fz = µ(z) · fz, äå µ âèçíà÷à¹òüñÿ (3.54). Çàóâàæèìî,

ùî äëÿ µ â (3.54) âiäïîâiäíà ìàêñèìàëüíà äèëàòàöiÿ Kµ îá÷èñëþ¹òüñÿ â

íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

Kµ(z) =

{
2|z|

α(2|z|−1), 1/2 < |z| < 1,

1 , |z| 6 1/2
. (3.56)
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Íåõàé k > 1/α. Ïîìiòèìî, ùî Kµ(z) 6 k äëÿ |z| > 1
2 · kα

kα−1 i Kµ(z) > k â

ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. ßê i âèùå, ïîêëàäåìî:

µk(z) =

{
µ(z), Kµ(z) 6 k,

0 , Kµ(z) > k .

Çàóâàæèìî, ùî ïðè êîæíîìó k = 1, 2, . . . âiäîáðàæåííÿ

fk(z) =





z
|z|(2|z| − 1)1/α, 1

2 · kα
kα−1 < |z| < 1,

z
1
2(

kα
kα−1)

·
(

1
kα−1

)1/α
, |z| 6 kα

kα−1

,

¹ ãîìåîìîð�íèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ fz = µk(z) · fz. Êðiì òîãî, îáåðíåíå

âiäîáðàæåííÿ gk(y) = f −1
k (y) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ñïiââiäíîøåííÿìè

gk(y) =





y(|y|α+1)
2|y| ,

(
kα
kα−1

− 1
)1/α

< |y| < 1,
y· kα

2(kα−1)

( kα
kα−1−1)

1/α , |y| 6
(

kα
kα−1 − 1

)1/α . (3.57)

Ç (3.56) âèïëèâà¹, ùî

Kµk
(z) =

{
4|z|

2α(2|z|−1),
1
2 · kα

kα−1 < |z| < 1,

1 , |z| 6 1
2 · kα

kα−1

. (3.58)

Ïîêàæåìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (3.13) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äåÿêî¨ �óíêöi¨ Q ,

ÿêà ¹ iíòåãðîâíîþ â D. Äëÿ öüîãî ìè ïiäñòàâèìî âiäîáðàæåííÿ gk ç (3.57)

ó ìàêñèìàëüíó äèëàòàöiþ Kµk
, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (3.58). Îñêiëüêè

µf −1 = −ν ◦ f −1, ν = fz
fz
µf (äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (4), ðîçä. Ñ, ãë. I â [10℄), òî

â ðåçóëüòàòi òàêî¨ ïiäñòàíîâêè ìè îòðèìà¹ìî, ùî

Kµgk
(y) =

{ |y|α+1
α|y|α ,

(
kα
kα−1 − 1

)1/α
< |y| < 1 ,

1 , |y| 6
(

kα
kα−1 − 1

)1/α .

Çàóâàæèìî, ùî Kµgk
(y) 6 Q(y) := |y|α+1

α|y|α äëÿ âñiõ y ∈ D. Êðiì òîãî, �óíêöiÿ

Q iíòåãðîâíà â D íàâiòü â ñòåïåíi q , à íå òiëüêè â ñòåïåíi 1 (äèâ. [58, ïðî-

ïîçèöiÿ 6.3℄). Ïðîäîâæèìî êîæíå âiäîáðàæåííÿ fk òîòîæíî íà âñþ ïëîùèíó

i ïîêëàäåìî Q(y) ≡ 1 äëÿ y 6∈ D. Ç ìiðêóâàíü, íàâåäåíèõ âèùå, âèïëèâà¹,

ùî âñi âiäîáðàæåííÿ fk, k = 1, 2, . . . , íàëåæàòü äåÿêîìó êëàñó FQ,p,M(G) ç

âêàçàíèì Q . Çàóâàæèìî, ùî ñiì'ÿ fk, k = 1, 2, . . . , ¹ íîðìàëüíîþ, àëå íå ¹
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êîìïàêòíîþ, îñêiëüêè ãðàíè÷íå âiäîáðàæåííÿ f öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi íå ¹ ãî-

ìåîìîð�içìîì. Äëÿ òîãî, ùîá êîìïàêòíiñòü êëàñó ìàëà ìiñöå, íåîáõiäíi iíøi

óìîâè íà õàðàêòåðèñòèêè âiäîáðàæåíü, ðîçãëÿíóòi íèæ÷å.

Äëÿ çàäàíî¨ �óíêöi¨ Q : C → C i îáëàñòi G , ÿêà ìà¹ êîìïàêòíå çàìèêà-

ííÿ â C, ïîçíà÷èìî ÷åðåç RQ(G) ñiì'þ âñiõ W 1,1
loc -ãîìåîìîð�içìiâ f : C → C

çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, ÿêi ¹ êîí�îðìíèìè ïîçà G i ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâ-

íÿííÿ (3.42) â C òàêèõ, ùî:

1) f(z) = z + εf(z), äå εf(z) → 0 ÿê z → ∞;

2) íåðiâíiñòü

Kµg
(w) 6 Q(w) (3.59)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ g := f −1
i äëÿ ì.â. w ∈ C, äå Kµg

âèçíà÷åíî â (3.10).

Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.2.3. ßêùî 1) Q ∈ FMO(C), àáî 2) Q ∈ L1
loc(C) i, êðiì öüîãî,

δ(w0)∫

0

dt

tqw0
(t)

= ∞ (3.60)

äëÿ áóäü-ÿêîãî w0 ∈ C i äåÿêîãî δ(w0) > 0, qw0(r) = 1
2π

2π∫
0

Q(w0 + re iθ) dθ.

Òîäi êëàñ RQ(G) ¹ êîìïàêòíèì.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè íîðìàëüíiñòü RQ(G) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.2.2, ïîòði-

áíî äîâåñòè çàìêíåíiñòü RQ(G). Íåõàé fn ∈ RQ(G), n = 1, 2, . . . , i íåõàé

fn → f ïðè n → ∞. Îñêiëüêè fn(z) = z + o(1) ïðè z → ∞, ïîçíà÷àþ÷è

gn := f −1
n i fn(z) = w îòðèìó¹ìî, ùî z = gn(w) = w − o(1) = w − ε(z(w)) =

w + ε1(w), äå ε1(w) → 0 ïðè w → ∞. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ

òåîðåìè 3.1.2, ìè îòðèìó¹ìî, ùî gn(B(0, 1/r0)) ⊂ B(0, 4/r0) äëÿ áóäü-ÿêîãî

n ∈ N i äîñòàòíüî ìàëîãî r0 > 0. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü gn := f −1
n òàêîæ óòâî-

ðþ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíó ñiì'þ âiäîáðàæåíü (äèâ. [72, òåîðåìè 6.1 i 6.5℄).

Òîìó, çà òåîðåìîþ Àñêîëi-Àðöåëà gk ¹ íîðìàëüíîþ ñiì'¹þ (äèâ. [99, òåî-

ðåìà 20.4℄). Iíøèìè ñëîâàìè, iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü gnk
ç gn , ùî çáiãà¹òüñÿ

ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â C äî äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ g : C → C. Ìiðêóþ÷è
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àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 3.1.2, îòðèìó¹ìî, ùî g(z) ìà¹ ãiäðîäèíàìi÷íå

íîðìóâàííÿ â îêîëi íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè. Òîäi çà [71, òåîðåìè 4.1, 4.2℄

âiäîáðàæåííÿ g ¹ ãîìåîìîð�içìîì â C i g : C → C. Êðiì òîãî, g(C) = C ,

îñêiëüêè g ¹ ãîìåîìîð�içìîì i òî÷êà ∞ � içîëüîâàíà ãðàíè÷íà òî÷êà g

(äèâ., íàïðèêëàä, [58, òåîðåìà 6.2℄). Îòæå, çà [71, ëåìà 3.1℄ ìè òàêîæ ìà¹ìî,

ùî g−1
nk

→ f = g−1
ïðè k → ∞ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â C. Îñêiëüêè fnk

ìà¹ ñêií÷åíå ñïîòâîðåííÿ, òî gnk
:= f −1

nk
òàêîæ ìà¹ ñêií÷åíå ñïîòâîðåííÿ

(äèâ. [41, òåîðåìà 1.2℄). Îòæå, Kµg
(w) 6 Q(w) äëÿ ìàéæå áóäü-ÿêîãî w ∈ C

çà [74, òåîðåìà 3.1 i çàóâàæåííÿ 3.1℄.

3.3. Ïðî âiäîáðàæåííÿ ç ãiäðîäèíàìi÷íèì íîðìóâàííÿì ó åâ-

êëiäîâîìó ïðîñòîði

�åçóëüòàò äàíîãî ïiäðîçäiëó îïóáëiêîâàíèé â [3℄. Âií ïðèñâÿ÷åíèé âiä-

îáðàæåííÿì ç óçàãàëüíåííÿì ãiäðîäèíàìi÷íîãî íîðìóâàííÿ f(z) = z + o(1),

z → ∞. �õ âèâ÷åííÿ ¹ âàæëèâèì, çîêðåìà, ç îãëÿäó íà iñíóâàííÿ âiäïî-

âiäíèõ ãîìåîìîð�íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi. Â ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäi-

ëàõ öüîãî ðîçäiëó âæå äîñëiäæóâàëàñÿ ïðîáëåìà êîìïàêòíîñòi êëàñiâ òàêèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. Ìåòîþ äàíîãî ïiäðîçäiëó ¹ ðîçïîâñþäæåííÿ àíàëîãi÷íèõ ðåçóëü-

òàòiâ ó åâêëiäîâèé n -âèìiðíèé ïðîñòið. Çàóâàæèìî, ùî ¾ïðîñòîðîâèé¿ âèïà-

äîê âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ¾ïëîñêîãî¿ ç îãëÿäó âiäñóòíîñòi ïðÿìîãî àíàëîãó òåî-

ðåìè Êåáå ïðî ÷âåðòü (öÿ òåîðåìà iñòîòíî âèêîðèñòîâóâàëàñÿ ïðè äîâåäåííi,

äèâ. [18, òåîðåìà 1.3℄).

Íåõàé Q : Rn → [0,∞] � âèìiðíà çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ i K � êîìïàêò

ó Rn. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç FQ(K) êëàñ óñiõ ãîìåîìîð�içìiâ f : Rn → Rn, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (2.10) â êîæíié òî÷öi x0 ∈ Rn, f(x) 6= 0 ïðè âñiõ

x 6∈ K, f ∈ ACL(Rn \K), ïðè÷îìó äëÿ áóäü-ÿêîãî r0 > 0 çíàéäåòüñÿ ÷èñëî

M0 =M0(r0) > 0 òàêå, ùî

af̃r0
(0) := exp


 1

nΩn

∫

Bn

log |J(x, f̃r0)| dm(x)


 > M0 , (3.61)

äå f̃r0(x) :=
1
r0
· (ψ ◦ f ◦ ψ)(r0x) i ψ(x) = x

|x|2 .
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Îäíèì ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.3.1. Íåõàé �óíêöiÿ Q çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Q(x) 6 Q0 = const

ïðè ìàéæå âñiõ x ∈ Rn \ K, êðiì òîãî, ïðèïóñòèìî, ùî Q çàäîâîëüíÿ¹

ïðèíàéìíi îäíó ç óìîâ:

1) àáî Q ∈ FMO(Rn),

2) àáî äëÿ êîæíîãî x0 ∈ Rn
iñíó¹ δ0 = δ(x0) > 0 òàêå, ùî

δ0∫

0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

= ∞ , (3.62)

äå qx0(t) =
1

ωn−1tn−1

∫
S(x0,t)

Q(x) dHn−1. Òîäi ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü FQ(K) ¹ îäíî-

ñòàéíî íåïåðåðâíîþ â Rn.

Â òåîðåìi 3.3.1 îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñëiä ðîçóìiòè ÿê ìiæ ìåòðè-

÷íèìè ïðîñòîðàìè (X, d) i (X ′, d ′) , äå X = Rn, X ′ = Rn, d � åâêëiäîâà

ìåòðèêà i d ′ = h � õîðäàëüíà (ñ�åðè÷íà ìåòðèêà).

Çàóâàæåííÿ 3.3.1. Óìîâà (3.61) â îçíà÷åííi êëàñó FQ(K) ¹ iñòîòíîþ, îñêiëü-

êè äîâîëi ëåãêî ïîáóäóâàòè ïðèêëàä ñiì'¨ F ãîìåîìîð�içìiâ f : Rn → Rn
ç

Q ≡ 1 ó Rn
òàêèõ, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà (2.10) òà óìîâè 1)�2) ç �îðìó-

ëþâàííÿ òåîðåìè 3.3.1; ïðîòå, â òîé ñàìèé ÷àñ, öÿ ñiì'ÿ íå áóëà îäíîñòàéíî

íåïåðåðâíîþ â Rn. Â ÿêîñòi òàêî¨ ñiì'¨ ìîæíà âçÿòè, íàïðèêëàä, êëàñ âiä-

îáðàæåíü fm(x) = mx, m = 1, 2, . . . .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3.1 äàíî äàëi â òåêñòi.

3.3.1. Îñíîâíà ëåìà

Íàñòóïíèé ïðîñòîðîâèé àíàëîã òåîðåìè Êåáå ïðî ÷âåðòü íàëåæèòü Àñòà-

ëà òà �åðiíãó, äèâ. [11, òåîðåìà 1.8℄.

Ïðîïîçèöiÿ 3.3.1. Ïðèïóñòèìî, ùî D i D ′
� îáëàñòi â Rn, n > 2. ßêùî

f : D → D ′
� K -êâàçiêîí�îðìíå âiäîáðàæåííÿ, òî äëÿ âñiõ x ∈ D âèêîíó-

þòüñÿ íåðiâíîñòi

1

c
· d(f(x), ∂D

′)

d(x, ∂D)
6 af(x) 6 c · d(f(x), ∂D

′)

d(x, ∂D)
, (3.63)
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äå c � ñòàëà, çàëåæíà òiëüêè âiä K i n, òà

af(x) := exp




1

nΩndn(x, ∂D)

∫

B(x,d(x,∂D))

log |J(x, f̃)| dm(x)


 .

Çàóâàæåííÿ 3.3.2. ßê çàçíà÷åíî â [11, òåîðåìà 1.6℄, äëÿ êîí�îðìíèõ âiä-

îáðàæåíü ïëîùèíè (n = 2 ) âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi: af(x) = |f ′(x)| i c = 4.

ßêùî D = D � îäèíè÷íèé êðóã, x = 0 = f(0) i f ′(0) = 1, òî ç ïðàâî¨ ÷àñòè-

íè íåðiâíîñòi â (3.63) ìè îòðèìà¹ìî, ùî 1 6 4 · d(0, ∂D ′), àáî d(0, ∂D ′) > 1
4 .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî B(0, 1/4) ⊂ f(D), ùî ¹ çìiñòîì êëàñè÷íî¨ òåîðåìè Êåáå.

Ç ìiðêóâàíü, íàâåäåíèõ, íàïðèêëàä, ó äîâåäåííi òåîðåìè 2.1.1, âèïëèâà¹,

ùî ç óìîâè f(z) = z + o(1), z → ∞, z ∈ C, âèêîíàíî¨ äëÿ âiäîáðàæåííÿ

f, êîí�îðìíîãî â äåÿêîìó îêîëi íåñêií÷åííîñòi, âèïëèâà¹, ùî f̃(0) = 0 i

f̃ ′(0) = 1 (äå f̃ âèçíà÷åíî íèæ÷å �îðìóëè (3.61)). Îòæå, â êîíòåêñòi òåîðå-

ìè 3.3.1 óìîâà (3.61) ìîæå áóòè çàìiíåíà óìîâîþ f(z) = z + o(1), z → ∞.

Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.3.1. Íåõàé �óíêöiÿ Q çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Q(x) 6 Q0 = const ïðè

ìàéæå âñiõ x ∈ Rn \ K. Êðiì òîãî, ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ÷èñëî ε0 > 0

òà íåâiä'¹ìíà âèìiðíà çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ ψ : (0,∞) → [0,∞] òàêà, ùî ó

êîæíié òî÷öi x0 ∈ K âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∫

A(x0,ε,ε0)

Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = o (In(ε, ε0)) , (3.64)

äå

0 < I(ε, ε0) :=

ε0∫

ε

ψ(t)dt <∞ ∀ ε ∈ (0, ε0) , (3.65)

ïðè÷îìó I(ε, ε0) → ∞ ïðè ε → 0. Òîäi ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü FQ(K) ¹ îäíî-

ñòàéíî íåïåðåðâíîþ â Rn.

Äîâåäåííÿ. Çà�iêñó¹ìî f ∈ FQ(K) i r0 > 0 � ÷èñëî, òàêå ùî K ⊂ B(0, 1/r0).

Ïîêëàäåìî

f̃r0(x) =
1

r0
·
f
(

x
r0|x|2

)

∣∣∣f
(

x
r0|x|2

)∣∣∣
2 , x ∈ Bn \ {0} . (3.66)
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Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ f ∈ FQ(K) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

‖f ′(x)‖n 6 Cn · |J(x, f)| Qn−1(x) (3.67)

ìàéæå ñêðiçü, äå ‖f ′(x)‖ = sup
|h|=1

|f ′(x)h|, J(x, f) = det f ′(x) i Cn > 0 � äå-

ÿêà ñòàëà, çàëåæíà òiëüêè âiä ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó n (äèâ., íàïð., [78, íàñëi-

äîê 3.4℄). Îòæå, ç íåðiâíîñòi (3.67) âèïëèâà¹, ùî ‖f ′(x)‖n 6 Cn ·|J(x, f)|Qn−1
0

ïðè ìàéæå âñiõ x ∈ Rn \K. Îòæå,

KO(x, f) 6 Cn ·Qn−1
0 <∞ (3.68)

ìàéæå ñêðiçü, äå çîâíiøíÿ äèëàòàöiÿ âiäîáðàæåííÿ f ó òî÷öi x îá÷èñëþ¹òüñÿ

çà ïðàâèëîì

KO(x, f) =





‖f ′(x)‖n
|J(x,f)| , J(x, f) 6= 0,

1, f ′(x) = 0,

∞, â iíøèõ òî÷êàõ

. (3.69)

Çàóâàæèìî, ùî f ¹ äè�åðåíöiéîâíèì ìàéæå ñêðiçü (äèâ., íàïð., [78, òåî-

ðåìà 3.2℄). Òîäi îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì f ∈ ACL(Rn \ K), ç îãëÿäó íà

íåðiâíiñòü (3.68) âiäîáðàæåííÿ f ¹ K0 -êâàçiêîí�îðìíèì â Rn \K, äå K0 �

äåÿêå ÷èñëî, çàëåæíå òiëüêè âiä ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó n (äèâ., íàïð., [99, òå-

îðåìà 34.6℄).

Â òàêîìó âèïàäêó, çàóâàæèìî, ùî òàêèì ¹ i âiäîáðàæåííÿ f̃r0 âèçíà÷åíå

ïî f ó (3.66). Äiéñíî, f̃r0 = ψr0◦f ◦ψr0, äå ψr0(x) = 1
r0
· x
|x|2 , ïðè÷îìó, îñêiëüêè

ψr0 ¹ êîí�îðìíèì âiäîáðàæåííÿì i f̃ ′
r0
(x) = ψ ′

r0
(f(ψr0(x))) ·f ′(ψr0(x)) ·ψ ′

r0
(x),

òî ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ (3.68) òà îá÷èñëåííÿ äèëàòàöié âiä ñóïåðïîçè-

öiÿìè ç êîí�îðìíèìè âiäîáðàæåííÿìè (äèâ. [67, ðîçä. 4, ãë. I℄), áóäåìî ìàòè,

ùî

KO(x, f̃r0) = KO(f(ψr0(x)), ψr0) ·KO(ψr0(x), f) ·K0(x, ψr0) =

= 1 ·KO(ψr0(x), f) · 1 = KO(ψr0(x), f) 6 Cn ·Qn−1
0 (3.70)

äëÿ âñiõ x ∈ Bn. Î÷åâèäíî, âiäîáðàæåííÿ f ¹ ãîìåîìîð�içìîì â Bn \ {0}, i
ùî âîíî ¹ äè�åðåíöiéîâíèì ìàéæå ñêðiçü. Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè êîí�îðìíå

âiäîáðàæåííÿ ψr0(x) = 1
r0
· x
|x|2 ¹ ëîêàëüíîþ êâàçiiçîìåòði¹þ, òî ÿê âíóòði-

øíÿ, òàê i çîâíiøíÿ ñóïåðïîçèöiÿ âiäîáðàæåííÿ f ç íèì íå âèâîäèòü çà ìåæi
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êëàñó ACL (äèâ., íàïð., [61, òåîðåìà 1, ðîçä. 1.1.7 ãë. 1℄). Òîäi çíîâó f̃r0 ¹

K0 -êâàçiêîí�îðìíèì â Bn\{0}, äå K0 � äåÿêå ÷èñëî, çàëåæíå òiëüêè âiä ðîç-

ìiðíîñòi ïðîñòîðó n (äèâ., íàïð., [99, òåîðåìà 34.6℄). Çàóâàæèìî, ùî f̃r0 ìà¹

êâàçiêîí�îðìíå ïðîäîâæåííÿ â òî÷êó x0 = 0 (äèâ., íàïð., [99, òåîðåìà 17.3℄).

Â òàêîìó âèïàäêó, ñàìî âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ êâàçiêîí�îðìíå ïðîäîâæåííÿ

â òî÷êó ∞.

Çàóâàæèìî, ùî f̃r0(0) = 0. Äiéñíî, f(Rn) ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ i çà-

ìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ Rn
ÿê, ç îäíîãî áîêó, âiäêðèòèé îáðàç âiäêðèòî¨ ìíî-

æèíè Rn, à ç iíøîãî � íåïåðåðâíèé îáðàç êîìïàêòó Rn. Îòæå, f(Rn) = Rn.

Îñêiëüêè f(x) 6= ∞ ó Rn, òî f(∞) = ∞. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f̃r0(0) = 0,

ùî i áóëî ïîòðiáíî.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç RQ(K) ñiì'þ âñiõ âiäîáðàæåíü f̃r0 : B
n → Rn : f̃r0(x) =

1
r0
·

f
(

x
r0|x|

2

)

∣∣∣f
(

x
r0|x|

2

)∣∣∣
2 , äå f ∈ FQ(K). Íåõàé f̃r0 ∈ RQ(K). Ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåí-

íÿ (3.61) af̃r0
(0) >M0 =M0(r0). Òîäi çà òâåðäæåííÿì 3.3.1

B(0, c/M0) ⊂ f̃r0(B
n) . (3.71)

Çi ñïiââiäíîøåííÿ (3.71) âèïëèâà¹, ùî

F (Rn \B(0, 1/r0)) ⊃ B(0, cr0/M0) , F (x) = f(x)/|f(x)|2 . (3.72)

Ç óðàõóâàííÿì (3.72) ïîêàæåìî, ùî

f(Rn \B(0, 1/r0)) ⊃ Rn \ B(0,M0/cr0) . (3.73)

Äiéñíî, íåõàé y ∈ Rn \ B(0,M0/cr0), òîäi
y
|y|2 ∈ B(0, cr0/M0). Çi ñïiââiäíî-

øåííÿ (3.72) áóäåìî ìàòè, ùî

y
|y|2 = f(x)/|f(x)|2, x ∈ Rn \ B(0, 1/r0). Òîäi

y = f(x), x ∈ Rn \B(0, 1/r0), ùî i äîâîäèòü (3.73).

Îñêiëüêè f � ãîìåîìîð�içì ó Rn, çi ñïiââiäíîøåííÿ (3.73) âèïëèâà¹,

ùî

f(B(0, 1/r0)) ⊂ B(0,M0/cr0) . (3.74)

Ïîêëàäåìî ∆ := h(Rn \ B(0,M0/cr0)), äå h(Rn \ B(0,M0/cr0)) � õîðäàëü-

íèé äiàìåòð ìíîæèíè Rn \B(0,M0/cr0). Â òàêîì âèïàäêó, ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü
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FQ(K) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â B(0, 1/r0) çà [58, ëåìà 7.6℄. Îòæå, FQ(K)

¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â Rn, áî ÷èñëî r0 > 0 áóëî îáðàíî äîâiëüíèì äî-

äàòíiì.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.3.1 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 3.3.1, áî âè-

êîíàííÿ óìîâ 1) i 2) â öié òåîðåìi ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ñïiââiäíîøåíü (3.64)�

(3.65) çi ñïåöiàëüíî îáðàíèìè �óíêöiÿìè ψ. Äåòàëi äèâ., íàïð., â [58, íàñëi-

äîê 6.3, òåîðåìà 6.4℄, àáî â [96, ëåìà 1.3℄. ✷

3.3.2. Çàìêíåíiñòü îäíîãî ïiäêëàñó FQ(K)

Â ïîâíié ìiði ïèòàííÿ ùîäî çàìêíåíîñòi êëàñó FQ(K) çàëèøà¹òüñÿ âiä-

êðèòèì, îñêiëüêè íåâiäîìî, ÷è ìîæëèâèé ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ó íåðiâíîñòÿõ

òèïó (3.61). Òèì íå ìåíø, ñïðàâåäëèâèì ¹ íàâåäåíå íèæ÷å òâåðäæåííÿ.

Íåõàé Q : Rn → [0,∞] � âèìiðíà çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ i K � êîìïàêò

ó Rn. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç MQ(K) êëàñ óñiõ ãîìåîìîð�içìiâ f : Rn → Rn,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (2.10) â êîæíié òî÷öi x0 ∈ Rn, f(x) 6= 0 ïðè âñiõ

x 6∈ K, f ∈ ACL(Rn \K), ïðè÷îìó äëÿ áóäü-ÿêîãî r0 > 0 çíàéäóòüñÿ ÷èñëà

M0 =M0(r0) > 0 i N0 = N0(r0) > 0 òàêi, ùî

N0 > af̃r0
(0) := exp


 1

nΩn

∫

Bn

log |J(x, f̃r0)| dm(x)


 > M0 , (3.75)

äå f̃r0(x) :=
1
r0
· (ψ ◦ f ◦ ψ)(r0x) i ψ(x) = x

|x|2 . Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà

Ëåìà 3.3.2. Íåõàé �óíêöiÿ Q çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Q(x) 6 Q0 = const

ïðè ìàéæå âñiõ x ∈ Rn \ K, êðiì òîãî, ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ

óìîâè (3.64)�(3.65).

Íåõàé, êðiì òîãî, fm ∈ MQ(K), m = 1, 2, . . . , � ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðà-

æåíü êëàñó MQ(K), ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ f : Rn → Rn

ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî ó Rn
ïðè m → ∞ âiäíîñíî õîðäàëüíî¨ ìåòðèêè h.

Òîäi f(x) 6= ∞ ïðè âñiõ x ∈ Rn, êðiì òîãî, f ¹ ãîìåîìîð�içìîì, ÿêèé

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.10) â êîæíié òî÷öi x0 ∈ Rn, f(x) 6= 0 ïðè âñiõ



147

x 6∈ K, f ∈ ACL(Rn \ K), ïðè÷îìó äëÿ áóäü-ÿêîãî r0 > 0 çíàéäóòüñÿ

÷èñëà M∗ =M∗(r0, f) > 0 i N∗ = N∗(r0, f) > 0 òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

N∗ > af̃r0
(0) := exp


 1

nΩn

∫

Bn

log |J(x, f̃r0)| dm(x)


 > M∗ , (3.76)

äå f̃r0(x) :=
1
r0
· (ψ ◦ f ◦ ψ)(r0x) i ψ(x) = x

|x|2 .

Çàóâàæåííÿ 3.3.3. Çàóâàæèìî, ùî â ëåìi 3.3.2 ÷èñëà M∗ i N∗ ìîæóòü,

âçàãàëi êàæó÷è, çàëåæàòè âiä âiäîáðàæåííÿ f.

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.3.2. Íåõàé fm, m = 1, 2, . . . , � âiäîáðàæåííÿ ç óìîâè

ëåìè. Çà [71, ëåìà 4.2℄ âiäîáðàæåííÿ f ¹ àáî ãîìåîìîð�içìîì f : Rn → Rn,

àáî ñòàëîþ c0 ∈ Rn.

Ïîêàæåìî, ùî äðóãà ñèòóàöiÿ íåìîæëèâà. Íàñàìïåðåä, ìiðêóþ÷è àíà-

ëîãi÷íî äîâåäåííþ ëåìè 3.3.1 òà ç îãëÿäó íà îöiíêó (3.75), ìè îòðèìà¹ìî,

ùî

fm(B(0, 1/r0)) ⊂ B(0,M0/r0) . (3.77)

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.77) âèêëþ÷à¹ âèïàäîê c0 = ∞.

Íåõàé òåïåð c0 6= ∞. �îçãëÿäàþ÷è ñiì'þ âiäîáðàæåíü f̃mr0 ïî àíàëîãi¨

ç (3.66),

f̃mr0(x) =
1

r0
·
fm

(
x

r0|x|2
)

∣∣∣fm
(

x
r0|x|2

)∣∣∣
2 , x ∈ Bn . (3.78)

Ç îãëÿäó íà ëiâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi ó (3.63) òà íà îöiíêó (3.75) áóäåìî ìàòè,

ùî

d(0, ∂f̃mr0(B
n)) 6 caf̃r0

(0) 6 cN∗ , m = 1, 2, . . . .

Òîäi

B(0, 2cN∗) ∩
(
Rn \ f̃mr0(Bn)

)
6= ∅ , m = 1, 2, . . . . (3.79)

Ç (3.79) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ xm ∈ B(0, 2cN∗) òàêèé, ùî xm ∈ B(0, 2cN∗) ∩(
Rn \ f̃mr0(Bn)

)
. Êðiì òîãî, f̃mr0(x) 6= ∞ ïðè âñiõ x ∈ Bn çà îçíà÷åííÿì

êëàñó MQ(K) òà ÷èñëà r0. Òîäi

h
(
Rn \ f̃mr0(Bn)

)
> h(xm,∞) =

1√
1 + |xm|2

> (3.80)
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>
1√

1 + |2cN∗|2
:= δ0 .

Îñêiëüêè âñi âiäîáðàæåííÿ f̃m êâàçiêîí�îðìíi ç çàãàëüíîþ ñòàëîþ êâàçiêîí-

�îðìíîñòi, m = 1, 2, . . . (äèâ. äîâåäåííÿ ëåìè 3.3.1), òî ïðè äîäàòêîâié óìî-

âi (3.80) öÿ ñiì'ÿ ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ (äèâ. [99, òåîðåìà 19.2℄). Çîêðåìà,

äëÿ ÷èñëà ε := 1
r0(c0+1) çíàéäåòüñÿ δ = δ(ε) > 0 òàêå, ùî

|f̃mr0(x)| <
1

r0(c0 + 1)
∀ |x| 6 δ, m = 1, 2, . . . . (3.81)

Òîäi ç îãëÿäó íà (3.81) âiäïîâiäíî äî (3.78) ìè îòðèìà¹ìî, ùî

1
r0

∣∣∣∣·
fm(x)

|fm(x)|2

∣∣∣∣ <
1

r0(c0+1) ïðè |x| > 1
r0δ
, àáî

|fm(x)| > c0 + 1 , |x| > 1

r0δ
, m = 1, 2, . . . . (3.82)

ßêùî æ òåïåð fm(x) → c0 = const ïðè m → ∞ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â Rn

ïðè m → ∞, òî äëÿ ÷èñëà A = 1 çíàéäåòüñÿ íîìåð M∗ = M∗(r0, δ) òàêèé,

ùî

|fm(x)− c0| < 1 , |x| 6 2

r0δ
, m > M∗ . (3.83)

Ç (3.83) òà ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî

|fm(x)| 6 c0 + 1 , |x| 6 2

r0δ
, m > M∗ . (3.84)

Íåðiâíîñòi (3.82) òà (3.84) ñóïåðå÷àòü îäíà îäíié, îòæå, âiäîáðàæåííÿ f ¹

ãîìåîìîð�içìîì f : Rn → Rn, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. Ç îãëÿäó íà óìî-

âè (3.64)�(3.65) âiäîáðàæåííÿ f çàäîâîëüíÿ¹ òàêîæ âèçíà÷àëüíi ñïiââiäíî-

øåííÿ (2.10)�(2.11) (äèâ. [71, òåîðåìà 5.1℄).

Äàëi, f ¹ êâàçiêîí�îðìíèì âiäîáðàæåííÿì íà êîæíié çâ'ÿçíié êîìïî-

íåíòi âiäêðèòî¨ ìíîæèíè Rn \K ÿê ëîêàëüíî ðiâíîìiðíà ãðàíèöÿ êâàçiêîí-

�îðìíèõ âiäîáðàæåíü (äèâ. [99, íàñëiäîê 37.3℄). Îòæå, f ∈ ACL(Rn \ K)

(äèâ. [99, íàñëiäîê 31.4℄).

Äîâåäåìî, ùî f(x) 6= 0 ïðè x ∈ Rn \K. Äiéñíî, îñêiëüêè fm(R
n) = Rn

i fm(x) 6= 0 ïðè x ∈ Rn \K, òî iñíó¹ xm ∈ K òàêå, ùî fm(xm) = 0. Îñêiëüêè
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K � êîìïàêò, òî ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü xmk
∈ K, k = 1, 2, . . .

òàêó, ùî xmk
→ x0, x0 ∈ K. Òîäi çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà òà ç îãëÿäó íà

ëîêàëüíî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü fmk
äî f áóäåìî ìàòè, ùî

|fmk(xmk)− f(x0)| 6 |fmk(xmk)− fmk(x0)|+ |fmk(x0)− f(x0)| → 0

ïðè k → ∞. Îñêiëüêè fmk
(xmk

) = 0, îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ¹ ìîæëèâèì

òiëüêè çà óìîâè f(x0) = 0. Îñêiëüêè f ¹ ãîìåîìîð�içìîì ó Rn, òàêîþ

òî÷êîþ, â ÿêié îáåðòà¹òüñÿ â íóëü âiäîáðàæåííÿ f, ìîæå áóòè ëèøå x0. Òîìó

f(x) 6= 0 ïðè x ∈ Rn \K, ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Íàðåøòi, çàëèøèëîñÿ âñòàíîâèòè ñïiââiäíîøåííÿ (3.76). Îñêiëüêè âiä-

îáðàæåííÿ f̃r0 ¹ êâàçiêîí�îðìíèì (äèâ. äåòàëi äîâåäåííÿ ëåìè 3.3.1), òî öå

ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 3.3.1. Ëåìà 3.3.2 ïîâíi-

ñòþ äîâåäåíà. ✷

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà

Òåîðåìà 3.3.2. Íåõàé �óíêöiÿ Q çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Q(x) 6 Q0 = const

ïðè ìàéæå âñiõ x ∈ Rn \ K, êðiì òîãî, ïðèïóñòèìî, ùî Q ∈ FMO(Rn),

àáî äëÿ êîæíîãî x0 ∈ Rn
iñíó¹ δ0 = δ(x0) > 0 òàêå, ùî âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà (3.62). Íåõàé, êðiì òîãî, fm ∈ MQ(K), m = 1, 2, . . . , � ïîñëiäîâ-

íiñòü âiäîáðàæåíü êëàñó MQ(K), ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ

f : Rn → Rn
ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî ó Rn

ïðè m → ∞ âiäíîñíî õîðäàëüíî¨

ìåòðèêè h. Òîäi f(x) 6= ∞ ïðè âñiõ x ∈ Rn, êðiì òîãî, f ¹ ãîìåîìîð�i-

çìîì, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.10) â êîæíié òî÷öi x0 ∈ Rn, f(x) 6= 0

ïðè âñiõ x 6∈ K, f ∈ ACL(Rn \K), ïðè÷îìó äëÿ áóäü-ÿêîãî r0 > 0 çíàéäó-

òüñÿ ÷èñëà M∗ = M∗(r0, f) > 0 i N∗ = N∗(r0, f) > 0 òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà (3.76), äå f̃r0(x) :=
1
r0
· (ψ ◦ f ◦ ψ)(r0x) i ψ(x) = x

|x|2 .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3.2 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 3.3.2, áî âêàçàíi

ó ïåðøié ÷àñòèíi �îðìóëþâàííÿ óìîâè íà �óíêöiþ Q ¹ îêðåìèì âèïàäêîì

ñïiââiäíîøåíü (3.64)�(3.65) çi ñïåöiàëüíî îáðàíèìè �óíêöiÿìè ψ (äèâ., íàïð.,

[58, íàñëiäîê 6.3, òåîðåìà 6.4℄), äèâ. òàêîæ [96, ëåìà 1.3℄) ✷
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3.3.3. Ïðî êëàñè âiäîáðàæåíü ç iíòåãðàëüíèìè îáìåæåííÿìè

Íåõàé Φ: R+ → R+
� íåñïàäíà �óíêöiÿ, Q0, L0 > 0 � �iêñîâàíi ÷èñëà

i K � êîìïàêò ó Rn. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F
Q0,L0

Φ (K) êëàñ óñiõ ãîìåîìîð�içìiâ

f : Rn → Rn, äëÿ ÿêèõ:

1) çíàéäåòüñÿ âèìiðíà çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ Q = Qf : C → [0,∞] òàêà, ùî

Q(x) 6 Q0 = const ìàéæå ñêðiçü ó Rn \K;

2) âèêîíàíà óìîâà (2.10) â êîæíié òî÷öi x0 ∈ Rn, ïðè÷îìó
∫

Rn

Φ(Q(x)) · dm(x)

(1 + |x|2)n 6 L0 ; (3.85)

3) f(x) 6= 0 ïðè âñiõ x 6∈ K, f ∈ ACL(Rn \K);

4) äëÿ áóäü-ÿêîãî r0 > 0 çíàéäåòüñÿ ÷èñëî M0 =M0(r0) > 0 òàêå, ùî

af̃r0
(0) := exp


 1

nΩn

∫

Bn

log |J(x, f̃r0)| dm(x)


 > M0 , (3.86)

äå f̃r0(x) :=
1
r0
· (ψ ◦ f ◦ ψ)(r0x) i ψ(x) = x

|x|2 .

Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.3.3. Íåõàé Φ : R+ → R+
� íåïåðåðâíà çðîñòàþ÷à îïóêëà �óí-

êöiÿ, ÿêà ïðè äåÿêîìó δ > Φ(0) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∞∫

δ

dτ

τ (Φ−1(τ))
1

n−1

= ∞ . (3.87)

Òîäi ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü F
Q0,L0

Φ (K) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â Rn.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3.3 äóæå ñõîæå íà äîâåäåííÿ ëåìè 3.3.1, òîìó îáìå-

æèìîñÿ ëèøå ñõåìàòè÷íèì äîâåäåííÿì. Çà�iêñó¹ìî f ∈ F
Q0,L0

Φ (K) i äîâiëü-

íèé êîìïàêò C ⊂ Rn. Íåõàé r0 > 0 � ÷èñëî, òàêå ùî C ∪ K ⊂ B(0, 1/r0).

Âèçíà÷èìî f̃r0 çà ñïiââiäíîøåííÿì (3.66). Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ëåìè 3.3.1

ìîæíà ïîêàçàòè, ùî f ¹ K0 -êâàçiêîí�îðìíèì â Rn \ K, äå K0 � äåÿêå

÷èñëî, çàëåæíå òiëüêè âiä ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó n. Òàê ñàìî, ÿê i â ëå-

ìi 3.3.1 ìîæíà ïîêàçàòè, ùî i âiäîáðàæåííÿ f̃r0 ¹ K0 -êâàçiêîí�îðìíèì â
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Bn, ïðè÷îìó f̃r0(0) = 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç R
Q0,L0

Φ (K) ñiì'þ âñiõ âiäîáðà-

æåíü f̃r0 : Bn → Rn : f̃r0(x) = 1
r0

·
f
(

x
r0|x|

2

)

∣∣∣f
(

x
r0|x|

2

)∣∣∣
2 , äå f ∈ F

Q0,L0

Φ (K). Íåõàé

f̃r0 ∈ R
Q0,L0

Φ (K). Ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ (3.61) áóäåìî ìàòè, ùî

f(Rn \B(0, 1/r0)) ⊃ Rn \ B(0,M0/cr0) . (3.88)

Îñêiëüêè f � ãîìåîìîð�içì ó Rn, çi ñïiââiäíîøåííÿ (3.88) âèïëèâà¹, ùî

f(B(0, 1/r0)) ⊂ B(0,M0/cr0) . (3.89)

Ïîêëàäåìî ∆ := h(Rn \ B(0,M0/cr0)), äå h(Rn \ B(0,M0/cr0)) � õîðäàëü-

íèé äiàìåòð ìíîæèíè Rn \B(0,M0/cr0). Â òàêîì âèïàäêó, ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü

F
Q0,L0

Φ (K) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â B(0, 1/r0) çà [71, òåîðåìà 4.1℄. ✷

Íåõàé Φ: R+ → R+
� íåñïàäíà �óíêöiÿ, Q0, L0 > 0 � �iêñîâàíi ÷èñëà

i K � êîìïàêò ó Rn. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M
Q0,L0

Φ (K) êëàñ óñiõ ãîìåîìîð�içìiâ

f : Rn → Rn, äëÿ ÿêèõ:

1) çíàéäåòüñÿ âèìiðíà çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ Q = Qf : C → [0,∞] òàêà, ùî

Q(x) 6 Q0 = const ìàéæå ñêðiçü ó Rn \K;

2) âèêîíàíà óìîâà (2.10) â êîæíié òî÷öi x0 ∈ Rn, ïðè÷îìó
∫

Rn

Φ(Q(x)) · dm(x)

(1 + |x|2)n 6 L0 ; (3.90)

3) f(x) 6= 0 ïðè âñiõ x 6∈ K, f ∈ ACL(Rn \K);

4) äëÿ áóäü-ÿêîãî r0 > 0 çíàéäóòüñÿ ÷èñëà N0 = N0(r0) > 0 i M0 = M0(r0) >

0 òàêå, ùî

N0 > af̃r0
(0) := exp


 1

nΩn

∫

Bn

log |J(x, f̃r0)| dm(x)


 > M0 , (3.91)

äå f̃r0(x) :=
1
r0
· (ψ ◦ f ◦ ψ)(r0x) i ψ(x) = x

|x|2 .

Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 3.3.4. Íåõàé Φ : R+ → R+
� íåïåðåðâíà çðîñòàþ÷à îïóêëà �óí-

êöiÿ, ÿêà ïðè äåÿêîìó δ > Φ(0) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∞∫

δ

dτ

τ (Φ−1(τ))
1

n−1

= ∞ . (3.92)

Íåõàé, êðiì òîãî, fm ∈ M
Q0,L0

Φ (K), m = 1, 2, . . . , � ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðà-

æåíü êëàñó M
Q0,L0

Φ (K), ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ f : Rn →
Rn

ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî ó Rn
ïðè m → ∞ âiäíîñíî õîðäàëüíî¨ ìåòðè-

êè h. Òîäi f(x) 6= ∞ ïðè âñiõ x ∈ Rn, êðiì òîãî, f ¹ ãîìåîìîð�içìîì,

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó f(x) 6= 0 ïðè âñiõ x 6∈ K, f ∈ ACL(Rn \ K),

ïðè÷îìó äëÿ áóäü-ÿêîãî r0 > 0 çíàéäóòüñÿ ÷èñëà M∗ = M∗(r0, f) > 0 i

N∗ = N∗(r0, f) > 0 òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

N∗ > af̃r0
(0) := exp


 1

nΩn

∫

Bn

log |J(x, f̃r0)| dm(x)


 > M∗ , (3.93)

äå f̃r0(x) :=
1
r0
· (ψ ◦ f ◦ ψ)(r0x) i ψ(x) = x

|x|2 .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3.4 äóæå ñõîæå íà äîâåäåííÿ ëåìè 3.3.2. Îòæå,

îáìåæèìîñÿ ëèøå ñõåìîþ äîâåäåííÿ.

Íåõàé fm, m = 1, 2, . . . , � âiäîáðàæåííÿ ç óìîâè òåîðåìè. Çà ëåìîþ 2.1.1

âiäîáðàæåííÿ f ¹ àáî ãîìåîìîð�içìîì f : Rn → Rn, àáî ñòàëîþ c0 ∈ Rn.

Ïîêàæåìî, ùî äðóãà ñèòóàöiÿ íåìîæëèâà. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äîâå-

äåííþ ëåìè 3.3.1 òà ç îãëÿäó íà îöiíêó (3.91), ìè îòðèìà¹ìî, ùî

fm(B(0, 1/r0)) ⊂ B(0,M0/r0) . (3.94)

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.94) âèêëþ÷à¹ âèïàäîê c0 = ∞.

Íåõàé òåïåð c0 6= ∞. �îçãëÿäàþ÷è ñiì'þ âiäîáðàæåíü f̃mr0 ïî àíàëîãi¨

ç (3.66),

f̃mr0(x) =
1

r0
·
fm

(
x

r0|x|2
)

∣∣∣fm
(

x
r0|x|2

)∣∣∣
2 , x ∈ Bn , (3.95)
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i ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ëåìè 3.3.2, ìè îòðèìà¹ìî, ùî

h
(
Rn \ f̃mr0(Bn)

)
> δ0 (3.96)

äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà δ0 > 0. Îñêiëüêè âñi âiäîáðàæåííÿ f̃m êâàçiêîí�îðìíi

ç çàãàëüíîþ ñòàëîþ êâàçiêîí�îðìíîñòi, m = 1, 2, . . . (äèâ. äîâåäåííÿ ëå-

ìè 3.3.1), òî ïðè äîäàòêîâié óìîâi (3.96) öÿ ñiì'ÿ ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâ-

íîþ (äèâ. [99, òåîðåìà 19.2℄). Çîêðåìà, äëÿ ÷èñëà ε := 1
r0(c0+1) çíàéäåòüñÿ

δ = δ(ε) > 0 òàêå, ùî

|f̃mr0(x)| <
1

r0(c0 + 1)
∀ |x| 6 δ, m = 1, 2, . . . . (3.97)

Òîäi ç îãëÿäó íà (3.97) âiäïîâiäíî äî (3.95) ìè îòðèìà¹ìî, ùî

1
r0

∣∣∣∣·
fm(x)

|fm(x)|2

∣∣∣∣ <
1

r0(c0+1)
ïðè |x| > 1

r0δ
, àáî

|fm(x)| > c0 + 1 , |x| > 1

r0δ
, m = 1, 2, . . . . (3.98)

ßêùî æ òåïåð fm(x) → c0 = const òî (ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ

ëåìè 3.3.2) ìè îòðèìà¹ìî, ùî

|fm(x)| 6 c0 + 1 , |x| 6 2

r0δ
, m >M∗

(3.99)

äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà M∗ > 0. Íåðiâíîñòi (3.98) òà (3.99) ñóïåðå÷àòü îäíà îäíié,

îòæå, âiäîáðàæåííÿ f ¹ ãîìåîìîð�içìîì f : Rn → Rn, ùî i òðåáà áóëî

äîâåñòè.

Òå, ùî f ∈ ACL(Rn \ K) i f(x) 6= 0 ïðè x ∈ Rn \ K äîâîäèòüñÿ òàê

ñàìî, ÿê ó ëåìi 3.3.2, ÿê i ñïiââiäíîøåííÿ (3.93). ✷

3.3.4. Âiäîáðàæåííÿ ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî

Íåõàé Q : Rn → [0,∞] � âèìiðíà çà Ëåáåãîì �óíêöiÿ i K � êîìïàêò

ó Rn. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç BQ(K) êëàñ óñiõ ãîìåîìîð�içìiâ f : Rn → Rn, ÿêi

¹ ãîìåîìîð�içìàìè ó Rn \ K i çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (1.11)�(1.12) â êîæíié

òî÷öi x0 ∈ Rn, f(x) 6= 0 ïðè âñiõ x 6∈ K, g = f −1 ∈ ACL(f(Rn \ K)),
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ïðè÷îìó äëÿ áóäü-ÿêîãî r0 > 0 çíàéäåòüñÿ ÷èñëî M0 =M0(r0) > 0 òàêå, ùî

af̃r0
(0) := exp


 1

nΩn

∫

Bn

log |J(x, f̃r0)| dm(x)


 >M0 , (3.100)

äå f̃r0(x) :=
1
r0
· (ψ ◦ f ◦ ψ)(r0x) i ψ(x) = x

|x|2 . Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà

Òåîðåìà 3.3.5. Íåõàé �óíêöiÿ Q çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Q(x) 6 Q0 = const

ïðè ìàéæå âñiõ x ∈ Rn \ K, êðiì òîãî, ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨ òî-

÷êè y0 ∈ Rn
i êîæíèõ 0 < r1 < r2 < ∞ çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà E ⊂ [r1, r2]

äîäàòíî¨ ìiðè Ëåáåãà òàêà, ùî ïðè êîæíîìó r ∈ E �óíêöiÿ Q ¹ iíòåãðîâ-

íîþ ïî âiäíîøåííþ äî Hn−1
-ìiðè íà ñ�åði S(y0, r). Òîäi ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü

BQ(K) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â Rn.

Äîâåäåííÿ. Çà�iêñó¹ìî f ∈ BQ(K) i r0 > 0 � ÷èñëî, òàêå ùî K ⊂ B(0, 1/r0).

Íåõàé, êðiì òîãî, f̃r0 âèçíà÷à¹òüñÿ �îðìóëîþ (3.66). Ç óìîâè (1.11) âèïëèâà¹,

ùî ñïiââiäíîøåííÿ (2.10) âèêîíó¹òüñÿ â f(Rn\K) äëÿ âiäîáðàæåííÿ g := f −1

ïðè Q 7→ Q0.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ g = f −1, f ∈ BQ(K), âèêî-

íó¹òüñÿ óìîâà

‖g ′(y)‖n 6 Cn · |J(y, g)| Qn−1(y) (3.101)

ìàéæå ñêðiçü, äå ‖g ′(x)‖ = sup
|h|=1

|g ′(x)h|, J(y, g) = det g ′(y) i Cn > 0 �

äåÿêà ñòàëà, çàëåæíà òiëüêè âiä ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó n (äèâ., íàïð., [77,

íàñëiäîê 3.4℄). Îòæå, ç íåðiâíîñòi (3.101) âèïëèâà¹, ùî ïðè ìàéæå âñiõ y ∈
f(Rn \K)

‖g ′(y)‖n 6 Cn · |J(y, g)| Qn−1
0 ,

îòæå,

KO(y, g) 6 Cn ·Qn−1
0 <∞ (3.102)

ìàéæå ñêðiçü, äå çîâíiøíÿ äèëàòàöiÿ KO(y, g) âiäîáðàæåííÿ g ó òî÷öi y îá-

÷èñëþ¹òüñÿ çà ïðàâèëîì (3.69). Çàóâàæèìî, ùî g ¹ äè�åðåíöiéîâíèì ìàéæå

ñêðiçü â f(Rn \ K) (äèâ., íàïð., [78, òåîðåìà 3.2℄). Òîäi, îñêiëüêè çà ïðèïó-

ùåííÿì g ∈ ACL(f(Rn \ K)), ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü (3.102) âiäîáðàæåííÿ
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g ¹ K0 -êâàçiêîí�îðìíèì â f(Rn \K), äå K0 � äåÿêå ÷èñëî, çàëåæíå òiëü-

êè âiä ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó n (äèâ., íàïð., [99, òåîðåìà 34.6℄). Òîäi òàêîæ i

âiäîáðàæåííÿ f ¹ K0 -êâàçiêîí�îðìíèì â Rn \K (äèâ. [99, îçíà÷åííÿ 13.1℄).

Â òàêîìó âèïàäêó, çàóâàæèìî, ùî òàêèì ¹ i âiäîáðàæåííÿ f̃r0 âèçíà÷åíå

ïî f ó (3.66), ùî âñòàíîâëþ¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê i ïðè äîâåäåííi ëåìè 3.3.1.

Çàóâàæèìî, ùî f̃r0 ìà¹ êâàçiêîí�îðìíå ïðîäîâæåííÿ â òî÷êó x0 = 0 (äèâ.,

íàïð., [99, òåîðåìà 17.3℄). Â òàêîìó âèïàäêó, ñàìî âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ êâà-

çiêîí�îðìíå ïðîäîâæåííÿ â òî÷êó ∞.

Çàóâàæèìî, ùî f̃r0(0) = 0 (öå òàêîæ âñòàíîâëþ¹òüñÿ òàê, ÿê ïðè äîâå-

äåííi ëåìè 3.3.1). Êðiì òîãî, ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ëåìè 3.3.1, ìè

îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

f(B(0, 1/r0)) ⊂ B(0,M0/cr0) (3.103)

äëÿ êîæíîãî f ∈ BQ(K). Â òàêîìó âèïàäêó, ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü ¹ îäíîñòàéíî

íåïåðåðâíîþ â B(0, 1/r0) (äèâ. [89, òåîðåìà 1.1℄). Îòæå, FQ(K) ¹ îäíîñòàéíî

íåïåðåðâíîþ â Rn, áî ÷èñëî r0 > 0 áóëî îáðàíî ÿê äîâiëüíå äîäàòíå.

Íàñëiäîê 3.3.1. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.3.4 çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâèì,

ÿêùî â íüîìó çàìiñòü âiäïîâiäíèõ óìîâ íà Q âèìàãàòè, ùîá Q(x) 6 Q0 =

const ïðè ìàéæå âñiõ x ∈ Rn \K i êðiì òîãî, ùî Q ∈ L1
loc(R

n). Â öüîìó

âèïàäêó, äëÿ áóäü-ÿêî¨ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè C ó Rn
i îáëàñòi D ⊂ Rn

òàêî¨, ùî C ⊂ D çíàéäåòüñÿ îáëàñòü D ′ ⊂ Rn
i �óíêöiÿ Q ′, ÿêà äîðiâíþ¹

Q ó D ′
i îáåðòà¹òüñÿ â íóëü ó ¨¨ äîïîâíåííi òàêà ùî íåðiâíiñòü

|f(x)− f(y)| 6 C0

log1/n
(
1 + r̃0

2|x−y|

)
(3.104)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ C i âñiõ f ∈ f ∈ BQ(K), äå C0 =

C0(n, C, ‖Q ′‖1, D,D ′) > 0 � äåÿêà ñòàëà, çàëåæíà òiëüêè âiä n, C i ‖Q ′‖1,
‖Q ′‖1 ïîçíà÷à¹ L1

-íîðìó �óíêöi¨ Q ′
â Rn, êðiì òîãî, r̃0 = d(C, ∂D).

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Ôóáiíi (äèâ. [75, òåîðåìà 8.1.III℄) äëÿ áóäü-ÿêîãî

ε0 > 0 i y0 ∈ Rn

∫

B(y0,ε0)

Q(y) dm(y) =

ε0∫

0

∫

S(y0,t)

Q(y) dHn−1(y) dt = ωn−1

ε0∫

0

tn−1qy0(t) dt <∞ .
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Îòæå, íà ìàéæå âñiõ ñ�åðàõ S(y0, r) �óíêöiÿ Q iíòåãðîâíà, òîìó �óíêöiÿ

Q çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè òåîðåìè 3.3.4. Ïîâòîðþþ÷è äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè,

ïðèõîäèìî äî ñïiââiäíîøåííÿ (3.103). ßêùî òåïåð ìà¹ìî äîâiëüíèé êîìïàêò

C ⊂ Rn, òî çàâæäè ìîæíà ïiäiáðàòè r0 > 0 òàêèì, ùî C ⊂ B(0, 1/r0).

Äàëi ïîêëàäåìî D = B(0, 1/r0) i D ′ = B(0,M0/cr0). Â òàêîìó âèïàäêó,

ñïiââiäíîøåííÿ (3.104) âèïëèâà¹ ç [89, òåîðåìà 4.1℄.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ëiíiéíi i êâàçiëiíiéíi ðiâíÿííÿì Áåëüòðà-

ìi.

1. Îòðèìàíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ ãîìåîìîð�íèõ ACL -ðîçâ'ÿçêiâ êâà-

çiëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi ç äâîìà õàðàêòåðèñòèêàìè çà ïåâíèõ óìîâ íà

êîìïëåêñíi êîå�iöi¹íòè. Êðiì òîãî, çà äåÿêèõ âiäíîñíî ñëàáêèõ óìîâ îòðè-

ìàíi òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ âiäïîâiäíèõ íåïåðåðâíèõ ACL -ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ¹

ëîãàðè�ìi÷íî ãåëüäåðîâèìè â çàäàíié îáëàñòi.

2. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ êëàñó Ñîáîë¹âà ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ç

äâîìà õàðàêòåðèñòèêàìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïåâíó óìîâó íà äèëàòàöi¨ îáåð-

íåíèõ âiäîáðàæåíü, êîëè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi çàäîâîëüíÿþòü ãiäðî-

äèíàìi÷íå íîðìóâàííÿ â îêîëi íåñêií÷åííîñòi.

3. Äîâåäåíî, ùî ãîìåîìîð�içìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü äåÿêèé ïðîñòîðî-

âèé àíàëîã ãiäðîäèíàìi÷íî¨ óìîâè çðîñòàííÿ â îêîëi íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨

òî÷êè, �îðìóþòü îäíîñòàéíî íåïåðåðâíi ñiì'¨ çà äåÿêèõ óìîâ íà ¨õ õàðàêòå-

ðèñòèêó. �îçãëÿíóòî òàêîæ ïèòàííÿ ùîäî çàìêíåíîñòi öèõ êëàñiâ âiäíîñíî

ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi. Îòðèìàíi âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè äëÿ âiäîáðà-

æåíü ç iíòåãðàëüíèìè îáìåæåííÿìè, à òàêîæ äëÿ êëàñiâ âiäïîâiäíèõ îáåðíå-

íèõ âiäîáðàæåíü.

Ìàòåðiàëè äðóãîãî ðîçäiëó âèêëàäåíî â ïóáëiêàöiÿõ çäîáóâà÷à [2℄, [3℄,

[30℄.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Îòæå, â äèñåðòàöi¨ çðîáëåíî âíåñîê ó ðîçâèòîê òåîði¨ âiäîáðàæåíü çi ñêií-

÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, à òàêîæ âèâ÷åííÿ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi òà çàäà÷i Äiðiõëå

äëÿ íüîãî. Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ¹ íîâèìè.

Äî îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ ìîæóòü áóòè âiäíåñåíi íàñòóïíi:

1. Îòðèìàíî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíi-

ñòþ Ïîëåöüêîãî íà ìåæó ó âèïàäêó, êîëè ìàæîðàíòà â öié íåðiâíîñòi iíòå-

ãðîâíà, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ìà¹ ñëàáêî ïëîñêó ìåæó, à îáëàñòü çíà÷åííÿ ¹

ëîêàëüíî çâ'ÿçíîþ íà ñâî¨é ìåæi.

2. Îòðèìàíi îáåðíåíi ìîäóëüíi íåðiâíîñòi òèïó Ïîëåöüêîãî äëÿ âiäêðè-

òèõ äèñêðåòíèõ çàìêíåíèõ âiäîáðàæåíü, ÿêi äè�åðåíöiéîâíi ìàéæå ñêðiçü,

ìàþòü âëàñòèâiñòü N -Ëóçiíà âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà i N−1
-âëàñòèâiñòü íà ñ�å-

ðàõ.

3. Îòðèìàíà ëîãàðè�ìi÷íà íåïåðåðâíiñòü çà �åëüäåðîì âiäîáðàæåíü ç

îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî ó ìåæîâèõ òî÷êàõ ó âèïàäêó, êîëè ìàæî-

ðàíòà â öié íåðiâíîñòi iíòåãðîâíà, à âiäîáðàæåíà îáëàñòü ¹ îáìåæåíîþ îïó-

êëîþ. �åçóëüòàò ¹ ñïðàâåäëèâèì ó âèïàäêó, êîëè îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ¹ àáî

QED -îáëàñòü, àáî îáëàñòü ç ëîêàëüíî êâàçiêîí�îðìíîþ ìåæåþ, àáî ðåãó-

ëÿðíà îáëàñòü â ñåíñi ïðîñòèõ êiíöiâ.

4. Äîâåäåíi òåîðåìè ïðî êîìïàêòíi êëàñè ãîìåîìîð�içìiâ ç ãiäðîäèíàìi-

÷íèì íîðìóâàííÿì, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi ó äåÿêié æîðäàíî-

âié îáëàñòi, õàðàêòåðèñòèêè ÿêèõ ìàþòü êîìïàêòíèé íîñié i çàäîâîëüíÿþòü

ïåâíi îáìåæåííÿ iíòåãðàëüíîãî õàðàêòåðó. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïðî êîìïà-

êòíi êëàñè ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ â äåÿêié

æîðäàíîâié îáëàñòi.

5. Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî êîìïàêòíi êëàñè ãîìåîìîð�içìiâ ç ãiäðîäèíà-

ìi÷íèì íîðìóâàííÿì, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi, õàðàêòåðèñòèêè

ÿêèõ ìàþòü êîìïàêòíèé íîñié i çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi îáìåæåííÿ òåîðåòèêî-

ìíîæèííîãî òèïó. Îòðèìàíî ðåçóëüòàòè ïðî êîìïàêòíi êëàñè ðîçâ'ÿçêiâ âiä-

ïîâiäíèõ çàäà÷ Äiðiõëå, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â äåÿêié æîðäàíîâié îáëàñòi.
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6. Îòðèìàíî ðåçóëüòàòè ùîäî êîìïàêòíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå â

îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi â òåðìiíàõ ïðîñòèõ êiíöiâ äëÿ âèïàäêó, êîëè ìàêñèìàëü-

íi äèëàòàöi¨ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi iíòåãðàëüíi îáìåæåííÿ.

7. Îòðèìàíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ ãîìåîìîð�íèõ ACL -ðîçâ'ÿçêiâ êâà-

çiëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi ç äâîìà õàðàêòåðèñòèêàìè çà ïåâíèõ óìîâ íà

êîìïëåêñíi êîå�iöi¹íòè. Êðiì òîãî, çà äåÿêèõ âiäíîñíî ñëàáêèõ óìîâ îòðè-

ìàíi òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ âiäïîâiäíèõ íåïåðåðâíèõ ACL -ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ¹

ëîãàðè�ìi÷íî ãåëüäåðîâèìè â çàäàíié îáëàñòi.

8. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ êëàñó Ñîáîë¹âà ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ç

äâîìà õàðàêòåðèñòèêàìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïåâíó óìîâó íà äèëàòàöi¨ îáåð-

íåíèõ âiäîáðàæåíü, êîëè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi çàäîâîëüíÿþòü ãiäðî-

äèíàìi÷íå íîðìóâàííÿ â îêîëi íåñêií÷åííîñòi.

9. Äîâåäåíî, ùî ãîìåîìîð�içìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü äåÿêèé ïðîñòîðî-

âèé àíàëîã ãiäðîäèíàìi÷íî¨ óìîâè çðîñòàííÿ â îêîëi íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨

òî÷êè, �îðìóþòü îäíîñòàéíî íåïåðåðâíi ñiì'¨ çà äåÿêèõ óìîâ íà ¨õ õàðàêòå-

ðèñòèêó. �îçãëÿíóòî òàêîæ ïèòàííÿ ùîäî çàìêíåíîñòi öèõ êëàñiâ âiäíîñíî

ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi. Îòðèìàíi âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè äëÿ âiäîáðà-

æåíü ç iíòåãðàëüíèìè îáìåæåííÿìè, à òàêîæ äëÿ êëàñiâ âiäïîâiäíèõ îáåðíå-

íèõ âiäîáðàæåíü.
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