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УМОВНА ЙМОВIРНIСНА МIРА В АЛГЕБРI БIГIПЕРБОЛIЧНИХ
ЧИСЕЛ

У статтi представлено узагальнення поняття умовної ймовiрнiсної мiри (умовної ймовiрностi)
у випадку, коли мiра набуває значень в алгебрi бiгiперболiчних чисел. Показано, що ця бiгi-
перболiчнозначна умовна ймовiрнiсть визначається всiма аксiомами бiгiперболiчнозначної ймо-
вiрностi. Дослiджено особливi випадки, коли бiгiперболiчнозначна умовна ймовiрнiсть набуває
значень, якi є дiльниками нуля алгебри бiгiперболiчних чисел.
MSC: 30G35, 60B05.
Ключовi слова: бiгiперболiчнi числа, дiльники нуля, iдемпотенти, розкладення Пiрса, вимiр-
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нiсть, бiгiперболiчнозначна умовна ймовiрнiсть.

1. Вступ.
Актуальним напрямом сучасної математики є вивчення гiперкомплексних си-

стем та їх можливих застосувань [1–6], зокрема для побудови теорiї мiри, теорiї
ймовiрностей та математичної статистики [7,8] в гiперкомплексних алгебрах.

Робота [9] присвячена вивченню комплекснозначної мiри та її застосувань. У
статтi [10] автори вивчали властивостi ймовiрнiсної мiри зi значеннями в алгеб-
рi гiперболiчних (подвiйних) чисел [11–14], зокрема у цiй роботi введено поняття
гiперболiчнозначної умовної ймовiрностi. Аналоги базових понять теорiї ймовiрно-
стей для алгебри гiперболiчних чисел дослiджено в [15, 16]. У статтi [17] узагаль-
нено деякi результати робiт [10] i [15] на випадок, коли ймовiрнiсна мiра набуває
значень в алгебрi бiгiперболiчних чисел, якi ще називають гiперболiчними кватер-
нiонами [18]. Зокрема, у роботi [17] показано, що бiгiперболiчнозначна ймовiрнiсть
задовольняє основнi властивостi класичної дiйснозначної ймовiрностi. Визначено
поняття вiдношення часткового порядку в алгебрi бiгiперболiчних чисел, бiгiпер-
болiчнозначного модуля, бiгiперболiчнозначної норми, збiжної послiдовностi бiгi-
перболiчних чисел та доведено всi необхiднi властивостi.

У статтi [19] авторами узагальнено результати робiт [10] та [15] i отримано ана-
логи деяких базових понять загальної теорiї мiри для гiперболiчнозначної мiри. У
роботi [20] авторами узагальнено результати роботи [9] i одержано аналоги базо-
вих понять класичної дiйснозначної мiри у випадку, коли мiра набуває значень в
некомутативнiй алгебрi кватернiонiв [21,22].

2. Алгебра бiгiперболiчних чисел.

Означення 1. [23]. Алгеброю бiгiперболiчних чисел називається чотиривимiр-
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на комутативна алгебра виду

W4 = W4(R) = {a0 + a1e+ a2f + a3g | a0, a1, a2, a3 ∈ R}

з базисом {1, e, f, g} i таблицею множення для базисних елементiв

e2 = f2 = g2 = 1, ef = fe = g, eg = ge = f, fg = gf = e.

Алгебру W4 можна зобразити у виглядi

W2 = {w0 + w1f |w0, w1 ∈ W}

з базисом {1, f}, де f2 = 1, а W — двовимiрна комутативна алгебра гiперболiчних
чисел виду

W = {b0 + b1e | b0, b1 ∈ R}

з базисом {1, e}, де e2 = 1. Крiм цього, уявна одиниця f ∈ W2 комутує з уявною
одиницею e ∈ W.

Алгебра W4 має чотири iдемпотенти [23]

i1 :=
1 + e+ f + g

4
, i2 :=

1− e− f + g

4
,

i3 :=
1 + e− f − g

4
, i4 :=

1− e+ f − g

4
,

(1)

для яких легко перевiрити спiввiдношення

i1 + i2 + i3 + i4 = 1, i2k = ik, ikil = 0 при k ̸= l, k, l = 1, 2, 3, 4.

Позначимо через W4(ik) := ikW4 – головнi iдеали, породженi iдемпотентами
ik, k = 1, 2, 3, 4.

Лема 1. [23]. При k ̸= l, k, l = 1, 2, 3, 4, виконується рiвнiсть

W4(ik) ∩W4(il) = 0.

Алгебру W4 можна зобразити у виглядi iдемпотентного розкладення (розкла-
дення Пiрса) [23]

W4 = W4(i1)⊕W4(i2)⊕W4(i3)⊕W4(i4) (2)

де ⊕ – операцiя прямої суми.
Лема 2. [23]. Кожне бiгiперболiчне число

α = a0 + a1e+ a2f + a3g,

де a0, a1, a2, a3 ∈ R можна записати у виглядi

α = r1i1 + r2i2 + r3i3 + r4i4, (3)
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де ik – iдемпотенти вигляду (1), rk ∈ R, k = 1, 2, 3, 4.

Лема 3. [23]. Iдеали W4(ik) можна представити у виглядi W4(ik) = ikR, k =
1, 2, 3, 4.

Позначимо множину всiх дiльникiв нуля через SW4,0.
Легко бачити, що якщо у правiй частинi суми (2) вiдсутнiй хоча б один доданок,

то елементи такої суми належать областi дiльникiв нуля SW4,0. Справедливо й
зворотне – якщо бiгiперболiчне число

α = r1i1 + r2i2 + r3i3 + r4i4

є дiльником нуля, тобто α ∈ SW4,0, то iснує iндекс k ∈ {1, 2, 3, 4} такий, що

rk = 0, k = 1, 2, 3, 4.

Отже, бiгiперболiчне число α = r1i1 + r2i2 + r3i3 + r4i4 є дiльником нуля тодi i
тiльки тодi, коли хоча б одне з чисел rk, k = 1, 2, 3, 4, дорiвнює нулю, тобто

α = r1i1 + r2i2 + r3i3 + r4i4 ∈ SW4,0 ⇔ rk = 0, k = 1, 2, 3, 4.

3. Бiгiперболiчнозначна ймовiрнiсна мiра.
Означення 2. [17]. Вiдношенням часткового порядку в алгебрi W4 називається

вiдношення ≼(W4) (далi ≼), для якого виконується умова

α ≼ β ⇔ β − α ∈ W+
4 , ∀ α, β ∈ W4,

де W+
4 — множина невiд’ємних бiгiперболiчних чисел, яка має вигляд

W+
4 := {x1i1 + x2i2 + x3i3 + x4i4 | xk ≥ 0, k = 1, 2, 3, 4}.

Якщо α ≼ β (β ≽ α), але α ̸= β, то позначаємо α ≺ β (β ≻ α). Якщо ж α ̸≼ β i
β ̸≽ α, то вважаємо, що α i β є непорiвнюваними.

Основнi властивостi вiдношення часткового порядку доведено у статтi [17].
Нехай A — випадкова подiя, (Ω,Σ) — вимiрний простiр (Ω — простiр елементарних
подiй ω), Σ — σ-алгебра подiй (безлiч пiдмножин Ω, якi називаються випадковими
подiями), SW4,0 — область дiльникiв нуля алгебри W4.

Означення 3. [17]. Бiгiперболiчнозначною ймовiрнiсною мiрою (W4-ймовiр-
нiстю) називається бiгiперболiчнозначна функцiя, визначена на σ-алгебрi подiй
Σ

PW4 = PW4(·) : Σ → W4,

для якої виконуються умови:

1. PW4(A) ≼ 0 ∀ A ∈ Σ;
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2. PW4(Ω) = ζ, де ζ набуває одне з п’яти можливих значень:

ζ = {1, i1, i2, i3, i4};

3. Для будь-якої послiдовностi {An}∞n=1 ⊂ Σ попарно несумiсних випадкових
подiй виконується рiвнiсть

PW4

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

PW4(An).

Триплет (Ω,Σ,PW4) називається W4-ймовiрнiсним простором.

З урахуванням запису бiгiперболiчного числа (3), бiгiперболiчнозначну ймовiр-
нiсну мiру PW4 можна записати у виглядi:

PW4(A) = p1(A) + p2(A)e+ p3(A)f + p4(A)g =

= P1(A)i1 + P2(A)i2 + P3(A)i3 + P4(A)i4,
(4)

де

P1(A) = p1(A) + p2(A) + p3(A) + p4(A),

P2(A) = p1(A)− p2(A)− p3(A) + p4(A),

P3(A) = p1(A) + p2(A)− p3(A)− p4(A),

P4(A) = p1(A)− p2(A) + p3(A)− p4(A)

є дiйснозначними ймовiрнiсними мiрами.
З умови 1) означення 3 випливає, що якщо PW4(A) ≽ 0, то

Pk(A) ≥ 0 ∀ A ∈ Σ, k = 1, 2, 3, 4.

З умови 2) означення 3 маємо

PW4(Ω) = ζ = P1(Ω)i1 + P2(Ω)i2 + P3(Ω)i3 + P4(Ω)i4,

причому:
a) якщо ζ = 1, то

P1(Ω) = P2(Ω) = P3(Ω) = P4(Ω) = 1;

b) якщо ζ = ik, то

Pk(Ω) = 1, Pl(Ω) = 0, l ̸= k, k, l = 1, 2, 3, 4.

Iз умови 3) означення 3 безпосередньо випливає рiвнiсть

Pk

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

Pk(An).
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де Pk, k = 1, 2, 3, 4 — дiйснозначнi ймовiрнiснi мiри.
Отже, щоб визначити бiгiперболiчнозначну ймовiрнiсну мiру PW4 на вимiрному

просторi (Ω,Σ) достатньо ввести на цьому ж просторi чотири дiйснозначнi ймо-
вiрнiснi мiри Pk(Ω), k = 1, 2, 3, 4. У випадку a) всi Pk(Ω), k = 1, 2, 3, 4, є дiйснознач-
ними ймовiрнiсними мiрами. Випадок b) можна розглядати як чотири варiанти
вкладення дiйснозначних ймовiрнiсних мiр Pk(Ω), k = 1, 2, 3, 4, у поняття бiгiпер-
болiчнозначних ймовiрнiсних мiр PW4(Ω). Такi дiйснозначнi ймовiрнiснi мiри буде-
мо ототожнювати з бiгiперболiчнозначними ймовiрнiсними мiрами, якi набувають
значень в областi дiльникiв нуля SW4,0 алгебри W4.

Основнi властивостi бiгiперболiчнозначної ймовiрнiсної мiри PW4 доведено у
статтi [17].

4. Бiгiперболiчнозначна умовна ймовiрнiсна мiра.
Нехай (Ω,Σ, PW4) — W4-ймовiрнiсний простiр, A,B — двi випадковi подiї.
Означення 4. Бiгiперболiчнозначною умовною ймовiрнiсною мiрою (умовною

ймовiрнiстю) подiї A за умови, що подiя B вiдбулася, будемо називати ймовiр-
нiсть PW4(A|B), яка задовольняє умови:

(I) PW4(A|B) :=
PW4

(A∩B)

PW4
(B) , якщо PW4(B) ≻ 0 i PW4(B) ̸∈ SW4,0;

(II) PW4(A|B) := PW4(A), якщо PW4(B) = 0;
(III) PW4(A|B) :=

PW4
(A∩B)

µ1
i1 + PW4(A)i2 + PW4(A)i3 + PW4(A)i4,

якщо PW4(B) = µ1i1 ∈ SW4,0, µ1 > 0;
(IV) PW4(A|B) := PW4(A)i1 +

PW4
(A∩B)

µ2
i2 + PW4(A)i3 + PW4(A)i4,

якщо PW4(B) = µ2i2 ∈ SW4,0, µ2 > 0;
(V) PW4(A|B) := PW4(A)i1 + PW4(A)i2

PW4
(A∩B)

µ3
i3 + PW4(A)i4,

якщо PW4(B) = µ3i3 ∈ SW4,0, µ3 > 0;
(VI) PW4(A|B) := PW4(A)i1 + PW4(A)i2 + PW4(A)i3 +

PW4
(A∩B)

µ4
i4,

якщо PW4(B) = µ4i4 ∈ SW4,0, µ4 > 0.
Умова (II) означення 4 є очевидною.
Покажемо, що умови (III)–(VI) повнiстю узгоджуються з умовою (I). Дiйсно,

враховуючи iдемпотентне зображення W4-значної ймовiрнiсної мiри (4), умову (I)
можна записати рiвнiстю

PW4(A|B) =
P1(A ∩B)

P1(B)
i1 +

P2(A ∩B)

P2(B)
i2 +

P3(A ∩B)

P3(B)
i3 +

P4(A ∩B)

P4(B)
i4 =

= P1(A|B)i1 + P2(A|B)i2 + P3(A|B)i3 + P4(A|B)i4,

тодi як умова (III) має вигляд:

PW4(A|B) :=
PW4(A ∩B)

µ1
i1 + PW4(A)i2 + PW4(A)i3 + PW4(A)i4 =

=
P1(A ∩B)i1 + P2(A ∩B)i2 + P3(A ∩B)i3 + P4(A ∩B)i4

P1(B)
i1+
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+(P1(A)i1 + P2(A)i2 + P3(A)i3 + P4(A)i4) i2+

+(P1(A)i1 + P2(A)i2 + P3(A)i3 + P4(A)i4) i3+

+(P1(A)i1 + P2(A)i2 + P3(A)i3 + P4(A)i4) i4 =

=
P1(A ∩B)

P1(B)
i1 + P2(A)i2 + P3(A)i3 + P4(A)i4 =

= P1(A|B)i1 + P2(A|B)i2 + P3(A|B)i3 + P4(A|B)i4.

Аналогiчно можна перевiрити для умов (IV) – (VI).
Таким чином, виконується формула (I) та еквiвалентнi їй умови (III) – (VI).
Покажемо, що для фiксованої подiї B, коли PW4(B) ̸= 0, бiгiперболiчнозначна

умовна ймовiрнiсть PW4(A|B) визначається всiма аксiомами W4-ймовiрностi так,
що вона визначає W4-ймовiрнiсну мiру на вимiрному просторi (B,ΣB), де ΣB —
σ-алгебра множин виду A ∩ B при A ∈ σ. Для цього перевiримо всi три умови
означення 3, а також особливi випадки, коли W4-ймовiрнiсть є дiльником нуля
алгебри W4.

1) Очевидно, що PW4(A|B) ≽ 0.
2) Легко перевiрити, що PW4(B|B) = ζ. Дiйсно:
(a) якщо PW4(B) ̸∈ SW4,0, то

PW4(B|B) =
PW4(B ∩B)

PW4(B)
=

PW4(B)

PW4(B)
= 1;

(b) якщо PW4(B) ∈ SW4,0 i PW4(B) = µ1i1, то

PW4(B|B) =
PW4(B ∩B)

µ1
i1 + PW4(B)i2 + PW4(B)i3 + PW4(B)i4 =

=
PW4(B)

µ1
i1 = i1;

(c) якщо PW4(B) ∈ SW4,0 i PW4(B) = µ2i2, то

PW4(B|B) = PW4(B)i1 +
PW4(B ∩B)

µ2
i2 ++PW4(B)i3 + PW4(B)i4 =

=
PW4(B)

µ2
i2 = i2;

(d) якщо PW4(B) ∈ SW4,0 i PW4(B) = µ3i3, то

PW4(B|B) = PW4(B)i1 + PW4(B)i2 +
PW4(B ∩B)

µ3
i3 + PW4(B)i4 =

=
PW4(B)

µ3
i3 = i3;
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(e) якщо PW4(B) ∈ SW4,0 i PW4(B) = µ4i4, то

PW4(B|B) = PW4(B)i1 + PW4(B)i2 + PW4(B)i3 +
PW4(B ∩B)

µ4
i4 =

=
PW4(B)

µ4
i4 = i4.

3) Для будь-якої послiдовностi попарно несумiсних випадкових подiй виду

A =
∞⋃
k=1

Ak, Ai ∩Aj = ∅, i ̸= j,

отримаємо рiзнi випадки:
A. Якщо PW4(B) ̸∈ SW4,0, то

PW4(A|B) =
PW4(A ∩B)

PW4(B)
=

PW4 (
⋃∞

k=1Ak ∩B)

PW4(B)
=

=

∑n
k=1 PW4(Ak ∩B)

PW4(B)
=

n∑
k=1

PW4(Ak ∩B)

PW4(B)
=

n∑
k=1

PW4(Ak|B).

B. Нехай PW4(B) = µ1i1 ∈ SW4,0. Враховуючи, що

Ak ∩B ⊂ B, ∀ k,A ∩B ⊂ B,

i позначивши через PW4(Ak ∩B) = νki1, отримаємо

PW4(Ak ∩B) = νi1 = P1(A ∩B)i1 =

= P1

( ∞⋃
k=1

Ak ∩B

)
i1 =

∞∑
k=1

P1(Ak ∩B)i1 =

∞∑
k=1

νki1,

звiдки

PW4(A|B) =
PW4(A ∩B)

µ1
i1 + PW4(A)i2 + PW4(A)i3 + PW4(A)i4 =

=
ν

µ1
+ P2(A)i2 + P3(A)i3 + P4(A)i4 =

=
1

µ1

∞∑
k=1

νki1 +

∞∑
k=1

P2(Ak)i2 +

∞∑
k=1

P3(Ak)i3 +

∞∑
k=1

P4(Ak)i4 =

=

∞∑
k=1

PW4(Ak|B).

C. Аналогiчно можна довести для випадкiв, коли PW4(B) = µ2i2 ∈ SW4,0,
PW4(B) = µ3i3 ∈ SW4,0 та PW4(B) = µ4i4 ∈ SW4,0.
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Отже, бiгiперболiчнозначна умовна ймовiрнiсть PW4(A|B) задовольняє всi ак-
сiоми W4-ймовiрностi i вимiрний простiр (B,ΣB, PW4(A|B)) є новим W4-ймовiрнiс-
ним простором. 2

5. Висновки.
Узагальнено поняття дiйснозначної умовної ймовiрностi, яка набуває значень в

алгебрi бiгiперболiчних чисел. Доведено, що ця бiгiперболiчнозначна умовна ймо-
вiрнiсть визначається всiма аксiомами бiгiперболiчнозначної ймовiрностi. При цьо-
му, дослiдженi особливi випадки, коли бiгiперболiчнозначна умовна ймовiрнiсть
набуває значень, якi є дiльниками нуля алгебри бiгiперболiчних чисел.

Одержанi результати можуть бути використанi при подальших дослiдженнях
вiдповiдних роздiлiв теорiї ймовiрностей та математичної статистики.
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Т. Ю. Коломiєць

T. Yu. Kolomiiets
Conditional probability measure in the algebra of bihyperbolic numbers.

An important area of modern mathematics is the study of hypercomplex systems and their possible
applications, in particular, for the construction of hypercomplex measure theory, probability theory
and mathematical statistics. In this paper, we present a generalization of the notion of a conditional
probability measure (real-valued conditional probability) in the case when the measure takes on
values in the commutative algebra of bihyperbolic numbers, also called hyperbolic quaternions. Such a
generalized conditional probability measure defined on a bihyperbolic probability space for two random
events A and B is called a bihyperbolic conditional probability measure or a bihyperbolic conditional
probability of event A, provided that event B has occurred. It is shown that a bihyperbolic conditional
probability measure is defined by all the axioms of a bihyperbolic probability measure. In particular,
it is proved that for a fixed event B, when the bihyperbolic probability of event B is not zero, the
bihyperbolic conditional probability of event A, provided that event B has occurred is defined by
all the axioms of bihyperbolic probability so that it defines a bihyperbolic probability measure on the
measurable space (B,ΣB), where ΣB is a σ-algebra of sets of the form A∩B for A ∈ σ. For this purpose,
we checked the fulfillment of all three conditions for the definition of a bihyperbolic probability for a
bihyperbolic conditional probability. The special cases when the bihyperbolic conditional probability
takes on values that are divisors of zero of the algebra of bihyperbolic numbers are investigated.
The obtained results can be used in further studies of the relevant sections of probability theory and
mathematical statistics.

Keywords: bihyperbolic numbers, divisors of zero, idempotents, Pierce decomposition, measurable
space, sigma algebra of events, partial order relation, bihyperbolic probability, bihyperbolic conditional
probability.
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