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Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

N ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, N = {1, 2, 3, . . .}
Z ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë, Z = {0,±1,±2,±3, . . .}
R ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë
Q ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, Q = {x ∈ R : x = p

q
, p ∈ Z, q ∈ N}

[x] öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x : íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ùî íå ïåðåâèùó¹ x
A ⇒ B ç óìîâè A âèïëèâà¹ óìîâà B
A ⇔ B óìîâè A i B ðiâíîñèëüíi
∀ ¾äëÿ áóäü ÿêîãî, äëÿ êîæíîãî, äëÿ âñiõ¿
∃ ¾iñíó¹, çíàéäåòüñÿ¿
! ¾¹äèíèé¿
x ∈ A ¾åëåìåíò x íàëåæèòü ìíîæèíi A¿
A ⊂ B ¾ìíîæèíà A âêëþ÷à¹òüñÿ ó ìíîæèíó B¿,

òîáòî, êîæåí åëåìåíò x ∈ A òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó x ∈ B
f : D → R ôóíêöiÿ, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ÿêî¨ ¹ ìíîæèíà D,

çi çíà÷åííÿìè â R
f(A) f(A) = {y ∈ Rn : ∃ x ∈ D : f(x) = y} � îáðàç ìíîæèíè

A ⊂ D ïðè âiäîáðàæåííi f
f −1(B) f −1(B) = {x ∈ Rn : ∃ y ∈ B : f(x) = y} � (ïîâíèé) ïðîîáðàç

ìíîæèíè B ïðè âiäîáðàæåííi f
f −1 : f(D) → D îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ f,

f −1(f(x)) = x ∀ x ∈ D, f(f −1(y)) = y ∀ y ∈ f(D)

|x| Ïîêëàäåìî |x| =

{
x , x > 0

−x , x < 0

f ′(x) f ′(x) ñëóæèòü îçíà÷åííÿì
çâè÷àéíî¨ ïîõiäíî¨ f â òî÷öi x

C1(D) êëàñ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : D → R
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1 Íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë

1.1 Ïåðâiñíà ôóíêöi¨. Íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë

Äåÿêi îïåðàöi¨ â ìàòåìàòèöi ìàþòü îáåðíåíi. Â ïîïåðåäíié ÷àñòèíi öüîãî
íàâ÷àëüíî-ìåòîäè÷íîãî ïîñiáíèêà ÷èòà÷ ìàâ çìîãó îçíàéîìèòèñÿ ç ïîíÿ-
òòÿì äèôåðåíöiþâàííÿ. Îïåðàöi¹þ îáåðíåíîþ äî çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨
¹ çíàõîäæåííÿ ïåðâiñíî¨ ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ôóíêöiþ F (x) íàçèâàþòü ïåðâiñíîþ äëÿ ôóíêöi¨
f(x) íà ïðîìiæêó [a; b], ÿêùî äëÿ âñiõ x ∈ [a; b] ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü
F ′(x) = f(x).

Ïðèêëàä 1. Ôóíêöiÿ F1(x) = x4 + 8 ¹ ïåðâiñíîþ ôóíêöi¹þ äëÿ
f(x) = 4x3. Cïðàâäi, F ′

1 (x) = (x4 + 8) ′ = 4x3 = f(x). Ôóíêöiÿ F2(x) =
x4 + 13 òàêîæ ¹ ïåðâiñíîþ äëÿ ôóíêöi¨ f(x). Íåâàæêî çäîãàäàòèñÿ, ùî
áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ âèãëÿäó F (x) = x4 + C, äå C = const, ¹ ïåðâiñíîþ äëÿ
ôóíêöi¨ f(x) (îñêiëüêè ïîõiäíà âiä ñòàëî¨ äîðiâíþ¹ íóëþ). 2

Íà âiäìiíó âiä äèôåðåíöiþâàííÿ, ÿêùî ôóíêöiÿ ìà¹ ïåðâiñíó, òî ìà¹
¨õ áåçëi÷. Ñïðàâåäëèâîþ ¹ íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.1. (Îñíîâíà âëàñòèâiñòü ïåðâiñíèõ). Êîæíà ç ïåð-
âiñíèõ äëÿ ôóíêöi¨ f(x) íà äàíîìó ïðîìiæêó ìà¹ âèãëÿä F (x) + C, äå
F (x) � îäíà iç öèõ ïåðâiñíèõ, à C � äîâiëüíà ñòàëà.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé ôóíêöiÿ F (x) = ln(x)+7 ¹ ïåðâiñíîþ äëÿ ôóíêöi¨
f(x). Çíàéäiòü f(x).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. F ′(x) = 1
x
. Îòæå, f(x) = 1

x
. 2

Ïåðåéäåìî äî ïîíÿòòÿ íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà. ßê ìè áà÷èìî, ôóí-
êöiÿ ìà¹ íå îäíó ïåðâiñíó, à öiëèé êëàñ ôóíêöié, ÿêi ¹ ïåðâiñíèìè äëÿ
íå¨. Ñóêóïíiñòü óñiõ ïåðâiñíèõ ôóíêöi¨ f(x) íàçèâà¹òüñÿ íåâèçíà÷åíèì
iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ f(x).

Îçíà÷åííÿ 1.2. Íåõàé ôóíêöiÿ F (x) ¹ ïåðâiñíîþ äëÿ ôóíêöi¨ f(x)
íà ïðîìiæêó [a; b]. Íåâèçíà÷åíèì iíòåãðàëîì âiä ôóíêöi¨ f íàçèâà¹òüñÿ
ñóêóïíiñòü óñiõ ïåðâiñíèõ öi¹¨ ôóíêöi¨, òîáòî ìíîæèíà {F (x)+C,C ∈ R}.
Ïîçíà÷åííÿ: ∫

f(x) dx = F (x) + C , C ∈ R .

Ïðè çíàõîäæåííi ïîõiäíèõ ìè êîðèñòóâàëèñÿ òàê çâàíèìè òàáëè÷íèìè
ïîõiäíèìè. Àíàëîãi÷íî, íà îñíîâi îçíà÷åííÿ íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà, íà-
âåäåìî òàáëèöþ íåâèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ.
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Òàáëè÷íi iíòåãðàëè

1.
∫

xα dx =
xα+1

α + 1
+ C, α ∈ R, α ̸= −1;∫

0 dx = C;∫
dx = x+ C;

2.
∫

dx

x
= ln |x|+ C;

3.
∫

dx

1 + x2
= arctg x+ C = − arcctg x+ C1;

4.
∫

dx√
1− x2

= arcsin x+ C = − arccosx+ C1;

5.
∫

ax dx =
ax

ln a
+ C, (0 < a ̸= 1);

6.
∫

ex dx = ex + C;

7.
∫

sin x dx = − cosx+ C;

8.
∫

cos x dx = sin x+ C;

9.
∫

dx

cos2 x
= tg x+ C;

10.
∫

dx

sin2 x
= − ctg x+ C;

11.
∫

dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− a

x+ a

∣∣∣∣+ C, (a ̸= 0);

12.
∫

dx√
x2 + k

= ln
∣∣∣x+

√
x2 + k

∣∣∣+ C, k ̸= 0;

13.
∫

dx

x2 + a2
=

1

a
arctg

x

a
+ C = −1

a
arcctg

x

a
+ C1, (a ̸= 0);
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14.
∫

dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C = − arccos

x

a
+ C1, (a > 0);

15.
∫

sinhx dx = coshx+ C;

16.
∫

coshx dx = sinh x+ C;

17.
∫

dx

cosh2 x
= th x+ C;

18.
∫

dx

sinh2 x
= − cthx+ C.

Çàóâàæåííÿ 1.1. ßêùî çàìiñòü x â öèõ ôîðìóëàõ çíàõîäèòüñÿ
íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, òî ôîðìóëè çàëèøàþòüñÿ ñïðàâå-
äëèâèìè. Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2. (Iíâàðiàíòíiñòü ôîðìóë iíòåãðóâàííÿ). ßêùî∫
f(x) dx = F (x) + C, òî i

∫
f(u)du = F (u) + C, äå u = φ(x), äîâiëüíà

ôóíêöiÿ ùî ìà¹ íåïåðåðâíó ïîõiäíó.

Âëàñòèâîñòi íåâèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ

1.

(∫
f(x) dx

)′

= f(x).

2.
∫

d(F (x)) = F (x) + C, C ∈ R

3.
∫

Cf(x) dx = C

∫
f(x) dx, C ∈ R.

4. ∫ (
f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x)

)
dx =

=

∫
f1(x) dx+

∫
f2(x) dx+ · · ·+

∫
fn(x) dx.

5.
∫

f(kx+ b) dx =
1

k
F (kx+ b) + C, C ∈ R.
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Çàóâàæåííÿ 1.2. Çi øêiëüíîãî êóðñó ìàòåìàòèêè âiäîìî, ùî:
1. 1

xn = x−n

2. q
√
xp = x

p
q .

Öå äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè çà äîïîìîãîþ ïåðøî¨ ôîðìóëè iíòåãðàëè âiä
äîñèòü øèðîêîãî êëàñó ôóíêöié.

Ïðèêëàä 3. Çíàéòè∫
(x5 +

5
√
x2 +

1

x3
) dx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâîñòÿìè íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðà-
ëà. Ìà¹ìî:

∫ (
x5 +

5
√
x2 +

1

x3

)
dx =

∫
x5 dx+

∫
5
√
x2 dx+

∫
1

x3
dx =

=

∫
x5 dx+

∫
x

2
5 dx+

∫
x−3 dx =

=
1

6
x6 +

5

7
x

7
5 − 1

2
x−2 + C =

1

6
x6 +

5

7

5
√
x7 − 1

2x2
+ C, C ∈ R . 2

Çàóâàæåííÿ 1.3. Íà ïðàêòèöi ïåðåòâîðþâàòè ¾ñòåïåíi¿ çíîâ ó ¾êî-
ðåíi¿ íå ïîòðiáíî. Çàäà÷à íà âçÿòòÿ iíòåãðàëó ââàæà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàíîþ,
ÿêùî çíàê iíòåãðàëó çíèê.

Áåçïîñåðåäí¹ iíòåãðóâàííÿ

Áåçïîñåðåäí¹ iíòåãðóâàííÿ � öå ìåòîä îá÷èñëåííÿ íåâèçíà÷åíèõ ií-
òåãðàëiâ, ÿêèé ïîëÿãà¹ ó ïðÿìîìó çàñòîñóâàííi òàáëèöi îñíîâíèõ iíòåãðà-
ëiâ òà âèêîðèñòàííi ¨õ âëàñòèâîñòåé. Iíøèìè ñëîâàìè, öå âèêîðèñòàííÿ
òàáëè÷íèõ çíà÷åíü iíòåãðàëiâ òà îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëiâ äëÿ
çíàõîäæåííÿ ïåðâiñíî¨ ôóíêöi¨. Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ.

Ïðèêëàä 4. Çíàéòè∫ (
x4 + 3x3 +

1

x
+

1

x2
+ cos x+ ln 7

)
dx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâîñòÿìè íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðà-

8



ëà. Ìà¹ìî: ∫ (
x4 + 3x3 +

1

x
+

1

x2
+ cos x+ ln 7

)
dx =

=

∫
x4 dx+

∫
3x3 dx+

∫
1

x
dx+

∫
1

x2
dx+

∫
cosx dx+

+

∫
ln 7 dx =

x5

5
+

3

4
x4 + ln |x| − 1

x
+ sinx+ x ln 7 + C , C ∈ R . 2

Ïðèêëàä 5. Çíàéòè ∫
(3x+ 2)5 dx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâiñòþ 5 íà ñòîð. 6. Çâiäñè ìà¹ìî:

∫
(3x+ 2)5 dx =

1

6
· 1
3
(3x+ 2)6 + C =

1

18
(3x+ 2)6 + C , C ∈ R .

Ìîæíà ïî-iíøîìó, áåç âëàñòèâîñòi 5:∫
(3x+ 2)5 dx =

1

3

∫
(3x+ 2)5 d(3x+ 2) =

=
1

3
· 1
6
(3x+ 2)6 + C =

1

18
(3x+ 2)6 + C , C ∈ R . 2

Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ, äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè iíòåãðàë, äëÿ ïî÷àòêó
òðåáà ïîïðàöþâàòè ç ôóíêöi¹þ, ÿêà ïiä íèì çíàõîäèòüñÿ. Çîêðåìà, â
äåÿêèõ çàâäàííÿõ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïî÷ëåííå äiëåííÿ, äiëåííÿ ìíîãî-
÷ëåíiâ, àáî òðèãîíîìåòðè÷íi ôîðìóëè.

Ïðèêëàä 6. Çíàéòè ∫
sin2 x dx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ ïîíèæåííÿ ñòåïåíÿ, à òàêîæ
âëàñòèâîñòÿìè iíòåãðóâàííÿ.∫

sin2 x dx =

∫
1− cos 2x

2
dx =

=

∫
1

2
dx−

∫
cos 2x

2
dx =

1

2
x− sin 2x

4
+ C , C ∈ R . 2
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Ïðèêëàä 7. Çíàéòè ∫
x5 + x3 + x

x2
dx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïî÷ëåííèì äiëåííÿì. Áóäåìî ìàòè, ùî∫
x5 + x3 + x

x2
=

∫
x5

x2
dx+

∫
x3

x2
+

∫
x

x2
=

=

∫
x3 dx+

∫
x dx+

∫
1

x
dx =

1

4
x4 +

1

2
x2 + ln |x|+ C , C ∈ R .2

Ïðèêëàä 8. Çíàéòè ∫
x3 + x+ 1

x− 1
dx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîäiëèâøè ìíîãî÷ëåí x3 + x + 1 íà x − 1, îòðèìà¹ìî,
ùî x3 + x + 1 = (x − 1)(x2 + x + 2) + 3 (ïåðåâiðòå äiëåííÿ ñàìîñòiéíî).
Òîäi: ∫

x3 + x+ 1

x− 1
dx =

∫
(x− 1)(x2 + x+ 2) + 3

x− 1
dx =∫

(x2 + x+ 2) dx+

∫
3

x− 1
dx =

=
1

3
x3 +

1

2
x2 + 2x+ 3 ln |x− 1|+ C , C ∈ R . 2

1.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé F òà G � äâi ïåðâiñíi ôóíêöi¨ f íà ïðîìiæêó I ⊂ R. Äîâåäiòü,
ùî â öüîìó âèïàäêó iñíó¹ ñòàëà C ∈ R òàêà, ùî F (x) = G(x) + C, x ∈ I.

Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ òåîðåìîþ ïðî îçíàêó ìîíîòîííîñòi i ñòà-
ëîñòi ôóíêöi¨ íà ïðîìiæêó.

2. Âêàæiòü ïðèêëàä ôóíêöi¨, ÿêà çàâiäîìî íå ìà¹ ïåðâiñíî¨ íà äåÿêî-
ìó ïðîìiæêó I = (a, b). Îá ðóíòóéòå ïðèêëàä òàêî¨ ôóíêöi¨.
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3. ×è ìîæå ôóíêöiÿ f : (a, b) → R, ùî ìà¹ ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó
x0 ∈ (a, b), ìàòè ïåðâiñíó F íà (a, b)?

4. ×è ìîæå ôóíêöiÿ f : (a, b) → R, ùî ìà¹ ðîçðèâ äðóãîãî ðîäó
x0 ∈ (a, b), ìàòè ïåðâiñíó F íà (a, b)?

5. Íåõàé f(x) = g(x) + h(x), f, g, h : (a, b) → R, ïðè÷îìó g(x) íå ìà¹
ïåðâiñíî¨ íà (a, b). ×è ìîæå òàê ñòàòèñÿ, ùî ôóíêöiÿ f ìà¹ ïåðâiñíó?
ßêùî ¾òàê¿, òî çà ÿêèõ óìîâ íà ôóíêöiþ h öå ìîæëèâî?

6. ×è ìà¹ ïåðâiñíó áóäü-ÿêà ìîíîòîííà ôóíêöiÿ f, âèçíà÷åíà íà ïðî-
ìiæêó I = (a, b)? ßêùî âiäïîâiäü ¾íi¿, çíàéäiòü íåîáõiäíi âèìîãè, ÿêi ìà¹
çàäîâîëüíÿòè òàêà ôóíêöiÿ.

7. ×è ìà¹ ïåðâiñíó ôóíêöiÿ f(x) =

{
1
x
, x ̸= 0 ,

0 , x = 0
íà ïðîìiæêó (−1, 1)?

8. ×è ìîæå ìàòè ïåðâiñíó ôóíêöiÿ f : (a, b) → R íà ïðîìiæêó I =
(a, b), ÿêùî íà öüîìó ïðîìiæêó öÿ ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ òiëüêè ñêií÷åííó
êiëüêiñòü çíà÷åíü {a1, a2, . . . an}, 1 6 n < ∞? ßêùî âiäïîâiäü ¾âçàãàëi
êàæó÷è, òàê¿, òî ÿêi âèìîãè ìàþòü çàäîâîëüíÿòè çàäàíi ÷èñëà ai, i =
1, n?
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1.3 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 1

Çàäà÷à 1. Çíàéòè
∫
f(x) dx äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1
∫

3+
3√
x2−2x√
x

dx 16
∫ √

x3−3x4+2
x dx

2
∫ 2x2+3

√
x−1

2x dx 17
∫ (

2x3 − 3
√
x5 + 4

x

)
dx

3
∫ 3

√
x+4x2−5
2x2 dx 18

∫
2x3−

√
x5+5

x2 dx

4
∫ 2

√
x−x2+3
3
√
x

dx 19
∫

3x2−
√
x3+7

x3 dx

5
∫ 4

√
x−2x+5
x2 dx 20

∫
3x4− 3√

x2+1
x dx

6
∫ 2x3−

√
x+4√

x
dx 21

∫ (
5
√
x2 − 2

x3 + 4
)
dx

7
∫ (

3
√
x− 2 4√x

x + 3
)
dx 22

∫ √
x−2x3+6

x2 dx

8
∫

2x3−
√
x5+1√
x

dx 23
∫ 5

√
x−2x3+4

x2 dx

9
∫ 3x2− 5

√
x+2

x dx 24
∫ (√

x− 3x2
√
x3

+ 2
)
dx

10
∫ 2x3−

√
x+4

x2 dx 25
∫ (

5
√
x− 4

x5 + 2
)
dx

11
∫ 6√

x5−5x2+3
x dx 26

∫ 7√
x6−2x2+3

x dx

12
∫ (

x
√
x− 1√

x3
+ 1
)
dx 27

∫ ( 3
√
x

x − 2
x3 + 1

)
dx

13
∫ (

x2 −
6√x
x − 3

)
dx 28

∫ (
2x2
√
x
− 5

x + 6
)
dx

14
∫ 3√

x2−2x5+3
x dx 29

∫ ( 3√
x2

x − 7
x3 + 5

)
dx

15
∫ ( 3√x

x + 2x3 − 4
)
dx 30

∫ (
5x2
√
x
− 3

√
x2 + 2

)
dx

12



Çàäà÷à 2. Çíàéòè
∫
f(x) dx äëÿ êîæíîãî ç âàðiàíòiâ.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1
∫ √

3 + x dx 16
∫

dx
3√2+x

2
∫

dx
3−x 17

∫
dx

2−5x

3
∫
sin(2− 3x) dx 18

∫
sin(4− 2x)dx

4
∫

3
√
1 + x dx 19

∫
(1− 4x)7 dx

5
∫

dx
3x+9 20

∫
dx

3x−2

6
∫
sin(3− 2x) dx 21

∫
cos(5− 2x) dx

7
∫

3
√

(1 + x)2 dx 22
∫
(1 + 4x)5 dx

8
∫

dx
2−3x 23

∫
dx

2x+3

9
∫
sin(5− 3x) dx 24

∫
cos(7x+ 3) dx

10
∫

dx√
1+x

25
∫
(1− 3x)4 dx

11
∫

dx
1−4x 26

∫
dx

3x−4

12
∫
cos(2 + 3x) dx 27

∫
sin(8x− 3) dx

13
∫

dx√
(1−x)3

28
∫ √

1 + 3x dx

14
∫

dx
2+3x 29

∫
dx

4−3x

15
∫
cos(3 + 2x) dx 30

∫
sin(3 + 4x) dx
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1.4 Ìåòîä ïiäâåäåííÿ ïiä ñïiëüíèé çíàê äèôåðåíöiàëà

ßê çàçíà÷àëîñÿ â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi, òàáëè÷íi iíòåãðàëè ïðîäîâ-
æóþòü ïðàöþâàòè, êîëè çàìiñòü x çíàõîäèòüñÿ ôóíêöiÿ.

Ïðèêëàä 9. Çíàéòè ∫
sin2 x d(sinx) .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áóäåìî ìàòè:∫
sin2 x d(sinx) =

1

3
sin3 x+ C , C ∈ R . 2

Çàóâàæåííÿ 1.4. Äëÿ òàáëè÷íèõ ïîõiäíèõ àíàëîãi÷íîãî ïðàâèëà
íåìà¹. Çîêðåìà, õî÷à (sinx) ′ = cos x, àëå (sinx3) ′ ̸= cosx3.

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ïåðøîãî äèôåðåíöiàëà:

d(f(x)) = f ′(x) dx .

Öÿ ôîðìóëà äîçâîëÿ¹ çâåñòè äîñòàòíüî áàãàòî iíòåãðàëiâ äî òàáëè÷íèõ,
àëå çàìiñòü x áóäå äåÿêà ôóíêöiÿ. Ðîçãëÿíåìî öåé ïiäõiä íà ïðèêëàäàõ.

Ïðèêëàä 10. Çíàéòè
∫
sin(5x + 3) dx çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïiäâå-

äåííÿ ïiä ñïiëüíèé çíàê äèôåðåíöiàëà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìiðêóâàííÿ ìîæíà ïðîâåñòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Áóëî á
äóæå äîáðå, ÿêáè çàìiñòü dx ñòîÿëî áè d(5x+3). Ñïðàâäi, â òàêîìó ðàçi ìè
ìàëè áè òàáëè÷íèé iíòåãðàë. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ äëÿ çíàõîäæåííÿ
ïåðøîãî äèôåðåíöiàëà. Áóäåìî ìàòè, ùî

d(5x+ 3) = (5x+ 3) ′ dx = 5 dx .

Ó íàñ ïiä iíòåãðàëîì âæå ¹ dx, ïðîòå íå âèñòà÷à¹ 5. Âàæëèâî ïàì'ÿòàòè,
ùî ìè çàâæäè ìîæåìî äîìíîæèòè íà áóäü-ÿêå ÷èñëî, ÿêå íàì ïîòðiáíå (â
äàíîìó âèïàäêó 5), àëå äëÿ ¾¾çáåðåæåííÿ áàëàíñó¿¿íåîáõiäíî äîìíîæè-
òè òàêîæ i íà ÷èñëî îáåðíåíå äî íüîãî. Äîìíîæèìî âèðàç ïiä iíòåãðàëîì
íà 5, à òàêîæ íà 1

5
. Ìà¹ìî:∫
sin(5x+ 3) dx =

∫
1

5
sin(5x+ 3) · 5 dx .

14



Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî d(5x + 3) = (5x + 3) ′ dx = 5 dx, à òàêîæ âëàñòè-
âiñòþ, ùî ÷èñëîâi ìíîæíèêè ìîæíà âèíîñèòè ç ïiä çíàêó iíòåãðàëà:∫

1

5
sin(5x+ 3)5 dx =

1

5

∫
sin(5x+ 3)d(5x+ 3) =

= − cos(5x+ 3) + C , C ∈ R .2

Ïðèêëàä 11. Çíàéòè
∫

1
x lnx

dx çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïiäâåäåííÿ ïiä
ñïiëüíèé çíàê äèôåðåíöiàëà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîìiòèìî, ùî ó íàñ ïiä çíàêîì iíòåãðàëà ¹ ôóíêöiÿ
(lnx) i ¨¨ ïîõiäíà ( 1

x
). Îñêiëüêè d(lnx) = (lnx) ′ dx = 1

x
dx, òî âèðàç ïiä

iíòåãðàëîì ìîæíà ïåðåïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:∫
1

x lnx
dx =

∫
d(lnx)

lnx
.

Öåé iíòåãðàë ¹ òàáëè÷íèì:∫
1

x lnx
dx =

∫
d(lnx)

lnx
= ln | lnx|+ C , C ∈ R .2

Ïðèêëàä 12. Çíàéòè
∫
tg x dx çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïiäâåäåííÿ ïiä

ñïiëüíèé çíàê äèôåðåíöiàëà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ îçíà÷åííÿì òàíãåíñó. Âðàõó¹ìî òàêîæ,
ùî d(cosx) = − sinx dx. Çâiäñè sin x dx = −d(cosx). Îòæå,∫

tg x dx =

∫
sin x

cos x
dx = −

∫
d(cosx)

cosx
= − ln | cos x|+ C , C ∈ R . 2

Àíàëîãi÷íî îá÷èñëþ¹òüñÿ iíòåãðàë âiä êîòàíãåíñó (çíàéäiòü ñàìî-
ñòiéíî).

Ïðèêëàä 13. Çíàéòè
∫

x
x2+1

dx çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïiäâåäåííÿ
ïiä ñïiëüíèé çíàê äèôåðåíöiàëà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàóâàæèìî, ùî d(x2 + 1) = 2x dx. Äîìíîæèìî ÷èñåëü-
íèê íà 2, ùîá îòðèìàòè â íüîìó äèôåðåíöiàë çíàìåííèêà. Äëÿ ¾¾çáåðå-
æåííÿ áàëàíñó¿ äîìíîæèìî äðiá íà 1

2
. Áóäåìî ìàòè, ùî∫

x

x2 + 1
dx =

∫
1

2

2x

x2 + 1
dx =

=
1

2

∫
d(x2 + 1)

x2 + 1
=

1

2
ln(x2 + 1) + C , C ∈ R . 2

15



1.5 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Âíåñåííÿ ïiä çíàê äèôåðåíöiàëó â iíòåãðàëi
∫
f(x) dx  ðóíòó¹òüñÿ

íà íàñòóïíié âëàñòèâîñòi iíâàðiàíòíîñòi ôîðìè ïåðøîãî äèôåðåíöiàëó:
ÿêùî F = F (u), u ∈ I, I � äåÿêèé ïðîìiæîê ÷èñëîâî¨ îñi, i u = f(x),
x ∈ J, J � äåÿêèé ïðîìiæîê ÷èñëîâî¨ îñi, u : J → I, òî dF (u) = dF (f(x)),
çà óìîâè, ùî F òà f � ¾äîñòàòíüî ãëàäêi ôóãíêöi¨¿. (Çâiñíî, òóò dF (u) =
F ′(u) du, à dF (f(x)) = (F (f(x))) ′(x) dx). Ïîêëàäåìî d2f(x) := d(d(f(x)))
� äðóãèé äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ f.

Äîâåäiòü, ùî çà âêàçàíèõ óìîâ, âçàãàëi êàæó÷è, äðóãèé äèôåðåíöiàë
íå ìà¹ iíâàðiàíòíîñòi ôîðìè, iíøèìè ñëîâàìè, d2F (u) ̸= d2F (f(x)).

2. ßêi âèìîãè ìà¹ çàäîâîëüíÿòè ôóíêöiÿ u = f(x), x ∈ J, ùîá äëÿ
äîâiëüíî¨ ¾äîñòàòíüî ãëàäêî¨ ôóíêöi¨¿ F = F (u) âèêîíóâàëàñÿ á ðiâíiñòü
d2F (u) = d2F (f(x))?

3. ßêi âèìîãè ìà¹ çàäîâîëüíÿòè ôóíêöiÿ F = F (u), ùîá äëÿ äîâiëü-
íî¨ ¾äîñòàòíüî ãëàäêî¨ ôóíêöi¨¿ u = f(x), x ∈ J, âèêîíóâàëàñÿ á ðiâíiñòü
d2F (u) = d2F (f(x))?
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1.6 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 2

Çàäà÷à 3. Çíàéòè iíòåãðàë âiä ôóíêöi¨
∫
f(x) dx ìåòîäîì ïiäâåäåííÿ

ïiä ñïiëüíèé çíàê äèôåðåíöiàëà

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x),

1
∫ √

5− 4x dx 16
∫

5
√
3− 2x dx

2
∫

dx
3x+4 17

∫
dx

3−2x

3
∫
sin(3− 4x) dx 18

∫
sin(5x− 3) dx

4
∫

dx
5√3+3x

19
∫

4
√
1 + 3x dx

5
∫

dx
4x−2 20

∫
dx

5+3x

6
∫
cos(4x+ 3) dx 21

∫
sin(5− 3x) dx

7
∫

dx
3
√

(1−4x)5
22

∫
3
√
1 + 3x dx

8
∫

dx
5−3x 23

∫
dx

3−5x

9
∫
cos(3− 4x) dx 24

∫
sin(3x+ 6) dx

10
∫

dx
3
√

(3−4x)2
25

∫
dx

5
√

(3−x)5

11
∫

dx
4−7x 26

∫
dx

5+4x

12
∫
cos(2 + 5x) dx 27

∫
cos(5x− 8) dx

13
∫

dx
3√2−5x

28
∫

dx
3√3+x

14
∫

dx
5x−3 29

∫
dx

6−3x

15
∫
cos(3x+ 5)dx 30

∫
cos(3x− 7)dx
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Çàäà÷à 4. Çíàéòè iíòåãðàë âiä ôóíêöi¨
∫
f(x) dx ìåòîäîì ïiäâåäå-

ííÿ ïiä ñïiëüíèé çíàê äèôåðåíöiàëà.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x),

1
∫

dx

(2x+1) 3
√

ln2(2x+1)
16

∫
dx

(x+2) 3
√

ln(x+2)

2
∫ 3

√
ln2(1−x)
x−1 dx 17

∫ ln4(3x+1)
3x+1 dx

3
∫

dx

(1−x) 3
√

ln2(1−x)
18

∫
dx

(x−3) ln4(x−3)

4
∫

dx

(1−x) 3
√

ln3(1−x)
19

∫
dx

(x+5) ln3(x+5)

5
∫ ln3(1−x)

x−1 dx 20
∫ ln3(x−5)

x−5 dx

6
∫ √

ln(2x−1)

2x−1 dx 21
∫ 3

√
ln(x+4)

x+4 dx

7
∫ 3

√
ln(3x+1)

3x+1 dx 22
∫ ln5(x−7)

x−7 dx

8
∫

dx
(x+1) ln2(x+1)

23
∫ 3

√
ln3(x+3)
x+3 dx

9
∫

dx

(x+1) 3
√

ln(x+1)
24

∫ 3
√

ln4(x−5)
x−5 dx

10
∫ 5

√
ln2(x+1)
x+1 dx 25

∫
dx

(x+3) ln4(x+3)

11
∫ 5

√
ln5(x+1)
x+1 dx 26

∫ ln5(x−8)
x−8 dx

12
∫ 7

√
ln2(x+1)
x+1 dx 27

∫ 3
√

ln3(x+6)
x+6 dx

13
∫ 3

√
ln3(x+1)
x+1 dx 28

∫
dx

(x−4) ln5(x−4)

14
∫

dx

(x+1) 5
√

ln(x+1)
29

∫ ln6(x+9)
x+9 dx

15
∫ 7

√
ln7(x+1)
x+1 dx 30

∫ ln(3x+5)
3x+5 dx

1.7 Ìåòîä çàìiíè

Ìåòîä çàìiíè çìiííî¨ ïîëÿãà¹ ó ââåäåííi íîâî¨ çìiííî¨ u = g(x), ùî äî-
çâîëÿ¹ ñïðîñòèòè ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç.

Ïðèêëàä 14. Çíàéòè
∫
sin(2x+7) dx çà äîïîìîãîþ ìåòîäó çàìiíè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç u(x) = 2x + 7. Òîäi du = 2dx. Âèðà-
çèìî çâiäñè dx, ùîá çàïèñàòè iíòåãðàë â òåðìiíàõ íîâî¨ çìiííî¨. Ìà¹ìî:
dx = du

2
. Ïiñëÿ òîãî, ÿê iíòåãðàë áóäå çíàéäåíèì, ïîâåðíåìîñÿ äî ñòàðî¨

çìiííî¨. Îòæå,∫
sin(2x+7) dx =

∫
sinu

2
du = −cosu

2
+C = −cos(2x+ 7)

2
+C , C ∈ R .2
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Ìåòîä çàìiíè îñîáëèâî åôåêòèâíèé, êîëè ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ
ìiñòèòü âèðàç ðàçîì iç éîãî ïîõiäíîþ. Â òàêèõ âèïàäêàõ çà íîâó çìiííó
çðó÷íî ïîçíà÷àòè ñàìå öåé âèðàç, à íå ïîõiäíó.

Ïðèêëàä 15. Çíàéòè
∫

3x2

x3+7
dx çà äîïîìîãîþ ìåòîäó çàìiíè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ÷èñåëüíèê ¹ ïîõiäíîþ çíàìåííèêà.
Òîäi çðó÷íî áóäå çà íîâó çìiííó ïîçíà÷èòè ñàìå çíàìåííèê. Íåõàé u =
x3 + 7. Òîäi du = 3x2dx. Ïåðåïèøåìî iíòåãðàë â òåðìiíàõ íîâî¨ çìiííî¨.
Ìà¹ìî:∫

3x2

x3 + 7
dx =

∫
du

u
= ln |u|+ C = ln |x3 + 7|+ C , C ∈ R . 2

Çàóâàæåííÿ 1.5. Ìåòîä ïiäâåäåííÿ ïiä ñïiëüíèé çíàê äèôåðåíöià-
ëà ¹ íåÿâíèì çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó çàìiíè. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî îäèí ç
ïîïåðåäíiõ ïðèêëàäiâ i ðîçâ'ÿæåìî éîãî ìåòîäîì ïiäâåäåííÿ ïiä ñïiëüíèé
çíàê äèôåðåíöiàëà.

Ïðèêëàä 16. Çíàéòè
∫
sin(2x+7) dx ìåòîäîì ïiäâåäåííÿ ïiä ñïiëü-

íèé çíàê äèôåðåíöiàëà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî, ùî∫
sin(2x+ 7) dx =

∫
1

2
sin(2x+ 7) · 2dx =

=

∫
1

2
sin(2x+ 7)d(2x+ 7) = −1

2
cos(2x+ 7) + C , C ∈ R . 2

Õî÷à çàìiíà ôîðìàëüíà i íå áóëà ââåäåíà, àëå ÿêùî íà îñòàííüî-
ìó êðîöi ïåðåä çíàõîäæåííÿì iíòåãðàëà ââåñòè çàìiíó u = 2x + 7 ìè
îòðèìà¹ìî òàáëè÷íèé iíòåãðàë

∫
sinu du, ÿêèé ìè i çíàõîäèëè.

Ïðèêëàä 17. Çíàéòè
∫
sin3 x cosx dx çà äîïîìîãîþ ìåòîäó çàìiíè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áà÷èìî â ïiäiíòåãðàëüíîìó âèðàçi ÿê ñèíóñ, òàê i êîñè-
íóñ. Ìîæå âèíèêíóòè ïèòàííÿ, ÿêó ç öèõ ôóíêöié çðó÷íiøå ïîçíà÷àòè çà
íîâó çìiííó. Â äàíîìó âèïàäêó çðó÷íiøå ïîçíà÷àòè ñàìå ñèíóñ. Ñïðàâäi,
ÿêùî u = sin(x), òî du = cos x dx i ìè çðàçó ìîæåìî ïåðåïèñàòè ïiäiíòå-
ãðàëüíèé âèðàç â òåðìiíàõ íîâî¨ çìiííî¨:∫

sin3 x cosxdx =

∫
u3du =

u4

4
+ C =

sin4 x

4
+ C , C ∈ R . 2
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Çàóâàæåííÿ 1.6. Â âèïàäêàõ iíòåãðàëiâ âiä âèðàçiâ ç ñiíóñîì i êî-
ñèíóñîì, äå íåçðîçóìiëî, ÿêó ç öèõ ôóíêöié ïîçíà÷àòè ÷åðåç íîâó çìiííó,
ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ íàñòóïíîì îði¹íòèðîì. Â áiëüøîñòi òàêèõ çàâäàíü
çðó÷íî ïîçíà÷àòè ÷åðåç íîâó çìiííó òðèãîíîìåòðè÷íó ôóíêöiþ, ÿêà çíà-
õîäèòüñÿ â ¾íåçðó÷íîìó¿ ïîëîæåííi. Ïiä ¾íåçðó÷íèì¿ ïîëîæåííÿì ìà-
¹òüñÿ íà óâàçi íàÿâíiñòü ñòåïåíÿ, àáî âèïàäêè, â ÿêèõ òðèãîíîìåòðè÷íà
ôóíêöiÿ çíàõîäèòüñÿ â çíàìåííèêó.

Ïðèêëàä 18. Çíàéòè ∫
cos(2x)

sin3(2x)
dx

çà äîïîìîãîþ ìåòîäó çàìiíè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áà÷èìî, ùî â ¾íåçðó÷íîìó¿ ïîëîæåííi çíàõîäèòüñÿ ñà-
ìå ñèíóñ (ñèíóñ çíàõîäèòüñÿ â çíàìåííèêó, à òàêîæ ïiäíîñèòüñÿ äî êó-
áó). Ââåäåìî íîâó çìiííó u = sin(2x). Òîäi du = 2 cos 2xdx, cos 2xdx = du

2
.

Çàïèøåìî ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç â òåðìiíàõ íîâî¨ çìiííî¨ i çíàéäåìî ií-
òåãðàë. Áóäåìî ìàòè, ùî∫

cos(2x)

sin3(2x)
dx =

∫
du

2u3
= −1

4
u−2 + C = − 1

4 sin2 2x
+ C , C ∈ R . 2

Ðîçãëÿíåìî ùå äåêiëüêà ïðèêëàäiâ.

Ïðèêëàä 19. Çíàéòè ∫
tg7 3x

cos2 3x
dx

çà äîïîìîãîþ ìåòîäó çàìiíè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áà÷èìî, ùî ïiä iíòåãðàëîì çíàõîäèòüñÿ ÿê ôóíêöiÿ
tg 3x, òàê i ¨¨ ïîõiäíà 1

cos2 3x
ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæíèêà. ßê ìè

çàçíà÷àëè ðàíiøå, â òàêèõ âèïàäêàõ çðó÷íî ïîçíà÷àòè çà íîâó çìiííó
ñàìå tg 3x. Íåõàé u = tg 3x. Òîäi du = 3

cos2 3x
dx. Çâiäñè dx

cos2 3x
= du

3
. Çâiäñè:

∫
tg7 3x

cos2 3x
dx =

∫
u7

3
du =

1

24
u8 + C =

1

24
tg8 3x+ C , C ∈ R . 2
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Ïðèêëàä 20. Çíàéòè ∫
arcctg4 8x

1 + 64x2
dx

çà äîïîìîãîþ ìåòîäó çàìiíè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áà÷èìî, ùî ïiä iíòåãðàëîì çíàõîäèòüñÿ ÿê ôóíêöiÿ
arcctg4 8x, òàê i ¨¨ ïîõiäíà 1

1+64x2 ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæíèêà.
Íåõàé u = arcctg4 8x. Òîäi du = − 8

1+64x2dx. Çâiäñè dx
1+64x2 = −du

8
. Çâiäñè:

∫
arcctg4 8x

1 + 64x2
dx = −

∫
u4

8
du = − 1

40
u5+C = − 1

40
arcctg5 8x+C , C ∈ R .2

Ïðèêëàä 21. Çíàéòè ∫
e4−5x2

xdx

çà äîïîìîãîþ ìåòîäó çàìiíè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áà÷èìî, ùî ïiä iíòåãðàëîì çíàõîäèòüñÿ ÿê ôóíêöiÿ 4−
5x2, òàê i ¨¨ ïîõiäíà x ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæíèêà. Íåõàé u =
4− 5x2. Òîäi du = −10xdx. Çâiäñè xdx = −du

10
. Çâiäñè:∫

e4−5x2

xdx = −
∫

1

10
eudu = − 1

10
eu + C = − 1

10
e4−5x2

+ C , C ∈ R . 2
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1.8 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Íåõàé ñêëàäíà ôóíêöiÿ f(x(t)) âèçíà÷åíà íà äåÿêîìó ïðîìiæêó, äå
x = x(t) ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ i ìà¹ îáåðíåíó t = t(x). Äîâåäiòü, ùî â
òàêîìó âèïàäêó iñíó¹ iíòåãðàë

∫
f(x(t))x ′(t) dt, ïðè öüîìó∫

f(x) dx =

∫
f(x(t))x ′(t) dt ,

ùî âêëþ÷à¹ äî ñåáå iñíóâàííÿ iíòåãðàëó ëiâîðó÷.

2. Íåõàé íà äåÿêîìó ïðîìiæêóE âèçíà÷åíà ñêëàäíà ôóíêöiÿ f(u(x)),
u(x) äèôåðåíöiéîâíà íà E. Òîäi∫

f(u(x))u ′(x) dx =

∫
f(u) du ,

äå u = u(x), çà óìîâè, ùî iñíó¹ iíòåãðàë ïðàâîðó÷. Äîâåäiòü.

3. Ïåðåâiðòå ôîðìóëó çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiþâàííÿ:∫
e4−5x2

xdx = − 1

10
e4−5x2

+ C , C ∈ R .

4. Ïåðåâiðòå ôîðìóëó çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiþâàííÿ:

tg7 3x

cos2 3x
dx =

1

24
tg8 3x+ C , C ∈ R .

5. Ïåðåâiðòå ôîðìóëó çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiþâàííÿ:∫
x

x2 + 1
dx =

1

2
ln(x2 + 1) + C , C ∈ R .
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1.9 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 3

Çàäà÷à 5. Çíàéòè iíòåãðàë âiä ôóíêöi¨
∫
f(x) dx ìåòîäîì çàìiíè

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1
∫

dx
(2+x)3

16
∫

3
√
4− 2xdx

2
∫

dx
6+5x 17

∫
dx

5−2x

3
∫
cos(5x− 6)dx 18

∫
sin(8x− 5)dx

4
∫

5
√
5− 2xdx 19

∫
3
√
3− 4xdx

5
∫

dx
1−7x 20

∫
dx

2x+7

6
∫
sin(7x+ 1)dx 21

∫
cos(8x− 4)dx

7
∫

5
√
5− 4xdx 22

∫
5
√
3 + 2xdx

8
∫

dx
1+6x 23

∫
dx

2x+9

9
∫
cos(7x+ 3)dx 24

∫
sin(9x− 1)dx

10
∫

5
√

(6− 5x)2dx 25
∫

4
√

(3 + 5x)3dx

11
∫

dx
2+7x 26

∫
dx

7x−3

12
∫
sin(7− 4x)dx 27

∫
cos(10x− 3)dx

13
∫

4
√
2− 5xdx 28

∫
3
√

(2− x)2dx

14
∫

dx
7−3x 29

∫
dx

6x+1

15
∫
cos(3x− 7)dx 30

∫
sin(9x+ 7)dx

23



Çàäà÷à 6. Çíàéòè iíòåãðàë âiä ôóíêöi¨
∫
f(x) dx ìåòîäîì çàìiíè

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1
∫

sin 5x
cos4 5x

dx 16
∫

cos 6x
sin7 6x

dx

2
∫ √

tg3 x

cos2 x
dx 17

∫ ctg5 2x
sin2 2x

dx

3
∫ √

arctg3 3x

1+9x2 dx 18
∫ arctg2 2x

1+4x2 dx

4
∫

xdx

e3x
2+4

19
∫
ecosx sinxdx

5
∫

x
7x2+4

dx 20
∫

x+3√
x2+4

dx

6
∫ √

cos 7x sin 7xdx. 21
∫ √

cos3 2x sin 2xdx

7
∫

dx

cos2 x 3
√

tg3 x
22

∫ tg3 4x
cos2 4x

dx

8
∫ 3√arcsinx√

1−x2
dx 23

∫ 3√
arccos2 x√
1+x2

dx

9
∫

xdx

ex2+3
24

∫
e2x

3−1x2dx

10
∫

1−2x
5x2−1

dx 25
∫

3x−2
2x2+7

dx

11
∫
sin6 3x cos 3xdx. 26

∫
sin4 8x cos 8xdx

12
∫

dx
sin2 x ctg4 x

27
∫ 3√tg 5x

cos2 5x
dx

13
∫

arccos2 3x√
1−9x2

dx 28
∫

dx
(1+x2) arctg3 x

14
∫

x2dx

ex
3+1

29
∫

sinx
ecos xdx

15
∫

2x+1
5x2+1

dx 30
∫

5−x
3x2+1

dx
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1.10 Iíòåãðóâàííÿ ôóíêöié, ÿêi ìiñòÿòü êâàäðàòíèé òðè÷ëåí

Â öié ñåêöi¨ ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëiâ âiä äåÿêèõ âè-
ðàçiâ, ÿêi ìiñòÿòü êâàäðàòíèé òðè÷ëåí.

Iíòåãðàëè âèãëÿäó
∫

dx
ax2+bx+c

Iäåÿ çíàõîäæåííÿ òàêèõ iíòåãðàëiâ ïîëÿãà¹ ó âèäiëåííi ïîâíîãî êâà-
äðàòó çíàìåííèêà. Ðîçãëÿíåìî öå íà ïðèêëàäi.

Çàóâàæåííÿ 1.7. ßêùî êâàäðàòíèé òðè÷ëåí â çíàìåííèêó íå çâå-
äåíèé, òî äëÿ çðó÷íîñòi ìîæíà ñïî÷àòêó âèíåñòè êîåôiöi¹íò a çà çíàê
iíòåãðàëà.

Ïðèêëàä 22. Çíàéòè ∫
dx

2x2 + 4x+ 6
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèíåñåìî 1
2
çà çíàê iíòåãðàëà. Ïiñëÿ öüîãî âèäiëèìî â çíà-

ìåííèêó ïîâíèé êâàäðàò i ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì çàìiíè. Ìà¹ìî:∫
dx

2x2 + 4x+ 6
=

1

2

∫
dx

x2 + 2x+ 3
=

=
1

2

dx

(x2 + 2x+ 1) + 2
=

1

2

∫
1

(x+ 1)2 + 2
.

Ââåäåìî çàìiíó u = x+ 1. Òîäi du = dx. Ìà¹ìî:

1

2

∫
1

(x+ 1)2 + 2
=

1

2

∫
duu2 + 2 .

Äàíèé iíòåãðàë ¹ òàáëè÷íèì (äèâ. ñòîð. 6, ôîðìóëà 13). Îòæå,

1

2

∫
du

u2 + (
√
2)2

=
1

2
√
2
arctg

u√
2
+ C =

1

2
√
2
arctg

x+ 1√
2

+ C , C ∈ R . 2

Iíøi iíòåãðàëè òàêîãî âèäó çíàõîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Iíòåãðàëè âèãëÿäó
∫

Ax+B
ax2+bx+c

dx

Â âèïàäêó A = 0 îòðèìà¹ìî iíòåãðàë ïîïåðåäíüîãî òèïó (ïiñëÿ âèíå-
ñåííÿ êîåôiöi¹íòó B çà çíàê iíòåãðàëà). Íåõàé A ̸= 0. Íàâåäåìî ñïî÷àòêó
çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òàêîãî iíòåãðàëà. Øëÿõîì ðiâíîñèëüíèõ àëãåáðà¨-
÷íèõ ïåðåòâîðåíü ìà¹ìî
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∫
Ax+B

ax2 + bx+ c
dx =

∫ A
2a
(2ax+ b) +

(
B − Ab

2a

)
ax2 + bx+ c

dx =

Ðîçiá'¹ìî íà ñóìó äâîõ iíòåãðàëiâ

=
A

2a

∫
(2ax+ b)dx

ax2 + bx+ c
+

(
B − Ab

2a

)∫
dx

ax2 + bx+ c
=

(2ax+ b)dx = d(ax2 + bx+ c)

=
A

2a

∫
(2ax+ b)dx

ax2 + bx+ c
+

(
B − Ab

2a

)∫
dx

ax2 + bx+ c
=

=
A

2a
ln |ax2 + bx+ c|+

(
B − Ab

2a

)∫
dx

ax2 + bx+ c

Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëà âèäó
∫

dx
ax2+bx+c

, ÿêèé
âæå áóâ ðîçãëÿíóòèé â öié ñåêöi¨.

Ðîçãëÿíåìî öåé àëãîðèòì íà ïðèêëàäàõ.

Ïðèêëàä 23. Çíàéòè ∫
3x+ 5

x2 − 2x+ 7
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî: d(x2−2x+7) = 2x−2. Íàì íåîáõiäíî çàïèñàòè
÷èñåëüíèê â òàêîìó âèãëÿäi, ùîá îäèí iç äîäàíêiâ íàöiëî ïîäiëèâñÿ áè
íà 2x− 2. Îòæå, ∫

3x+ 5

x2 − 2x+ 7
dx =

∫
3x− 3 + 8

x2 − 2x+ 7
dx =

=

∫
3x− 3

x2 − 2x+ 7
dx+

∫
8

x2 − 2x+ 7
dx =

=

∫
3

2

2x− 2

x2 − 2x+ 7
dx+

∫
8

x2 − 2x+ 7
=

=
3

2

∫
d(x2 − 2x+ 7)

x2 − 2x+ 7
+ 8

∫
dx

(x− 1)2 + (
√
6)2

=

=
3

2
ln |x2 − 2x+ 7|+ 8√

6
arctg

x− 1√
6

+ C , C ∈ R . 2
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Ìîæëèâi âèïàäêè, êîëè ïðè âèäiëåííi ïîâíîãî êâàäðàòó â çíàìåí-
íèêó ÷èñëî áóäå âiäíiìàòèñÿ, à íå äîäàâàòèñÿ. Â òàêèõ âèïàäêàõ çíàäî-
áèòüñÿ 11-é òàáëè÷íèé iíòåãðàë.

Ïðèêëàä 24. Çíàéòè
∫

5x−7
x2−8x+7

dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áóäåìî ìàòè, ùî∫
5x− 7

x2 − 8x+ 7
dx =

5

2

∫
2x− 14

5

x2 − 8x+ 7
dx =

=
5

2

∫
2x− 8 + 8− 14

5

x2 − 8x+ 7
dx =

=
5

2

∫
2x− 8

x2 − 8x+ 7
dx+

(
5

2
· 26
5

)∫
dx

x2 − 8x+ 7
=

=
5

2

∫
d(x2 − 8x+ 7)

x2 − 8x+ 7
+ 13

∫
dx

x2 − 2 · 4x+ 16− 16 + 7
=

=
5

2
ln |x2 − 8x+ 7|+ 13

∫
dx

(x− 4)2 − 9
=

=
5

2
ln |x2 − 8x+ 7|+ 13 · 1

2 · 3
ln

∣∣∣∣x− 4− 3

x− 4 + 3

∣∣∣∣+ C =

=
5

2
ln |x2 − 8x+ 7|+ 13

6
ln

∣∣∣∣x− 7

x− 1

∣∣∣∣+ C , C ∈ R . 2

Iíòåãðàëè âèãëÿäó
∫

dx√
ax2+bx+c

Àíàëîãi÷íî äî ïåðøîìó òèïó iíòåãðàëiâ ç öi¹¨ ñåêöi¨, iíòåãðàëè òà-
êîãî òèïó ðîçâ'ÿçóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ âèäiëåííÿ ïîâíîãî êâàäðàòó (â
äàíîìó âèïàäêó âèðàçó, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ïiä êîðåíåì). Ðîçãëÿíåìî öåé
àëãîðèòì íà ïðèêëàäi.

Ïðèêëàä 25. Çíàéòè∫
dx√

5x2 + 4x+ 7
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áóäåìî ìàòè, ùî∫
dx√

5x2 + 4x+ 7
=

∫
dx√

5
(
x2 + 4

5
x+ 7

5

) =
1√
5

∫
dx√

x2 + 4
5
x+ 7

5

=

=
1√
5

∫
dx√

x2 + 2 · 2
5
x+ 7

5

=
1√
5

∫
dx√

x2 + 2 · 2
5
x+ 4

25
+ 7

5
− 4

25

=
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=
1√
5

∫
dx√

(x+ 2
5
)2 + 31

25

=
1√
5
ln

∣∣∣∣∣∣x+
2

5
+

√(
x+

2

5

)2

+
31

25

∣∣∣∣∣∣+ C =

=
1√
5
ln

∣∣∣∣∣x+
2

5
+

√
x2 +

4

5
x+

7

5

∣∣∣∣∣+ C , C ∈ R .

Òóò áóâ âèêîðèñòàíèé 12-é òàáëè÷íèé iíòåãðàë (äîâãèé ëîãàðèôì). 2

Iíòåãðàëè âèãëÿäó
∫

Ax+B√
ax2+bx+c

dx

Àëãîðèòì àíàëîãi÷íèé äî iíòåãðàëiâ äðóãîãî òèïó ç öi¹¨ ñåêöi¨. Íà-
äàìî ñïî÷àòêó ðîçâ'ÿçîê òàêîãî iíòåãðàëà â çàãàëüíîìó âèãëÿäi (äëÿ âè-
ïàäêó A ̸= 0, iíàêøå äàíèé iíòåãðàë ¹ iíòåãðàëîì âèäó

∫
dx√

ax2+bx+c
, ÿêèé

âæå ðîçãëÿäàâñÿ â öié ñåêöi¨). Ìà¹ìî:

d(ax2 + bx+ c) = (2ax+ b)dx∫
Ax+B√

ax2 + bx+ c
dx =

=

∫ A
2a
(2ax+ b) + B − Ab

2a√
ax2 + bx+ c

dx =

=
A

2a

∫
(2ax+ b)dx√
ax2 + bx+ c

+

(
B − Ab

2a

)∫
dx√

ax2 + bx+ c
=

=
A

2a

∫
d(ax2 + bx+ c)√

ax2 + bx+ c
+

(
B − Ab

2a

)∫
dx√

ax2 + bx+ c
=

=
A

2a
· 2
√
ax2 + bx+ c+

(
B − Ab

2a

)∫
dx√

ax2 + bx+ c
=

=
A

a

√
ax2 + bx+ c+

(
B − Ab

2a

)∫
dx√

ax2 + bx+ c
.

Çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëiâ òèïó
∫

dx√
ax2+bx+c

âæå ðîçãëÿíóòî ó öüîìó
ïàðàãðàôi.

Ïðèêëàä 26. Çíàéòè∫
5x+ 1√

x2 + 6x+ 10
dx .
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî:∫
5x+ 1√

x2 + 6x+ 10
dx =

∫ 5
2
(2x+ 6) + (1− 5

2
· 6)

√
x2 + 6x+ 10

dx =

=
5

2

∫
(2x+ 6)dx√
x2 + 6x+ 10

+ (1− 15)

∫
dx√

x2 + 6x+ 10
=

=
5

2

∫
d(x2 + 6x+ 10)√

x2 + 6x+ 10
− 14

∫
dx√

(x2 + 2 · 3x+ 32) + 10− 32
=

=
5

2
· 2
√
x2 + 6x+ 10− 14

∫
dx√

(x+ 3)2 + 1
=

= 5
√
x2 + 6x+ 10− 14

∫
d(x+ 3)√
(x+ 3)2 + 1

=

= 5
√
x2 + 6x+ 10− 14 ln |x+ 3 +

√
(x+ 3)2 + 1|+ C =

= 5
√
x2 + 6x+ 10− 14 ln |x+ 3 +

√
x2 + 6x+ 10|+ C , C ∈ R. 2

Ïðèêëàä 27. Çíàéòè∫
4x− 5√

−x2 + 2x+ 3
dx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî:∫
4x− 5√

−x2 + 2x+ 3
dx = −2

∫ −2x+ 2 + 5
2
− 2

√
−x2 + 2x+ 3

dx =

= −2

∫
−2x+ 2√

−x2 + 2x+ 3
dx−

∫
dx√

−(x2 − 2x− 3)
=

= −2

∫
d(−x2 + 2x+ 3)√

−x2 + 2x+ 3
dx−

∫
dx√

4− (x− 1)2
=

= −4
√
−x2 + 2x+ 3− arcsin

x− 1

2
+ C , C ∈ R. 2

Çàóâàæåííÿ 1.8. Ïðè çíàõîäæåííi îñòàííüîãî iíòåãðàëà ìè ñêîðè-
ñòàëèñÿ òàáëè÷íèì iíòåãðàëîì �14 íà ñòîð. 6. Â âèïàäêàõ, êîëè êîåôiöi-
¹íò ïåðåä x2 âiä'¹ìíèé, äëÿ ïî÷àòêó òðåáà âèíåñòè ¾−¿ çà äóæêè i ïiñëÿ
âèäiëèòè ïîâíèé êâàäðàò.
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1.11 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Ïåðåâiðòå ôîðìóëó çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiþâàííÿ:∫
4x− 5√

−x2 + 2x+ 3
dx = −4

√
−x2 + 2x+ 3− arcsin

x− 1

2
+ C , C ∈ R.

2. Ïåðåâiðòå ôîðìóëó çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiþâàííÿ:∫
dx√

5x2 + 4x+ 7
=

1√
5
ln

∣∣∣∣∣x+
2

5
+

√
x2 +

4

5
x+

7

5

∣∣∣∣∣+ C , C ∈ R .

3. Ïåðåâiðòå ôîðìóëó çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiþâàííÿ:

5x− 7

x2 − 8x+ 7
dx =

5

2
ln |x2 − 8x+ 7|+ 13

6
ln

∣∣∣∣x− 7

x− 1

∣∣∣∣+ C , C ∈ R .
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1.12 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 4

Çàäà÷à 7. Çíàéòè
∫
f(x)dx.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), òî÷êà x0 Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), òî÷êà x0

1
∫

dx√
4+8x−x2

16
∫

dx
2x2+x+2

2
∫

dx
4x2−5x+4

17
∫

dx√
5x2−10x+4

3
∫

dx√
3x2−4x+1

18
∫

dx
3x2−12x+3

4
∫

dx
x2−4x+10

19
∫

dx√
2x+3−x2

5
∫

dx√
2−3x−2x2

20
∫

dx
2x2+3x

6
∫

dx
2x2−7x+1

21
∫

dx√
4x2−8x+3

7
∫

dx√
x2+6x+8

22
∫

dx
x2−5x+6

8
∫

dx
2x2+x−6

23
∫

dx√
1+2x−x2

9
∫

dx√
2+8x−2x2

24
∫

dx
2x−3−4x2

10
∫

dx
5x2+2x+7

25
∫

dx√
4x2−x+4

11
∫

dx√
3+2x−2x2

26
∫

dx
3x2−8x−3

12
∫

dx
2x2−2x+1

27
∫

dx√
2+4x−3x2

13
∫

dx√
2−2x−3x2

28
∫

dx
8−2x−x2

14
∫

dx
2x2−11x+2

29
∫

dx√
4x2+2x+4

15
∫

dx√
1+x−x2

30
∫

dx
5x−x2−6
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Çàäà÷à 8. Çíàéòè
∫
f(x)dx.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), òî÷êà x0 Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), òî÷êà x0

1
∫

x+1
2x2+3x−4

dx 16
∫

3x+4√
x2+6x+13

dx

2
∫

2x−13√
3x2−3x−16

dx 17
∫

5x−2
2x2−5x+2

dx

3
∫

x+6
3x2+x+1

dx 18
∫

3x−1√
2x2−5x+1

dx

4
∫

x−3√
2x2−4x−1

dx 19
∫

4x−1
4x2−4x+5

dx

5
∫

2x−1
3x2−2x+6

dx 20
∫

5x+2√
x2+3x−4

dx

6
∫

x−1√
3x2−x+5

dx 21
∫

x+1
2x2+x+1

dx

7
∫

xdx
2x2+x+5

dx 22
∫

x−4√
2x2−x+7

dx

8
∫

2x+1√
1+x−3x2

dx 23
∫

x+1
3x2−2x−3

dx

9
∫

x+5
x2+x−2

dx 24
∫

2x−1√
x2−3x+4

dx

10
∫

2x+5√
4x2+8x+9

dx 25
∫

4x+8
4x2+6x−13

dx

11
∫

3x−2
5x2−3x+2

dx 26
∫

4x+1√
2+x−x2

dx

12
∫

2x−10√
1+x−x2

dx 27
∫

5x+1
x2−4x+1

dx

13
∫

x+4
2x2−6x−8

dx 28
∫

5x−3√
2x2+4x−5

dx

14
∫

2x−8√
1−x+x2

dx 29
∫

xdx
2x2+2x+5

dx

15
∫

x+4
2x2−7x+1

dx 30
∫

3x+2√
4+2x−x2

dx

1.13 Iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

ßê ìîæíà çðîçóìiòè çi çìiñòó ïåðøèõ ðîçäiëiâ, ïðîöåñ iíòåãðóâàííÿ ¹
äåùî ñêëàäíiøèì â ïîðiâíÿííi ç äèôåðåíöiþâàííÿì. Íà âiäìiíó âiä äè-
ôåðåíöiþâàííÿ, äëÿ iíòåãðàëiâ íåìà¹ ôîðìóëè iíòåãðàëà âiä äîáóòêó,
÷àñòêó, àáî ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨. Öå ðîáèòü ïðîöåñ iíòåãðóâàííÿ ìåíø ìå-
õàíi÷íèì, â ïîðiâíÿííi ç âçÿòòÿì ïîõiäíî¨. Ïðîòå, ¹ ïåâíèé àíàëîã ôîð-
ìóëè ïîõiäíî¨ âiä äîáóòêó.

Ìåòîä iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè  ðóíòó¹òüñÿ íà ôîðìóëi ïîõiäíî¨ äî-
áóòêó äâîõ ôóíêöié. Íåõàé u(x) i v(x)� íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóí-
êöi¨ íà ïðîìiæêó I. Ìà¹ìî

d

dx

(
u(x)v(x)

)
= u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

Ïðîiíòåãðóâàâøè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî:∫
u′(x)v(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u(x)v′(x) dx.
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Ïîçíà÷èâøè du = u′(x) dx, dv = v′(x) dx, äiñòàíåìî ôîðìóëó iíòåãðó-
âàííÿ ÷àñòèíàìè: ∫

u dv = uv −
∫

v du.

Äóæå âàæëèâèì ¹ ïðàâèëüíèé âèáið ôóíêöié u òà dv. Çàçâè÷àé çà
u îáèðàþòü òàêó ôóíêöiþ, ïîõiäíà ÿêî¨ ¹ ïðîñòiøîþ çà ñàìó ôóíêöiþ
(íàïðèêëàä, ìíîãî÷ëåí ÷è ëîãàðèôì), à çà dv � âèðàç, ÿêèé ëåãêî iíòå-
ãðóâàòè (íàïðèêëàä, åêñïîíåíòà, òðèãîíîìåòðè÷íà ôóíêöiÿ).

Íàäàëi íàâåäåìî äåÿêi òèïîâi òèïè çàâäàíü, ÿêi âèêîíóþòüñÿ öèì
ìåòîäîì i äåÿêi îði¹íòèðè, ÿêi äîïîìîæóòü ïðè ðîçâ'ÿçêó.

Iíòåãðàëè âiä ëîãàðôìiâ, àáî ëîãàðèôìiâ,
ïîìíîæåíèõ íà ìíîãî÷ëåí

Â iíòåãðàëàõ òàêîãî âèãëÿäó çðó÷íî ïîçíà÷àòè ÷åðåç u � ëîãàðèôì,
à âñå iíøå ÷åðåç dv.

Ïðèêëàä 28. Çíàéòè ∫
lnxdx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç u = ln x, à ÷åðåç dv = dx. Çâiäñè
du = 1

x
dx. Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè v íåîáõiäíî âçÿòè iíòåãðàë âiä ¨¨ äèôå-

ðåíöiàëà. Îòæå, v =
∫
dx = x.1 Òåïåð ó íàñ ¹ óñi íåîáõiäíi âåëè÷èíè, ùîá

ñêîðèñòàòèñÿ iíòåãðóâàííÿì ÷àñòèíàìè. Ìà¹ìî:∫
lnxdx = x · lnx−

∫
x · 1

x
dx = x · lnx−

∫
dx = x · lnx−x+C , C ∈ R. 2

Ïðèêëàä 29. Çíàéòè ∫
x · lnxdx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç u = lnx, à ÷åðåç dv = xdx. Çâiäñè
du = 1

x
dx, v =

∫
xdx = x2

2
,∫

x · lnxdx =
x2

2
lnx−

∫
x2

2
· 1
x
dx =

=
x2

2
lnx−

∫
x

2
dx =

x2

2
lnx− x2

4
+ C , C ∈ R. 2

1Ïðè çíàõîäæåííi ôóíêöi¨ v ïðè iíòåãðóâàííi ÷àñòèíàìè, ââàæà¹ìî êîíñòàíòó C ðiâíîþ

íóëþ
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Çàóâàæåííÿ 1.9. Ïðè iíòåãðóâàííi âèðàçiâ, ÿêi ìiñòÿòü ëîãàðèôì
çi ñòåïåíåì, çà u, ÿê ïðàâèëî, çðó÷íî ïîçíà÷àòè ëîãàðèôì ðàçîì çi ñòå-
ïåíåì.

Äåÿêi ïðèêëàäè âèìàãàþòü áàãàòîðàçîâîãî âèêîðèñòàííÿ iíòåãðóâà-
ííÿ ÷àñòèíàìè (2,3, àáî íàâiòü áiëüøå). Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé ïðèêëàä

Ïðèêëàä 30. Çíàéòè ∫
x · ln2 xdx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç u = ln2 x, à ÷åðåç dv = xdx. Çâiäñè
du = 2

x
lnxdx, v =

∫
xdx = x2

2
. Îòæå,∫

x · ln2 xdx = ln2 x · x
2

2
−
∫

x2

2

2

x
lnx = ln2 x · x

2

2
−
∫

lnx · xdx .

Çà äîïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ìè çìîãëè ïîíèçèòè ñòåïiíü áiëÿ
iíòåãðàëà. Iíòåãðàë

∫
lnx · xdx âæå çíàéäåíèé â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi.

Òîìó ∫
x · ln2 xdx = ln2 x · x

2

2
− x2

2
lnx+

x2

4
+ C , C ∈ R. 2

Iíòåãðàëè âiä åêñïîíåíòè ïîìíîæåíié íà ìíîãî÷ëåí

Â çàâäàííÿõ òàêîãî òèïó çà u çðó÷íî ïîçíà÷àòè ìíîãî÷ëåí.

Ïðèêëàä 31. Çíàéòè ∫
x · e−5xdx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç u = x, à ÷åðåç dv = e−5xdx. Çâiäñè
du = dx, v = −1

5
e−5x. Áóäåìî ìàòè, ùî∫

x·e−5xdx = −1

5
e−5x ·x−

∫
−1

5
e−5x = −1

5
e−5x ·x− 1

25
e−5x+C , C ∈ R. 2
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Iíòåãðàëè âiä òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié ïîìíîæåíèõ íà ìíîãî÷ëåí

Â iíòåãðàëàõ òàêîãî òèïó çðó÷íî ïîçíà÷àòè çà u ìíîãî÷ëåí.

Ïðèêëàä 32. Çíàéòè
∫
x · cos 8x dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç u = x, à ÷åðåç dv = cos8x dx. Çâiäñè
du = dx, v = 1

8
sin 8x. Ìà¹ìî:∫
x · cos 8x dx =

1

8
sin 8x · x−

∫
1

8
sin 8x dx =

=
1

8
sin 8x · x+

1

64
cos 8x+ C , C ∈ R. 2

Iíòåãðàëè âiä îáåðíåíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié,
ïîìíîæåíèõ íà ìíîãî÷ëåí,

àáî ïðîñòî îáåðíåíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié

Â iíòåãðàëàõ òàêîãî òèïó çðó÷íî ïîçíà÷àòè çà u îáåðíåíó òðèãîíî-
ìåòðè÷íó ôóíêöiþ.

Ïðèêëàä 33. Çíàéòè ∫
arccosxdx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç u = arccos x, à ÷åðåç dv = dx. Çâiäñè
du = − 1√

1−x2dx, v = x∫
arccosxdx = x arccos x+

∫
x√

1− x2
dx

Iíòåãðàë
∫

x√
1−x2dx çíàéäåìî çàìiíîþ t = 1 − x2. Òîäi dt = −2xdx.

Çâiäñè xdx = dt
−2
, êðiì òîãî,∫

x√
1− x2

dx = −
∫

1

2

dt√
t
= −1

2
· 2
√
t+ C = −

√
t+ C = −

√
1− x2 + C .

Îòæå,∫
arccos x dx = x arccosx+

∫
x√

1− x2
dx = x arccos x−

√
1− x2+C , C ∈ R.2

35



Iíòåãðàëè, ùî çâîäÿòüñÿ ñàìi äî ñåáå
(Öèêëi÷íi iíòåãðàëè)

Ìåòîä çâåäåííÿ iíòåãðàëà äî ñàìîãî ñåáå (àáî ìåòîä ïîâòîðíîãî ií-
òåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïåâíèõ òèïiâ
iíòåãðàëiâ, äå ïî÷àòêîâèé iíòåãðàë çíîâó ç'ÿâëÿ¹òüñÿ â ïðîöåñi îá÷èñëå-
ííÿ. Öå äîçâîëÿ¹ ñôîðìóâàòè ðiâíÿííÿ òà àëãåáðà¨÷íî çíàéòè éîãî çíà-
÷åííÿ. Öåé ìåòîä çàñòîñîâó¹òüñÿ, êîëè iíòåãðàë ìà¹ âèãëÿä äîáóòêó äâîõ
ôóíêöié, ùî íå ¾çìiíþþòüñÿ¿, àáî ¾ïîâòîðþþòüñÿ¿ ïiñëÿ äèôåðåíöiþ-
âàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ. Íàéáiëüø ïîøèðåíèìè ïðèêëàäàìè ¹ äîáóòêè ïî-
êàçíèêîâî¨ òà òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ôóíêöié, íàïðèêëàä

∫
eax sin(bx)dx àáî∫

eax cos(bx)dx. Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ.

Ïðèêëàä 34. Çíàéòè ∫
lnx

x
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Öåé iíòåãðàë íàéáiëüø äîöiëüíî çíàéòè çà äîïîìîãîþ
ìåòîäó ïiäâåäåííÿ ïiä ñïiëüíèé çíàê äèôåðåíöiàëà, àáî ìåòîäîì çàìiíè
(ïåðåêîíàéòåñÿ ñàìîñòiéíî). Ïðîòå, ìè ïiäåìî äåùî iíøèì øëÿõîì. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç u = ln x, à ÷åðåç dv = 1

x
dx. Òîäi du = 1

x
dx, à v = ln x.

Âèêîðèñòà¹ìî iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè. Ìà¹ìî:∫
lnx

x
= ln2 x−

∫
lnx

x
dx .

Íà ïåðøèé ïîãëÿä ìîæå çäàòèñÿ, ùî ìåòîä iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè òóò
¹ íååôåêòèâíèì. Ñïðàâäi, çàäà÷à ïî çíàõîäæåííþ iíòåãðàëà lnx

x
çâåëàñÿ

äî çíàõîäæåííþ òîãî ñàìîãî iíòåãðàëà. Ïðîòå, ìè ìîæåìî çíàéòè öåé
iíòåãðàë àëãåáðà¨÷íî. Ñïðàâäi, ïîçíà÷èìî ÷åðåç I = lnx

x
. Ìà¹ìî ðiâíÿííÿ:

I = ln2 x− I , 2I = ln2 x , I =
ln2 x

2
.

Äîäàìî êîíñòàíòó äî îòðèìàíîãî ðåçóëüòàòó. Ìà¹ìî êiíöåâó âiäïîâiäü:∫
lnx

x
=

ln2 x

2
+ C , C ∈ R. 2

Ïðèêëàä 35. Çíàéòè ∫
e2x cos(x) dx .
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ iíòåãðàëiâ òàêîãî âèãëÿäó íå ¹ âàæëèâèì, ÿêó ç
ôóíêöié ìè ïîçíà÷èìî çà u, à ÿêó ðàçîì ç dx ïîçíà÷èìî çà dv. Ïðîòå,
âàæëèâî áóäå ïðè ïîâòîðíîìó iíòåãðóâàííi ÷àñòèíàìè äîòðèìóâàòèñÿ
òi¹¨ æ ñàìî¨ ëîãiêè ïîçíà÷åíü. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç u = e2x, à ÷åðåç dv =
cos x dx. Òîäi du = 2e2xdx, v = sin x. Çàñòîñó¹ìî iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè.
Áóäåìî ìàòè: ∫

e2x cos(x) dx = sinx · e2x − 2

∫
e2x sinx dx .

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ àíàëîãi÷íèìè ïîçíà÷åííÿìè â äðóãîìó iíòåãðàëi. Íåõàé
òåïåð u = e2x, dv = sin x dx. Òîäi du = 2e2xdx, v = − cos x,

2

∫
e2x sinx dx = −2e2x cos x+ 4

∫
e2x cos x dx .

Çâiäñè ìà¹ìî:∫
e2x cos(x) dx = sin x · e2x −

[
−2e2x cos x+ 4

∫
e2x cosx dx

]
=

= sin x · e2x + 2e2x cosx− 4

∫
e2x cosx dx .

Íåõàé I =
∫
e2x cos(x) dx. Ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

I = sin x · e2x + 2e2x cosx− 4I ,

5I = sinx · e2x + 2 cos x · e2x ,

I =
e2x

5
(sinx+ 2 cosx) ,∫

e2x cos(x) dx =
e2x

5
(sinx+ 2 cos x) + C , C ∈ R. 2
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1.14 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Ïåðåâiðòå ôîðìóëó çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiþâàííÿ:∫
e2x cos(x) dx =

e2x

5
(sinx+ 2 cos x) + C , C ∈ R .

2. Ïåðåâiðòå ôîðìóëó çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiþâàííÿ:∫
arccos xdx = x arccos x+

∫
x√

1− x2
dx = x arccosx−

√
1− x2+C , C ∈ R .

3. Ïåðåâiðòå ôîðìóëó çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiþâàííÿ:∫
x · e−5xdx = −1

5
e−5x · x− 1

25
e−5x + C , C ∈ R .
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1.15 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 5

Çàäà÷à 9. Çíàéòè
∫
f(x)dx.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x),

1
∫
arctg 2x dx 16

∫
arcsin 5x dx

2
∫
x cos 6x dx 17

∫
ln(x− 7) dx

3
∫
arcsin 3x dx 18

∫
x cos(x+ 6) dx

4
∫
arccos 2x dx 19

∫
arctg x

2 dx

5
∫
arctg 8x dx 20

∫
ln(x+ 8) dx

6
∫
x sin(x− 2) dx 21

∫
arctg x

5 dx

7
∫
arcsin 8x dx 22

∫
ln(x+ 12) dx

8
∫
x sin(x+ 3) dx 23

∫
arcsin x

5 dx

9
∫
x cos(x+ 4) dx 24

∫
ln(2x− 1) dx

10
∫
arccos 7xdx 25

∫
ln(2x+ 3) dx

11
∫
x cos(x− 7) dx 26

∫
arccos x

5 dx

12
∫
x sin(x− 5) dx 27

∫
arctg x

4 dx

13
∫
(x− 4)ex dx 28

∫
arcsin x

7 dx

14
∫
xe−6x dx 29

∫
arctg 6x dx

15
∫
arctg 7x dx 30

∫
arccos x

3 dx
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Çàäà÷à 10. Çíàéòè
∫
f(x)dx.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x),

1
∫ √

1− x arccos
√
x dx 16

∫
arccosx√

1−x
dx

2
∫ √

1− x arcsin
√
x dx 17

∫
arctg 2x dx.

3
∫
x arctg 2x dx. 18

∫ x arctg x√
1+x2

dx

4
∫

arcsinx√
x+1

dx 19
∫
arcsin 2x dx.

5
∫

arcsinx√
1−x

dx 20
∫

x arcsin 2x√
1−4x2

dx

6
∫ arcsin

√
x√

1−x
dx 21

∫
arccosx√

1+x
dx

7
∫ x arctg x√

1+x2
dx 22

∫
x2 arctg x dx

8
∫
x arcsinxdx 23

∫
x arctg 2x dx

9
∫
x arctg x dx 24

∫
arctg(x+ 5) dx

10
∫
x arcctg x dx 25

∫
x2 arcctg x dx

11
∫

x arccos 2x√
1−4x2

dx 26
∫
x arcctg2 x dx

12
∫
arccos 2x dx 27

∫
x2 cos x

3 dx

13
∫
arctg x dx 28

∫
x arcctg2 x dx

14
∫ arccos

√
x√

1−x
dx 29

∫
x2 sin 2x dx

15
∫

x arccosx√
1−x2

dx 30
∫
(x2 + 4)e2x dx
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Çàäà÷à 11. Çíàéòè
∫
f(x)dx.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x), Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x),

1
∫
e3x sin(4x)dx 16

∫
e3x cos(4x)dx

2
∫
e−2x sin(x)dx 17

∫
e−2x cos(x)dx

3
∫
ex sin(5x)dx 18

∫
ex cos(5x)dx

4
∫
e−4x sin(3x)dx 19

∫
e−4x cos(3x)dx

5
∫
e2x sin(6x)dx 20

∫
e2x cos(6x)dx

6
∫
e−3x sin(2x)dx 21

∫
e−3x cos(2x)dx

7
∫
e5x sin(x)dx 22

∫
e5x cos(x)dx

8
∫
ex/2 sin(x)dx 23

∫
ex/2 cos(x)dx

9
∫
e−x/3 sin(4x)dx 24

∫
e−x/3 cos(4x)dx

10
∫
e4x sin(x2 )dx 25

∫
e4x cos(x2 )dx

11
∫
ex sin(x)dx 26

∫
ex cos(x)dx

12
∫
e−x sin(x)dx 27

∫
e−x cos(x)dx

13
∫
e10x sin(10x)dx 28

∫
e10x cos(10x)dx

14
∫
e−5x sin(5x)dx 29

∫
e−5x cos(5x)dx

15
∫
ex sin(2x)dx 30

∫
e2x cos(x)dx
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1.16 Iíòåãðóâàííÿ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié

Öÿ ñåêöiÿ ïðèñâÿ÷åíà iíòåãðóâàííþ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié (ðàöiîíàëü-
íèõ äðîáiâ). Öå âèðàçè âèäó Pn(x)

Qm(x)
, äå ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê ¹ ìíîãî÷ëå-

íàìè ñòåïåíÿ n i m âiäïîâiäíî. Íàãàäà¹ìî, ùî ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà ç îäíi-
¹þ çìiííîþ � öå íàéáiëüøèé ïîêàçíèê ñòåïåíÿ ñåðåä óñiõ ÷ëåíiâ (îäíî-
÷ëåíiâ) ìíîãî÷ëåíà (íàïðèêëàä, ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà x3+5x2+7x−5 ðiâ-
íèé � 3). Òàêîæ çãàäà¹ìî, ùî ðàöiîíàëüíèé äðiá íàçèâàþòü ïðàâèëüíèì,
ÿêùî ñòåïiíü ÷èñåëüíèêà ìåíøà çà ñòåïiíü çíàìåííèêà. ßê âæå çàçíà-
÷àëîñÿ ðàíiøå, äîñòàòíüî áàãàòî îïåðàöié â ìàòåìàòèöi ìàþòü îáåðíåíi.
Ùå çi øêiëüíîãî êóðñó ìàòåìàòèêè äîáðå âiäîìîþ ¹ îïåðàöiÿ çâåäåííÿ äî
ñïiëüíîãî çíàìåííèêà. Çà äîïîìîãîþ öüîãî ïðèéîìó ìîæíà ïîäàâàòè ñó-
ìó êiëüêîõ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ ó âèãëÿäi îäíîãî. Ïðîòå ïðè iíòåãðóâàííi
ìîæå áóòè çíà÷íî çðó÷íiøå ïîäàâàòè ïiäiíòåãðàëüíèé ðàöiîíàëüíèé âè-
ðàç ó âèãëÿäi ñóìè êiëüêîõ. Âàæëèâèìè ¹ íàñòóïíi òåîðåìè.

Òåîðåìà 1.3. Êîæåí ìíîãî÷ëåí Pn(x) iç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè
¹äèíèì ÷èíîì ìîæíà ðîçêëàñòè íà äiéñíi ìíîæíèêè âèãëÿäó

x− a òà x2 + px+ q,

äå a, p, q ∈ R, ïðè÷îìó êâàäðàòè÷íi ìíîæíèêè íå ìàþòü äiéñíèõ êîðå-
íiâ i, îòæå, íåðîçêëàäíi íà äiéñíi ëiíiéíi ìíîæíèêè. Îá'¹äíóþ÷è îäíà-
êîâi ìíîæíèêè, ìíîãî÷ëåí Pn(x) ìîæíà çàïèñàòè ÿê äîáóòîê

Pn(x) = a0(x−a1)
α1(x−a2)

α2 . . . (x−ak)
αk×(x2+p1x+q1)

µ1 . . . (x2+plx+ql)
µl ,

äå αi ∈ N, i = 1, . . . , k, µj ∈ N, j = 1, . . . , l;

α1 + · · ·+ αk + 2µ1 + · · ·+ 2µl = n.

Òåîðåìà 1.4. Ïðàâèëüíèé äðiá

Pn(x)

Qm(x)
, (n < m)

çi çíàìåííèêîì

Qm(x) = a0(x−a1)
α1(x−a2)

α2 . . . (x−ak)
αk×(x2+p1x+q1)

µ1 . . . (x2+plx+ql)
µl ,

äå αi ∈ N, i = 1, . . . , k, µj ∈ N, p2j − 4qj < 0, j = 1, . . . , l, ìîæíà ¹äèíèì
÷èíîì ðîçêëàñòè íà ñóìó åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ:

Pn(x)

Qm(x)
=

A11

x− a1
+

A12

(x− a1)2
+ · · ·+ A1α1

(x− a1)α1
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+ · · ·+ Ak1

x− ak
+

Ak2

(x− ak)2
+ · · ·+ Akαk

(x− ak)αk

+
M11x+N11

x2 + p1x+ q1
+ · · ·+ M1µ1x+N1µ1

(x2 + p1x+ q1)µ1

+ · · ·+ Ml1x+Nl1

x2 + plx+ ql
+ · · ·+ Mlµl

x+Nlµl

(x2 + plx+ ql)µl
.

Ó öüîìó ðîçêëàäi

A11, . . . , A1α1 , . . . , Ak1, . . . , Akαk
,

M11, N11, . . . ,M1µ1 , N1µ1 ,

. . . ,Ml1, Nl1, . . . ,Mlµl
, Nlµl

� äåÿêi äiéñíi ñòàëi, íåâèçíà÷åíi êîåôiöi¹íòè, ÷àñòèíà ÿêèõ ìîæå äî-
ðiâíþâàòè íóëåâi. �õíÿ çàãàëüíà êiëüêiñòü äîðiâíþ¹ ñòåïåíþ ìíîãî÷ëå-
íà ó çíàìåííèêó, òîáòî m.

Âiäçíà÷èìî, ùî ó ðîçêëàäi ìíîãî÷ëåíà Qn ìîæóòü áóòè ëèøå ìíî-
ãî÷ëåíè ïåðøîãî, àáî äðóãîãî ñòåïåíÿ ïiäíåñåíi äî äåÿêèõ ñòåïåíiâ. Öåé
ïðèéîì äîçâîëÿ¹ çâîäèòè iíòåãðàëè äî ïðîñòiøèõ. Âiäçíà÷èìî, ùî iíòå-
ãðàëè òèõ òèïiâ, ÿêi ïðè öüîìó âèíèêàþòü, âæå ðîçiáðàíi â ïîïåðåäíiõ
ñåêöiÿõ. Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè â ÷èñåëüíèêàõ, âè-
êîðèñòîâó¹òüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.5. Äâà ìíîãî÷ëåíè ìîæóòü áóòè òîòîæíî ðiâíèìè
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ x ðiâíi ìiæ
ñîáîþ, òîáòî ÿêùî

a1x
n + a2x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an = b1x
n + b2x

n−1 + · · ·+ bn−1x+ bn,

òî ìà¹ìî
a1 = b1,

a2 = b2,

...
an = bn.

Ïðèêëàä 36. Çíàéòè
∫

2x−3
x(x−1)(x−2)

dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ 1.4. Òîäi ìà¹ìî, ùî∫
2x− 3

x(x− 1)(x− 2)
dx =

∫ (
A

x
+

B

x− 1
+

C

x− 2

)
.
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Êîåôiöi¹íòè â ÷èñåëüíèêàõ íîâîóòâîðåíèõ äðîáiâ íà äàíèé ìîìåíò íåâi-
äîìi. Çíàõîäæåííÿ öèõ êîåôiöi¹íòiâ â ÷èñåëüíèêàõ âiäáóâà¹òüñÿ çà äîïî-
ìîãîþ ìåòîäó íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ. Éîãî ñóòü ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî ìè õî÷åìî ïiäiáðàòè êîåôiöi¹íòè òàêèì ÷èíîì, ùîá äðiá, ÿêèé áóâ ïiä
iíòåãðàëîì ñïî÷àòêó, áóâ òîòîæíî ðiâíèé ñóìi öèõ äðîáiâ. Òîáòî, áóäåìî
ïiäáèðàòè ÷èñëà A,B,C òàêèì ÷èíîì, ùîá

2x− 3

x(x− 1)(x− 2)
=

(
A

x
+

B

x− 1
+

C

x− 2

)
.

Çâåäåìî äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà ïðàâó ÷àñòèíó. Áóäåìî ìàòè:

2x− 3

x(x− 1)(x− 2)
=

A(x− 1)(x− 2) +Bx(x− 2) + Cx(x− 1)

x(x− 1)(x− 2)
.

Îñêiëüêè çíàìåííèêè ó ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíi, òî ÷èñåëüíèêè òåæ
ïîâèííi áóäóòü ðiâíi. Ìà¹ìî:

2x− 3 = A(x− 1)(x− 2) +B(x− 2)x+ Cx(x− 1) ,

2x− 3 = Ax2 − 3Ax+ 2A+Bx2 − 2Bx+ Cx2 − Cx ,

2x− 3 = (A+B + C)x2 + (−3A− 2B − C)x+ 2A .

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ 1.5. Ìà¹ìî ñèñòåìó:
A+B + C = 0

−3A− 2B − C = 2

2A = −3

Çâiäñè A = −3
2
, B = 1, C = 1

2
. Çíàþ÷è êîåôiöi¹íòè ìîæåìî ïîâåðíó-

òèñÿ äî çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëà. Îòæå,∫
2x− 3

x(x− 1)(x− 2)
dx =

∫ (
−3

2
· 1
x
+

1

x− 1
+

1

2
· 1

x− 2

)
=

= −3

2
ln |x|+ ln |x− 1|+ 1

2
ln |x− 2|+ C , C ∈ R. 2

Çàóâàæåííÿ 1.10. Ïðè âèêîðèñòàííi ìåòîäó íåâèçíà÷åíèõ êîåôi-
öi¹íòiâ âèíèêà¹ ïîòðåáà â ðîçâ'ÿçàííi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ
ðîçâ'ÿçàíü ñèñòåì ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè áóäü-ÿêèé ç âiäîìèõ ìåòîäiâ
(ìåòîä Ãàóññà, ìåòîä Êðàìåðà, ìàòðè÷íèé ìåòîä)
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Çàóâàæåííÿ 1.11. ßêùî çíàìåííèê ìà¹ ðiçíi äiéñíi êîðåíi, òî çðó-
÷íiøèì ¹ ìåòîä ÷àñòêîâèõ çíà÷åíü (ìè ïðîäåìîíñòðó¹ìî éîãî äëÿ ïî-
ðiâíÿííÿ íà òîìó æ ñàìîìó ïðèêëàäi). Â iíøèõ âèïàäêàõ ìîæå áóòè
çðó÷íèì ïî¹äíàííÿ ìåòîäó íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ i ìåòîäó ÷àñòêî-
âèõ çíà÷åíü.

Ïðèêëàä 37. Çíàéòè∫
2x− 3

x(x− 1)(x− 2)
dx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî êîåôiöi¹íòè iíøèì ìåòîäîì. Ñïî÷àòêó âèêî-
íà¹ìî òi æ ñàìi êðîêè, ùî i ïðè ïîïåðåäíüîìó ðîçâ'ÿçàííi. Ìà¹ìî:

2x− 3 = A(x− 1)(x− 2) +B(x− 2)x+ Cx(x− 1) .

Íàì íåîáõiäíî ïiäiáðàòè êîåôiöi¹íòè òàêèì ÷èíîì, ùîá 2x − 3 i A(x −
1)(x−2)+B(x−2)x+Cx(x−1) áóëè òîòîæíî ðiâíi. ßêùî âîíè ðiâíi ïðè
óñiõ çíà÷åííÿõ çìiííî¨, òî ðiâíi i ïðè äåÿêèõ êîíêðåòíèõ. Öå äîçâîëÿ¹
ïiäñòàâèòè äåÿêi îñîáëèâî çðó÷íi çíà÷åííÿ. Î÷åâèäíî, ùî òàêèìè áóäóòü
òàêi çíà÷åííÿ çìiííî¨, ïðè ÿêèõ äåÿêi êîåôiöi¹íòè çíèêàþòü, ùî äîçâîëÿ¹
çâîäèòè çàäà÷ó ïî ïîøóêó êîåôiöi¹íòiâ äî ðiâíÿíü ç îäíi¹þ çìiííîþ.
Òàêèìè çíà÷åííÿìè òóò ¹ x = 0, x = 1, x = 2. Ïiäñòàâèìî ïî ÷åðçi öi
çíà÷åííÿ:

1)
x = 0

−3 = 2A

A =
−3

2
= −1.5

2)
x = 1

−1 = −B

B = 1

3)
x = 2

1 = 2C

C =
1

2
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Ïîäàëüøi êðîêè ïiñëÿ çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ñïiâïàäàþòü ç ïî-
ïåðåäíiì ìåòîäîì. 2

Ïðèêëàä 38. Çíàéòè∫
x dx

(x− 1)(x+ 1)2
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.∫
x dx

(x− 1)(x+ 1)2
=

∫ (
A

x− 1
+

B

x+ 1
+

C

(x+ 1)2

)
dx,

x = A(x+1)2+B(x− 1)(x+1)+C(x− 1). Ðîçêðèâøè äóæêè, îòðèìó¹ìî
ñèñòåìó: 

A+B = 0,

2A+ C = 1,

A−B − C = 0.

Çâiäñè A = 1
4
, B = −1

4
, C = 1

2
. Òîäi

x

(x− 1)(x+ 1)2
=

1

4(x− 1)
− 1

4(x+ 1)
+

1

2(x+ 1)2
.

Iíòåãðó¹ìî:∫
x dx

(x− 1)(x+ 1)2
=

1

4
ln |x− 1| − 1

4
ln |x+ 1| − 1

2(x+ 1)
+ C,

àáî ñêîðî÷åíî

1

4
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣− 1

2(x+ 1)
+ C , C ∈ R. 2.

Ïðèêëàä 39. Çíàéòè∫
x dx

(x− 1)(x2 + 1)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçêëàäåìî íà ïðîñòi äðîáè:

x

(x− 1)(x2 + 1)
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + 1
.
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Äîìíîæèìî íà çíàìåííèê:

x = A(x2 + 1) + (Bx+ C)(x− 1).

Ðîçêðèâà¹ìî äóæêè:

x = Ax2 + A+Bx2 −Bx+ Cx− C.

Çãðóïó¹ìî:

x = (A+B)x2 + (−B + C)x+ (A− C).

Ïðèðiâíþ¹ìî êîåôiöi¹íòè:
A+B = 0,

−C +B = −1,

A− C = 0.

Îòðèìà¹ìî:
A = C, B = −A, C −B = 1.

Çâiäñè 2A = 1 =⇒ A = 1
2
, B = −1

2
, C = 1

2
. Îòæå,

x

(x− 1)(x2 + 1)
=

1
2

x− 1
+

−1
2
x+ 1

2

x2 + 1
.

Iíòåãðàë:∫
x dx

(x− 1)(x2 + 1)
= 1

2

∫
dx

x− 1
− 1

2

∫
x

x2 + 1
dx+ 1

2

∫
dx

x2 + 1
.

Îá÷èñëþ¹ìî:

1
2
ln |x− 1| − 1

4
ln(x2 + 1) + 1

2
arctg(x) + C , C ∈ R. 2

Îïèñàíèé àëãîðèòì ïiäõîäèòü äëÿ iíòåãðóâàííÿ ïðàâèëüíèõ äðîáiâ.
Ó âèïàäêó íåïðàâèëüíîãî äðîáó íåîáõiäíî ñïî÷àòêó ïîäiëèòè ÷èñåëüíèê
íà çíàìåííèê.

Ïðèêëàä 40. Çíàéòè∫
x4 + 3x2 − 5

x3 + 2x2 + 5x
dx .
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîíà¹ìî äiëåííÿ ÷èñåëüíèêà íà çíàìåííèê:

x4 + 3x2 − 5

x3 + 2x2 + 5x
= x− 2 +

2x2 + 10x− 5

x(x2 + 2x+ 5)
.

Ïîäàìî îñòà÷ó âiä äiëåííÿ ó âèãëÿäi ñóìè äåêiëüêîõ äðîáiâ:

2x2 + 10x− 5

x(x2 + 2x+ 5)
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 2x+ 5
.

Ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè, îäåðæó¹ìî ñèñòåìó

A+B = 2, 2A+ C = 10, 5A = −5,

çâiäêè çíàõîäèìî A = −1, B = 3, C = 12. Òîäi

2x2 + 10x− 5

x(x2 + 2x+ 5)
= −1

x
+

3(x+ 4)

x2 + 2x+ 5
.

Îòæå,∫
x4 + 3x2 − 5

x3 + 2x2 + 5x
dx =

∫ (
x− 2− 1

x
+

3(x+ 4)

x2 + 2x+ 5

)
dx.

Iíòåãðó¹ìî ïî÷ëåííî:∫ (
x− 2− 1

x
+

3(x+ 4)

x2 + 2x+ 5

)
dx =

x2

2
− 2x− ln |x|+ 3

∫
x+ 4

x2 + 2x+ 5
dx.

Çðîáèìî ïiäñòàíîâêó u = x+1. Òîäi x2+2x+5 = u2+4, x+4 = u+3:

3

∫
x+ 4

x2 + 2x+ 5
dx = 3

∫
u+ 3

u2 + 4
du =

3

2
ln(u2 + 4) +

9

2
arctg

(u
2

)
.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî çìiííî¨ x, îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî:∫
x4 + 3x2 − 5

x3 + 2x2 + 5x
dx =

=
x2

2
− 2x− ln |x|+ 3

2
ln(x2 + 2x+ 5)+

+
9

2
arctg

(
x+ 1

2

)
+ C , C ∈ R. 2
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1.17 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 6

Çàäà÷à 12. Çíàéòè
∫
f(x)dx.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ Âàðiàíò Ôóíêöiÿ

1
∫

3x2+20x+9
(x2+4x+3)(x+5)

dx 16
∫

4x2+32x+52
(x2+6x+5)(x+3)

dx

2
∫

12
(x−2)(x2−2x+3)

dx 17
∫

2x2+41x−91
(x2+2x−3)(x−4)

dx

3
∫

43x−67
(x−1)(x2−x−12)

dx 18
∫

2x4+8x3−17x−5
(x2+2x−3)(x+2)

dx

4
∫

2x4+8x3+9x2−7
(x2+x−2)(x+3)

dx 19
∫

2x4+17x2+40x2+37x+36
(x+1)(x2+8x+15)

dx

5
∫

8x
(x2+6x+5)(x+3)

dx 20
∫

6x2

(x−1)(x2+5x+6)
dx

6
∫

2x4−7x3+7x2−8x
(x2−5x+6)(x+1)

dx 21
∫

6x4

(x−1)(x2+2)
dx

7
∫

2x4+8x3−45x−61
(x−1)(x2+5x+6)

dx 22
∫

2x2−26
(x2+4x+3)(x+5)

dx

8
∫

2x4+17x3+32x2−7x
(x2+4x+3)(x+5)

dx 23
∫

2x2+12x−6
(x+1)(x2+8x+15)

dx

9
∫

6x2+6x−6
(x+1)(x2+x−2)

dx 24
∫

2x4−5x3−15x2+40x−70
(x2+2x−3)(x−4)

dx

10
∫

37x−85
(x2+2x−3)(x−4)

dx 25
∫

2x4−7x3+2x2+13
(x2+x−2)(x+3)

dx

11
∫

3x2+3x−24
(x2−x−2)(x−3)

dx 26
∫

6x4−21x2+3x+24
(x2+x−2)(x+1)

dx

12
∫

2x4−7x3+3x+20
(x−2)(x2−2x−3)

dx 27
∫

2x4−3x3−21x2−26
(x2−5x+4)(x+3)

dx

13
∫

3x2−15
(x−1)(x2+5x+6)

dx 28
∫

7x2−17x
(x−2)(x2−2x−3)

dx

14
∫

x2−19x+6
(x−1)(x2+5x+6)

dx 29
∫

6x4−30x2+30
(x−1)(x2+5x+6)

dx

15
∫

6x
x3+2x2−x−2

dx 30
∫

3x2−17x+2
(x−1)(x2+5x+6)

dx
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Çàäà÷à 13. Çíàéòè
∫
f(x)dx.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ Âàðiàíò Ôóíêöiÿ

1
∫

3x+13
(x−1) (x2+2x+5)

dx 16
∫

6−9x
x3+8

dx

2
∫

x2−6x+8
x3+8

dx 17
∫

4x−10
(x+2) (x2−2x+10)

dx

3
∫

12−6x
(x+1) (x2−4x+13)

dx 18
∫

x2+23
(x+1) (x2+6x+13)

dx

4
∫

2x2+2x+20
(x−1) (x2+2x+5)

dx 19
∫

2x2+7x+7
(x−1) (x2+2x+5)

dx

5
∫

x2+3x−6
(x+1) (x2+6x+13)

dx 20
∫

19x−x2−34
(x+1) (x2−4x+13)

dx

6
∫

x2+3x+2
x3−1

dx 21
∫

4x2+38
(x+2) (x2−2x+10)

dx

7
∫

36
(x+2) (x2−2x+10)

dx 22
∫

8
(x+1) (x2+6x+13)

dx

8
∫

9x−9
(x+1) (x2−4x+13)

dx 23
∫

3x2+4x+20
(x+1)(x2−4x+13)

dx

9
∫

7x−10
x3+8

dx 24
∫

5x+13
(x+1)(x2+6x+13)

dx

10
∫

4x2+3x+17
(x−1) (x2+2x+5)

dx 25
∫

4x2+x+10
x3+8

dx

11
∫

4x+2
x4+4x2 dx 26

∫
4x2+7x+5

(x−1)(x2+2x+5)
dx

12
∫

x2−5x+40
(x+2) (x2−2x+10)

dx 27
∫

3x2+2x+1
x3−1

dx

13
∫

4x−x2−12
x3+8

dx 28
∫

6x
x2−1

dx

14
∫

x2−13x+40
(x+1) (x2−4x+13)

dx 29
∫

5x2+17x+36
(x+1)(x2+6x+13)

dx

15
∫

3−9x
x3−1

dx 30
∫

2x+2
(x+2)(x2−2x+10)

dx
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1.18 Iíòåãðóâàííÿ iððàöiîíàëüíèõ âèðàçiâ

Â öié ñåêöi¨ ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèéîìè iíòåãðóâàííÿ iððàöiîíàëüíèõ ôóí-
êöié. Äåÿêi ïðèéîìè äîçâîëÿþòü çâåñòè iíòåãðóâàííÿ iððàöiîíàëüíèõ
ôóíêöié ïåâíîãî âèãëÿäó äî iíòåãðóâàííÿ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié. Ðîç-
ãëÿíåìî äåÿêi âèäè ç íèõ.

Iíòåãðàëè âèãëÿäó∫
R

(
x,

ax+ b

cx+ d
, . . . ,

(
ax+ b

cx+ d

)ri/si
)
dx ,

äå R � ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ, a, b, c, d � ñòàëi, ri, si � öiëi äîäàòíi ÷èñëà,
i = 1, . . . , ν.

Òàêèé iíòåãðàë çâîäèòüñÿ äî iíòåãðàëà âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ íî-
âî¨ çìiííî¨ u çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè

ax+ b

cx+ d
= um,

äå ÷èñëîm� íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå (ÍÑÊ) çíàìåííèêiâ äðîáiâ
r1
s1
, . . . ,

rν
sν
,

òîáòî
m = (s1, . . . , sν).

Çîêðåìà, iíòåãðàë âèäó∫
R
(
x, xr1/s1 , . . . , xrν/sν

)
dx

çâîäèòüñÿ äî iíòåãðàëà âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ íîâî¨ çìiííî¨ u çà äîïî-
ìîãîþ ïiäñòàíîâêè x = um.

Ïðèêëàä 41. Çíàéòè ∫ √
x

4
√
x3 − 1

dx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè 4
√
x3 = x

3
4 ,
√
x = x

1
2 , íàì íåîáõiäíî ââåñòè

çàìiíó x = t4 (áî 4 ¹ ÍÑÊ ÷èñåë 2 i 4). Äàëi ïîøóê iíòåãðàëà çâîäèòüñÿ
äî iíòåãðóâàííÿ ðàöiîíàëüíîãî äðîáó:

x = t4; t = 4
√
x; dx = 4t3 dt .
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Îòæå, ∫ √
x

4
√
x3 − 1

dx =

∫
t2

t3 − 1
· 4t3 dt =

= 4

∫
t2 ((t3 − 1) + 1)

t3 − 1
dt = 4

∫
t2 dt+ 4

∫
t2

t3 − 1
dt =

=

{
d(t3 − 1) = 3t2 dt ⇒ 4

∫
t2 dt+

4

3

∫
d(t3 − 1)

t3 − 1
dt

}
=

=
4

3
t3 +

4

3
ln |t3 − 1|+ C =

4

3

4
√
x3 +

4

3
ln
∣∣∣ 4
√
x3 − 1

∣∣∣+ C , C ∈ R. 2

Ïðèêëàä 42. Çíàéòè∫
dx

(3 + 2x)
2
3 − (3 + 2x)

1
2

.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïiëüíèé çíàìåííèê äðîáiâ
2

3
i
1

2
äîðiâíþ¹ s = 6. Ïiä-

ñòàíîâêà 3 + 2x = t6, òîäi dx = 3t5 dt:∫
dx

(3 + 2x)
2
3 − (3 + 2x)

1
2

= 3

∫
t5 dt

t4 − t3
= 3

∫
t2 dt

t− 1
;

3

∫
t2 − 1 + 1

t− 1
dt = 3

∫
(t+ 1) dt+ 3

∫
dt

t− 1
= 3

(
t2

2
+ t+ ln |t− 1|

)
+ C.

Ïîâåðòà¹ìîñü äî x:
t = 6

√
3 + 2x,∫
dx

(3 + 2x)
2
3 − (3 + 2x)

1
2

=

= 3

(
3
√
3 + 2x

2
+ 6

√
3 + 2x+ ln

∣∣∣ 6
√
3 + 2x− 1

∣∣∣)+ C , C ∈ R. 2

Ïðèêëàä 43. Çíàéòè
∫ √

1−x
1+x

dx
x
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âïðîâàäèìî çàìiíó

t2 =
1− x

1 + x
.
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Çâiäñè
(1 + x)t2 = 1− x , t2 + t2x = 1− x ,

t2x+ x = 1− t2 , x =
1− t2

1 + t2
,

dx = − 4t

(1 + t2)2
dt ,∫ √

1− x

1 + x

dx

x
=

∫
− t · 4t · (1 + t2)

(1 + t2)2(1− t2)
dt =

= 4

∫
t2

(t2 − 1)(t2 + 1)
dt = 4

∫
t2

(t− 1)(t+ 1)(t2 + 1)
dt .

Îòðèìàëè iíòåãðàë âiä ðàöiîíàëüíîãî äðîáó. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó
íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ (ïåðåêîíàéòåñÿ â öüîìó ñàìîñòiéíî) äðiá ïiä
iíòåãðàëîì ìîæíà ïðåäñòàâèòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

t2

(t2 − 1)(t2 + 1)
=

1

4

1

t− 1
− 1

4

1

(t+ 1)
+

1

2(t2 + 1)
,

4

∫
t2

(t− 1)(t+ 1)(t2 + 1)
dt =

= 4

(
1

4
ln(t− 1)− 1

4
ln(t+ 1) +

1

2
arctg t

)
+ C =

= ln |t− 1| − ln |t+ 1|+ 2arctg t+ C =

= ln

∣∣∣∣∣∣
√

1−x
1+x

− 1√
1−x
1+x

+ 1

∣∣∣∣∣∣+ 2arctg

(√
1− x

1 + x

)
, C ∈ R. 2

Ðîçãëÿíåìî ùå äåÿêi ñïîñîáè iíòåãðóâàííÿ iððàöiîíàëüíèõ ôóíêöié

Ïiäñòàíîâêè Åéëåðà

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëè âèãëÿäó

R(x,
√
ax2 + bx+ C .

Çà äîïîìîãîþ ïiñòàíîâîê Åéëåðà iíòåãðàëè òàêîãî âèãëÿäó çâîäÿòüñÿ äî
iíòåãðàëiâ âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨.

Ïåðøà ïiäñòàíîâêà Åéëåðà

√
ax2 + bx+ c+ x

√
a = t .
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Öþ ïiäñòàíîâêó ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè, ÿêùî a > 0.

Ïðèêëàä 44. Çíàéòè∫
dx

x+
√
x2 + 2x+ 2

.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàñòîñó¹ìî ïåðøó ïiäñòàíîâêó Åéëåðà:

√
x2 + 2x+ 2 = x+ t, x =

2− t2

2(t− 1)
, dx = −t2 − 2t+ 2

2(t− 1)2
dt.

Îñêiëüêè

x+
√
x2 + 2x+ 2 = 2x+ t =

2− t

t− 1
,

ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç íàáóâà¹ âèãëÿäó

dx

x+
√
x2 + 2x+ 2

=

(
1

2
− 1

2(t− 1)
+

1

t− 2

)
dt.

Iíòåãðóþ÷è:

I =
1

2
t− 1

2
ln |t− 1|+ ln |t− 2|+ C.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî çìiííî¨ x, äå

t =
√
x2 + 2x+ 2− x,

îòðèìó¹ìî

I =
1

2

(√
x2 + 2x+ 2− x

)
− 1

2
ln
∣∣√x2 + 2x+ 2− x− 1

∣∣+
+ ln

∣∣√x2 + 2x+ 2− x− 2
∣∣+ C , C ∈ R. 2

Äðóãà ïiäñòàíîâêà Åéëåðà

√
ax2 + bx+ c = tx+

√
c .

Öþ ïiäñòàíîâêó ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè, ÿêùî c > 0.

Ïðèêëàä 45. Çíàéòè∫
dx

x+
√
x2 + x+ 1

.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî:

∫
dx

x+
√
x2 + x+ 1

=



√
x2 + x+ 1 ≡ tx+ 1,

x =
1− 2t

t2 − 1
,

dx =
2(t2 − t+ 1)

(t2 − 1)2
dt

 =

=

∫
2(t2 − t+ 1)

(−t2 − t)(t2 − 1)
dt =

=

∫ (
2

t
− 3

2(t+ 1)
− 3

(t+ 1)2
− 1

2(t− 1)

)
dt =

=

= 2 ln |t| − 3

2
ln |t+ 1|+ 3

t+ 1
− 1

2
ln |t− 1|+ C =

=

{
t =

√
x2 + x+ 1− 1

x

}
=

= 2 ln
∣∣∣√x2 + x+ 1− 1

∣∣∣− 3

2
ln
∣∣∣√x2 + x+ 1− 1 + x

∣∣∣+
−1

2
ln
∣∣∣√x2 + x+ 1− 1− x

∣∣∣+
+

3x√
x2 + x+ 1− 1 + x

+ C , C ∈ R. 2

Òðåòÿ ïiäñòàíîâêà Åéëåðà

√
ax2 + bx+ c = t(x− x1) ,

äå x1 � îäèí êîðåíiâ êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà. Òðåòþ ïiäñòàíîâêó Åéëåðà
ìîæíà çàñòîñîâóâàòè, ÿêùî êâàäðàòíèé òðè÷ëåí ìà¹ äiéñíi êîðåíi x1

òà x2.

Ïðèêëàä 46. Çíàéòè∫
dx

(x− 2)
√
−x2 + 4x− 3

.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàñòîñó¹ìî òðåòþ ïiäñòàíîâêó Åéëåðà:

√
−x2 + 4x− 3 = t(x− 1) =⇒ t =

√
−x2 + 4x− 3

x− 1
.
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Ïiäíåñåìî äî êâàäðàòó i âèðàçèìî x ÷åðåç t:

x =
t2 + 3

t2 + 1
.

Òîäi

dx = − 4t

(t2 + 1)2
dt, x− 1 =

2

t2 + 1
,

x− 2 =
1− t2

t2 + 1
,

√
−x2 + 4x− 3 =

2t

t2 + 1
.

Ïiäñòàâèìî çðîáëåíi îá÷èñëåííÿ â iíòåãðàë. Áóäåìî ìàòè:

dx

(x− 2)
√
−x2 + 4x− 3

=

− 4t

(t2 + 1)2

1− t2

t2 + 1
· 2t

t2 + 1

=
2

t2 − 1
dt.

Îòæå, ∫
dx

(x− 2)
√
−x2 + 4x− 3

=

∫
2 dt

t2 − 1
=

=

∫ (
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt = ln

∣∣∣∣t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ C.

Ïîâåðòà¹ìîñÿ äî çìiííî¨ x:

t =

√
−x2 + 4x− 3

x− 1
,

òîìó∫
dx

(x− 2)
√
−x2 + 4x− 3

= ln

∣∣∣∣√−x2 + 4x− 3− (x− 1)√
−x2 + 4x− 3 + (x− 1)

∣∣∣∣+ C , C ∈ R. 2

Çàóâàæåííÿ 1.12. Âèêîðèñòàíÿ ïiäñòàíîâîê Åéëåðà ìîæå ïðèâî-
äèòè äî äîñòàòíüî ãðîìiçäêèõ îá÷èñëåíü. Ïî öié ïðè÷èíi, ïiäñòàíîâêè
Åéëåðà ñëiä âèêîðèñòîâóâàòè êîëè iíøi ìåòîäè íå ñïðàöüîâóþòü.

Iíòåãðàëüíèé áiíîì

Íåõàé a i b � äiéñíi ÷èñëà, à m,n, p � ðàöiîíàëüíi ÷èñëà. Äèôåðåí-
öiàëüíèì áiíîìîì (àáî áiíîìiàëüíèì äèôåðåíöiàëîì) íàçèâà¹òüñÿ âèðàç
âèäó I = xm(a+ bxn)p. Äîâåäåíî, ùî iíòåãðàëè òàêîãî òèïó çâîäÿòüñÿ äî
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iíòåãðàëiâ âiä ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié. Â óñiõ iíøèõ âèïàäêàõ iíòåãðàë íå
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨. Ðîçãëÿíåìî öi âèïàäêè.

Ïåðøèé âèïàäîê

Íåõàé p � öiëå ÷èñëî. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà x = tk, äå k�
ñïiëüíèé çíàìåííèê äðîáiâ m i n.

Ïðèêëàä 47. Çíàéòè ∫ √
x

(1 + x1/3)2
dx .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî:

I =

∫ √
x

(1 + x1/3)2
dx =

{
u = x1/6 ⇒ x = u6, dx = 6u5du

}
=

= 6

∫
u8

(1 + u2)2
du = 6

∫ (
u4 − 2u2 + 3− 4

1 + u2
+

1

(1 + u2)2

)
du =

= 6

(
u5

5
− 2u3

3
+ 3u− 4 arctg u+

∫
du

(1 + u2)2

)
+ C =

= 6

(
u5

5
− 2u3

3
+ 3u− 4 arctg u+

u

2(1 + u2)
+

1

2
arctg u

)
+ C =

=
6

5
u5 − 4u3 + 18u+

3u

1 + u2
− 21 arctg u+ C;

I =
6

5
x5/6 − 4x1/2 + 18x1/6 +

3x1/6

1 + x1/3
− 21 arctg(x1/6) + C , C ∈ R. 2

Äðóãèé âèïàäîê

Íåõàé m+1
n

� öiëå ÷èñëî. Çàìiíà axn+b = tk, äå k � çíàìåííèê äðîáó p.

Ïðèêëàä 48. Çíàéòè ∫
x3 dx√

(1 + 2x2)3
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ó äàíîìó âèïàäêó m = 3, n = 2, òîìó

p = −3

2
,

m+ 1

n
= 2 ∈ Z .
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Âèêîíà¹ìî çàìiíó çìiííî¨:

t =
√
1 + 2x2 ⇒ 1 + 2x2 = t2.

Òîäi

x =

√
t2 − 1

2
, dx =

t

2
√
2(t2 − 1)

dt.

Ïiäñòàâèìî ó âèðàç ïiä çíàêîì iíòåãðàëà:

∫
x3 dx√

(1 + 2x2)3
=

∫ (
t2−1
2

)3/2
t3

· t

2
√
2(t2 − 1)

dt.

Ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ òà ñïðîùåííÿ:

=
1

4

∫
t2 − 1

t2
dt =

1

4

∫ (
1− 1

t2

)
dt.

Iíòåãðó¹ìî:

=
1

4

(
t+

1

t

)
+ C =

t2 + 1

4t
+ C.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî çìiííî¨ x, îòðèìà¹ìî:∫
x3 dx√

(1 + 2x2)3
=

1 + x2

2
√
1 + 2x2

+ C , C ∈ R. 2

Òðåòié âèïàäîê

Íåõàé m+1
n

+ p � öiëå. Çàìiíà axn+b
xn = tk, äå k � çíàìåííèê äðîáó p.

Ïðèêëàä 49. Çíàéòè ∫
dx

x11
√
1 + x4

.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Òóò ìà¹ìî:

m = −11, n = 4, p = −1

2
,

m+ 1

n
= −10

4
= −5

2
, p+

m+ 1

n
= −3 � öiëå.

Òîìó ðîáèìî çàìiíó:

t =

√
1 + x4

x4
.
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Çâiäñè:

t =

√
1 + x4

x4
⇒ 1 + x4 = t2x4 ⇒ x4 =

1

t2 − 1
.

x = (t2 − 1)−1/4, dx = −1

2
(t2 − 1)−5/4t dt.

Ïiäñòàâèìî öå ó ïî÷àòêîâèé iíòåãðàë:∫
dx

x11
√
1 + x4

= −1

2

∫
(t2 − 1)11/4(t2 − 1)−5/4 t dt

t3
= −1

2

∫
(t2 − 1)2t dt.

Ðîçêðèâà¹ìî äóæêè:

−1

2

∫
(t4 − 2t2 + 1) dt = −1

2

(
t5

5
− 2t3

3
+ t

)
+ C.

Ïîâåðòà¹ìîñü äî çìiííî¨ x:

t =

√
1 + x4

x4
=

√
1 + x4

x2
,

òîäi îñòàòî÷íî ìà¹ìî:

−
√
1 + x4

2x2

(
(1 + x4)2

5x8
− 2(1 + x4)

3x4
+ 1

)
+ C , C ∈ R. 2

Çàóâàæåííÿ 1.13. Äîâåäåíî, ùî â iíøèõ âèïàäêàõ iíòåãðàë âiä äè-
ôåðåíöiàëüíîãî áiíîìà íå âèðàæà¹òüñÿ â åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié (íå áå-
ðåòüñÿ).
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1.19 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 7

Çàäà÷à 14. Çíàéòè
∫
f(x)dx.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1
∫

dx
2+

√
x+3

16
∫

dx
x
√
x−7

2
∫

xdx√
x+3

17
∫

x+1
x
√
x−1

dx

3
∫

x2dx√
x−3

18
∫

x3dx√
x−7

4
∫

xdx
2+

√
x+4

19
∫

x2dx√
x−4

5
∫

x2dx√
x+1

20
∫ √

x+4
x dx

6
∫

x+1
x
√
x+2

dx 21
∫

x3dx√
x+2

7
∫

dx
(x+1)

√
x+4

22
∫ √

xdx
x+10

8
∫ √

x+2
x−3dx 23

∫
dx√

x(x−1)

9
∫

dx√
x+3

24
∫

dx
1+

√
x−2

10
∫

dx√
x(x+3)

25
∫

dx
x
√
x−2

11
∫

1+x
x+

√
x
dx 26

∫
x2dx√
x−2

12
∫

xdx√
x−1

27
∫ √

x−1
x dx

13
∫ √

xdx√
x−1

28
∫

x3dx√
x+6

14
∫

dx
3+

√
x+5

29
∫

dx
3+

√
x−6

15
∫

dx
1+

√
x−1

30
∫

dx
2+

√
x−8
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Çàäà÷à 15. Çíàéòè
∫
f(x)dx.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1
∫ 1−

√
x+1

(1+ 3√x+1)
√
x+1

dx 16
∫ √

3x+1+2√
3x+1+ 3√3x+1

dx

2
∫ 4√x+

√
x√

x+1
dx 17

∫
dx

3
√

(2x+1)2−
√
2x+1

3
∫ 3

√
(x+1)2+ 6√x+1√
x+1+ 3√x+1

dx 18
∫ √

x− 3
√
x

6
√
x−

√
x−1

dx

4
∫ ( 3√x+1)(

√
x+1)

6√
x5

dx 19
∫ √

xdx
1− 4

√
x

5
∫ x+

3√
x2+ 6

√
x

x(1+ 3
√
x)

dx 20
∫ 6√3x+1+1√

3x+1− 3√3x+1
dx

6
∫ √

2x+1+ 3√2x+1√
2x+1+1

dx 21
∫ √

xdx

x−4
3√
x2

7
∫ √

x−1dx
3√x−1+ 6√x−1

22
∫ x+

√
x+

3√
x2

x(1+ 3
√
x)

dx

8
∫ √

x−1− 3√x−1
2 4√x−1+

√
x−1

dx 23
∫ √

xdx

x− 3√
x2

9
∫ √

x+3dx√
x+3+ 3√x+3

24
∫ √

xdx

3x+
3√
x2

10
∫ √

x−1dx
2 6√x−1+ 3√x−1

25
∫ √

xdx
1− 3√x

11
∫ √

x+3dx
1+ 3√x+3

26
∫

x− 3√
x2

x(1+ 6√x)
dx

12
∫ √

x+ 3
√
x√

x+ 6
√
x
dx 27

∫ √
xdx

1+ 4
√
x

13
∫ 3√x+3dx

6√x+3+
√
x+3

28
∫ 3√3x+1−1√

3x+1+ 3√3x+1
dx

14
∫ x+1+ 3

√
(x+1)2+ 6√x+1

(x+1)(1+ 6√x+1)
dx 29

∫ √
xdx

4x− 3√
x2

15
∫ √

x−1
( 3
√
x+1)

√
x
dx 30

∫ √
x+1−1

( 3√x+1+1)
√
x+1

dx
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1.20 Iíòåãðàëè âiä òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié

Â ïîïåðåäíiõ ñåêöiÿõ ìè âæå ðîçãëÿäàëè iíòåãðàëè âiä ôóíêöié, ÿêi ìi-
ñòÿòü òðèãîíîìåòðè÷íi âèðàçè. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi äîäàòêîâi ïðèéîìè.

Óíiâåðñàëüíà òðèãîíîìåòðè÷íà ïiäñòàíîâêà

Âèâåäåìî äåÿêi ôîðìóëè. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ îñíîâíîþ òðèãîíîìåòðè-
÷íîþ òîòîæíiñòþ, à òàêîæ ôîðìóëîþ ñèíóñà ïîäâiéíîãî êóòà sin 2x =
2 sinx cosx. Áóäåìî ìàòè:

sin x = 2 sin
x

2
cos

x

2
=

2 sin x
2
cos x

2

sin2 x
2
+ cos2 x

2

.

Ïîäiëèìî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê íà cos2 α
2
òà âðàõó¹ìî, ùî tg x

2
=

sin x
2

cos x
2
.

Ìà¹ìî íàñòóïíó ôîðìóëó:

sinx =
2 tg x

2

1 + tg2 x
2

.

Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ êîñèíóñà ïîäâiéíîãî êóòà ìîæíà âèâåñòè íà-
ñòóïíó ôîðìóëó (âèâåäiòü ñàìîñòiéíî):

cos x =
1− tg2 x

2

1 + tg2 x
2

.

Ïîçíà÷èìî t = tg α
2
. Çâiäñè ìà¹ìî:

sin x =
2t

1 + t2
, cos x =

1− t2

1 + t2
.

Âèâåäåìî òàêîæ ÷îìó äîðiâíþ¹ dx â òåðìiíàõ íîâî¨ çìiííî¨:

t = tg
x

2
,

x

2
= arctg t ,

x = 2arctg t , dx =
2dt

t2 + 1
.

Öÿ çàìiíà äîçâîëÿ¹ çâîäèòè ôóíêöi¨ âèãëÿäó R(sinx, cosx) dx (äå R(x, y)
� ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ).

Ïðèêëàä 50. Çíàéòè∫
dx

8 + 7 cos x+ sin x
.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî:∫
dx

8 + 7 cosx+ sin x
=

∫
2 dt

(1 + t2)
(
8 + 7(1−t2)

1+t2
+ 2t

1+t2

)
= 2

∫
dt

8 + 8t2 + 7− 7t2 + 2t
= 2

∫
dt

15 + t2 + 2t
= 2

∫
d(t+ 1)

(t+ 1)2 + 14

= 2 · 1√
14

arctg

(
t+ 1√
14

)
+ C =

2√
14

arctg

(
tg x

2
+ 1

√
14

)
+ C , C ∈ R. 2

Çàóâàæåííÿ 1.14. Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ óíiâåðñàëüíà òðèãîíîìå-
òðè÷íà ïiäñòàíîâêà ïðèçâîäèòü äî äîñòàòíüî ñêëàäíèõ îá÷èñëåíü. ßêùî
iíòåãðàë áåðåòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ ðîçãëÿíóòèõ ðàíiøå, òî ïî÷èíà-
òè òðåáà ç íèõ.

Â äåÿêèõ âèïàäêàõ ìîæëèâi ïiäñòàíîâêè ïðîñòiøi çà óíiâåðñàëüíó
òðèãîíîìåòðè÷íó. Íàâåëåìî äåÿêi âèïàäêè:

1. R(− sinx, cos x) = −R(sinx, cosx) (íåïàðíiñòü âiäíîñíî ñèíóñà). Â
òàêèõ âèïàäêàõ çà íîâó çìiííó ïðèéìàþòü t = cos x.

2. R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cos x) (íåïàðíiñòü âiäíîñíî êîñèíóñà).
Â òàêèõ âèïàäêàõ çà íîâó çìiííó ïðèéìàþòü t = cos x.

3. R(− sinx,− cos x) = R(sinx, cosx) (ïàðíiñòü âiäíîñíî ñèíóñà i êî-
ñèíóñà îäíî÷àñíî). Â òàêèõ âèïàäêàõ çà íîâó çìiííó ïðèéìàþòü t = cos x.

Ïðèêëàä 51. Çíàéòè ∫
cos3 x dx

2 + sin x
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî:∫
cos3 x dx

2 + sinx
=

(− cos x)3

2 + sinx
= − cos3 x

2 + sin x
.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ íåïàðíà âiäíîñíî cosx, òî ââîäèìî íîâó çìiííó:

t = sinx.

Ìà¹ìî: ∫
cos2 x cos x dx

2 + sinx
=

∫
1− sin2 x

2 + sin x
d(sinx) =

∫
1− t2

2 + t
dt;
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∫
1− t2

2 + t
dt =

∫ (
−t+ 2− 3

2 + t

)
dt = −t2

2
+ 2t− 3 ln |t+ 2|+ C =

= −sin2 x

2
+ 2 sin x− 3 ln | sinx+ 2|+ C , C ∈ R. 2

1.21 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Ïåðåâiðòå ôîðìóëó çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiþâàííÿ:∫
cos3 x dx

2 + sin x
= −sin2 x

2
+ 2 sin x− 3 ln | sin x+ 2|+ C , C ∈ R.

2. Ïåðåâiðòå ôîðìóëó çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiþâàííÿ:∫
dx

8 + 7 cos x+ sinx
=

2√
14

arctg

(
tg x

2
+ 1

√
14

)
+ C , C ∈ R.

3. Ïåðåâiðòå ôîðìóëó çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiþâàííÿ:∫
x3 dx√

(1 + 2x2)3
=

1 + x2

2
√
1 + 2x2

+ C , C ∈ R .
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1.22 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè � 8

Çàäà÷à 16. Çíàéòè
∫
f(x)dx.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1
∫

dx
5+2 sinx+3 cosx 16

∫
dx

4 cosx+3 sinx

2
∫

dx
5−4 sinx+2 cosx 17

∫
2−sinx+3 cosx

1+cosx dx

3
∫

3 sinx−2 cosx
1+cosx dx 18

∫
dx

5+sinx+3 cosx

4
∫

dx
5+3 cosx−5 sinx 19

∫
dx

4 sinx+3 cosx+5

5
∫

dx
5 cosx+10 sinx 20

∫
7+6 sinx−5 cosx

1+cosx dx

6
∫

dx
3+2 cosx−sinx 21

∫
dx

3+cosx+sinx

7
∫

dx
5−3 cosx 22

∫
6 sinx+cosx

1+cosx dx

8
∫

dx
8−4 sinx+7 cosx 23

∫
dx

3 cosx−4 sinx

9
∫

dx
3+5 cosx 24

∫
dx

5+3 cosx

10
∫

dx
2 sinx+3 cosx+3 25

∫
dx

4 sinx−6 cosx

11
∫

dx
5+4 sinx 26

∫
dx

3+5 sinx+3 cosx

12
∫

dx
8+4 cosx 27

∫
dx

cosx−3 sinx

13
∫

dx
3 sinx−4 cosx 28

∫
dx

4−4 sinx+3 cosx

14
∫

dx
7 sinx−3 cosx 29

∫
dx

3 sinx−cosx

15
∫

dx
2+4 sinx+3 cosx 30

∫
dx

2−3 cosx+sinx
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Çàäà÷à 17. Çíàéòè
∫
f(x)dx.

Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x) Âàðiàíò Ôóíêöiÿ f(x)

1
∫

dx
8 sin2 x−16 sinx cosx

16
∫

dx
3 cos2 x−2

2
∫

dx
16 sin2 x−8 sinx cosx

17
∫

dx
sin2 x+sin 2x+3 cos2 x

3
∫

dx
1+3 cos2 x

18
∫

dx
5 sin2 x−3 cos2 x

4
∫ 2 tg x+3

sin2 x+2 cos2 x
dx 19

∫
dx

sin2 x+3 sinx cosx−cos2 x

5
∫

dx
3 cos2 x+4 sin2 x

20
∫

sin 2x
sin4 x+4 cos4 x

dx

6
∫ tg x

1−ctg2 x
dx 21

∫
dx

7 cos2 x+16 sin2 x

7
∫

dx
4 sin2 x−5 cos2 x

22
∫

dx
2 cos2 x+3

8
∫

dx
7 cos2 x+2 sin2 x

23
∫

dx
3−2 sin2 x

9
∫

sin 2x
sin4 x+cos4 x

dx 24
∫ 3 tg x−1

sin2 x+4 cos2 x
dx

10
∫

dx
cosx sin3 x

25
∫

cos2 x
1−sin2 x

dx

11
∫

dx
1+sin2 x

26
∫

dx
2 sin2 x−sin 2x+cos2 x

12
∫

dx
4 sin2 x+8 sinx cosx

27
∫

dx
6−3 cos2 x

13
∫

sin 2x
4 sin4 x+cos4 x

dx 28
∫

dx
6−3 cos2 x

14
∫

dx
sin2 x−4 sinx cosx+5 cos2 x

29
∫ tg x

sin2 x+3 cos2 x
dx

15
∫

dx
4 cos2 x+3 sin2 x

30
∫

sin2 x
3 sin2 x−cos2 x

dx
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