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ВСТУП 

 

Варіаційне числення – це розділ математики, що надає математичний 

апарат для розв’язання задач оптимізації, пошуку екстремумів функцій 

(екстремалей) та екстремумів функціоналів. Методи варіаційного числення 

використовуються у фізиці, інженерії, економіці, біології, штучному інтелекті, 

допомагаючи моделювати природні явища, знаходити оптимальні траєкторії 

руху та покращувати алгоритми машинного навчання, що підкреслює його 

практичну цінність у сучасному світі технологій та науки. 

Навчально-методичний посібник «Варіаційне числення» містить 

матеріал, який є необхідною складовою частиною навчального процесу і сприяє 

розвитку аналітичних та обчислювальних навичок студентів у вирішенні 

математичних завдань. Метою вивчення курсу «Варіаційне числення» є 

оволодіння здобувачами методологією та особливостями основ варіаційного 

числення. Зокрема, це не лише вивчення та розуміння теоретичних аспектів, а й 

отримання та розвиток практичних навичок і застосування цих знань в 

майбутніх наукових дослідженнях.  

Навчально-методичний посібник «Варіаційне числення» повинен 

забезпечити у здобувачів високий рівень математичної підготовки з 

розв’язування оптимізаційних задач, що зводяться до дослідження на 

екстремум функцій та функціоналів, які широко застосовуються у різних 

галузях науково-природничих досліджень. Посібник містить стислі теоретичні 

відомості, приклади завдань з розв’язками та завдання для самостійного 

виконання за матеріалом курсу. Сподіваємось, що даний навчально-методичний 

посібник допоможе здобувачам в оволодінні методами та основними 

математичними підходами до розв’язку задач, буде корисним для викладачів 

під час проведення лекційних та практичних занять, а також стане у нагоді 

аспірантам і науковцям.  
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Тема 1. Первісні поняття, означення функціонала. Предмет та 

задачі варіаційного числення 

 

Нехай ℝ ‒ множина дійсних чисел, 𝑋 ‒ деяка множина елементів. 

Означення 1. Множина елементів 𝑋 називається лінійним простором, 

якщо для елементів цієї множини виконуються умови: 

1) ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋: 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎  (комутативність); 

2) ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑋: (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) (асоціативність); 

3) ∃ 0 ∈ 𝑋: 𝑎 + 0 = 𝑎  (існування нульового елемента); 

4) ∀ 𝑎 ∈ 𝑋 ∃ (−𝑎) ∈ 𝑋: 𝑎 + (−𝑎) = 0 (існування протилежного елемента); 

5) ∃ 1 ∈ 𝑋; ∀ 𝑎 ∈ 𝑋: 𝑎 ∙ 1 = 𝑎; 

6) ∀ 𝑎 ∈ 𝑋, ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ − дійсні числа: 𝛼 ∙ (𝛽 ∙ 𝑎) = (𝛼 ∙ 𝛽) ∙ 𝑎; 

7) ∀ 𝑎 ∈ 𝑋, ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ − дійсні числа: (𝛼 + 𝛽) ∙ 𝑎 = 𝛼 ∙ 𝑎 + 𝛽 ∙ 𝑎 

(дистрибутивність відносно суми чисел); 

8) ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋, ∀ 𝛼 ∈ ℝ: 𝛼 ∙ (𝑎 + 𝑏) = 𝛼 ∙ 𝑎 + 𝛼 ∙ 𝑏 (дистрибутивність 

відносно суми елементів). 

Означення 2. Множина 𝑋 називається нормованим простором, якщо на 

цій множині визначений такий функціонал ‖∙‖, що для будь-яких елементів 

цього простору виконуються аксіоми: 

1) ∀ 𝑎 ∈ 𝑋: ‖𝑎‖ ≥ 0, ‖𝑎‖ = 0 ⇔ 𝑎 = 0, ‖𝑎‖ – норма; 

2) ∀ 𝑎 ∈ 𝑋, ∀ 𝛼 − число: ‖𝛼 ∙ 𝑎‖ = |𝛼| ∙ ‖𝑎‖; 

3) ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋: ‖𝑎 + 𝑏‖ ≤ ‖𝑎‖ + ‖𝑏‖ (нерівність трикутника). 

Означення 3. Функціоналом називається відображення деякого 

функціонального простору у числову множину. 

Наприклад, нехай ℂ[𝑎;𝑏] – множина неперервних функцій на сегменті 

[𝑎; 𝑏]. Функція  

𝐹:ℂ[𝑎;𝑏] → ℝ 

переводить множину ℂ[𝑎;𝑏] у множину дійсних чисел ℝ (рис. 1). 
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Рис. 1. 

 

Функція 𝐹 = 𝐹(𝑦(𝑥)) ‒ функціонал, причому  

𝐹(𝑦(𝑥)) = ∫√1 + (𝑦′)2

𝑏

𝑎

∙ 𝑑𝑥. 

Означення 4. Функціонал 𝐹(𝑦) називається лінійним на деякій 

функціональній множині 𝑋, якщо для будь-яких двох елементів 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 і для 

будь-яких дійсних чисел 𝛼, 𝛽 виконується рівність:  

𝐹(𝛼 ∙ 𝑥 + 𝛽 ∙ 𝑦) = 𝛼 ∙ 𝐹(𝑥) + 𝛽 ∙ 𝐹(𝑦). 

Висновок. Функціонал від суми дорівнює сумі функціоналів і сталий 

множник виноситься за знак функціонала. 

Предметом варіаційного числення є побудова аналогу диференціального 

числення для функціоналів. 

Означення 5. Функція 𝑦 = 𝑓(𝑥) називається неперервною в точці 𝑥0, 

якщо  

∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝛿(𝜀) > 0, ∀ 𝑥: 0 < |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿(𝜀) ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀. 
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Означення 6. Функціонал 𝐹(𝑦) називається неперервним на деякому 

елементі 𝑦0 функціонального простору 𝑋(𝑦0 ∈ 𝑋), якщо  

∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝛿(𝜀) > 0, ∀ 𝑦: 0 < ‖𝑦 − 𝑦0‖ < 𝛿(𝜀) ⇒ |𝐹(𝑦) − 𝐹(𝑦0)| < 𝜀. 

𝑦 ∈ ℂ[𝑎;𝑏]: ‖𝑦‖ = max
𝑥∈[𝑎;𝑏]

|𝑦(𝑥)|. 

Означення 7. Функціонал 𝐹(𝑦) називається нескінченно малим на 

елементі 𝑦0, якщо:  

∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝛿(𝜀) > 0, ∀ 𝑦: 0 < ‖𝑦 − 𝑦0‖ < 𝛿(𝜀) ⇒ |𝐹(𝑦)| < 𝜀.   

 

 Практичні завдання до теми 1  

 

1.1. Обчислити функціонал при заданих значеннях аргументу: 

а) 𝐼[𝑦] = 𝑦(4); 𝑦1 = √𝑥; 𝑦2 = cos
𝜋𝑥

4
. 

б) 𝐼[𝑦] = lim
𝑥→+∞

𝑦 ; 𝑦1 = arctg𝑥; 𝑦2 = 𝑒−𝑥 . 

в) 𝐼[𝑦] = 𝑦′(0); 𝑦1 =
𝑥

cos 𝑥
; 𝑦2 = tg

2𝑥3. 

г) 𝐼[𝑦] = ∫𝑦2(𝑥)𝑑𝑥

2

0

;  𝑦1 = sin𝜋𝑥; 𝑦2 = 𝑥𝑒𝑥 . 

д) 𝐼[𝑦] = ∫ √1 + (𝑦′(𝑥))
2
𝑑𝑥

𝜋
6⁄

0

;  𝑦1 = 𝑥; 𝑦2 = ln cos 𝑥. 

е) 𝐼[𝑦, 𝑧] = ∫ 𝑦3𝑧𝑑𝑥

𝜋
2⁄

0

;  𝑦1 = cos 𝑥 ; 𝑧1 = sin2𝑥. 

Розв’язання. 

а) 𝐼[𝑦1] = √4 = 2;  𝐼[𝑦2] = cos
4𝜋

4
= −1. 

б) 𝐼[𝑦1] = lim
𝑥→+∞

arctg𝑥 = 𝜋
2⁄ ;  𝐼[𝑦2] = lim

𝑥→+∞
𝑒−𝑥 = 0. 

в) 𝐼[𝑦1] = (
𝑥

cos 𝑥
)
′

|
𝑥=0

=
cos 𝑥 + 𝑥 sin 𝑥

cos2 𝑥
|
𝑥=0

= 1; 
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𝐼[𝑦2] = (tg2𝑥3)′|𝑥=0 = 2tg𝑥3
1

cos2 𝑥3
∙ 3𝑥2|

𝑥=0
= 0. 

г) 𝐼[𝑦1] = ∫sin2𝜋𝑥𝑑𝑥 = ∫
1 − cos 2𝜋𝑥

2
𝑑𝑥 =

1

2
∫𝑑𝑥 −

1

2
∫ cos2𝜋𝑥 𝑑𝑥 =

2

0

2

0

2

0

2

0

 

=
1

2
𝑥|
0

2

−
1

4𝜋
sin 2𝜋𝑥|

0

2

= 1; 

𝐼[𝑦2] = ∫𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥 =

2

0

𝑥𝑒𝑥|0
2 −∫𝑒𝑥𝑑𝑥

2

0

= 2𝑒2 − 𝑒𝑥|0
2 = 2𝑒2 − 𝑒2 + 2𝑒0 = 𝑒2 − 1. 

д) 𝑦1
′ = 𝑥′ = 1;  𝐼[𝑦1] = ∫ √1 + 12𝑑𝑥 =

𝜋
6⁄

0

√2𝑥|
0

𝜋
6⁄ =

𝜋√2

6
; 

𝑦2 = (ln cos 𝑥)
′ = −tg𝑥;  𝐼[𝑦2] =

= ∫ √1 + (−tg𝑥)2𝑑𝑥 =

𝜋
6⁄

0

∫
𝑑𝑥

cos 𝑥
=

𝜋
6⁄

0

ln |tg (
𝜋

4
+
𝑥

2
)||

0

𝜋
6⁄

=

= ln |tg
𝜋

3
| − ln |tg

𝜋

4
| = ln√3. 

е) 𝐼[𝑦1, 𝑧1] = ∫ cos3𝑥sin2𝑥𝑑𝑥

𝜋
2⁄

0

= ∫ sin2𝑥cos2𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2⁄

0

= 

= |

sin𝑥 = 𝑢; 𝑑𝑢 = cos 𝑥 𝑑𝑥

cos2𝑥 = 1 − 𝑢2

𝑢𝐻 = sin0 = 0; 𝑢𝐵 = sin
𝜋

2
= 1

| = 

= ∫𝑢2(1 − 𝑢2)𝑑𝑢 =

1

0

(
𝑢3

3
−
𝑢5

5
)|
0

1

=
2

15
 . 
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Завдання для самостійного виконання 

 

Обчислити функціонал при заданих значеннях аргументу:  

1) 𝐼[𝑦] = ∫𝑦2(𝑥)𝑑𝑥

2

0

, 𝑦1 = cosπ 𝑥 , 𝑦2 = ln𝑥; 

2) 𝐼[𝑦] = ∫𝑦3(𝑥)𝑑𝑥

1

0

, 𝑦1 = cosπ 𝑥 , 𝑦2 = ln𝑥; 

3) 𝐼[𝑦] = 𝑦(1) + 𝑦′(1), 𝑦1 = tgπ 𝑥, 𝑦2 = arcsin
1 − 𝑥

1 + 𝑥
; 

4) 𝐼[𝑦] = ∫(𝑦 + 𝑥𝑦′)𝑑𝑥

1

0

, 𝑦1 = sinπ 𝑥 , 𝑦2 = arctg𝑥; 

5) 𝐼[𝑦] = 𝑦′(3),   𝑦1 = (5𝑥 + 3)𝑒
3−𝑥 . 

  



11 
 

Тема 2. Диференційовні функціонали 

 

Нехай: 

𝑦 = 𝑓(𝑥) ‒ деяка функція;  

∆𝑥 = 𝑥 − 𝑥0, 𝑥 ≠ 𝑥0 ‒ приріст аргументу; 

∆𝑦 = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) ‒ приріст функції. 

Означення 8. Функція називається диференційовною в точці 𝑥0, якщо її 

приріст можна представити у такому вигляді:  

∆𝑦 = 𝐴 ∙ ∆𝑥 + 𝛼(∆𝑥) ∙ ∆𝑥, 

де  

𝐴 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 

lim
∆𝑥→0

𝛼(∆𝑥) = 0, 𝛼 − нескінченно мала функція; 

𝐴 ∙ 𝛼 ∙ ∆𝑥 = 𝛼 ∙ 𝐴 ∙ ∆𝑥; 

𝐴(∆𝑥1 + ∆𝑥2) = 𝐴 ∙ ∆𝑥1 + 𝐴 ∙ ∆𝑥2;  

𝐴 ∙ ∆𝑥 − лінійний функціонал. 

Аналогічним чином вводиться поняття диференційовного функціоналу. 

Означення 9. Функціонал 𝐹(𝑦) називається диференційовним на деякому 

елементі 𝑦0 лінійного нормованого простору 𝑋 (𝑦0 ∈ 𝑋), якщо приріст цього 

функціоналу можна представити у вигляді:  

∆𝐹 = 𝐿(𝑦0, ℎ) + 𝑟(𝑦0, ℎ), 

де  

ℎ − приріст аргументу, ℎ = 𝑦 − 𝑦0; 

∆𝐹 − приріст функціоналу, ∆𝐹 = 𝐹(𝑦0 + ∆𝑦) − 𝐹(𝑦0); 

𝐿 − лінійний функціонал по ℎ; 

𝑟 − неперервний та нескінченно малий функціонал більш високого порядку 

малості  

|𝑟(𝑦0, ℎ)|

‖ℎ‖
< 𝜀. 
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Означення 10. Функціонал 𝑟(𝑦0, ℎ) називається нескінченно малим більш 

високого порядку малості по ℎ, якщо  

∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝛿(𝜀) > 0, ∀ ℎ: 0 < ‖ℎ‖ < 𝛿(𝜀) ⇒ |𝑟(𝑦0, ℎ)| < 𝜀 ∙ ‖ℎ‖. 

∆𝐹 = 𝐿(𝑦0, ℎ) + 𝑟(𝑦0, ℎ). 

Означення 11. Лінійний функціонал 𝐿(𝑦0, ℎ) = 𝛿𝐹(𝑦0, ℎ) називається 

варіацією функціонала  𝐹. 

 

Лема про єдиність варіації диференційовного функціонала 

Лема 1. Нехай функціонал 𝐹(𝑦) є диференційовним в деякому лінійному 

нормованому просторі 𝑋, 𝑦0 ∈ 𝑋, тоді варіація функціонала на цьому елементі 

єдина.  

Доведення (від супротивного): 

Припустимо, що є хоча б дві таких різних варіації. 

Перша:  

∆𝐹 = 𝛿𝐹1(𝑦0, ℎ) + 𝑟1(𝑦0, ℎ). 

Друга:  

∆𝐹 = 𝛿𝐹2(𝑦0, ℎ) + 𝑟2(𝑦0, ℎ). 

Прирівнюємо праві частини: 

𝛿𝐹1(𝑦0, ℎ) + 𝑟1(𝑦0, ℎ) = 𝛿𝐹2(𝑦0, ℎ) + 𝑟2(𝑦0, ℎ), 

𝛿𝐹1(𝑦0, ℎ) − 𝛿𝐹2(𝑦0, ℎ) = 𝑟2(𝑦0, ℎ) − 𝑟1(𝑦0, ℎ), 

𝑟2(𝑦0, ℎ) − 𝑟1(𝑦0, ℎ) = 𝑟(𝑦0, ℎ), 

∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝛿(𝜀) > 0, ∀ ℎ: 0 < ‖ℎ‖ < 𝛿(𝜀) ⇒ |𝑟(𝑦0, ℎ)| < 𝜀 ∙ ‖ℎ‖, 

|𝛿𝐹1(𝑦0, ℎ) − 𝛿𝐹2(𝑦0, ℎ)| = |𝑟(𝑦0, ℎ)|. 

Нерівність  

|𝑟(𝑦0, ℎ)| < 𝜀 ∙ ‖ℎ‖ 

виконується для правої частини. 

Розглянемо приріст ℎ, (‖ℎ‖ ≤ 1) 

|𝑟(𝑦0, ℎ)| < 𝜀 ∙ ‖ℎ‖ ⇒ |𝑟(𝑦0, ℎ)| < 𝜀 ∙ ‖ℎ‖ ≤ 𝜀 ∙ 1 

(замість ‖ℎ‖ підставимо найбільше значення) 
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|𝛿𝐹1(𝑦0, ℎ) − 𝛿𝐹2(𝑦0, ℎ)| < 𝜀. 

Оскільки 𝜀 ‒ будь-яке додатне дійсне число, а ліва частина нерівності не 

залежить від 𝜀, то зменшуючи число 𝜀, тобто роблячи його як завгодно малим, 

отримаємо, що і ліва частина по 𝜀 буде як завгодно малою, але так як вона не 

залежить від 𝜀 , то єдина можливість цього, коли вона дорівнює нулю. Тому 

робимо висновок, що ліва частина дорівнює нулю. 

|𝛿𝐹1(𝑦0, ℎ) − 𝛿𝐹2(𝑦0, ℎ)| = 0, 

𝛿𝐹1(𝑦0, ℎ) = 𝛿𝐹2(𝑦0, ℎ),  

що й треба було довести. ∎ 

 

Лема про рівність похідної і варіації функціонала 

Лема 2. Нехай 𝑋 − лінійний нормований простір, 𝐹(𝑦) − функціонал 

визначений у 𝑋, який є диференційовним на кожному елементі цього простору, 

𝑦0 − елемент цього простору. 

Тоді функція 𝐹(𝑦0 + 𝑡 ∙ ℎ) по числовій змінній 𝑡 є диференційовною як 

функція однієї змінної по числовій змінній 𝑡, при 𝑡 = 0 (в точці 𝑡 − 

диференційовна) і при цьому похідна від цієї функції  

𝐹′(𝑦0 + 𝑡 ∙ ℎ)|𝑡=0 = 𝛿𝐹(𝑦0; ℎ) 

в точці 𝑡 = 0 дорівнює варіації функціонала 𝐹. 

Доведення. 

𝐹′(𝑦0 + 𝑡 ∙ ℎ)|𝑡=0 = lim
∆𝑡→0

𝐹(𝑦0 +△ 𝑡 ∙ ℎ) − 𝐹(𝑦0)

∆𝑡
= lim

∆𝑡→0

△ 𝐹(𝑦0, ∆𝑡 ∙ ℎ)

∆𝑡
. 

Функціонал диференційовний, отже, його приріст можна записати у 

такому вигляді:  

∆𝐹 = 𝛿𝐹(𝑦0; ℎ) + 𝑟(𝑦0; ℎ), 

𝐹′(𝑦0 + 𝑡 ∙ ℎ)|𝑡=0 =

= lim
∆𝑡→0

𝛿𝐹(𝑦0, ∆𝑡 ∙ ℎ) + 𝑟(𝑦0, ∆𝑡 ∙ ℎ)

∆𝑡
= lim
∆𝑡→0

∆𝑡 ∙ 𝛿𝐹(𝑦0, ℎ) + 𝑟(𝑦0, ∆𝑡 ∙ ℎ)

∆𝑡
. 

Оскільки ∆𝑡 − сталий множник для лінійного функціоналу 𝛿𝐹(𝑦0, ∆𝑡 ∙ ℎ), 

то його можна винести за знак функціонала.  
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Поділимо почленно чисельник на знаменник, отримаємо 

lim
∆𝑡→0

𝛿𝐹(𝑦0, ℎ) + lim
∆𝑡→0

𝑟(𝑦0, ∆𝑡 ∙ ℎ)

∆𝑡
= 

= 𝛿𝐹(𝑦0, ℎ) + lim
∆𝑡→0

𝑟(𝑦0, ∆𝑡 ∙ ℎ)

∆𝑡
. 

Для функціонала 𝐹 виконується: 

∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝛿(𝜀) > 0, ∀ ℎ: 0 < ‖ℎ‖ < 𝛿(𝜀) ⇒ |𝑟(𝑦0, ∆𝑡 ∙ ℎ)| < 𝜀 ∙ ‖∆𝑡 ∙ ℎ‖.  

За другою властивістю норми маємо  

|𝑟(𝑦0, ∆𝑡 ∙ ℎ)| < 𝜀|∆𝑡| ∙ ‖ℎ‖. 

Візьмемо приріст ℎ, ‖ℎ‖ < 1, тоді 

|𝑟(𝑦0, ∆𝑡 ∙ ℎ)| < 𝜀|∆𝑡| ∙ ‖ℎ‖ < 𝜀|∆𝑡|, 

|𝑟(𝑦0, ∆𝑡 ∙ ℎ)| < 𝜀|∆𝑡|. 

Поділимо обидві частини на |∆𝑡|: 

|
𝑟(𝑦0, ∆𝑡 ∙ ℎ)

|∆𝑡|
| < 𝜀.  ∎ 

Лема 3. (Узагальнення леми 2). Нехай 𝐹(𝑦) є диференційовним у деякому 

лінійному нормованому просторі 𝑋. Тоді 𝐹(𝑦 + 𝑡 ∙ ℎ) є диференційовною для 

будь-якого числового значення змінної 𝑡, 𝑦 ∈ 𝑋,  𝑦0 = (𝑦 + 𝑡0 ∙ ℎ) ∈ 𝑋. 

Доведення. 

Розпишемо число 𝑡 на суму двох будь-яких чисел: 

𝑡 = 𝑡0 + 𝜏 ⇒ 𝜏 = 𝑡 − 𝑡0, 

𝐹(𝑦 + 𝑡 ∙ ℎ) = 𝐹(𝑦 + (𝑡0 + 𝜏) ∙ ℎ) = 𝐹((𝑦 + 𝑡0 ∙ ℎ) + 𝜏 ∙ ℎ) = 𝐹(𝑦0 + 𝜏 ∙ ℎ). 

З попередньої леми випливає, що функція диференційовна по 𝜏 = 0, то 

замінюючи 𝑡0 і враховуючи рівність 𝜏 = 𝑡 − 𝑡0, отримаємо диференційовність 

при будь-якому числовому значенні 𝑡.∎ 

 

Приклади диференційовних функціоналів 

1. 𝐹(𝑦) − лінійний функціонал.  

Доведемо, що він диференційовний. Нехай ∆𝐹 = 𝛿𝐹 + 𝑟. 

Надаємо приріст аргументу ℎ  
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∆𝐹 = 𝐹(𝑦 + ℎ) − 𝐹(𝑦) = 𝐹(𝑦) + 𝐹(ℎ) − 𝐹(𝑦) = 𝐹(ℎ). 

Візьмемо 𝐹(ℎ) за приріст, тоді 

𝛿𝐹 = 𝐹(ℎ), 𝑟 = 0, 

що й треба було довести. 

Тобто доведено, що ∆𝐹 = 𝛿𝐹 + 𝑟.  

2. Доведемо, що 

𝐹(𝑦) = ∫𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥)) ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

, 

де  

𝑦(𝑥) − неперервна диференційовна функція однієї змінної; 

𝑓 − функція двох змінних, неперервна з неперервними частинними похідними. 

Надамо приріст аргументу  

∆𝐹 = 𝐹(𝑦 + ℎ) − 𝐹(𝑦) = ∫(𝑓(𝑥, 𝑦 + ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫△ 𝑓𝑑𝑥

𝑏

𝑎

, 

∆𝑓 = 𝑓′
𝑦
∙ ℎ + 𝛽(ℎ) ∙ ℎ, 

∆𝐹 = ∫𝑓′𝑦 ∙ ℎ ∙ 𝑑𝑥 + ∫𝛽(ℎ) ∙ ℎ ∙ 𝑑𝑥,

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

𝛿𝐹(𝛼 ∙ ℎ1 + 𝛽 ∙ ℎ2) = ∫𝑓′𝑦(𝛼 ∙ ℎ1 + 𝛽 ∙ ℎ2) ∙ 𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

 

= 𝛼∫𝑓′𝑦 ∙ ℎ1 ∙ 𝑑𝑥 + 𝛽∫ 𝑓′𝑦 ∙ ℎ2 ∙ 𝑑𝑥 = 𝛼 ∙ 𝛿𝐹(ℎ1) + 𝛽 ∙ 𝛿𝐹(ℎ2)

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

, 

𝛿𝐹 = ∫ 𝑓′𝑦 ∙ ℎ ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

, 

𝑟 = ∫𝛽(ℎ) ∙ ℎ ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

, 

що й треба було довести.  
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Надалі будемо розглядати, в основному, функціонал вигляду 

𝐼[𝑦] = ∫𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′)𝑑𝑥,

𝑏

𝑎

 

областю визначення якого служить клас функцій 𝐶1[𝑎, 𝑏], що визначені та 

неперервні разом з першою похідною на відрізку [𝑎, 𝑏].  

 

Практичні завдання до теми 2 

 

Приклад 2.1. Знайти приріст функціоналу  

𝐼[𝑦(𝑥)] = 𝑦(𝑥)𝑦′(𝑥)𝑑𝑥, 

визначеного на просторі 𝐶1[𝑎, 𝑏], якщо 𝑦0(𝑥) = 𝑥, а 𝑦1(𝑥) = 𝑥2. 

Розв’язання. Маємо:  

𝐼[𝑦(𝑥)] = 𝐼[𝑥2] − 𝐼[𝑥] = ∫𝑥22𝑥𝑑𝑥

1

0

−∫𝑥𝑑𝑥 =

1

0

= ∫(2𝑥3 − 𝑥)𝑑𝑥 = (
𝑥4

2
−
𝑥2

2
)|
0

1

= 0.

1

0

 

Відповідь: 0. 

Приклад 2.2. Знайти приріст Δ𝐼 і варіацію δ𝐼 функціоналу  

𝐼[𝑦(𝑥)] = ∫ 𝑦2(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

. 

Розв’язання. Знайдемо приріст функціоналу 

Δ𝐼 = ∫((𝑦 + δy)2 − 𝑦2)𝑑𝑥 = ∫2𝑦𝛿𝑦𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+∫𝛿2𝑦𝑑𝑥

𝑏

𝑎

.

𝑏

𝑎

 

Отже,  

Δ𝐼 = ∫2𝑦𝛿𝑦𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+∫𝛿2𝑦𝑑𝑥

𝑏

𝑎

. 
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Лінійний функціонал ∫ 2𝑦𝛿𝑦𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 за означенням і буде варіацією 

функціоналу  

δ𝐼 = ∫2𝑦𝛿𝑦𝑑𝑥

𝑏

𝑎

, 

оскільки 

lim
max|𝛿𝑦|→0

𝛿2𝑦𝑑𝑥 = 0. 

Відповідь: Δ𝐼 = ∫ 2𝑦𝛿𝑦𝑑𝑥
𝑏

𝑎
+ ∫ 𝛿2𝑦𝑑𝑥

𝑏

𝑎
, δ𝐼 = ∫ 2𝑦𝛿𝑦𝑑𝑥

𝑏

𝑎
.  

Приклад 2.3. Для функціоналу  

𝐹(𝑦) = ∫ 𝑦2𝑑𝑥 
1

0

 

покласти 𝑦 = 2𝑥, ℎ = 𝑥2 і знайти  ∆𝐹, 𝛿𝐹−? 

Розв’язання. 

∆𝐹 = 𝐹(𝑦 + ℎ) − 𝐹(𝑦) =

= ∫ (2𝑥 + ℎ)2𝑑𝑥 − ∫ 4𝑥2𝑑𝑥 =
4𝑥2

3
+ 2𝑛2 + ℎ2

1

0

1

0

|
1
0
=
1

5
+ 1 = 1

1

5
 .    

∆𝐹 = 1
1

5
 . 

∆𝐹 = 𝛿𝐹(ℎ) + 𝑟(ℎ). 

∆𝐹 = 𝐹(𝑦 + ℎ) − 𝐹(𝑦) =

= ∫ (𝑦 + ℎ)2𝑑𝑥 − ∫ 𝑦2𝑑𝑥 = ∫ (𝑦2
1

0

1

0

1

0

+ 2𝑦ℎ + ℎ2 − 𝑦2)𝑑𝑥 =

= ∫ (2𝑦ℎ + ℎ2)𝑑𝑥.
1

0

 

𝛿𝐹(𝑦) = ∫ 2𝑦ℎ𝑑𝑥 = ∫ 4𝑥3𝑑𝑥 = 𝑥4 |
1
0
= 1.

1

0

1

0

 

Відповідь: 1. 
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Приклад 2.4. Для функціоналу  

𝐹(𝑦) = ∫ 𝑥𝑦3𝑑𝑥,
1

0

    𝑦 = 𝑒𝑥 ,    ℎ = 𝑥,  

знайти  ∆𝐹, 𝛿𝐹−?  

Розв’язання. 

∆𝐹 = 𝐹(𝑦 + ℎ) − 𝐹(𝑦) = ∫ 𝑥(𝑒𝑥 + 𝑥)3𝑑𝑥
1

0

−∫ 𝑥𝑒3𝑥𝑑𝑥
1

0

=

= ∫ (𝑥𝑒3𝑥 + 3𝑥2𝑒2𝑥 + 3𝑥3𝑒𝑥 + 𝑥4)𝑑𝑥 − ∫ 𝑥𝑒3𝑥𝑑𝑥 =
1

0

1

0

 

= 3∫ 𝑥2𝑒2𝑥
1

0

+ 3∫ 𝑥3𝑒𝑥𝑑𝑥
1

0

+∫ 𝑥4𝑑𝑥
1

0

= 3(
1

2
𝑒2 − 1) + 3(6 − 2𝑒) +

1

5
=

=
3

2
𝑒2 − 3 + 18 − 6𝑒 +

1

5
=
3

2
𝑒2 − 6𝑒 + 15

1

5
. 

∫ 𝑥3𝑒𝑥𝑑𝑥
1

0

= [ 𝑢 = 𝑥3

𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥
|𝑑𝑢 = 3𝑥2𝑑𝑥

𝑣 = 𝑒𝑥
] = 𝑥3𝑒𝑥 |

1
0
− 3∫ 𝑥2𝑒𝑥𝑑𝑥

1

0

=

= 𝑒 − [ 𝑢 = 𝑥2

𝑑𝑣 = 𝑒𝑥
|
𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥
𝑣 = 𝑒𝑥

] = 𝑒 − 3(𝑥2𝑒𝑥 |
1
0
− 2∫ 𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥

1

0

) =

= 𝑒 − 3𝑒 + 6∫ 𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥
1

0

= −2𝑒 + 6 [
𝑢 = 𝑥
𝑑𝑣 = 𝑒𝑥

|
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥
𝑣 = 𝑒𝑥

] =

= −2𝑒 + 6(𝑥𝑒𝑥 |
1
0
− ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥

1

0

) = −2𝑒 + 6𝑒 − 6𝑒 + 6 = 6 − 2𝑒. 

∫ 𝑥2𝑒2𝑥𝑑𝑥
1

0

= [ 𝑢 = 𝑥2

𝑑𝑣 = 𝑒2𝑥𝑑𝑥
|
𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥

𝑣 =
1

2
𝑒2𝑥

] =
1

2
𝑥2𝑒2𝑥 |

1
0
− 2∫ 𝑥𝑒2𝑥𝑑𝑥

1

0

=

=
1

2
𝑒2 − 2 [

𝑢 = 𝑥
𝑑𝑣 = 𝑒2𝑥𝑑𝑥

|
𝑑𝑢 = 𝑑𝑣

𝑣 =
1

2
𝑒2𝑥

] =
1

2
𝑒2 − 𝑥𝑒2𝑥 |

1
0
+ ∫ 𝑒2𝑥𝑑𝑥

1

0

=

=
1

2
𝑒2 − 1. 

∆𝐹 = 𝛿𝐹 + 𝑟(ℎ). 
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∆𝐹 = 𝐹(𝑦 + ℎ) − 𝐹(𝑦) = ∫ 𝑥(𝑦 + ℎ)3𝑑𝑥
1

0

−∫ 𝑥𝑦3𝑑𝑥
1

0

=

= ∫ (𝑥𝑦3 + 3𝑥𝑦2ℎ + 3𝑥ℎ2𝑦 + 𝑥ℎ3 − 𝑥𝑦3)𝑑𝑥
1

0

=

= ∫ (3𝑥𝑦2ℎ + 3𝑥ℎ2𝑦 + 𝑥ℎ3)𝑑𝑥
1

0

. 

𝛿𝐹 = 3∫ 𝑥𝑦2ℎ(𝑥)𝑑𝑥,
1

0

 

𝑟 = ∫ (3𝑥ℎ2𝑦 + 𝑥ℎ3)𝑑𝑥
1

0

. 

𝛿𝐹 = 3∫ 𝑥2𝑒2𝑥𝑑𝑥
1

0

= 3(
1

2
𝑒2 − 1) =

3

2
𝑒2 − 3, 

𝑟 = ∫ (3𝑥3𝑒𝑥 + 𝑥4)𝑑𝑥
1

0

= 6 − 2𝑒 +
1

5
 . 

Відповідь: 6 − 2𝑒 +
1

5
 . 

Перевірити диференційовність наступних функціоналів: 𝐹(𝑦) = 𝑦(𝑎) в 

просторі 𝐶[𝑎,𝑏], 𝐹 = 𝛿𝐹(ℎ) + 𝑟(ℎ). 

∆𝐹 = 𝐹(𝑦 + ℎ) − 𝐹(𝑦) = 𝑦(𝑎) + ℎ(𝑎) − 𝑦(𝑎) = ℎ(𝑎) + 0 ≤ |ℎ(𝑎)|. 

Випадок 1 

ℎ(𝑎) > 0, 𝛿𝐹 = −ℎ(𝑎). 

∆𝐹 = −𝑦(𝑎) − ℎ(𝑎) + 𝑦(𝑎) = −ℎ(𝑎),    𝛿𝐹 = −ℎ(𝑎). 

Випадок 2 

∆𝐹 = 𝑦(𝑎) + ℎ(𝑎) + 𝑦(𝑎) = 2𝑦(𝑎) + ℎ(𝑎),   𝛿𝐹 = −ℎ(𝑎). 
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Приклад 2.5. Перевірити диференційовність функціоналу  

∫ (𝑦′
2
− 𝑦2)𝑑𝑥,        𝑦(0) = 1, 𝑦(2𝜋) = 1.

2𝜋

0

 

Розв’язання. 

𝑓𝑦
′ = −2𝑦;  𝑓𝑦′

′ = 2𝑦′;  
𝑑

𝑑𝑥
𝑓𝑦′
′ = 2𝑦′′; 

−2𝑦 = 2𝑦′′, 

2𝑦′′ + 2𝑦 = 0, 𝑦′′ + 𝑦 = 0. 

𝑦 = 𝑒0(𝐶1 cos 𝑥 + 𝐶2 sin 𝑥) = 𝐶1 cos 𝑥 + 𝐶2 sin 𝑥, 

1=𝐶1. 

Відповідь: 𝑦 = cos 𝑥 + 𝐶 sin 𝑥. 

Приклад 2.6. Перевірити диференційовність функціоналу  

∫ (12𝑥𝑦 − 𝑦′
2)𝑑𝑥,

0

−1

   𝑦(−1) = 1, 𝑦(0) = 0. 

Розв’язання. 

𝑓𝑦
′ = 12𝑥;  𝑓𝑦′

′ = 2𝑦′;   
𝑑

𝑑𝑥
𝑓𝑦′
′ = 2𝑦′′; 

2𝑦′′ = 12𝑥; 

𝑦′′ = 6𝑥 → 𝑦′ = 3𝑥2 + 𝐶1 → 𝑦 = 𝑥3 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2; 

{
1 = −1 − 𝐶1 + 𝐶2,

0 = 𝐶2.
 

{
𝐶2 = 0,
𝐶1 = −2.

 

Відповідь: 𝑦 = 𝑥3 − 2𝑥. 
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Завдання для самостійного виконання 

 

Знайти прирости Δ𝐼 і варіації δ𝐼 функціоналів:  

1) 𝐼[𝑦(𝑥)] = ∫𝑦(𝑦 + 𝑥)𝑑𝑥;

1

0

 

2) 𝐼[𝑦(𝑥)] = ∫ 𝑦′2 sin 𝑥 𝑑𝑥;

𝜋

0

 

3) 𝐼[𝑦(𝑥)] = ∫(𝑦′𝑦 + 𝑥𝑦′2)𝑑𝑥;

1

0

 

4) 𝐼[𝑦(𝑥)] = ∫(𝑦′𝑒𝑦 + 𝑥𝑦2)𝑑𝑥;

1

−1

 

5) 𝐼[𝑦(𝑥)] = ∫ 𝑥2𝑦′3𝑑𝑥.
5

2
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Тема 3. Екстремуми функціоналів 

 

Означення 12. Відстанню нульового порядку між кривими (функціями, 

лініями)  

𝑦 = 𝑓(𝑥) і 𝑦 = 𝑔(𝑥) 

на відрізку [𝑎; 𝑏] називають невід’ємне число  

𝜌0 = 𝜌0(𝑓, 𝑔) = 𝑚𝑎𝑥
𝑥𝜖[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|. 

При цьому вважаємо, що функції 𝑓(𝑥) і 𝑔(𝑥) неперервні на відрізку [𝑎; 𝑏]. 

Алгоритм знаходження відстані нульового порядку між кривими: 

1. 𝜑(𝑥) = |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)| 

2. Знаходимо найбільше значення цієї функції на сегменті [𝑎,𝑏], тобто  

𝜌0 = max
𝑥𝜖[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|. 

Означення 13. Відстанню 𝑛-го порядку (𝑛 = 1, 2, …) між кривими 

(функціями, лініями)  

𝑦 = 𝑓(𝑥) і 𝑦 = 𝑔(𝑥) 

на відрізку [𝑎; 𝑏] називають невід’ємне число  

𝜌𝑛(𝑓, 𝑔) = max
𝑥𝜖[𝑎,𝑏]

{𝜌(𝑓, 𝑔), 𝜌(𝑓′, 𝑔′), 𝜌(𝑓′′, 𝑔′′), … , 𝜌(𝑓(𝑛), 𝑔(𝑛))}. 

При цьому вважаємо, що функції 𝑓(𝑥) і 𝑔(𝑥) мають похідні до 𝑛-го порядку 

включно, які також неперервні на відрізку [𝑎; 𝑏].  

Означення 14. Функція 𝑦0 називається точкою максимуму функціоналу 

𝐹(𝑦), якщо  

∃ 𝛿(𝜀) > 0,∀ 𝑦: 0 < ‖𝑦 − 𝑦0‖ < 𝛿(𝜀) ⇒ 𝐹(𝑦) < 𝐹(𝑦0). 

Означення 15. Функція 𝑦0 називається точкою мінімуму функціоналу 

𝐹(𝑦), якщо  

∃ 𝛿(𝜀) > 0,∀ 𝑦: 0 < ‖𝑦 − 𝑦0‖ < 𝛿(𝜀) ⇒ 𝐹(𝑦) > 𝐹(𝑦0). 

Означення 16. Точки максимуму і мінімуму називаються точками 

екстремуму функціонала.  
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Необхідна умова екстремуму функціонала 

Теорема 1. Нехай 𝑦0 − точка екстремуму диференційовного функціоналу 

𝐹(𝑦) заданому у лінійному нормованому просторі 𝛦. Тоді  

𝛿𝐹(𝑦0) = 0. 

Доведення:  

Введемо в розгляд таку функцію по числовій змінній 𝑡  

𝐹(𝑦0 + 𝑡 ∙ ℎ). 

При 𝑡 = 0 ця функція досягає екстремуму, тому що 𝐹(𝑦0) ‒ найбільше і 

найменше значення  

𝑡 = 0 ⇒ 𝐹′𝑡(𝑦0 + 𝑡 ∙ ℎ)|𝑡=0 = 0 ⇒  𝛿 𝐹(𝑦0) = 0. 

З використанням леми про рівність похідної і варіації, маємо, що похідна 

дорівнює варіації, а отже, вона дорівнює нулю. 

 

Перша лема про інтеграл 

∫𝑎(𝑥) ∙ ℎ(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

. 

Лема 4. Нехай функція 𝑎(𝑥) − неперервна на [𝑎; 𝑏] і  

∫𝑎(𝑥) ∙ ℎ(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 0 

для будь-якої функції ℎ(𝑥) диференційовної на сегменті [𝑎; 𝑏] такої, що 

ℎ(𝑎) = ℎ(𝑏) = 0, 

тоді функція 𝑎(𝑥) ≡ 0 на сегменті [𝑎; 𝑏]. 

Доведення. Доведемо від супротивного. 

Припустимо, що ця функція  

𝑎(𝑥) ≢ 0, 

∃ 𝑐 ∈ (𝑎; 𝑏): 𝑎(𝑐) ≠ 0. 

I випадок.  𝑎(𝑐) > 0 (рис. 2). 
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Рис. 2. 

 

За властивістю збереження знаку неперервної функції:   

∃ (𝑐 − 𝛿; 𝑐 + 𝛿), ∀ 𝑥 ∈ (𝑐 − 𝛿; 𝑐 + 𝛿): 𝑎(𝑥) > 0. 

Доведемо неперервність функції ℎ на сегменті [𝑎; 𝑏].  

Нехай 𝑥 = 𝑐 − 𝛿, доведемо в цій точці, що  

ℎ(𝑥) = {
0,                                           якщо 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑐 − 𝛿] ∪ [𝑐 + 𝛿; 𝑏],

(𝑥 − (𝑐 − 𝛿))2 ∙ (𝑥 − (𝑐 + 𝛿))
2
, якщо 𝑥 ∈ (𝑐 − 𝛿; 𝑐 + 𝛿).

 

Знайдемо границі зліва і справа:  

lim
𝑥→(𝑐−𝛿)−

ℎ(𝑥) = 0 (зліва),  

lim
𝑥→(𝑐−𝛿)+

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→(𝑐−𝛿)+

(𝑥 − (𝑐 − 𝛿))2 ∙ (𝑥 − (𝑐 + 𝛿))2 = 0  (справа), 

𝑓(𝑐 − 𝛿) = 0 (значення функції). 

Оскільки  

lim
𝑥→(𝑐−𝛿)−

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→(𝑐−𝛿)+

ℎ(𝑥) = 0 

і значення функції ℎ(𝑐 − 𝛿) = 0, то функція ℎ(𝑥) неперервна в точці 𝑐 − 𝛿. 

Доведемо в точці 𝑥 = 𝑐 + 𝛿. 

Знайдемо границі зліва і справа: 

lim
𝑥→(𝑐+𝛿)+

ℎ(𝑥) = 0,  

lim
𝑥→(𝑐+𝛿)−

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→(𝑐+𝛿)−

(𝑥 − (𝑐 − 𝛿))2 ∙ (𝑥 − (𝑐 + 𝛿))
2
= 0,   
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𝑓(𝑐 + 𝛿) = 0 (значення функції).  

Таким чином, функція ℎ(𝑥) неперервна в точці 𝑐 + 𝛿 і 

ℎ(𝑎) = ℎ(𝑏) = 0. 

Отже, функція ℎ підходить у введену формулу. 

Розглянемо інтеграл  

∫𝑎(𝑥) ∙ ℎ(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫ 𝑎(𝑥) ∙ 0 ∙ 𝑑𝑥

𝑐−𝛿

𝑎

+ 

+ ∫ 𝑎(𝑥) ∙ (𝑥 − (𝑐 − 𝛿))
2
∙ (𝑥 − (𝑐 + 𝛿))

2
∙ 𝑑𝑥  + ∫ 𝑎(𝑥) ∙ 0 ∙ 𝑑𝑥 =

𝑏

𝑐+𝛿

𝑐+𝛿

𝑐−𝛿

 

= ∫ 𝑎(𝑥) ∙ (𝑥 − (𝑐 − 𝛿))
2
∙ (𝑥 − (𝑐 + 𝛿))

2
∙ 𝑑𝑥 > 0.

𝑐+𝛿

𝑐−𝛿

 

(властивість неперервності означеного інтегралу). 

Отримали протиріччя з того, що інтеграл має дорівнювати нулю, таким 

чином припущення не правильне, тому що він додатній. Цей випадок 

неможливий.  

II випадок.  𝑎(𝑐) < 0. Доведення аналогічне. ∎ 

 

Друга лема про інтеграл 

∫𝑏(𝑥) ∙ ℎ′(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

. 

Лема 5. Нехай функція 𝑏(𝑥) − неперервна на [𝑎; 𝑏] і така, що виконується 

∫𝑏(𝑥) ∙ ℎ′(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 0 

для будь-якої функції ℎ(𝑥) неперервної на сегменті [𝑎; 𝑏] з неперервною 

похідною ℎ′(𝑥) на цьому сегменті такою, що  ℎ(𝑎) = ℎ(𝑏) = 0. Тоді функція  

𝑏(𝑥) ≡ 𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]. 
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Доведення. 

Позначимо 𝑔(𝑥) = ℎ′(𝑥). Маємо:  

ℎ(𝑥) = ∫𝑔(𝑡) ∙ 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

, 

ℎ(𝑎) = ∫𝑔(𝑡) ∙ 𝑑𝑡

𝑎

𝑎

= 0, 

ℎ(𝑏) = ∫𝑔(𝑡) ∙ 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 0.  (∗) 

I) Доведемо, що для будь-якої неперервної функції 𝜑(𝑥) існує 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑐  

така, що 

∫(𝜑(𝑥) − 𝑐) ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 0, 

∃∫𝜑(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 𝑀,    𝑀 = ∫
𝑀

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑎

∙ 𝑑𝑥, 

∫(𝜑(𝑥) −
𝑀

𝑏 − 𝑎
) ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 0, 𝑐 =  
𝑀

𝑏 − 𝑎
. 

II) Покажемо, що будь-яку неперервну функцію 𝑓(𝑥) на сегменті [𝑎; 𝑏] 

можна записати у вигляді такої суми 

𝑓(𝑥) = Λ(𝑥) + 𝑐, 

де  𝑐 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; Λ(𝑥) ‒ неперервна функція. 

∫Λ(𝑥) ∙ 𝑑𝑥 = 0,

𝑏

𝑎

 

∃ 𝑚: ∫(𝑓(𝑥) − 𝑚) ∙ 𝑑𝑥 = 0 ⇒

𝑏

𝑎

∫Λ(𝑥) ∙ 𝑑𝑥 = 0

𝑏

𝑎

, 

𝑓(𝑥) − 𝑚 = Λ(𝑥);    𝑓(𝑥) = Λ(𝑥) +𝑚,  

що й треба було довести. 
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III) Якщо для неперервної функції 𝑏(𝑥)  

∃ 𝑐: ∫(𝑏(𝑥) − 𝑐) ∙ 𝑑𝑥 = 0,    

𝑏

𝑎

 

то для будь-якої неперервної функції 𝑓(𝑥) виконується 

∫(𝑏(𝑥) − 𝑐) ∙ 𝑓(𝑥) ∙ 𝑑𝑥 = 0

𝑏

𝑎

, 

∫(𝑏(𝑥) − 𝑐) ∙ 𝑓(𝑥) ∙ 𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

 

∫(𝑏(𝑥) − 𝑐) ∙ (Λ(𝑥) +𝑚) ∙ 𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

 

= ∫𝑏(𝑥) ∙ Λ(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

− 

−𝑐∫Λ(𝑥) ∙ 𝑑𝑥 + 𝑚∫(𝑏(𝑥) − 𝑐) ∙ 𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

= ∫𝑏(𝑥) ∙ Λ(𝑥) ∙ 𝑑𝑥.

𝑏

𝑎

 

 

Покажемо, що Λ грає роль ℎ′. З другого випадку (*) бачимо, що для Λ 

виконується.  

Отже, Λ можемо вважати за ℎ′, а отже, цей інтеграл дорівнює нулю. 

IV) Використаємо III етап  

𝑓(𝑥) = 𝑏(𝑥) − 𝑐: ∫(𝑏(𝑥) − 𝑐)2 ∙ 𝑑𝑥 = 0.

𝑏

𝑎

 

Це можливо, коли 𝑏(𝑥) ≡ 𝑐. ∎ 
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Третя лема про інтеграл 

∫(𝑎(𝑥) ∙ ℎ(𝑥) + 𝑏(𝑥) ∙ ℎ′(𝑥)) ∙ 𝑑𝑥.

𝑏

𝑎

 

Лема 6. Нехай функції 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) неперервні на сегменті [𝑎; 𝑏], 𝑏(𝑥) ‒ 

диференційовна і  

∫(𝑎(𝑥) ∙ ℎ(𝑥) + 𝑏(𝑥) ∙ ℎ′(𝑥)) ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 0 

для будь-яких ℎ(𝑥), ℎ′(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]; 

ℎ(𝑥) − неперервна функція з неперервною похідною, такою, що  

ℎ(𝑎) = ℎ(𝑏) = 0. 

Тоді 𝑎(𝑥) = 𝑏′(𝑥). 

Доведення: 

Розпишемо інтеграл від суми як суму інтегралів  

∫𝑎(𝑥) ∙ ℎ(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+∫𝑏(𝑥) ∙ ℎ′(𝑥) ∙ 𝑑𝑥.

𝑏

𝑎

 

Проінтегруємо за частинами  

∫𝑎(𝑥) ∙ ℎ(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= [
𝑢 = ℎ(𝑥)

𝑑𝑣 = 𝑎(𝑥) ∙ 𝑑𝑥
|
   𝑑𝑢 = ℎ′(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

  𝑣 = ∫ 𝑎(𝑡) ∙ 𝑑𝑡
𝑥

𝑎

] = 

= ℎ(𝑥) ∙ ∫ 𝑎(𝑡) ∙ 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

|

𝑎

𝑏

−∫ℎ′(𝑥) ∙ (∫𝑎(𝑡) ∙ 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

) ∙ 𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

 

= −∫ℎ′(𝑥) ∙ (∫𝑎(𝑡) ∙ 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

) ∙ 𝑑𝑥.

𝑏

𝑎

 

Якщо застосуємо формулу Ньютона-Лейбніца виникає ℎ(𝑎) і ℎ(𝑏): 

−∫ℎ′(𝑥) ∙ (∫𝑎(𝑡) ∙ 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

) ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+∫𝑏(𝑥) ∙

𝑏

𝑎

ℎ′(𝑥) ∙ 𝑑𝑥 = 0, 
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∫ℎ′(𝑥) ∙ (𝑏(𝑥) − ∫𝑎(𝑡) ∙ 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

) ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 0. 

Згідно другої леми 

𝑏(𝑥) − ∫𝑎(𝑡) ∙ 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

≡ 𝑐, 

(∫𝑎(𝑡) ∙ 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

)

′

= 𝑎(𝑥), 

𝑏′(𝑥) − 𝑎(𝑥) ≡ 0, 

𝑏′(𝑥) = 𝑎(𝑥). ∎ 

  

Практичні завдання до теми 3 

 

Приклад 3.1. Показати, що функціонал  

𝐽[𝑦(𝑥)] = (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 

на кривій 𝑦 = 0 досягає строгого мінімуму. 

Розв’язання.  

Для будь-якої неперервної функції 𝑦(𝑥) на [0; 1] маємо 

∆𝐽 = 𝐽[𝑦(𝑥)] − 𝐽[0] = (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 − 𝑥2𝑑𝑥 = 𝑦2𝑑𝑥 ≥ 0, 

причому знак рівності досягається лише при 𝑦(𝑥) ≡ 0. 

Приклад 3.2. Знайти відстань нульового порядку 𝜌0 між кривими:  

𝑦 = 𝑥, 𝑦1 = 𝑥2, 𝑥 ∈ [0; 2]. 

Розв’язання.  

𝜑(𝑥) = |𝑥 − 𝑥2|; 

𝜑′(𝑥) = |1 − 2𝑥|; 

𝜑′(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥 =
1

2
; 
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𝜑(0) = 0, 𝜑(2) = 2, 𝜑 (
1

2
) = (

1

2
−
1

4
) =

1

4
 . 

𝜌0(𝑦, 𝑦1) = 𝜌0(𝑥, 𝑥
2) = 2, 𝑥 ∈ [0; 2]. 

Відповідь: 𝜌0 = 2. 

Приклад 3.3. Знайти відстань нульового порядку 𝜌0 між кривими:  

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥 , 𝑓1(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [0; 2]. 

Розв’язання.  

𝜑(𝑥) = |𝑥𝑒−𝑥|; 

𝜑′(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 𝑥𝑒−𝑥; 

𝑒−𝑥 − 𝑥𝑒−𝑥 = 0, 𝑒−𝑥(1 − 𝑥) = 0;  

𝑒−𝑥 ≠ 0; 

  1 − 𝑥 = 0, 𝑥 = 1; 

𝜑(0) = 0; 

𝜑(1) = 𝑒−1 =
1

𝑒
= 0.37; 

𝜑(2) = 2
1

𝑒2
=
2

𝑒2
= 0.27. 

𝜌0(𝑓, 𝑓1) = 𝜌0(𝑥𝑒
−𝑥 , 0) =

1

𝑒
, 𝑥 ∈ [0; 2]. 

Відповідь: 𝜌0(𝑥𝑒
−𝑥 , 0) =

1

𝑒
 . 

Приклад 3.4. Знайти відстань нульового порядку 𝜌0 між кривими:  

𝑓(𝑥) = sin 2𝑥,    𝑓1(𝑥) = sin 𝑥 ,   𝑥 ∈ [0;
𝜋

2
]. 
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Розв’язання.  

𝜑(𝑥) = |sin 2𝑥 − sin 𝑥|; 

𝜑′(𝑥) = |2 cos 2𝑥 − cos 𝑥|; 

2 cos 2𝑥 − cos 𝑥 = 2(2cos2𝑥 − 1) − cos 𝑥 = 4cos2𝑥 − cos 𝑥 − 2 = 0. 

Введемо заміну: cos 𝑥 = 𝑡, 𝑡 ∈ [−1; 1]. Тоді маємо:  

4𝑡2 − 𝑡 − 2 = 0, 

𝐷 = 1 + 32 = 33, 

cos 𝑥 =
1 ± √33

8
,    𝑥 = arccos

1 ± √33

8
. 

𝜑(0) = 0, 𝜑 (
𝜋

2
) = |sin 𝜋 − sin

𝜋

2
| = 1, 

𝜑(arccos
1 + √33

8
) = |sin 2 arccos

1 + √33

8
− sin arccos

1 + √33

8
| = 

= |2 sin arccos
1 + √33

8
∙
1 + √33

8
− sin arccos

1 + √33

8
| = 

= √
30 − 2√33

8
∙ (
1 + √33

4
− 1) =

(√33 − 3)√30 − 2√33

32
< 1; 

sin arccos
1 + √33

8
= √1 − cos2arccos

1 + √33

8
= √1 − (

1 + √33

8
)

2

=

= √
64 − 1 − 2√33 − 33

64
=
√30 − 2√33

8
. 

𝜌0(𝑓, 𝑓1) = 𝜌0(sin2 𝑥 , sin 𝑥) = 1, 𝑥 ∈ [0;
𝜋

2
]. 

Відповідь: 𝜌0(sin2 𝑥 , sin 𝑥) = 1. 
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Приклад 3.5. Знайти відстань нульового порядку 𝜌0 між кривими:  

𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑓1(𝑥) = ln 𝑥,    𝑥 ∈ [𝑒−1 ; 𝑒]. 

Розв’язання.  

𝜑(𝑥) = |𝑥 − ln 𝑥|; 

𝜑′(𝑥) = |1 −
1

𝑥
| ;   

1 −
1

𝑥
= 0, 𝑥 − 1 = 0,     𝑥 = 1, 𝑥 ≠ 0; 

𝜑(1) = 1; 

𝜑 (
1

𝑒
) = |

1

𝑒
+ 1| ≈ 1.37; 

𝜑(𝑒) = |𝑒 − 1| ≈ 1.7; 

𝜌0(𝑓, 𝑓1) = 𝜌0(𝑥, ln 𝑥) = |𝑒 − 1|. 

Відповідь: 𝜌0(𝑥, ln 𝑥) = |𝑒 − 1|.  

Приклад 3.6. Знайти відстань першого порядку 𝜌1 між кривими  

 𝑓(𝑥) = ln 𝑥 ,   𝑓1(𝑥) = 𝑥, 𝑥 ∈ [𝑒−1; 𝑒]. 

Розв’язання.  

I) 𝜑1(𝑥) = |ln 𝑥 − 𝑥|; 

𝜑1
′ (𝑒−1) = |

1

𝑒
+ 1| ; 

𝜑1(1) = 1; 

𝜑1(𝑒) = |𝑒 − 1| ≈ 1.7; 

𝜌0(ln 𝑥, 𝑥) = |𝑒 − 1| ≈ 1.7. 
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II) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
,     𝑔(𝑥) = 1; 

𝜑2(𝑥) = |
1

𝑥
− 1| ; 

𝜑2
′ (𝑥) = |

1

−𝑥2
| = |

1

𝑥2
| ; 

𝜑2
′ (𝑥) ≠ 0 (порожня множина); 

𝜑2(𝑒
−1) = |𝑒 − 1| ≈ 1.7; 

𝜑2(𝑒) = |
1

𝑒
− 1| ≈ 0.63; 

𝜌1 (
1

𝑥
, 1) = |𝑒 − 1|. 

Відповідь: 𝜌1(ln 𝑥, 𝑥) = |𝑒 − 1|. 

Приклад 3.7. Знайти відстань другого порядку 𝜌2 між кривими:  

𝑓(𝑥) = 𝑥2, 𝑔(𝑥) = 𝑥3,       𝑥 ∈ [0; 1]. 

Розв’язання.  

I) 𝜑1(𝑥) = |𝑥2 − 𝑥3|; 

𝜑1
′ (𝑥) = 2𝑥 − 3𝑥2; 

2𝑥 − 3𝑥2 = 0; 

 𝑥(2 − 3𝑥) = 0, 𝑥 = 0, 𝑥 =
2

3
; 

𝜑1(0) = 0; 

𝜑1 (
2

3
) = |

4

9
−
8

27
| =

4

27
; 

𝜑1(1) = 0; 

𝜌0(𝑥
2, 𝑥3) =

4

27
. 
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II) 𝜑2(𝑥) = |2𝑥 − 3𝑥
2|; 

𝜑2
′ (𝑥) = |2 − 6𝑥|; 

2 − 6𝑥 = 0, 6𝑥 = 2, 𝑥 =
1

3
; 

𝜑2(0) = 0; 

𝜑2(1) = 1; 

𝜑2 (
1

3
) =

1

3
; 

𝜌1(2𝑥, 3𝑥
2) = 1. 

III) 𝜑3(𝑥) = |2 − 6𝑥|; 

𝜑3
′ (𝑥) = 6 ≠ 0; 

𝜑3(0) = 2; 

𝜑3(1) = 4; 

𝜌2(2, 6𝑥) = 4. 

Відповідь: 𝜌2(𝑥
2, 𝑥3) = 4. 

Приклад 3.8. Знайти відстань 1001-го порядку між кривими  

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥,   𝑓1(𝑥) = 𝑥, 𝑥 ∈ [0; 1]. 

I) 𝜑1(𝑥) = |𝑒
𝑥 − 𝑥|; 

𝜑1
′ (𝑥) = |𝑒𝑥 − 1|; 

𝑒𝑥 = 1, 𝑥 = 0; 

𝜑1(0) = 1; 

𝜑1(1) = |𝑒 − 1|; 
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𝜌0(𝑒
𝑥 , 𝑥) = |𝑒 − 1| ≈ 1.7. 

II) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 ,        𝑓1(𝑥) = 1,      𝑥 ∈  [0; 1];   

𝜑2(𝑥) = |𝑒
𝑥 − 1|; 

𝜑2
′ (𝑥) = |𝑒𝑥|; 

  𝑒𝑥 ≠ 0; 

𝜑2(0) = 0;  

𝜑2(1) = |𝑒 − 1|; 

𝜌(𝑒𝑥 , 1) = |𝑒 − 1| ≈ 1.7. 

III) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 ,      𝑓1(𝑥) = 0,    𝑥 ∈  [0; 1]; 

𝜑3(𝑥) = 𝑒𝑥; 

𝜑3
′ (𝑥) = 𝑒𝑥; 

𝜑3(0) = 1; 

𝜑3(1) = 𝑒. 

Відповідь: 𝜌1001(𝑒
𝑥 , 𝑥) = 𝑒. 

 

Завдання для самостійного виконання 

 

Знайти відстані між заданими кривими на вказаних відрізках.  

1)   𝑦1(𝑥) = √𝑥,   𝑦2(𝑥) = √𝑥 ln 𝑥 , 𝑥 ∈ [𝑒−2; 1];       𝜌0(√𝑥, √𝑥 ln 𝑥)−? 

2)   𝑦1(𝑥) = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥,   𝑦2(𝑥) = 𝑥, 𝑥 ∈ [0; √3];       𝜌1(2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥, 𝑥)−? 

3)   𝑦1(𝑥) = 𝑥2,   𝑦2(𝑥) = 8ln 𝑥 , 𝑥 ∈ [1; 𝑒];       𝜌1(𝑥
2, 8ln 𝑥)−? 

4)   𝑦1(𝑥) = 2√𝑥,   𝑦2(𝑥) = 𝑥
2, 𝑥 ∈ [0; 2];       𝜌2(2√𝑥, 𝑥

2)−? 

5)   𝑦1(𝑥) =
1

2
𝑥2,   𝑦2(𝑥) = ln2 𝑥 , 𝑥 ∈ [1; 𝑒2];       𝜌1 (

1

2
𝑥2, ln2 𝑥)−?   
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Тема 4. Найпростіша задача варіаційного числення 

 

 

Рис. 3. 

 

Розглянемо функціонал (рис. 3) 

𝐹(𝑦) = ∫𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥),

𝑏

𝑎

𝑦′)𝑑𝑥. 

Нехай 𝑦(𝑥) − неперервна функція, 𝑦′(𝑥) − неперервна на сегменті [𝑎; 𝑏], 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) − неперервна як функція трьох змінних з неперервними частинними 

похідними другого порядку включно, і  

𝑦(𝑎) = 𝐴, 𝑦(𝑏) = 𝐵. 

 

Найпростіша задача варіаційного числення полягає в тому, що при 

умовах написаних вище знайти умови для екстремуму функціонала 𝐹(𝑦). 
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Необхідна умова екстремуму для найпростішої задачі  

варіаційного числення 

Нехай 𝑦(𝑥) − точка екстремуму функціонала 

𝐹(𝑦) = ∫𝑓(𝑥, 𝑦,

𝑏

𝑎

𝑦′)𝑑𝑥. 

для найпростішої задачі варіаційного числення. 

 

Тоді виконується рівняння Ейлера  

𝑓𝑦
′ =

𝑑

𝑑𝑥
𝑓𝑦′
′
 . 

Зауваження 1. В рівнянні Ейлера зліва – частинна похідна першого 

порядку, справа – звичайна похідна від частинної похідної, тобто похідна 

другого порядку.  

Висновок: рівняння Ейлера – це диференціальне рівняння другого 

порядку.  

Нехай 

𝛿𝐹 = 0,    ∆𝐹 = 𝛿𝐹 + 𝑟. 

Візьмемо елемент 𝑦, розглянемо приріст 𝑦 + ℎ. 

Обчислимо приріст функціонала 

∆𝐹 = 𝐹(𝑦 + ℎ) − 𝐹(𝑦) = 

= ∫𝑓(𝑥, 𝑦 + ℎ,

𝑏

𝑎

 𝑦′ + ℎ′)𝑑𝑥 − ∫𝑓(𝑥, 𝑦,

𝑏

𝑎

𝑦′)𝑑𝑥 = 

= ∫(𝑓(𝑥, 𝑦 + ℎ,

𝑏

𝑎

 𝑦′ + ℎ′) − 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′))𝑑𝑥 = ∫∆𝑓

𝑏

𝑎

(𝑥, 𝑦, 𝑦′)𝑑𝑥 = 

= ∫(𝑓′
𝑦
∙ ℎ + 𝑓′

𝑦′
∙ ℎ′ + 𝛽(ℎ) ∙ ℎ + 𝛾(ℎ) ∙ ℎ′)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 

= ∫(𝑓′𝑦 ∙ ℎ + 𝑓
′
𝑦′ ∙ ℎ

′)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 + ∫(𝛽(ℎ) ∙ ℎ + 𝛾(ℎ) ∙ ℎ′)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

. 
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Доведемо, що варіація лінійна 𝛼1 ∙ ℎ1 + 𝛼2 ∙ ℎ2. 

𝛿𝐹(𝛼1 ∙ ℎ1 + 𝛼2 ∙ ℎ2) = 

= ∫(𝑓′
𝑦
∙ (𝛼1 ∙ ℎ1 + 𝛼2 ∙ ℎ2) + 𝑓

′
𝑦′
∙ (𝛼1 ∙ ℎ′1 + 𝛼2 ∙ ℎ2′))

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 

= ∫(𝛼1 (𝑓
′
𝑦 ∙ ℎ1 + 𝑓

′
𝑦′ ∙ ℎ

′
1) + 𝛼2 (𝑓

′
𝑦 ∙ ℎ2 + 𝑓

′
𝑦′ ∙ ℎ

′
2))

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 

= 𝛼1∫(𝑓
′
𝑦
∙ ℎ1 + 𝑓

′
𝑦′
∙ ℎ′1) 𝑑𝑥 + 𝛼2∫(𝑓

′
𝑦
∙ ℎ2 + 𝑓

′
𝑦′
∙ ℎ′2) 𝑑𝑥 = 𝛼1 ∙ 𝛿𝐹(

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

ℎ1) + 

+𝛼2 ∙ 𝛿𝐹(ℎ2). 

∫(𝑓′𝑦 ∙ ℎ + 𝑓
′
𝑦′ ∙ ℎ

′) 𝑑𝑥 = 0

𝑏

𝑎

. 

−
𝑦(𝑎) + ℎ(𝑎) = 𝐴

𝑦(𝑎) = 𝐴
__________________

 

        ℎ(𝑎) = 0. 

 

−
𝑦(𝑏) + ℎ(𝑏) = 𝐵

𝑦(𝑏) = 𝐵
__________________

 

        ℎ(𝑏) = 0. 

Використовуємо лему 6, враховуючи, що  

𝑓′
𝑦
= 𝑎(𝑥);   𝑓′

𝑦′
= 𝑏(𝑥). 

Отже, виконується рівняння Ейлера 

𝑓′
𝑦
=
𝑑

𝑑𝑥
𝑓′
𝑦′
 . 

Розв’язки рівняння Ейлера називаються екстремалями, а саме рівняння 

Ейлера ‒ диференціальним рівнянням екстремалей. 
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Практичні завдання до теми 4 

 

Приклад 4.1. Знайти екстремалі функціоналу  

𝐽(𝑦) = ∫ ((у′)2 + 2уу′ + у2)𝑑𝑥 , у(1) = 1,   у(2) = 0.
2

1

 

Розв’язання. 

𝑓𝑦
′ = 2𝑦′ + 2𝑦;  𝑓𝑦′

′ = 2𝑦′ + 2𝑦;   
𝑑(2𝑦′ + 2𝑦)

𝑑𝑥
= 2𝑦′′ + 2𝑦′; 

𝑦′ = 𝑦;      𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0; 

𝑘2 + 𝑎𝑘 + 𝑏 = 0. 

I) 𝑘1 ≠ 𝑘2;   𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝑅 

𝑦 = 𝐶1𝑒
𝑘1𝑥 + 𝐶2𝑒

𝑘2𝑥 . 

II) 𝑘1 = 𝑘2;    𝑘 ∈ 𝑅 

𝑦 = 𝑒𝑘𝑥(𝐶1 + 𝐶2𝑥). 

III) 𝑘1,2 = 𝛼 ± 𝛽 

𝑦 = 𝑒𝛼𝑥(𝐶1𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥). 

𝑦′ − 𝑦 = 0;  𝑘2 = 1 = 0;   𝑘1,2 = ±1. 

𝑦 = 𝐶1𝑒
𝑥 + 𝐶2𝑒

−𝑥 . 

{
1 = 𝐶1𝑒 + 𝐶2𝑒

−1,

0 = 𝐶1𝑒
2 + 𝐶2𝑒

−2.
 

𝐶1𝑒
2 = 𝐶2𝑒

−2; 

𝐶1 = −𝐶2𝑒
−4; 

1 = −𝐶2𝑒
−3 + 𝐶2𝑒

−1; 

𝐶2 =
1

𝑒−1 − 𝑒−3
=

𝑒3

𝑒2 − 1
; 
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𝐶1 = −
𝑒3

𝑒3 − 1
∙ 𝑒−4 = −

1

𝑒(𝑒2 − 1)
; 

Відповідь: 𝑦 = −
𝑒𝑥

𝑒(𝑒2−1)
+

𝑒3

𝑒2−1
∙ 𝑒−𝑥 . 

Приклад 4.2. Знайти екстремалі функціоналу  

∫ ((𝑦′)2 − 2𝑥𝑦)𝑑𝑥;        𝑦(1) = 1;     𝑦(2) = 0
2

1

. 

Розв’язання. 

𝑓𝑦
′ = −2𝑥;    𝑓𝑦′

′ = 2𝑦′;    
𝑑(2𝑦′)

𝑑𝑥
= 2𝑦′′; 

−2𝑥 = 2𝑦′′ → 𝑦′′ = −𝑥 → 𝑦′ = −
𝑥2

2
+ 𝐶1; 

𝑦 = −
𝑥3

6
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2; 

{
−1 = −

1

6
+ 𝐶1 + 𝐶2,

0 = −
4

3
+ 2𝐶1 + 𝐶2;

 

1 = −
4

3
+
1

6
+ 𝐶1 → 𝐶1 =

13

6
 ; 

0 = −
4

3
+
13

3
+ 𝐶2 → 𝐶2 = −3. 

Відповідь: 𝑦 = −
𝑥3

6
+
13𝑥

6
− 3. 

Приклад 4.3. Знайти екстремалі функціоналу 

∫ (3𝑥 − 𝑦)𝑦𝑑𝑥;       𝑦(1) = 1, 𝑦(3) = 0
3

1

. 

Розв’язання. 
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𝑓𝑦
′ = 3𝑥 − 2𝑦;    𝑓𝑦′

′ = 0;     
𝑑0

𝑑𝑥
= 0; 

3𝑥 − 2𝑦 = 0 → 𝑦 =
3

2
𝑥. 

Відповідь: немає розв’язків. 

Приклад 4.4. Знайти екстремалі функціоналу 

∫ (12𝑥𝑦 − (𝑦′)2)𝑑𝑥;      𝑦(0) = 1;   𝑥 = 1.
1

0

 

Розв’язання. 

𝑓𝑦
′ = 12;      𝑓𝑦′

′ = −2𝑦′;     
𝑑

𝑑𝑥
𝑓𝑦′
′ = −2𝑦′′; 

−2𝑦′′ = 12𝑥 → 𝑦′′ = −6𝑥 → 𝑦′ = −3𝑥2 + 𝐶1; 

𝑦 = −𝑥3 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2; 

{
1 = 𝐶2,

−2𝑦(1) = 0;
    {

𝐶2 = 1,                                

−2(−3 + 𝐶1) = 0;       𝐶1 = 3.
 

𝑦′ = −3𝑥2 + 𝐶1. 

Відповідь: 𝑦 = −𝑥3 + 3𝑥 + 1. 

Приклад 4.5. Знайти екстремалі функціоналу 

∫ 𝑦(𝑦′)
2
𝑑𝑥;      𝑦(0) = 1; 𝑦(1) = √4

3
.

1

0

 

Розв’язання. 

𝑓𝑦
′ = (𝑦′)

2
; 

𝑓𝑦′
′ = 2𝑦𝑦′; 

𝑑

𝑑𝑥
𝑓𝑦′
′ = (2𝑦𝑦′)𝑥

′ = 2𝑦′ ∗ 𝑦′ + 𝑦′′2𝑦 = 2(𝑦′)
2
+ 2𝑦𝑦′′; 
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(𝑦′)
2
= 2(𝑦′)

2
+ 2𝑦𝑦′′; 

(𝑦′)
2
+ 2𝑦𝑦′′ = 0; 

2𝑦′′𝑦 + (𝑦′)
2
= 0. 

Введемо заміну: 𝑦′ = 𝑧, тоді:  

𝑦′′ =
𝑑𝑧

𝑑𝑦
∗
𝑑𝑦

𝑑𝑥
; 

𝑦′′ =
𝑑𝑧

𝑑𝑦
𝑧; 

2
𝑑𝑧

𝑑𝑦
𝑧𝑦 + 𝑧2 = 0; 

2
𝑑𝑧

𝑑𝑦
𝑦 + 𝑧 = 0; 

2
𝑑𝑧

𝑑𝑦
𝑦 = −𝑧; 

2
𝑦

𝑑𝑦
= −

𝑧

𝑑𝑧
; 

∫
𝑑𝑦

2𝑦
= ∫−

𝑑𝑧

𝑧
; 

ln 𝑧 = −
1

2
ln 𝑦 + ln𝐶1; 

ln 𝑧 = ln
𝐶1

√𝑦
; 

𝑧 =
𝐶1

√𝑦
; 

𝑦′ =
𝐶1

√𝑦
; 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝐶1

√𝑦
; 

∫√𝑦𝑑𝑦 = ∫𝐶1𝑑𝑥; 

2𝑦√𝑦

3
= 𝐶1𝑥 + 𝐶2; 

𝑦√𝑦
3 =

3(𝐶1𝑥 + 𝐶2)

2
; 

1 =
3

2
𝐶2; 

𝐶2 =
2

3
; 

2

3
: (√4

3
)
1
2 = 𝐶1 + 𝐶2; 

4

3
= 𝐶1 + 𝐶2; 

4

3
= 𝐶1 +

2

3
; 

𝐶1 =
2

3
; 

2

3
𝑦
3
2 =

2

3
𝑥 +

2

3
; 

𝑦
2
3 = 𝑥 + 1; 

𝑦 = (𝑥 + 1)
2
3. 

Відповідь: 𝑦 = √(𝑥 + 1)2
3

. 
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Приклад 4.6. Знайти екстремум функціоналу 

𝐹(𝑦) = ∫ (4𝑦 cos 𝑥 + 𝑦′2 − 𝑦2)𝑑𝑥
𝜋

0

, 𝑦(0) = 0, 𝑦(𝜋) = 0. 

Розв’язання. 

𝐹𝑦
` = 4𝑦 cos 𝑥 − 2𝑦; 

𝐹𝑦′
′ = 2𝑦′; 

𝑑(𝑦′)

𝑑𝑥
= 2𝑦′′; 

𝑦′′ + 𝑦 = 2 cos 𝑥. 

I) 𝑦′′ + 𝑦 = 0. 

𝑘2 + 1 = 0 → 𝑘1,2 = ±𝑖; 

𝑦0 = 𝐶1 cos 𝑥 + 𝐶2 sin 𝑥 ; 

𝑓(𝑥) = 2 cos 𝑥 , 𝛼 = 0, 𝛽 = 1; 

𝑃𝑛(𝑥) = 2,    𝑛 = 0; 

𝑄𝑚(𝑥) = 0, 𝑚 = 0; 

𝑡 = 0,   𝛼 + 𝛽𝑖 = 𝑖, 𝑠 = 1; 

𝑦̃ = 𝑒0 ∗ 𝑥1(𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥); 

𝑦̃ = 𝑥(𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥); 

𝑦′̃ = 1(𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥) + 𝑥(𝐴 sin 𝑥 + 𝐵 cos 𝑥); 

𝑦̃′′ = −𝐴 sin 𝑥 + 𝐵 cos 𝑥 − 𝐴 sin 𝑥 + 𝐵 cos 𝑥 + 𝑥(−𝐴 cos 𝑥 − 𝐵 sin 𝑥) = 

= −2𝐴 sin 𝑥 + 2𝐵 cos 𝑥 − 𝑥(𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥) − 2𝐴 sin 𝑥 + 2𝐵 cos 𝑥 −

− 𝑥(𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥) + 𝑥(𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥) = 2𝐴 cos 𝑥 − 

−2𝐴 sin 𝑥 + 2𝐵 cos 𝑥 = 2 cos 𝑥. 

−2𝐴 = 0, 2𝐵 = 2, 𝐵 = 1. 

𝑦̃ = 𝑥 sin 𝑥 ; 

𝑦 = 𝐶1 cos 𝑥 + 𝐶2 sin 𝑥 + 𝑥 sin 𝑥 ; 
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{
0 = 𝐶1,
0 = −𝐶1.

 

𝑦 = (𝐶 + 𝑥 sin 𝑥). 

Відповідь: 𝑦 = (𝐶 + 𝑥 )sin 𝑥. 

 

Завдання для самостійного виконання 

 

Знайти екстремалі функціоналів:  

1) 𝐼[𝑦] = ∫ (𝑥 + (𝑦′)2)𝑑𝑥;        𝑦(0) = 1;     𝑦(1) = 2.
1

0

 

2) 𝐼[𝑦] = ∫ (sin 𝑦′ + 2(𝑦′)2)𝑑𝑥;        𝑦(0) = 3;     𝑦(1) = 1.
1

0

 

3) 𝐼[𝑦] = ∫ ((𝑦′)2 − 𝑦2 − 𝑦)𝑒2𝑥𝑑𝑥;        𝑦(0) = 0;     𝑦(1) = 𝑒−1.
1

0

 

4) 𝐼[𝑦] = ∫ (𝑥(𝑦′)2 + 𝑦𝑦′)𝑑𝑥;        𝑦(1) = 0;     𝑦(𝑒) = 1.
𝑒

1

 

5) 𝐼[𝑦] = ∫ (𝑦′(1 + 𝑥2𝑦′)𝑑𝑥;        𝑦(1) = 3;     𝑦(2) = 5.
2

1
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Тема 5. Умовний екстремум функціоналів 

 

Означення 15. Елемент 𝑦0 називається екстремумом функціонала 𝐹(𝑦), 

якщо 𝑦0  є точкою екстремуму функціонала 𝐹(𝑦), при умові, що функціонал 

𝐺(𝑦) = 𝛼. 

 

Метод дослідження умовного екстремуму: 

1) складаємо допоміжний функціонал 𝐹 + 𝜆𝐺, де 𝜆 − невідомий 

числовий параметр; 

2) використовуючи рівняння Ейлера для функціонала з першого кроку, 

складаємо диференціальне рівняння та розв’язуємо його (для інтегрального 

функціонала); 

3) використовуючи фіксовані точки, умову умовного екстремуму та 

розв’язок диференціального рівняння, складаємо систему трьох рівнянь з 

трьома невідомими, розв’язуючи яку, знаходимо сталі розв’язки 

диференціального рівняння та параметр 𝜆; 

4) записуємо можливу екстремаль, використовуючи знайдені значення. 

 

Екстремальна задача, якщо кінець рухається по вертикальній прямій 

Нехай один або два кінці будуть рухатися по вертикальній прямій, правий 

кінець – по вертикальній прямій, а лівий кінець фіксований (рис 4). 

𝐹(𝑦) = ∫𝑓(𝑥, 𝑦,

𝑏

𝑎

𝑦′)𝑑𝑥. 
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Рис. 4. 

 

Умови на функції 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′), 𝑦(𝑥) накладаються такі, як і на найпростіші 

задачі варіаційного числення. 

𝛿𝐹 = 0 − необхідна умова екстремуму, 

ℎ(𝑎) = 0,  

ℎ(𝑏) ≠ 0 − нефіксована точка. 

𝛿𝐹 = ∫(𝑓′
𝑦
∙ ℎ + 𝑓′

𝑦′
∙ ℎ) 𝑑𝑥 = ∫𝑓′

𝑦
∙ ℎ ∙ 𝑑𝑥 + ∫𝑓′

𝑦′
∙ ℎ′ ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

. 

Проінтегруємо другий інтеграл 

∫𝑓′
𝑦′
∙ ℎ′ ∙ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= [
𝑢 = 𝑓′

𝑦′

𝑑𝑣 = ℎ′ ∙ 𝑑𝑥
|
𝑑𝑢 =

𝑑
𝑑𝑥
𝑓′
𝑦′
𝑑𝑥

𝑣 = ℎ
] = 

= ℎ(𝑥) ∙ 𝑓′
𝑦′
(𝑥)|

𝑏
𝑎
− ∫ℎ(𝑥) ∙

𝑑

𝑑𝑥
𝑓′
𝑦′
𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

 

= ℎ(𝑏) ∙ 𝑓′
𝑦′
(𝑏) − ℎ(𝑎) ∙ 𝑓′

𝑦′
(𝑎) − ∫ ℎ(𝑥) ∙

𝑑

𝑑𝑥
𝑓′
𝑦′
𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

 

Підставляємо у варіацію 
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= ℎ(𝑏) ∙ 𝑓′
𝑦′
(𝑏) +∫ ℎ(𝑥) ∙ (𝑓′

𝑦
−
𝑑

𝑑𝑥
𝑓′
𝑦′
) 𝑑𝑥 = ℎ(𝑏) ∙ 𝑓′

𝑦′
(𝑏)

𝑏

𝑎

. 

Рівняння Ейлера  

𝑓′
𝑦
−
𝑑

𝑑𝑥
𝑓′
𝑦′
= 0. 

Згідно необхідної умови екстремуму:  

ℎ(𝑏) ∙ 𝑓′
𝑦′
(𝑏) = 0, 

ℎ(𝑏) ≠ 0. 

Необхідна умова екстремуму, коли один з кінців рухається по 

вертикальній прямій  

𝑓′
𝑦′
(𝑏) = 0. 

Якщо лівий кінець рухається по вертикальній прямій 𝑥 = 𝑎, то необхідна 

умова матиме вигляд  

𝑓′
𝑦′
(𝑎) = 0. 

 

Алгоритм розв’язання екстремальних задач, коли кінець або кінці 

рухаються по вертикальним прямим 

1) Складаємо рівняння Ейлера та розв’язуємо його як диференціальне 

рівняння другого порядку. 

2) З умов задачі 

а) {
𝑦(𝑎) = 𝐴,

𝑓′
𝑦′
(𝑏) = 0;    (𝑎 – фіксована, 𝑏 ‒ рухається); 

б) {
𝑓′
𝑦′
(𝑎) = 0,

𝑦(𝑏) = 𝐵;
  (𝑎 – рухається, 𝑏 ‒ фіксована); 

в) {
𝑓′
𝑦′
(𝑎) = 0,

𝑓′
𝑦′
(𝑏) = 0;

  (обидва кінці рухаються); 

3) З другого пункту знаходимо 𝑐1,  𝑐2 та записуємо відповідь. 
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Екстремальна задача, якщо кінець рухається по кривій 

 

Нехай маємо функціонал (рис 5). 

𝐹(𝑦) = ∫𝑓(𝑥, 𝑦,

𝜉

𝑎

𝑦′)𝑑𝑥 

 

 

Рис. 5. 

 

Умови на функції 𝑓 і  𝑦(𝑥) накладаються такі, як на найпростіші задачі 

варіаційного числення. 

Функція 𝑏(𝑥) є неперервною з неперервною похідною. 

Дослідимо функціонал на екстремум 

𝛿𝐹 = 0;   ∆𝐹 = 𝛿𝐹 + 𝑟, 

∆𝐹 = 𝐹(𝑦 + ℎ) − 𝐹(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦 + ℎ,

𝜉+∆𝜉

𝑎

 𝑦′ + ℎ′)𝑑𝑥 − ∫𝑓(𝑥, 𝑦,

𝜉

𝑎

𝑦′)𝑑𝑥 = 

= ∫𝑓(𝑥, 𝑦 + ℎ,

𝜉

𝑎

 𝑦′ + ℎ′)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦 + ℎ,

𝜉+∆𝜉

𝜉

 𝑦′ + ℎ′)𝑑𝑥 − ∫𝑓(𝑥, 𝑦,

𝜉

𝑎

𝑦′)𝑑𝑥 = 

= ∫(𝑓(𝑥, 𝑦 + ℎ,

𝜉

𝑎

 𝑦′ + ℎ′) − 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′))𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦 + ℎ,

𝜉+∆𝜉

𝜉

 𝑦′ + ℎ′)𝑑𝑥. 
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З виведення рівняння Ейлера варіація буде мати вигляд: 

𝛿𝐺 = ∫(𝑓(𝑥, 𝑦 + ℎ,

𝜉

𝑎

 𝑦′ + ℎ′) − 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′))𝑑𝑥 =

= ∫(𝑓′
𝑦
∙ ℎ + 𝑓′

𝑦′
∙ ℎ′)𝑑𝑥 = ℎ(𝜉) ∙

𝜉

𝑎

𝑓′
𝑦′
(𝜉) − ℎ(𝑎) ∙ 𝑓′

𝑦′
(𝑎) − 

−∫ℎ(𝑥) ∙
𝑑

𝑑𝑥

𝜉

𝑎

𝑓′
𝑦′
∙ 𝑑𝑥 + ∫𝑓′

𝑦
∙ ℎ ∙ 𝑑𝑥 = ℎ(𝜉) ∙ 𝑓′

𝑦′
(𝜉) +

𝜉

𝑎

 

+∫ℎ(𝑥)(

𝜉

𝑎

𝑓′
𝑦
−
𝑑

𝑑𝑥
𝑓′
𝑦
)𝑑𝑥. 

Згідно теореми про середнє: 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦 + ℎ,

𝜉+∆𝜉

𝜉

 𝑦′ + ℎ′)𝑑𝑥 = 𝑓(𝜉, 𝑦(𝜉),  𝑦′(𝜉)) ∙ ∆𝜉. 

Можна довести, що  

 𝑏′(𝜉) ∙ ∆𝜉 −  𝑦′(𝜉) ∙ ∆𝜉 = ℎ(𝜉); 

∆𝜉 =
ℎ(𝜉)

 𝑏′(𝜉) −  𝑦′(𝜉)
 . 

Підставимо у інтеграл  

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦 + ℎ,

𝜉+∆𝜉

𝜉

 𝑦′ + ℎ′)𝑑𝑥 = 𝑓(𝜉, 𝑦(𝜉),  𝑦′(𝜉)) ∙ ∆𝜉, 

𝑓(𝜉, 𝑦(𝜉),  𝑦′(𝜉)) ∙
ℎ(𝜉)

 𝑏′(𝜉) −  𝑦′(𝜉)
 . 

Об’єднуємо  

 𝑓(𝜉, 𝑦(𝜉),  𝑦′(𝜉)) ∙
ℎ(𝜉)

 𝑏′(𝜉) −  𝑦′(𝜉)
 

з 𝛿𝐺 і отримаємо 𝛿𝐹.  
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Врахувавши рівняння Ейлера  

𝑓′
𝑦
−
𝑑

𝑑𝑥
𝑓′
 𝑦′
= 0, 

отримаємо 

𝛿𝐹 = ℎ(𝜉) ∙ 𝑓′
 𝑦′
(𝜉) + 𝑓(𝜉, 𝑦(𝜉),  𝑦′(𝜉)) ∙

ℎ(𝜉)

 𝑏′(𝜉) −  𝑦′(𝜉)
= 

= ℎ(𝜉) ∙
𝑓′
 𝑦′
(𝜉) ∙ ( 𝑏′(𝜉) −  𝑦′(𝜉)) + 𝑓(𝜉, 𝑦(𝜉),  𝑦′(𝜉))

 𝑏′(𝜉) −  𝑦′(𝜉)
= 0, 

ℎ(𝜉) ≠ 0. 

Розв’язуємо рівняння 

 

𝑓′
 𝑦′
(𝜉) ∙ ( 𝑏′(𝜉) −  𝑦′(𝜉)) + 𝑓(𝜉, 𝑦(𝜉),  𝑦′(𝜉)) = 0. (1) 

 

Формула (1) ‒ необхідна умова екстремуму функціонала у випадку, якщо 

правий кінець рухається по кривій. Вона називається умовою 

трансверсальності. 

 

Алгоритм розв’язання екстремальних задач, якщо кінець  

рухається по кривій 

1) Складаємо рівняння Ейлера та розв’язуємо його. 

2) а) складаємо систему для фіксованого лівого кінця, а правий кінець 

зміщується на 𝑏(𝜉): 

{

𝑦(𝑎) = 𝐴,
(1) умова трансверсальності для правого кінця

𝑦(𝜉) = 𝑏(𝜉);

, 

б) складаємо систему для фіксованого правого кінця, а лівий зміщується 

на 𝑎(𝜂): 

{

𝑦(𝑏) = 𝐵,
(1) умова трансверсальності для лівого кінця,

𝑦(𝜂) = 𝑎(𝜂);
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в) складаємо систему, коли два кінці рухаються (лівий рухається по 𝑎(𝜂), 

правий рухається по 𝑏(𝜉)): 

{
 

 
(1) умова трансверсальності для лівого кінця,
(1) умова трансверсальності для правого кінця,

𝑦(𝜉) = 𝑏(𝜉),

𝑦(𝜂) = 𝑎(𝜂).

  

 

Практичні завдання до теми 5 

 

Приклад 5.1. Знайти екстремаль в ізометричній задачі: 

𝐹(𝑦) = ∫ (𝑦′)2𝑑𝑥,   
1

0

𝐺 = ∫ 𝑦(𝑥)𝑑𝑥 = 3;
1

0

  𝑦(0) = 1, 𝑦(1) = 6. 

Розв’язання. 

𝐹 + 𝜆𝐺 = ∫ ((𝑦′)2 + 𝜆𝑦)𝑑𝑥
1

0

; 

𝑓𝑦
′ = 𝜆; 

𝑓𝑦′
′ = 2𝑦′; 

𝑑

𝑑𝑥
𝑓𝑦′
′ = 2𝑦′′; 

𝜆 − 2𝑦′′ = 0; 

2𝑦′′ − 𝜆 = 0; 

∫2𝑦′′ = ∫𝜆 ; 

2𝑦′ = 𝜆𝑥 + 𝐶1 → 2𝑦 =
𝑑𝑥2

2
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2; 
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𝑦 =
𝜆𝑥2

4
+
𝐶1𝑥

2
+
𝐶2
2
=
1

2
(
𝑑𝑥2

2
+ 𝐶1 + 𝐶2) ; 

{
  
 

  
 1 =

1

2
𝐶2,

6 =
1

2
(
1

2
𝜆 + 𝐶1 + 𝐶2)

∫ 𝑦𝑑𝑥 = 3
1

0

;

, 

{
 
 

 
 

𝐶2 = 2,
1

4
𝜆 +

1

2
𝐶1 + 1 = 6,

1

4
𝜆 +

1

2
𝐶1 = 5;

 

1

2
𝐶1 = 5 −

1

4
𝜆; 

𝐶1 = 10 −
1

2
𝜆1; 

𝑦 =
𝜆𝑥2

4
+ 5𝑥 −

1

4
𝜆𝑥 + 1; 

∫ (
𝜆𝑥2

4
+ 5𝑥 −

1

4
𝜆𝑥 + 1)𝑑𝑥 = 3;

1

0

 

(
1

4
𝜆
𝑥3

3
+
5𝑥2

2
−
1

4
𝜆
𝑥2

2
+ 𝑥)|

0

1

= 3; 

(
𝜆𝑥3

12
+
5𝑥2

2
−
𝜆𝑥2

8
+ 𝑥)|

0

1

= 3; 

𝜆

12
+
5

2
−
𝜆

8
+ 1 = 3; 

2𝜆 + 60 − 3𝜆 + 24 − 72 = 0; 

−𝜆 = −12; 
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𝜆 = 12; 

𝑦 = 3𝑥2 + 5𝑥 − 3𝑥 + 1 = 3𝑥2 + 2𝑥 + 1. 

Відповідь: 𝑦 = 3𝑥2 + 2𝑥 + 1. 

Приклад 5.2. Знайти екстремаль в ізометричній задачі: 

𝐹(𝑦) = ∫ (𝑥2 + (𝑦′)2)𝑑𝑥,   
1

0

𝐺 = ∫ 𝑦2(𝑥)𝑑𝑥 = 2,
1

0

  𝑦(0) = 0, 𝑦(1) = 0. 

Розв’язання. 

𝐹 + 𝜆𝐺 = ∫ (𝑥2 + (𝑦′)2 + 𝜋𝑦2)𝑑𝑥;
1

0

 

𝑓𝑦
′ = 2𝜆𝑦; 

𝑓𝑦′
′ = 2𝑦′; 

𝑑

𝑑𝑥
𝑓𝑦′
′ = 2𝑦′′; 

2𝜆𝑦 − 2𝑦′′ = 0; 

𝑦′′ − 𝜆𝑦 = 0; 

𝑘2 − 𝜆 = 0; 

𝑘2 = 𝜆. 

I) 𝐿 = 0, 𝑘1,2 = 0 

𝑦 = 𝐶1 + 𝐶2𝑥; 

{
 

 
0 = 𝐶1,

0 = 𝐶1 + 𝐶2,

∫ 𝑦2𝑑𝑥 = 2;
1

0

 

𝐶1 = 0; 
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𝐶2 = 0, 𝑦 = 0, ∅. 

II) 𝐿 > 0,   𝑘1,2 = ±√𝜋 

𝑦 = 𝐶1𝑒
√𝜆𝑥 + 𝐶2𝑒

−√𝜆𝑥; 

0 = 𝐶1 + 𝐶2; 

0 = 𝐶1𝑒
√𝑥 + 𝐶2𝑒

−√𝜋; 

{
 
 

 
 

𝐶1 = −𝐶2,

𝐶2 (𝑒
−√𝜆 − 𝑒√𝜆) = 0,

∫ 𝑦2𝑑𝑥 = 2.
1

0

 

1) 𝐶2 = 0, 𝐶1 = 0, 𝑦 = 0. 

2) 𝑒−√𝜆 − 𝑒√𝜆 = 0; 

𝑒−√𝜆 = 𝑒√𝜆; 

-√𝜆 = √𝜆; 

−2√𝜆 = 0; 

√𝜆 = 0, 𝜆 = 0, ∅. 

III) 𝐿 < 0,   𝑘1,2 = ±𝑖√−𝜋 

𝑦 = 𝐶1 cos(√𝜆𝑥) + 𝐶2 sin(√𝜆𝑥) ; 

0 = 𝐶1; 

0 = 𝐶1 cos √−𝜆 + 𝐶2 sin √−𝜆 ; 

𝐶2 sin √−𝜆 = 0; 
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{
 
 

 
 

𝐶1 = 0,

𝐶2 sin √−𝜆 = 0,

∫ 𝑦2𝑑𝑥 = 2.
1

0

 

1) 𝐶2 sin √−𝜆 = 0 

𝐶2 = 0,      𝐶1 = 0, 𝑦 = 0, ∅. 

2) sin √−𝜆 = 0 

√−𝜆 = 𝜆𝑛, 𝜆 ∈ 𝑍; 

−𝜆 = 𝜆2𝑛2; 

𝑛 = −(𝜆𝑛)2, 𝑛 ∈ 𝑍; 

sin 𝑥 = 0; 

𝑥 = 𝜆𝑛; 

𝑦 = 𝐶2 sin|𝜆𝑛|𝑥 = 𝐶2 sin 𝜆𝑥|𝑛| = 0,    ∅. 

Відповідь: ∅. 

Приклад 5.3. Знайти найкоротшу відстань від точки 𝐴(−1; 5) до параболи 

𝑦2 = 𝑥. 

Розв’язання. 

𝐹(𝑦) = ∫ √1 + 𝑦′2𝑑𝑥;
𝑏(𝑥)

𝑎

 

𝑦2 = 𝑥; 

𝑦 = ±√𝑥; 

𝑦 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2; 

𝑦′ = 𝐶1; 
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𝑏(𝑥) = ±√𝑥; 

𝑏′(𝑥) = ±
1

2√𝑥
; 

{
 
 

 
 √1 + 𝐶1

2 + (±
1

2√𝑥
− 𝐶1) ∗

𝐶1

√1 + 𝐶1
2
|

𝑥=𝑏0=0

5 = −𝐶1 + 𝐶2,

𝐶1𝑏0 + 𝐶2 = ±√𝑏0 ;

 

{
 
 

 
 1 + 𝐶1

2 + (±
𝐶1

2√𝑏0
− 𝐶1

2) = 0,

𝐶2 = 5 + 𝐶1,

𝐶1𝑏0 + 5 + 𝐶1 = ±√𝑏0;

 

{
 
 

 
 ±

𝐶1

2√𝑏0
= −1,

𝐶2 = 5 + 𝐶1,

𝐶1(𝑏0 + 1) = ±√𝑏0 − 5;

 

{
 
 

 
 ±

𝐶1

2√𝑏0
= −1,

𝐶2 = 5 + 𝐶1,

𝐶1(𝑏0 + 1) = ±√𝑏0 − 5;

 

±𝐶1 = −2√𝑏0,   𝐶1 = ∓2√𝑏0; 

∓2√𝑏0(𝑏0 + 1) = ±√𝑏0 − 5; 

±√𝑏0 ± 2√𝑏0(𝑏0 + 1) = 5; 

±√𝑏0(1 + 2𝑏0 + 2) = 5; 

(±√𝑏0(2𝑏0 + 3)) = 5; 

𝑏0(2𝑏0 + 3)
2 = 25; 
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𝑏0(4𝑏0
2 + 12𝑏0 + 9) = 25; 

4𝑏0
3 + 12𝑏0

2 + 9𝑏0 − 25 = 0, 𝑏0 = 1; 

 

 4 12 9 25 

1 4 6 25 0 

 

4𝑏0
2 + 16𝑏0 + 25 = 0; 

𝐷 = 162 − 16 ∗ 25 < 0; 

𝐶1 = ∓2, 𝐶2 = 5 ∓ 2; 

𝐶1 = −2,     𝐶2 = 3,    𝑦 = −2𝑥 + 3; 

𝐶1 = 2,     𝐶2 = 7,    𝑦 = 2𝑥 + 7; 

𝑙 = ∫ √1 + 4𝑑𝑥 = √5𝑥 |
1
−1

= √5 + √5 = 2√5 = √20
1

−1

 . 

Відповідь: √20 . 

Приклад 5.4. Знайти відстань між колом 𝑥2 + 𝑦2 = 1 та прямою              

𝑥 + 𝑦 = 4. 

Розв’язання. 

𝐹(𝑦) = ∫ √1 + 𝑦`2𝑑𝑥
𝑏

𝑎

; 

𝑦 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2,    𝑦
′ = 𝐶1; 

𝑥2 + 𝑦2 = 1; 

𝑦2 = 1 − 𝑥2; 

𝑦 = ±√1 − 𝑥2 = 𝑎(𝑥); 
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𝑥 + 𝑦 = 4; 

𝑦 = 4 − 𝑥 = 𝑏(𝑥); 

𝑏′(𝑥) = −1; 

𝑎′(𝑥) = ±
1

2√1 − 𝑥2
∗ (−2𝑥) = ∓

𝑥

√1 − 𝑥2
; 

{
 
 
 
 

 
 
 
 √1 + 𝐶1

2 + (∓
𝑥

√1 − 𝑥2
− 𝐶1) ∗

𝐶1

√1 + 𝑎2
|
𝑥=𝑎0=0

√1+ 𝐶1
2 + (−1 − 𝐶1) ∗

𝐶1

√1 + 𝐶1
2
|

 𝑥=𝑏0=0

𝐶1𝑎0 + 𝐶2 = ±√1 − 𝑎0
2,

𝐶1𝑏0 + 𝐶2 = 4 − 𝑏0.

 

{
  
 

  
 1 + 𝐶1

2 ∓
𝑎0𝐶1

√1 − 𝑎0
1
− 𝐶1

2 = 0,

1 + 𝐶1
2 − 𝐶1 − 𝐶1

2 = 0,

𝐶1𝑎0 + 𝐶2 = ±√1 − 𝑎0
2,

𝐶1𝑏0 + 𝐶2 = 4 − 𝑏0;

 

{
  
 

  
 ±

𝐶1𝑎0

√1 − 𝑎0
2
= 1,

𝐶1 = 1,

𝐶1𝑎0 + 𝐶2 = ±√1 − 𝑎0
2,

𝐶1𝑏0 + 𝐶2 = 4 − 𝑏0;

 

{
 
 
 

 
 
 

𝐶1 = 1,

±
𝑎0

√1 − 𝑎0
2
= 1,

𝑎0 + 𝐶2 = ±√1− 𝑎0
2,

𝑏0 + 𝐶2 = ±√1 − 𝑏0
2;
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{
 
 
 

 
 
 

𝐶1 = 1,

±𝑎0 = ±√1 − 𝑎0
2,

𝑎0 + 𝐶2 = ±√1− 𝑎0
2,

𝑏0 + 𝐶2 = ±√1 − 𝑏0
2;

 

𝑎0
2 = 1 − 𝑎0

2; 

2𝑎0
2 = 1; 

𝑎0
2 =

1

2
; 

𝑎0 = ±√
1

2
= ±

√2

2
; 

𝐶2 = ±√1 − 𝑎0
2 − 𝑎0; 

𝐶1 = ±√1 −
1

2
∓
√2

2
= ±√

1

2
∓ √

1

2
= 0; 

𝑏0 = 4 − 𝑏0; 

2𝑏0 = 4; 

𝑏0 = 2; 

𝑙 = ∫ √2𝑑𝑥
2

±
√2
2

= √2𝑥 |

2

±
√2

2

= 2√2 ∓ 1. 

Відповідь: 2√2 ∓ 1. 

 



61 
 

Приклад 5.5. Знайти найкоротшу відстань між точкою 𝐴(−1; 3) та 

прямою 𝑦 = 1 − 3𝑥. 

Розв’язання. 

𝐹(𝑦) = ∫ √1 + 𝑦′2𝑑𝑥
𝑏(𝑥)

𝑎

; 

𝑦 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2, 𝑦′ = 𝐶1; 

𝑎 = −1; 

𝑏(𝑥) = 1 − 3𝑥, 𝑏′(𝑥) = −3; 

{
 
 

 
 √1 + 𝑦′2 + (−3 − 𝑦′)

𝑦′

√1 + 𝑦′2
|

𝑥=𝑏0=0

−𝐶1 + 𝐶2 = 3,
𝐶1𝑏0 + 𝐶2 = 1 − 3𝑏0;

 

{
 
 

 
 √1 + 𝐶1

2 + (−3 − 𝐶1)
𝐶1

√1 + 𝐶1
2
= 0,

−𝐶1 + 𝐶2 = 3,
𝐶1𝑏0 + 𝐶2 = 1 − 3𝑏0;

 

{
1 + 𝐶1

2 − 3𝐶1 − 𝐶1
2 = 0,

𝐶2 = 3 + 𝐶1,
𝐶1𝑏0 + 𝐶2 = 1 − 3𝑏0;

 

{
 
 

 
 𝐶1 =

1

3
,

𝐶2 =
10

3
,

1

3
𝑏0 +

10

3
= 1 − 3𝑏0;

 

{
 
 

 
 𝐶1 =

1

3
,

𝐶2 =
10

3
,

𝑏0 = −
7

10
;
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𝑙 = ∫ √1 +
1

9
𝑑𝑥

−
7
10

−1

= ∫ √
10

9
𝑑𝑥

−
7
10

−1

=

=
√10𝑥

3
|−

7

10
−1

= −
7

10
∗
√10

3
+
√10

3
=
3

10
∗
√10

3
=
√10

10
. 

Відповідь: 
√10

10
. 

Приклад 5.6. Знайти відстань між параболою  𝑦 = 𝑥2 і прямою 𝑥 − 𝑦 = 5. 

Розв’язання. 

𝐹(𝑦) = ∫ √1 + (𝑦′)2𝑑𝑥;
𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)

 

   𝑎(𝑥) = 𝑥2;      𝑏(𝑥) = 𝑥 − 5; 

𝑓𝑦
′ = 0;     𝑓𝑦′

′ =
1 ∗ 𝑦′

2 ∗ √1 + (𝑦′)2
=

𝑦′

√1 + (𝑦′)2
; 

   
𝑑

𝑑𝑥
𝑓𝑦′
′ =

𝑦′′√1 + (𝑦′)2 − 𝑦′ ∗
1 ∗ 2𝑦′𝑦′′

2√1 + (𝑦′)2

1 + (𝑦′)2
=
2𝑦′′(1 + (𝑦′)2) − 2(𝑦′)2 ∗ 𝑦′′

2(1 + (𝑦′)2)√1 + (𝑦′)2
=

=
𝑦′′

(1 + (𝑦′)2)√1 + (𝑦′)2
;   

𝑦′′

(1 + (𝑦′)2)√1 + (𝑦′)2
− 0 = 0 → 𝑦′′ = 0 → 𝑦′ = 𝐶1 → 𝑦 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2; 

{
 
 

 
 
(𝑓 + (𝑎′(𝑥) − 𝑦′) ∗ 𝑓𝑦′

′ )|
𝑥=𝑎0=0

(𝑓 + (𝑏′(𝑥) − 𝑦′) ∗ 𝑓𝑦′
′ )|

𝑥=𝑏0=0

𝑎(𝑎0) = 𝑦(𝑎0),

𝑏(𝑏0) = 𝑦(𝑏0);

 

𝑎′(𝑥) = 2𝑥;           𝑏′(𝑥) = 1; 
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{
 
 
 

 
 
 (√1 + (𝑦′)2 + (2𝑥 − 𝑦′) ∗

𝑦′

√1 + (𝑦′)2
)|

𝑥=𝑎0=0

(√1 + (𝑦′)2 + (1 + 𝑦′) ∗
𝑦′

√1 + (𝑦′)2
)|

𝑥=𝑏0=0

𝑎0
2 = 𝐶1𝑎0 + 𝐶2,

𝑏0 − 5 = 𝐶1𝑏0 + 𝐶2;

 

𝑦 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2 → 𝑦′ = 𝐶1; 

{
 
 
 

 
 
 √1 + 𝐶1

2 + (2𝑎0 − 𝐶1) ∗
𝐶1

√1 + 𝐶1
2
= 0,

√1 + 𝐶1
2 + (1 − 𝐶1) ∗

𝐶1

√1 + 𝐶1
2
= 0,

𝑎0
2 = 𝐶1𝑎0 + 𝐶2,

𝑏0 − 5 = 𝐶1𝑏0 + 𝐶2;  

 

{
 
 

 
 1 + 𝐶1

2 − (2𝑎0 − 𝐶1)𝐶1 = 0,

1 + 𝐶1
2 + (1 − 𝐶1)𝐶1 = 0,

𝑎0
2 = 𝐶1𝑎0 + 𝐶2,

𝑏0 − 5 = 𝐶1𝑏0 + 𝐶2;

 

{

1 + 2𝑎0𝐶1 = 0,
1 + 𝐶1 = 0,

𝑎0
2 = 𝐶1𝑎0 + 𝐶2,

𝑏0 − 5 = 𝐶1𝑏0 + 𝐶2;

 

{
 
 

 
 

𝐶1 = −1,

𝑎0 =
1

2
,

1

4
= −

1

2
+ 𝐶2,

𝑏0 − 5 = −𝑏0 + 𝐶2;
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{
  
 

  
 

𝐶1 = −1,

𝑎0 =
1

2
,

𝐶2 =
3

4
,

2𝑏0 = 5 + 𝐶2 → 𝑏0 =
23

8
;

 

𝑦 = −𝑥 +
3

4
;              𝑦′ = −1; 

𝐼 = ∫ √1 + (−1)2

23
8

1
2

𝑑𝑥 = √2𝑥 |
23

8⁄

1 2⁄
=
19

8
√2. 

Відповідь: 
19

8
√2. 

 

Завдання для самостійного виконання 

 

1) Знайти екстремаль в ізометричній задачі: 

𝐹(𝑦) = ∫ (𝑦′)2𝑑𝑥,   
1

0

𝐺 = ∫ 𝑦2(𝑥)𝑑𝑥 = 1;
1

0

  𝑦(0) = 2, 𝑦(1) = 4. 

2) Знайти найкоротшу відстань між точкою 𝐴(2;−3) та прямою 𝑦 = 4𝑥 − 5. 

3) Знайти найкоротшу відстань від точки 𝐴(1;−5) до параболи 𝑥2 = 𝑦. 

4) Знайти відстань між параболою  𝑦 = 𝑥2 і прямою 𝑥 − 𝑦 − 2 = 0. 

5) Знайти відстань між колом 𝑥2 + 𝑦2 = 4 та прямою 𝑥 + 𝑦 = 2. 
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