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МОДЕЛЮВАННЯ ЗА СІРАКУЗЬКОЮ ПОСЛІДОВНІСТЮ 
 
Розглядаються підходи до гіпотези Колатца за моделями сіракузької послідовності.  
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В якості прикладу моделювання за відомою сіракузькою послідовністю 

використовується логістичний підхід поповнення і видача одиничної складської продукції. 

Поповнення складської продукції відбувається в наступному гіпотетичному режимі. За 

певний період часу існуюча непарна кількість продукції збільшується в тричі і додається 

ще одиниця продукції. В наступні періоди часу відбувається відпуск продукції споживачам: 

половина продукції першому споживачу, решта, якщо залищилась, парне число продукції 

відпускається іншим споживачам, за тим же методом половинного ділення, до тих пір, доки 

залишиться непарне число, відмінне від одиниці, що дає право поповнювати продукцію. 

Робота складу зупиняється, коли на складі залишиться одиниця продукції. Завдання, 

побудувати математичну модель надходження в відпуску продукції на складі. Стосовно 

модельного процесу основне його питання полягає у визначенні мінімального залишку 

продукції на складі.  
Дана модель стосується широко відомої гіпотези Колатца, побудови послідовності 

чисел, яку називають сіракузькою послідовністю, або 3n + 1 – послідовністю. Послідовність 

поповнення і відпуску продукції утворюється за наступним правилом: арифметичних 

операцій: поповнення наявних n одиниць продукції, що є на складі, відбувається за 

операцією 3n + 1. Відпуск продукції моделюється діленням парного числа 3n + 1 на 

максимальну степінь двійки 2k і може бути реалізований за наступним алгоритмом (1) 
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де j ≥ 1 номер непарного числа n, n1=n.  max 3 1 0(mod 2 )jk
jk k n= +   – максимальне 

значення степеня двійки, для якої nj конгруентне нулю за модулем 2k.  
За алгоритмом (1) можна отримати сіракузькі послідовності, наприклад, для 19 

послідовність (1) матиме вигляд: 19,58,29,88,44,22,11, 34,17,52,26,13,40,20,10,5,16,8,4,2,1. 

Послідовність непарних чисел сіракузької послідовності назвемо послідовністю Колатца, 

Наприклад,  19,29,11,17,13,5,1. Члени послідовності Колатца називають числами Колатца. 

Послідовність операцій, за якою отримуються члени послідовності Колатца, назвемо 

операціями перетворення Колатца. Отримання із непарного числа послідовності чисел 

Колатца назвемо приведенням його до послідовності Колатца.  
Стосовно приведеної логістичної задачі гіпотеза Колатца стверджує, що довільне 

непарне натуральне число за операціями Колатца може бути приведене до скінченної 

послідовності чисел Колатца, в якої найменшим числом буде одиниця. Для модельного 

процесу основним логістичним завданням  отримати  в залишку одиницю продукції. 
Відповідь на поставлені питання можна отримати завдяки переходу від алгоритму (1) 

до структурної моделі послідовності Колатца. Загальний вигляд структурної моделі 

представлений на Рис.1, а).  
Якщо звернути увагу на структуру приведення непарного числа до послідовності 

Колатца, наприклад приведення 31 до 31→47→71→107→ 161 
→121→91→137→205→77→29→11→17→13→5→1, то характерною особливістю 

послідовностей Колатса є її монотонність. спадні і зростаючі підпослідовності. В даному 
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прикладі, зростаючі, 31→47→71→107 →161; 91→137; 137→205;11→17; 

спадні,161→121→91; 205→77→29→11; 17→13→5→1.  
Алгоритм згортки структурної моделі а) дозволяє обґрунтувати існування мажоранти 

підпослідовностей Колатца. 
Теорема 1. Зростаюча підпослідовність Колатца, що отримується приведенням 

непарного числа, скінченна.  
Обгрунтування  теореми 1.  
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Рис. 1 
Якщо pj – число Колатца j – того кроку структури, то наступне число 3pj +1 

послідовності, яке конгруентне 0 за модулем 2k, буде задовольняти нерівність (3pj +1)/ 2k > 
pj тільки для k = 1 і обернену нерівність для  , k ≥ 2. За індукцією алгоритм згортки 

зростаючої підпослідовності, в якій kj
 =2, приводить непарне число n до підпослідовності 

чисел Колатца за формулою (2),  
3 ( 1) 1
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Зростаюча підпослідовність чисел Колатца, що отримується приведенням непарного 

числа до неї, не може бути нескінченною, тобто необмеженою. В противному випадку, 

оскільки n непарне число, то за методом нескінченного спуску подільності чисел, фіксоване 

число n+1 повинно ділитись на довільну степінь двійки. Таким чином, всі підпослідовності 

послідовності чисел Колатца для даного непарного числа, скінченні.  
Наступна теорема дає відповідь на питання існування мажоранти для всіх 

підпослідовностей послідовності чисел Колатца. 
Теорема 2. Множина всіх підпослідовностей послідовності чисел Колатца обмежена. 
Доведення теореми 2 грунтується на основі переведення структури моделі в двійкову 

систему числення Рис.1 b): де 1 12 2 ... 2 1s sk k kn −= + + + +    ,  ks>k2 > . . . >kn, kn ≥ 1, ki – 
натуральні числа, 3n+1 = (2+1) n+1= 2n + n+1, операція max2k визначає  ділення 3n+1 на 

максимальну степінь двійки 2 jk
. Критерієм обмеженості росту максимальних значень 

підпослідовностей послідовності Колатца слугує визначник матриці 
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, структура якого була розроблена в [2]. 

Теорема 2 визначає, таким чином, існування мажоранти, тобто найменшого і 

найбільшого значень послідовності Колатца.  
Послідовність Колатца може бути як скінченною так і нескінченною. Нескінченна 

послідовність згідно теореми 2, матиме цикл,від найменшого до найбільшого числа 

Колатца  що задається функцією (1). Доведемо, що в такому циклі послідовності найменше 

числа Колатца рівне одиниці. Нехай найменше число Колатца р більше одиниці, n – число 

до якого, за формулою n = (3р+1)/max2k . приводиться р. Оскільки р > n, то маємо зростання, 
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тобто max2k = 2, k = 1. З іншого боку нерівність 
max 2 1

3

knp n−
=  , або nmax2k > 3n+1 

можлива тільки при k ≥ 2. 
Теорема 2 дає можливість встановити справедливість гіпотези Колатца, а також її 

прикладний аспект, приведення складської продукції до одиниці. 
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