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ПРО МЕЖОВI ОЦIНКИ СПОТВОРЕННЯ ВIДОБРАЖЕНЬ
В ОБЛАСТЯХ З НЕРIВНОСТЯМИ ПУАНКАРЕ

We study the mappings that distort the modulus of the families of paths according to the Poletsky-inequality type. At the
boundary points of a domain, we obtain estimates for the distortion of distances to these mappings provided that their
characteristic either has a finite mean oscillation at every point or satisfies the Lehto-type integral conditions, while the
mapped domain is Ahlfors regular and satisfies the Poincaré inequality. The cases of homeomorphisms and mappings with
branching are analyzed, as well as the domains with good boundaries and domains with prime ends.

Статтю присвячено дослiдженню вiдображень, якi спотворюють модуль сiмей кривих по типу нерiвностi Полець-
кого. У межових точках областi отримано оцiнку спотворення вiдстанi для таких вiдображень за умови, що їхня
характеристика має скiнченне середнє коливання у кожнiй точцi або задовольняє iнтегральнi умови типу Лехто, а
область вiдображення є регулярною за Альфорсом з нерiвнiстю Пуанкаре. Розглянуто випадки гомеоморфiзмiв i
вiдображень з розгалуженням, областi визначення з гарними межами та областi з простими кiнцями.

1. Вступ. У цiй статтi отримано оцiнки спотворення вiдображень бiльш загальних, нiж ква-
зiконформнi, в околi межової точки. Окремi результати на цю тему можна знайти в [1 – 11]
(див. також [12 – 15]). Зокрема, в деяких класах вiдображень виконуються нерiвностi Гельдера i
Лiпшиця за вiдповiдних обмежень на їхню характеристику (див. [1, 2, 6]). Для вiдображень з не-
обмеженою характеристикою спотворення вiдстанi, як правило, є бiльш складним у порiвняннi
з неперервнiстю за Гельдером (див., наприклад, [4, теорема 7.3]). Вiдносно вивченим є питан-
ня про спотворення вiдстанi при квазiконформних (квазiрегулярних) вiдображеннях, а також
бiльш широких класiв вiдображень спецiальних областей (скажiмо, одиничної кулi, див. [6 – 8]).
Загальний випадок не є вивченим, адже навiть квазiконформнi вiдображення, взагалi кажучи,
не мають неперервного межового продовження. Тому слiд розглядати рiзнi умови на областi,
за яких отримання спотворення вiдстанi є принципово можливим. У цiй статтi ми розгляне-
мо кiлька подiбних умов. Зокрема, областi в прообразi при вiдображеннi припускаються як
локально зв’язними на межi, так i нi, до того ж цi випадки розглядаються окремо. Областi в
образi при вiдображеннi припускаються регулярними за Альфорсом з (1; p)-нерiвнiстю Пуанка-
ре. Першi два спiвавтори отримали результати про межове спотворення вiдстанi вiдображень,
характеристика яких має скiнченне середнє по кулях, у вказаних областях [11]. Нижче бу-
дуть розглянутi бiльш загальнi умови, зокрема умова iнтегральної розбiжностi типу Лехто та
умова FMO (скiнченного середнього коливання в точцi), яка є узагальненням BMO умови за
Джоном – Нiренбергом.

Наведемо деякi означення, позначення i формулювання основних результатiв. Тут i далi
B(x0, r) = \{ x \in \BbbR n : | x  - x0| < r\} , \BbbB n = B(0, 1), S(x0, r) = \{ x \in \BbbR n : | x  - x0| = r\} , \BbbS n - 1 =

S(0, 1), \Omega n = m(\BbbB n), \omega n - 1 = \scrH n - 1(\BbbS n - 1), m — мiра Лебега в \BbbR n, \scrH n - 1 — (n  - 1)-вимiрна
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мiра Гаусдорфа, A(x0, r1, r2) := \{ x \in \BbbR n : r1 < | x - x0| < r2\} , а Mp(\Gamma ) позначає p-модуль сiм’ї
кривих \Gamma (див. [16]). Покладемо M(\Gamma ) := Mn(\Gamma ). Нехай E, F \subset \BbbR n i D \subset \BbbR n — область.
Запис \Gamma (E,F,D) позначає сiм’ю всiх кривих \gamma : [a, b] \rightarrow \BbbR n таких, що \gamma (a) \in E, \gamma (b) \in F i
\gamma (t) \in D при t \in (a, b).

Нехай Q : \BbbR n \rightarrow [0,\infty ] — вимiрна за Лебегом функцiя, яка перетворюється в нуль зовнi
D. З огляду на [4, розд. 7.6] будемо говорити, що вiдображення f : w \rightarrow \BbbR n є кiльцевим Q-
вiдображенням у точцi x0 \in D щодо p-модуля, x0 \not = \infty , p \geq 1, якщо знайдеться r0 = r(x0) > 0

таке, що для довiльних 0 < r1 < r2 < r0 виконується нерiвнiсть

Mp

\bigl( 
f
\bigl( 
\Gamma (S(x0, r1), S(x0, r2), D)

\bigr) \bigr) 
\leq 

\int 
A

Q(x)\eta p(| x - x0| ) dm(x), (1)

де \eta : (r1, r2) \rightarrow [0,\infty ] — довiльна невiд’ємна вимiрна за Лебегом функцiя, така що

r2\int 
r1

\eta (r) dr \geq 1. (2)

З огляду на [17, розд. 7.22] будемо говорити, що борелева функцiя \rho : D \rightarrow [0,\infty ] є верхнiм

градiєнтом для u : D \rightarrow \BbbR , якщо нерiвнiсть | u(x)  - u(y)| \leq 
\int 
\gamma 
\rho | dx| виконується для всiх

спрямлюваних кривих \gamma , якi з’єднують точки x i y \in D. Кажемо, що в областi D виконується
(1; p)-нерiвнiсть Пуанкаре, p \geq 1, якщо знайдуться сталi C \geq 1 i \tau > 0 такi, що для кожної кулi
B \subset D, довiльної обмеженої неперервної функцiї u : D \rightarrow \BbbR i кожного її верхнього градiєнта
\rho виконується

1

m(B)

\int 
B

| u(x) - uB| dm(x) \leq C(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}B)

\left(  1

m(\tau B)

\int 
\tau B

\rho p(x) dm(x)

\right)  1/p

,

де uB :=
1

m(B)

\int 
B
u(x) dm(x). Область D називається регулярною за Альфорсом, якщо iснує

стала C \geq 1 така, що для кожного x0 \in D i будь-якого R < \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}D виконуються нерiвностi
1

C
Rn \leq m(B(x0, R) \cap D) \leq CRn. Нехай A,B \subset \BbbR n. Покладемо \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}A = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}x,y\in A | x  - y| ,

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} (A,B) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}x\in A,y\in B | x - y| .
Для \delta > 0 i p \geq 1, областей D, D\prime \subset \BbbR n, n \geq 2, x0 \in \partial D, континуума A \subset D i вимiр-

ної за Лебегом функцiї Q : w \rightarrow [0,\infty ] позначимо через \frakF p,x0

Q,A,\delta (D,D
\prime ) сiм’ю всiх кiльцевих

Q-гомеоморфiзмiв f областi D на D\prime у точцi x0 щодо p-модуля, якi задовольняють умову
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} (f(A)) \geq \delta .

Справджується така теорема.

Теорема 1. Нехай x0 \in \partial D, x0 \not = \infty , n - 1 < p \leq n. Припустимо, що D\prime є регулярною за
Альфорсом обмеженою областю з (1; p)-нерiвнiстю Пуанкаре, а також виконано такi умови:
1) iснує таке r\prime 0 = r\prime 0(x0) > 0, що множина B(x0, r) \cap D зв’язна при всiх 0 < r < r\prime 0;

2) знайдеться таке \delta 0 = \delta 0(x0) > 0, що
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\delta 0\int 
\varepsilon 

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

<\infty \forall \varepsilon \in (0, \delta 0),

\delta 0\int 
0

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

= \infty . (3)

Тодi кожне f \in \frakF p,x0

Q,A,\delta (D,D
\prime ) має неперервне продовження в точку x0, крiм того, знайдуться

такi \varepsilon 0 > 0 i \widetilde C > 0, що для всiх x, y \in B(x0, \varepsilon 0)\cap D, | x - x0| \geq | y - x0| , i всiх f \in \frakF p,x0

Q,A,\delta (D,D
\prime )

справедливою є оцiнка

| f(x) - f(y)| \leq \widetilde C
\left(   \varepsilon 0\int 

| x - x0| 

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

\right)   
1 - p

. (4)

Наслiдок 1. В умовах теореми 1 кожне вiдображення f \in \frakF p,x0

Q,A,\delta (D,D
\prime ) має неперервне

продовження в точку x0 i

| f(x) - f(x0)| \leq \widetilde C
\left(   \varepsilon 0\int 

| x - x0| 

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

\right)   
1 - p

. (5)

Зауваження 1. Зокрема, умова 1 теореми 1 виконується, якщо D — опукла область.

Будемо говорити, що функцiя \varphi : \BbbR n \rightarrow \BbbR має скiнченне середнє коливання в точцi x0 \in \BbbR n

(пишемо \varphi \in FMO(x0)), якщо \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\varepsilon \rightarrow 0

1

\Omega n \cdot \varepsilon n

\int 
B(x0, \varepsilon )

| \varphi (x)  - \varphi \varepsilon | dm(x) < \infty , де \varphi \varepsilon =

1

\Omega n \cdot \varepsilon n

\int 
B(x0, \varepsilon )

\varphi (x) dm(x).

Справджується така теорема.

Теорема 2. Припустимо, що в умовах теореми 1 замiсть умови (3) виконується умова
Q \in FMO(x0). Тодi кожне f \in \frakF p,x0

Q,A,\delta (D,D
\prime ) має неперервне продовження в точку x0, крiм

того, знайдуться такi \varepsilon 0 > 0 i число \widetilde C > 0, що для всiх x, y \in B(x0, \varepsilon 0)\cap D, | x - x0| \geq | y - x0| ,
i всiх f \in \frakF p,x0

Q,A,\delta (D,x0) виконується нерiвнiсть

| f(x) - f(y)| \leq \widetilde C\biggl( \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} 1

| x - x0| 

\biggr) 1 - p

.

Наслiдок 2. В умовах теореми 2 кожне вiдображення f \in \frakF p,x0

Q,A,\delta (D,D
\prime ) має неперервне

продовження в точку x0 i | f(x) - f(x0)| \leq \widetilde C\biggl( \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} 1

| x - x0| 

\biggr) 1 - p

.

У випадку вiдображень з розгалуженням також виконується деякий аналог теорем 1 i 3
(див. нижче). Нагадаємо, що вiдображення f : w \rightarrow \BbbR n областi D \subset \BbbR n на область D\prime \subset \BbbR n

називається зберiгаючим межу, якщо C(f, \partial D) \subset \partial D\prime , де, звичайно, C(f, \partial D) — гранична
множина вiдображення f на \partial D. Зауважимо, що вiдкрите дискретне вiдображення зберiгає
межу тодi й лише тодi, коли воно замкнене, тобто f(A) замкнена множина щодо f(D), як
тiльки A \subset D — замкнена множина щодо D (див., наприклад, [18, теорема 3.3]).

Для \delta > 0, областей D,D\prime \subset \BbbR n, n \geq 2, точки x0 \in \partial D i вимiрної за Лебегом функцiї
Q : w \rightarrow [0,\infty ] позначимо через Rp,x0

Q,\delta (D,D
\prime ) сiм’ю всiх вiдкритих, дискретних i замкнених
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кiльцевих Q-вiдображень f : w \rightarrow D\prime щодо p-модуля у точцi x0, таких що знайдеться конти-
нуум Kf \subset D\prime такий, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(Kf ) \geq \delta i \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}

\bigl( 
f  - 1(Kf ), \partial D

\bigr) 
\geq \delta > 0.

Справджується така теорема.
Теорема 3. Нехай x0 \in \partial D, x0 \not = \infty , n  - 1 < p \leq n. Припустимо, що D — обмежена

область, D\prime є регулярною за Альфорсом обмеженою областю з (1; p)-нерiвнiстю Пуанкаре,
а також виконано такi умови: 1) iснує таке r\prime 0 = r\prime 0(x0) > 0, що множина B(x0, r) \cap D є
зв’язною при всiх 0 < r < r\prime 0; 2) знайдеться таке \delta 0 = \delta 0(x0) > 0, що

\delta 0\int 
\varepsilon 

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

<\infty \forall \varepsilon \in (0, \delta 0),

\delta 0\int 
0

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

= \infty . (6)

Тодi кожне f \in Rp,x0

Q,\delta (D,D
\prime ) має неперервне продовження в точку x0, крiм того, знайдуться

\varepsilon 0 > 0 i \widetilde C > 0 такi, що для всiх x, y \in B(x0, \varepsilon 0)\cap D, | x - x0| \geq | y - x0| , i всiх f \in Rp,x0

Q,\delta (D,D
\prime )

виконується нерiвнiсть

| f(x) - f(y)| \leq \widetilde C
\left(   \varepsilon 0\int 

| x - x0| 

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

\right)   
1 - p

. (7)

Наслiдок 3. В умовах теореми 3 вiдображення f має неперервне продовження в точку x0
i

| f(x) - f(x0)| \leq \widetilde C
\left(   \varepsilon 0\int 

| x - x0| 

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

\right)   
1 - p

.

Теорема 4. Припустимо, що в умовах теореми 3 замiсть умови (7) виконується умова
Q \in FMO(x0). Тодi кожне f \in Rp,x0

Q,\delta (D,D
\prime ) має неперервне продовження в точку x0, крiм

того, знайдуться такi \varepsilon 0 > 0 i число \widetilde C > 0, що для всiх x, y \in B(x0, \varepsilon 0)\cap D, | x - x0| \geq | y - x0| ,
i всiх f \in Rp,x0

Q,\delta (D,D
\prime ) виконується нерiвнiсть

| f(x) - f(y)| \leq \widetilde C\biggl( \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} 1

| x - x0| 

\biggr) 1 - p

.

Наслiдок 4. В умовах теореми 4 кожне вiдображення f \in \frakF p,x0

Q,A,\delta (D,D
\prime ) має неперервне

продовження в точку x0 i | f(x) - f(x0)| \leq \widetilde C\biggl( \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} 1

| x - x0| 

\biggr) 1 - p

.

Наведенi результати мають вiдповiднi аналоги для областей з поганими межами, що пов’я-
зано iз застосуванням апарату простих кiнцiв (див. нижче). Вiдповiднi означення можна знайти
в [19]. Зокрема, нагадаємо, що кiнець K називається простим, якщо K мiстить такий ланцюг
розрiзiв \{ \sigma m\} , що для довiльного континуума C в D виконано умову

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
m\rightarrow \infty 

M(\Gamma (C, \sigma m, D)) = 0, (8)

де M — (конформний) модуль сiм’ї \Gamma (C, \sigma m, D). Далi DP позначає поповнення областi D
її простими кiнцями, а ED = DP \setminus D — множина всiх простих кiнцiв у D, вiдмiнних вiд
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внутрiшнiх точок областi D. Кажемо, що обмежена область D у просторi \BbbR n є регулярною
(у квазiконформному сенсi), якщо iснує квазiконформне вiдображення областi D на обмежену
область з локально квазiконформною межею, до того ж кожен простий кiнець P \subset ED є
регулярним. Простiр DP стає метричним за допомогою наступного введення метрики. Якщо
g : w0 \rightarrow D — квазiконформне вiдображення областi D0, яка має локально квазiконформну
межу, на область D, то для x, y \in DP покладемо

\rho (x, y) :=
\bigm| \bigm| g - 1(x) - g - 1(y)

\bigm| \bigm| ,
де для x \in ED елемент g - 1(x) розумiється як деяка (єдина) точка \partial D0, що визначена коректно
з огляду на [20, теорема 4.1].

Для P0 \in ED визначимо тiло простого кiнця P0 за допомогою спiввiдношення I(P0) =
\infty \bigcap 

m=1
dm, де dm, m = 1, 2, . . . , — вiдповiдна P0 спадна послiдовнiсть областей розрiзiв. Заува-

жимо, що I(P0) \subset \partial D (див., наприклад, [19, твердження 1].
Для \delta > 0 i p \geq 1, областей D,D\prime \subset \BbbR n, n \geq 2, i елемента P0 \in ED, континуума

A \subset D i вимiрної за Лебегом функцiї Q : w \rightarrow [0,\infty ] позначимо через \frakF p,P0

Q,A,\delta (D,D
\prime ) сiм’ю

всiх гомеоморфiзмiв f областi D на D\prime , якi задовольняють спiввiдношення (1), (2) для кожного
x0 \in I(P0) (де I(P0) позначає тiло простого кiнця P0), таких що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} (f(A)) \geq \delta .

Справджується така теорема.
Теорема 5. Нехай P0 \in ED := DP \setminus D, n  - 1 < p \leq n, область D є регулярною (у

квазiконформному сенсi), а область D\prime — регулярною за Альфорсом обмеженою областю з
(1; p)-нерiвнiстю Пуанкаре. Припустимо, що виконано такi умови: 1) для кожного y0 \in \partial D

iснує таке r\prime 0 = r\prime 0(y0) > 0, що множина B(y0, r) \cap D є скiнченно зв’язною при всiх 0 <

r < r\prime 0, до того ж для кожної компоненти K зв’язностi множини B(y0, r) \cap D виконано
таку умову: будь-якi x, y \in K можна з’єднати такою кривою \gamma : [a, b] \rightarrow \BbbR n, що | \gamma | \in 
K \cap B(y0,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | x - y0| , | y  - y0| \} ),

| \gamma | = \{ y \in \BbbR n : \exists t \in [a, b] : \gamma (t) = y\} ;

2) для кожного y0 \in I(P0) знайдеться таке \delta 0 = \delta 0(y0) > 0, що

\delta 0\int 
\varepsilon 

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
y0 (t)

<\infty \forall \varepsilon \in (0, \delta 0),

\delta 0\int 
0

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
y0 (t)

= \infty . (9)

Тодi для кожного P \in ED = DP \setminus D iснує таке y0 \in \partial D, що I(P ) = \{ y0\} , де I(P ) позначає
тiло простого кiнця P. Крiм того, iснують окiл U простого кiнця P0 у просторi DP i числа
\varepsilon 0 > 0 i \widetilde C > 0 такi, що для всiх f \in \frakF p,P0

Q,A,\delta (D,D
\prime ) i x, y \in U \cap D, | x  - x0| \geq | y  - y0| ,

виконується нерiвнiсть

| f(x) - f(y)| \leq \widetilde C
\left(   \varepsilon 0\int 

| x - x0| 

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

\right)   
1 - p

, (10)

де \{ x0\} := I(P0).
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Наслiдок 5. В умовах i позначеннях теореми 5 вiдображення f має неперервне продов-
ження в точку P0 \in ED, до того ж

| f(x) - f(P0)| \leq \widetilde C
\left(   \varepsilon 0\int 

| x - x0| 

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

\right)   
1 - p

. (11)

Теорема 6. Припустимо, що в умовах теореми 5 замiсть спiввiдношень (9) виконується
така умова: Q \in FMO(y0) для кожного y0 \in I(P0). Тодi кожне f \in \frakF p,P0

Q,A,\delta (D,D
\prime ) має

неперервне продовження в P0, i навiть бiльше, iснують окiл U простого кiнця P0 у просторi
DP i число \widetilde C > 0 такi, що для всiх f \in \frakF p,P0

Q,A,\delta (D,D
\prime ) i x, y \in U \cap D, | x  - x0| \geq | y  - y0| ,

виконується нерiвнiсть | f(x) - f(y)| \leq \widetilde C\biggl( \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} 1

| x - x0| 

\biggr) 1 - p

, де I(P0) = \{ x0\} .

Зауваження 2. Зокрема, умова 1 теореми 5 виконується, якщо для кожного x0 \in \partial D iснує
таке r\prime 0 = r\prime 0(x0) > 0, що множина B(x0, r) \cap D є скiнченно зв’язною при всiх 0 < r < r\prime 0,

до того ж кожна компонента K зв’язностi множини B(x0, r) \cap D є опуклою. Справдi, нехай
x, y \in K. З’єднаємо x та y вiдрiзком \gamma всерединi K. Внаслiдок того, що куля B(x, | x - x0| ) є
опуклою, весь вiдрiзок \gamma належить B(x, | x - x0| ). Тодi \gamma i є бажаною кривою.

Для заданих p \geq 1 i \delta > 0, областей D, D\prime \subset \BbbR n, n \geq 2, точки P0 \in ED i заданої вимiрної
за Лебегом функцiї Q : w \rightarrow [0,\infty ] позначимо через Rp,P0

Q,\delta (D,D
\prime ) сiм’ю всiх вiдкритих, дис-

кретних i замкнених вiдображень f областi D на D\prime , якi задовольняють умови (1), (2) у кожнiй
точцi x0 \in I(P0) (де I(P0) позначає тiло простого кiнця P0), таких що знайдеться континуум
Kf \subset D\prime 

f , для якого \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} (Kf ) \geq \delta i \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} (f  - 1(Kf ), \partial D) \geq \delta > 0.

Справджується така теорема.
Теорема 7. Нехай P0 \in ED := DP \setminus D, n  - 1 < p \leq n, область D є регулярною

(у квазiконформному сенсi), а область D\prime — регулярною за Альфорсом обмеженою облас-
тю з (1; p)-нерiвнiстю Пуанкаре. Припустимо, що виконано такi умови: 1) для кожного
x0 \in \partial D iснує таке r\prime 0 = r\prime 0(x0) > 0, що множина B(x0, r) \cap D є скiнченно зв’язною при
всiх 0 < r < r\prime 0, до того ж для кожної компоненти K зв’язностi множини B(x0, r) \cap D

виконано таку умову: будь-якi x, y \in K можна з’єднати кривою \gamma : [a, b] \rightarrow \BbbR n такою,
що | \gamma | \in K \cap B(x0,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | x - x0| , | y  - x0| \} ), 2) для кожного y0 \in I(P0) знайдеться таке
\delta 0 = \delta 0(y0) > 0, що

\delta 0\int 
\varepsilon 

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
y0 (t)

<\infty \forall \varepsilon \in (0, \delta 0),

\delta 0\int 
0

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
y0 (t)

= \infty . (12)

Тодi для кожного P \in ED = DP \setminus D iснує таке y0 \in \partial D, що I(P ) = \{ y0\} , де I(P ) позначає
тiло простого кiнця P. Крiм того, iснують окiл U простого кiнця P0 у просторi DP i числа
\varepsilon 0 > 0, \widetilde C > 0 такi, що для всiх f \in Rp,P0

Q,\delta (D,D
\prime ) i x, y \in U\cap D, | x - x0| \geq | y - y0| , виконується

нерiвнiсть

| f(x) - f(y)| \leq \widetilde C
\left(   \varepsilon 0\int 

| x - x0| 

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

\right)   
1 - p

,

де \{ x0\} := I(P0).
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Наслiдок 6. В умовах i позначеннях теореми 7 вiдображення f має неперервне продовжен-

ня в точку P0 \in ED, до того ж | f(x) - f(P0)| \leq \widetilde C
\left(  \int \varepsilon 0

| x - x0| 

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

\right)  1 - p

, де \{ x0\} = I(P0).

Теорема 8. Припустимо, що в умовах теореми 7 замiсть умови (12) виконується така
умова: Q \in FMO(y0) для кожного y0 \in I(P0). Тодi кожне f \in \in Rp,P0

Q,\delta (D,D
\prime ) має неперервне

продовження в P0, i навiть бiльше, iснують окiл U простого кiнця P0 у просторi DP i число\widetilde C = \widetilde C(p, n, C,D\prime ) > 0 такi, що для всiх f \in Rp,P0

Q,\delta (D,D
\prime ) i x, y \in U \cap D, | x - x0| \geq | y  - y0| ,

виконується нерiвнiсть | f(x) - f(P0)| \leq \widetilde C\biggl( \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} 1

| x - x0| 

\biggr) 1 - p

, де I(P0) = \{ x0\} .

2. Основнi леми. Справедливою є така лема (див. також [9, теорема 1], [10, теорема 1.1] i
[11, теорема 1.1]).

Лема 1. Припустимо, що в умовах теореми 1 замiсть спiввiдношень (3) виконується така
умова: iснують 0 < \varepsilon 0 = \varepsilon 0(x0) < \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ 1, d(x0, A), r\prime 0\} , 1 \leq q < p, K0 > 0, i вимiрна за
Лебегом функцiя \psi : (0, \varepsilon 0) \rightarrow [0,\infty ] такi, що при \varepsilon \rightarrow +0 виконується спiввiдношення

0 < I(\varepsilon , \varepsilon 0) :=

\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\psi (t) dt <\infty , I(\varepsilon , \varepsilon 0) \rightarrow \infty , (13)

до того ж \int 
\varepsilon <| x - x0| <\varepsilon 0

Q(x)\psi p(| x - x0| ) dm(x) \leq K0 \cdot Iq(\varepsilon , \varepsilon 0) (14)

при \varepsilon \rightarrow 0. Тодi кожне f \in \frakF p,x0

Q,A,\delta (D,D
\prime ) має неперервне продовження в точку x0, крiм того,

iснують такi 0 < \varepsilon 1 < \varepsilon 0 i стала \widetilde C > 0, що оцiнка

| f(x) - f(y)| \leq \widetilde CIq - p(| x - x0| , \varepsilon 0) (15)

виконується для всiх x, y \in B(x0, \varepsilon 1) \cap D, | x - x0| \geq | y  - x0| , i всiх f \in \frakF p,x0

Q,A,\delta (D,D
\prime ).

Доведення. Скористаємося схемою, викладеною при доведеннi теореми 1.1 [10] i теоре-
ми 1.1 [11]. За означенням числа \varepsilon 0 маємо

A \subset D \setminus B(x0, \varepsilon 0). (16)

З умови леми випливає iснування такого 0 < \varepsilon 1 < \varepsilon 0 , що I(\varepsilon , \varepsilon 0) > 0 при всiх 0 < \varepsilon < \varepsilon 1.

Нехай x, y \in B(x0, \varepsilon 1)\cap D, \varepsilon 1 > 0 i \varepsilon 2 > 0 — числа, щодо яких замкненi кулi B(x, \varepsilon 1) i B(y, \varepsilon 2)

лежать у D. Нехай x\ast \in B(x, \varepsilon 1)\cap B(x0, | x - x0| ) i y\ast \in B(y, \varepsilon 2)\cap B(x0, | x - x0| ). З огляду на
припущення леми B(x0, r)\cap D є зв’язною множиною для 0 < r < r\prime 0. Отже, точки x\ast i y\ast можна
з’єднати кривою \gamma \ast всерединi B(x0, | x - x0| ) \cap D. Зауважимо, що множини B(x0, | x - x0| ) \cap 
B(x, \varepsilon 1) i B(x0, | x - x0| ) \cap B(x, \varepsilon 2) є опуклими як перетин двох опуклих множин. Тодi точки
x i x\ast можна з’єднати вiдрiзком \gamma 1 в B(x0, | x - x0| ) \cap B(x, \varepsilon 1) \subset B(x0, | x - x0| ) \cap D, а точки
y i y\ast — вiдрiзком \gamma 2 в B(x0, | x - x0| ) \cap B(y, \varepsilon 2) \subset B(x0, | x - x0| ) \cap D. Нехай K — крива, що
поєднує \gamma 1, \gamma \ast i \gamma 2. Тодi K поєднує точки x i y у B(x0, | x - x0| ) \cap D.

Нехай z, w \in f(A) \subset D\prime i u, v \in A є такими, що
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\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} f(A) = | z  - w| = | f(u) - f(v)| \geq \delta . (17)

Зауважимо, що f(K) i f(A) — континууми, як неперервний образ континуумiв при вiдо-
браженнi f. Зафiксуємо y0 \in D\prime . Оскiльки область D\prime обмежена, iснує таке R0 > 0, що
D\prime \subset B(y0, R0) := BR0 . Отже, з огляду на [21, твердження 4.7]

Mp

\bigl( 
\Gamma (f(K), f(A), D\prime )

\bigr) 
\geq 1

M

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} f(K),\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} f(A)\} 
R1+p - n

0

. (18)

Покажемо, що

\Gamma (| K| , A,D) > \Gamma (S(x0, | x - x0| ), S(x0, \varepsilon 0), D). (19)

Нехай \gamma \in \Gamma (| K| , A,D), \gamma : [0, 1] \rightarrow D, \gamma (0) \in | K| i \gamma (1) \in A. Оскiльки | K| \subset B(x0, | x - x0| ), з
огляду на (16) A \subset D\setminus B(x0, | x - x0| ). Тодi | \gamma | \cap B(x0, | x - x0| ) \not = \varnothing \not = | \gamma | \cap (D\setminus B(x0, | x - x0| )).
На пiдставi теореми 1.I.5.46 [22] iснує таке t1 \in (0, 1), що \gamma (t1) \in S(x0, | x  - x0| ). Покладемо
\gamma 1 := \gamma | [t1,1]. Оскiльки | K| \subset B(x0, \varepsilon 0), крiм того, з огляду на (16) A \subset D \setminus B(x0, \varepsilon 0), то
\gamma 1 \cap B(x0, \varepsilon 0) \not = \varnothing \not = | \gamma | \cap (D \setminus B(x0, \varepsilon 0)). За теоремою 1.I.5.46 [22] iснує таке t2 \in (t1, 1), що
\gamma 1(t2) = \gamma (t2) \in S(x0, \varepsilon 0). Покладемо \gamma 2 := \gamma | [t1,t2]. Тодi \gamma 2 — пiдкрива \gamma i \gamma 2 \in \Gamma (S(x0, | x - 
x0| ), S(x0, \varepsilon 0), D). Спiввiдношення (19) доведено. З (19) з огляду на мiнорування модуля (див.,
наприклад, [16, теорема 6.4]), а також на (1) i (19) отримуємо

Mp(\Gamma (f(| K| ), f(A), D\prime )) =Mp(f(\Gamma (| K| , A,D)))

\leq Mp(f(\Gamma (S(x0, | x - x0| ), S(x0, \varepsilon 0), D)))

\leq 
\int 
A

Q(z)\eta p(| z  - x0| ) dm(z), (20)

де \eta може бути вибраною довiльною вимiрною за Лебегом функцiєю, яка задовольняє умову (2)
при r1 = | x - x0| i r2 = \varepsilon 0. Покладемо

\eta (t) :=

\left\{   
\psi (t)

I(| x - x0| , \varepsilon 0)
, t \in (| x - x0| , \varepsilon 0),

0, t \not \in (| x - x0| , \varepsilon 0).

Зауважимо, що

\varepsilon 0\int 
| x - x0| 

\psi (t) dt

I(| x - x0| , \varepsilon 0)
=

1

I(| x - x0| , \varepsilon 0)

\varepsilon 0\int 
| x - x0| 

\psi (t) dt = 1. (21)

З урахуванням (21) функцiя \eta задовольняє умову (2) при r1 = | x  - x0| i r2 = \varepsilon 0. Отже,
враховуючи (20), (13) i (14) одержуємо

Mp(\Gamma (f(| K| ), f(A), D\prime ))

\leq 1

Ip(| x - x0| , \varepsilon 0)

\int 
A(x0,| x - x0| ,\varepsilon 0)

Q(z)\psi p(| z  - x0| ) dm(z) \leq K0I
q - p(| x - x0| , \varepsilon 0). (22)
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Зi спiввiдношення (22) маємо

Mp

\bigl( 
\Gamma (f(| K| ), f(A), D\prime )

\bigr) 
\leq K0I

q - p(| x - x0| , \varepsilon 0). (23)

З (18) i (23) випливає, що

1

M

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} f(| K| ), \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} f(A)\} 
R1+p - n

0

\leq K0I
q - p(| x - x0| , \varepsilon 0). (24)

За означенням класу \frakF p,x0

Q,A,\delta (D,D
\prime )

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} f(| K| ), \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} f(A)\} \geq \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} f(| K| ), \delta /2\} .

Тодi з нерiвностi (24) випливає, що

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} f(| K| ), \delta /2\} \leq MR1+p - n
0 K0I

q - p(| x - x0| , \varepsilon 0). (25)

Зауважимо, що MR1+p - n
0 K0I

q - p(| x  - x0| , \varepsilon 0) \rightarrow 0 при x \rightarrow x0, оскiльки I(\varepsilon , \varepsilon 0) \rightarrow \infty при
\varepsilon \rightarrow 0 за умовою теореми, а q < p за припущенням. Тодi iснує таке 0 < \sigma = \sigma (x0,M,R0, n, p, \delta ),
що

MR1+p - n
0 K0I

q - p(| x - x0| , \varepsilon 0) < \delta /2 \forall x \in B(x0, \sigma ). (26)

Нехай | x - x0| < \sigma , тодi з огляду на (25) i (26) отримуємо

| f(x) - f(y)| \leq \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} f(| K| ) \leq MR1+p - n
0 K0I

q - p(| x - x0| , \varepsilon 0).

Зазначимо, що за нерiвнiстю трикутника | f(x) - f(y)| \leq 2R0, тому при | x - x0| \geq \sigma маємо

Iq - p(| x - x0| , \varepsilon 0) \geq Iq - p(\sigma , \varepsilon 0) := P0. (27)

Отже,

| f(x) - f(y)| \leq 2R0 \leq 
2R0

P0
Iq - p(| x - x0| , \varepsilon 0).

Покладемо \widetilde C := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
MR1+p - n

0 K0,
2R0

P0

\biggr\} 
. Стала \widetilde C залежить лише вiд K0, x0, p, n i

D\prime , бо M i R0 цiлком визначаються по областi D\prime , а число \varepsilon 0 > 0 за умовою залежить лише
вiд x0.

Доведемо, що вiдображення f має границю в точцi x0. Припустимо супротивне. Тодi iсну-
ють щонайменше двi послiдовностi xm \rightarrow x0 i ym \rightarrow x0, m\rightarrow \infty , такi що | f(xm) - f(ym)| \geq 
\delta > 0 для деякого додатного \delta > 0 i всiх m = 1, 2, . . . . Але це суперечить нерiвностi (15), бо її
права частина прямує до нуля при x\rightarrow x0 з огляду на припущення у (13).

Лему 1 доведено.
Лема 2. Припустимо, що в умовах теореми 3 замiсть спiввiдношень (6) виконується така

умова: iснують 0 < \varepsilon 0 = \varepsilon 0(x0) < \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ 1, \delta , r\prime 0\} , 1 \leq q < p, K0 > 0, i вимiрна за Лебегом
функцiя \psi : (0, \varepsilon 0) \rightarrow [0,\infty ] такi, що при \varepsilon \rightarrow +0 виконуються спiввiдношення (13), (14). Тодi
кожне f \in Rp,x0

Q,\delta (D,D
\prime ) має неперервне продовження в точку x0, крiм того, iснують такi

0 < \varepsilon 1 < \varepsilon 0 i стала \widetilde C = \widetilde C(x0, p, n,K0, D
\prime ) > 0, що оцiнка

| f(x) - f(y)| \leq \widetilde CIq - p(| x - x0| , \varepsilon 0)

виконується для всiх x, y \in B(x0, \varepsilon 1) \cap D, | x - x0| \geq | y  - x0| , i всiх f \in Rp,x0

Q,\delta (D,D
\prime ).
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Доведення. З умови леми випливає iснування такого 0 < \varepsilon 1 < \varepsilon 0 , що I(\varepsilon , \varepsilon 0) > 0 при всiх
0 < \varepsilon < \varepsilon 1. Нехай x, y \in B(x0, \varepsilon 1)\cap D i f \in Rp,x0

Q,\delta (D,D
\prime ). Нехай Kf \subset D\prime — такий континуум,

що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} (Kf ) \geq \delta i \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} (f  - 1(Kf ), \partial D) \geq \delta > 0 (вiн iснує за означенням класу Rp,x0

Q,\delta (D,D
\prime )).

За означенням \varepsilon 0

f  - 1(Kf ) \subset D \setminus B(x0, \varepsilon 0).

Оскiльки точки S(x0, r)\cap D, 0 < r < r\prime 0, є досяжними з областi D за допомогою деякої кривої
\gamma i множина B(x0, r)\cap D є зв’язною при 0 < r < r\prime 0, точки x i y можна з’єднати кривою K, яка
повнiстю належить кулi B(x0, | x - x0| ) i також належить D. Нехай z, w \in Kf \subset D\prime є такими,
що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}Kf = | z  - w| \geq \delta . Зауважимо, що | f(K)| є континуумом як неперервний образ
континуума | K| при вiдображеннi f. Зафiксуємо довiльним чином y0 \in D\prime . Тодi, оскiльки
область D\prime обмежена, iснує таке R0 > 0, що D\prime \subset B(y0, R0) := BR0 . У такому випадку, з
огляду на [21, твердження 4.7]

Mp

\bigl( 
\Gamma (f(K),Kf , D

\prime )
\bigr) 
\geq 1

M

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} f(K),\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}Kf\} 
R1+p - n

0

. (28)

Нехай \Gamma \ast — сiм’я \gamma : [0, 1) \rightarrow D усiх максимальних пiднять кривих \gamma \prime : [0, 1] \rightarrow D\prime сiм’ї
\Gamma = \Gamma (| f(K)| ,Kf , D

\prime ), при вiдображеннi f з початком у | K| . Такi пiдняття iснують з огляду
на лему 3.12 [23] (див. також лему 3.7 [18]). За цим же твердженням, завдяки замкненостi
вiдображення f, кожна крива \gamma \in \Gamma \ast має неперервне продовження \gamma : [0, 1] \rightarrow D у точку
b = 1. Тодi \gamma (1) \in f  - 1(Kf ), тобто \Gamma \ast \subset \Gamma 

\bigl( 
| K| , f  - 1(Kf ), D

\bigr) 
.

Мiркуючи, як i при встановленнi спiввiдношення (19), можна довести, що

\Gamma 
\bigl( 
| K| , f  - 1(Kf ), D

\bigr) 
> \Gamma (S(x0, | x - x0| ), S(x0, \varepsilon 0), D). (29)

Зауважимо, що f(\Gamma \ast ) = \Gamma = \Gamma (| f(K)| ,Kf , D
\prime ). У такому випадку, за принципом мiнорування

модуля (див., наприклад, [16, теорема 6.4]), з огляду на (1), (29) отримуємо

Mp(f(\Gamma 
\ast )) =Mp(\Gamma (| f(K)| ,Kf , D

\prime ))

\leq Mp

\bigl( 
f
\bigl( 
\Gamma (S(x0, | x - x0| ), S(x0, \varepsilon 0), D)

\bigr) \bigr) 
\leq 

\int 
A

Q(x)\eta p(| z  - x0| ) dm(z), (30)

де \eta — довiльна вимiрна за Лебегом функцiя, яка задовольняє спiввiдношення (2) при r1 =

| x - x0| , r2 = \varepsilon 0. Покладемо

\eta (t) :=

\left\{   
\psi (t)

I(| x - x0| , \varepsilon 0)
, t \in (| x - x0| , \varepsilon 0),

0, t \not \in (| x - x0| , \varepsilon 0).

З огляду на (21) доводимо, що функцiя \eta задовольняє умову (2) при r1 = | x  - x0| i r2 = \varepsilon 0.

Враховуючи (13), (14) i (30), одержуємо

Mp(\Gamma (f(| K| ),Kf , D
\prime ))

\leq 1

Ip(| x - x0| , \varepsilon 0)

\int 
A(x0,| x - x0| ,\varepsilon 0)

Q(z)\psi p(| z  - x0| ) dm(z) \leq K0I
q - p(| x - x0| , \varepsilon 0). (31)
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Зi спiввiдношення (31) маємо

Mp

\bigl( 
\Gamma (f(| K| ),Kf , D

\prime )
\bigr) 
\leq K0I

q - p(| x - x0| , \varepsilon 0). (32)

Поєднуючи (28) i (32), отримуємо

1

M

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} f(| K| ), \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}Kf\} 
R1+p - n

0

\leq K0I
q - p(| x - x0| , \varepsilon 0).

Повторюючи далi доведення леми 1, переконуємося, що

| f(x) - f(y)| \leq 2R0 \leq 
2R0

P0
Iq - p(| x - x0| , \varepsilon 0).

Покладемо \widetilde C := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
MR1+p - n

0 K0,
2R0

P0

\biggr\} 
. Стала \widetilde C залежить лише вiд K0, x0, p, n i D\prime , бо

M i R0 цiлком визначаються по областi D\prime , а число \varepsilon 0 > 0 за умовою залежить лише вiд x0.
Наявнiсть границi у вiдображення f в точцi x0 може бути доведена так само, як в лемi 1.

Лему 2 доведено.
Лема 3. Припустимо, що в умовах теореми 5 замiсть спiввiдношень (9) виконується така

умова: для кожного y0 \in I(P0) iснують 0 < \varepsilon 0 < \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} (x0, A), 1, r\prime 0\} , 1 \leq q < p, K0 > 0,

i вимiрна за Лебегом функцiя \psi : (0, \varepsilon 0) \rightarrow [0,\infty ] такi, що при \varepsilon \rightarrow +0 виконуються спiввiд-
ношення (13), (14). Тодi для кожного P \in ED = DP \setminus D iснує таке y0 \in \partial D, що I(P ) = \{ y0\} ,
де I(P ) позначає тiло простого кiнця P. Крiм того, iснують окiл U простого кiнця P0 у про-
сторi DP i число \widetilde C > 0 такi, що для всiх f \in \frakF p,P0

Q,A,\delta (D,D
\prime ) i x, y \in U \cap D, | x - x0| \geq | y - y0| ,

виконується нерiвнiсть

| f(x) - f(y)| \leq \widetilde CIq - p(| x - x0| , \varepsilon 0),

де \{ x0\} := I(P0).

Доведення. Для зручностi розiб’ємо доведення на окремi пункти.
1. Нехай f \in \frakF p,P0

Q,A,\delta (D,D
\prime ). Оскiльки за умовою B(y0, r) \cap D скiнченно зв’язна при всiх

y0 \in \partial D i 0 < r < r\prime 0(y0), область D скiнченно зв’язна на своїй межi. Тому D є рiвномiрною
областю за Няккi (див. [24, теорема 3.2]). За означенням рiвномiрної областi для кожного r > 0

iснує таке число \delta > 0, що спiввiдношення

M(\Gamma (F \ast , F,D)) \geq \delta 

виконується для всiх континуумiв F, F \ast \subset D, для яких \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}F \geq r i \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}F \ast \geq r.

2. Покажемо, що для кожного P \in ED знайдеться таке y0 \in \partial D, що I(P ) = \{ y0\} .
Застосуємо метод вiд супротивного. Припустимо, що iснує елемент P \in ED, тiло якого мiстить
у собi принаймнi двi точки x, y \in \partial D, x \not = y. Тодi iснують вiдповiднi послiдовностi xm, ym \in 
dm, m = 1, 2, . . . , збiжнi до x i y при m \rightarrow \infty (символом dm, m = 1, 2, . . . , позначається
спадна послiдовнiсть областей, утворена деякою послiдовнiстю розрiзiв \sigma m у простому кiнцi
P ). З’єднаємо точки xm i ym кривою \gamma m в dm. Оскiльки x \not = y, то знайдеться таке m0 \in \BbbN ,
що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} (\gamma m) \geq | x - y| /2, m > m0. Зафiксуємо деякий невироджений континуум C \subset D \setminus d1.
Внаслiдок рiвномiрностi областi D знайдеться таке \delta 0 > 0, що

M(\Gamma (| \gamma m| , C,D)) \geq \delta 0 > 0 (33)
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для всiх m > m0. Нерiвнiсть (33) суперечить означенню простого кiнця P. Справдi, за означен-
ням розрiзу \sigma m маємо \Gamma (| \gamma m| , C,D) > \Gamma (\sigma m, C,D). Тодi зi спiввiдношення (8) випливає, що
M(\Gamma (| \gamma m| , C,D)) \leq M(\Gamma (\sigma m, C,D)) \rightarrow 0 при m \rightarrow \infty . Останнє суперечить (33). Отже, iснує
таке y0 \in \partial D, що I(P ) = \{ y0\} .

3. Доведемо спiввiдношення (10). Нехай \{ x0\} := I(P0). Тодi знайдеться такий окiл U

елемента P0 , що U \cap D \subset B(x0, \varepsilon 0). З огляду на означення регулярної областi множину U \cap D
можна вважати зв’язною. Нехай x, y \in U \cap D i f \in \frakF p,P0

Q,A,\delta (D,D
\prime ). За означенням \varepsilon 0 точки

x i y можна з’єднати кривою K в областi D, яка мiститься у кулi B(x0, | x - x0| ). Нехай
z, w \in f(A) \subset D\prime i u, v \in A є такими, що

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} f(A) = | z  - w| = | f(u) - f(v)| \geq \delta . (34)

Мiркуючи, як i при доведеннi теореми 1 пiсля формули (17), приходимо до нерiвностi

| f(x) - f(y)| \leq 2R0 \leq \widetilde CIq - p(| x - x0| , \varepsilon 0),

де \widetilde C := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
MR1+p - n

0 K0,
2R0

P0

\biggr\} 
, M — стала, що вiдповiдає коефiцiєнту C у [21, тверджен-

ня 4.7], R0 > 0 — таке число, що D\prime \subset B(y0, R0), а P0 визначається за формулою (27).
Лему 3 доведено.
Доведення наслiдку 5. За теоремою 5 I(P0) = \{ x0\} . Тодi при x\rightarrow P0 i y \rightarrow P0 виконується

також x \rightarrow x0 i y \rightarrow x0. Якщо б вiдображення f не мало границi при x \rightarrow P0, то ми
побудували б не менше двох послiдовностей xm \rightarrow P0 i ym \rightarrow P0, m \rightarrow \infty , таких, що
| f(xm)  - f(ym)| \geq \delta > 0 для деякого додатного \delta > 0 i всiх m = 1, 2, . . . . Але це суперечить
нерiвностi (10). Отже, iснує границя f при x \rightarrow P0. Для доведення (11) залишилося перейти
у (10) до границi при y \rightarrow P0.

Лема 4. Припустимо, що в умовах теореми 7 замiсть спiввiдношень (12) виконується
така умова: iснують 0 < \varepsilon 0 = \varepsilon 0(x0) < \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ 1, \delta , r\prime 0\} , 1 \leq q < p, K0 > 0, i вимiрна за
Лебегом функцiя \psi : (0, \varepsilon 0) \rightarrow [0,\infty ] такi, що при \varepsilon \rightarrow +0 виконуються спiввiдношення (13),
(14). Тодi для кожного P \in ED = DP \setminus D iснує таке y0 \in \partial D, що I(P ) = \{ y0\} , де I(P )
позначає тiло простого кiнця P. Крiм того, iснують окiл U простого кiнця P0 у просторi DP

i \widetilde C = \widetilde C(p, n, C,D\prime ) > 0 такi, що для всiх f \in Rp,P0

Q,\delta (D,D
\prime ) i x, y \in U \cap D, | x - x0| \geq | y - y0| ,

виконується нерiвнiсть

| f(x) - f(y)| \leq \widetilde CIq - p(| x - x0| , \varepsilon 0), (35)

де \{ x0\} := I(P0).

Доведення. Обмежимося лише схемою доведення. Те, що для кожного P \in ED iснує таке
y0 \in \partial D, що I(P ) = \{ y0\} , може бути встановлено так само, як i при доведеннi леми 3.

Встановимо спiввiдношення (35). За доведеним вище знайдеться таке x0 \in \partial D, що I(P0) =

\{ x0\} . Звiдси випливає, що знайдеться такий окiл U точки P0 у DP , що U \cap D \subset B(x0, \varepsilon 0).

За означенням регулярної областi множина U \cap D є зв’язною для достатньо малих \rho . Нехай
x, y \in U \cap D i f \in Rp,P0

Q,\delta (D,D
\prime ). За означенням \varepsilon 0 точки x i y можна з’єднати кривою K, яка

мiститься у кулi B(x0, | x - x0| ).
Нехай Kf \subset D\prime — такий континуум, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(Kf ) \geq \delta i \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(f  - 1(Kf ), \partial D) \geq \delta > 0 (вiн

iснує за означенням класу Rp,P0

Q,\delta (D,D
\prime )). Нехай також z, w \in Kf \subset D\prime є такими, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}Kf =
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| z - w| \geq \delta . Проводячи мiркування, аналогiчнi доведенню леми 3 пiсля формули (34), приходимо
до спiввiдношення (35).

Лему 4 доведено.
3. Доведення основних результатiв. Доведення теореми 1. Покладемо \varepsilon 0 = \delta 0, де \delta 0 —

число зi спiввiдношення (3). Спiввiдношення (3) тягне за собою, що I(\varepsilon , \varepsilon 0) > 0 при всiх

\varepsilon \in (0, \varepsilon 1) i деякому \varepsilon 1 \in (0, \varepsilon 0). Нехай 0 < \varepsilon < \varepsilon 1. Розглянемо функцiю I(\varepsilon , \varepsilon 0) =

\int \varepsilon 0

\varepsilon 
\psi (t)dt,

де

\psi (t) =

\left\{   1
\Big/ \Bigl[ 
t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1
x0 (t)

\Bigr] 
, t \in (\varepsilon , \varepsilon 0),

0, t /\in (\varepsilon , \varepsilon 0)

(як звичайно, ми дотримуємося стандартних домовленостей a/\infty = 0 при a \not = \infty , a/0 = \infty 
при a > 0 i 0 \cdot \infty = 0, див. [25, глава I]). Оскiльки f — гомеоморфiзм, I(\varepsilon , \varepsilon 0) < \infty (див.
[4, зауваження 7.2]). Покажемо, що функцiя \psi задовольняє умову (14). Справдi, застосовуючи
теорему Фубiнi (див., наприклад, [25, теорема 8.1.III]), отримуємо

\int 
\varepsilon <| x - x0| <\varepsilon 0

Q(x)\psi p(| x - x0| ) dm(x) = \omega n - 1

\varepsilon 0\int 
\varepsilon 

dt

t
n - 1
p - 1 q

1
p - 1

0 (t)

= \omega n - 1I(\varepsilon , \varepsilon 0).

Отже, спiввiдношення (3) тягне за собою умову (14) при q = 1 i K0 = \omega n - 1. Тому бажана не-
рiвнiсть (15), як i можливiсть неперервного продовження вiдображення f у точку x0, випливає
з леми 1.

Доведення наслiдку 1. Нерiвнiсть (5) одержуємо з (4) граничним переходом при y \rightarrow x0.

Доведення теореми 2. З огляду на [4, гл. 6, наслiдок 6.3] умова Q \in FMO(x0) тягне за
собою, що для достатньо малих 0 < \varepsilon < \widetilde \varepsilon 0 < 1\int 

\varepsilon <| x - x0| < \widetilde \varepsilon 0
Q(x)\psi p(| x - x0| ) dm(x) = O

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

1

\varepsilon 

\biggr) 
, \varepsilon \rightarrow 0, (36)

де \psi (t) =

\biggl( 
1

t \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} (1/t)

\biggr) n/p
> 0. Зауважимо, що величина I(\varepsilon , \widetilde \varepsilon 0), визначена у (13), оцiнюється

так:

I(\varepsilon , \widetilde \varepsilon 0) = \widetilde \varepsilon 0\int 
\varepsilon 

\psi (t)dt \geq 
\widetilde \varepsilon 0\int 

\varepsilon 

dt

t \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}
1

t

= \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

1

\varepsilon 

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}
1\widetilde \varepsilon 0
.

У такому випадку з (36) випливає, що

1

Ip(\varepsilon , \widetilde \varepsilon 0)
\int 

\varepsilon <| x - x0| < \widetilde \varepsilon 0
Q(x)\psi p(| x - x0| ) dm(x) \leq C1

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

1

\varepsilon 

\biggr) 1 - p

.

Бажане твердження випливає з леми 1.
Доведення наслiдку 2 випливає з теореми 2 аналогiчно доведенню наслiдку 1.
Доведення теореми 3 випливає з леми 2 аналогiчно доведенню теореми 1.
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Доведення наслiдку 3 випливає з леми 2 аналогiчно доведенню наслiдку 1.
Доведення теореми 4 випливає з леми 2 аналогiчно доведенню теореми 2.
Доведення наслiдку 4 випливає з теореми 4 аналогiчно доведенню наслiдку 2.
Доведення теореми 5 випливає з леми 3 аналогiчно доведенню теореми 1.
Доведення наслiдку 5 випливає з теореми 5 аналогiчно доведенню наслiдку 1.
Доведення теореми 6 випливає з леми 3 аналогiчно доведенню теореми 2.
Доведення теореми 7 випливає з леми 4 аналогiчно доведенню теореми 1.
Доведення наслiдку 6 випливає з теореми 7 аналогiчно доведенню наслiдку 1.
Доведення теореми 8 випливає з леми 4 аналогiчно доведенню теореми 2.

Конфлiкт iнтересiв. Автори заявляють, що вони не мають потенцiйного конфлiкту iнтере-
сiв щодо дослiдження у цiй статтi.

Фiнансування. Автори заявляють, що пiд час пiдготовки цього рукопису не було отримано
коштiв, грантiв чи iншої пiдтримки.

Авторськi внески. Усi автори зробили рiвний внесок у роботу.
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