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Ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ âãåîìåòðè÷íié òåîði¨ �óíêöiéÀ.Ë. Òàðãîíñüêèé, �.À. Òàðãîíñüêà(Ïðåäñòàâëåíà Â. I. �ÿçàíîâèì)Àíîòàöiÿ. Ó ðîáîòi ïðîïîíó¹òüñÿ îãëÿä ñó÷àñíèõ ìåòîäiâ ãåîìåò-ðè÷íî¨ òåîði¨ �óíêöié êîìïëåêñíîãî çìiííîãî äëÿ çíàõîäæåííÿ åêñ-òðåìàëüíèõ çíà÷åíü �óíêöiîíàëiâ ñêëàäåíèõ iç äîáóòêiâ âíóòðiøíiõðàäióñiâ îáëàñòåé.2010 MSC. 30C75.Êëþ÷îâi ñëîâà òà �ðàçè. inner radius of domain, quadrati
 di�erential,pie
ewise-separating transformation, the Green fun
tion, radial systemsof points, logarithmi
 
apa
ity, variational formula, non-overlapping domains,open set, partially non-overlapping domains.1. Âñòóï�îáîòà ïðèñâÿ÷åíà îäíîìó ç êëàñè÷íèõ íàïðÿìêiâ ãåîìåòðè÷íî¨òåîði¨ �óíêöié, à ñàìå, åêñòðåìàëüíèì çàäà÷àì íà êëàñàõ ïîïàðíî-íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé.Ïî÷àòîê ðîçâèòêó öi¹¨ òåìàòèêè ïîâ'ÿçóþòü ç ðîáîòîþ 1934 ðîêóÌ.À. Ëàâðåíòü¹âà [1℄. Âií çíàéøîâ ìàêñèìóì i âèçíà÷èâ ðîçìiùåí-íÿ åêñòðåìàëüíèõ îáëàñòåé �óíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äîáóòêóêîí�îðìíèõ ðàäióñiâ äâîõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé âiäíîñíî �iêñîâà-íèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Ïðè öüîìó, áóëè îïèñàíi òiëüêè åêñ-òðåìàëi äëÿ âèïàäêó, êîëè âiäïîâiäíi �óíêöi¨ ðåãóëÿðíi. Â 1947 ðîöi�.Ì. �îëóçèí ðîçâ'ÿçàâ àíàëîãi÷íó çàäà÷ó äëÿ òðüîõ �iêñîâàíèõ òî-÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè [2℄. Çàäà÷à ïðî äîáóòîê âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ÷îòèðüîõ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé áóëà ðîçâ'ÿçàíà �.Â. Êóçüìiíîþ â1980 ðîöi [3℄, à äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ 5 îöiíêó âêàçàíîãî äîáóòêó áóëîîòðèìàíî Î.Ê. Áàõòiíèì òà ß.Â. Çàáîëîòíèì â 2021 ðîöi [4℄.Ñòàòòÿ íàäiéøëà â ðåäàêöiþ 04.09.2025ISSN 1810 � 3200. © Iíñòèòóò ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè



134 Ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷...Â.Ì. Äóáèíiíèì áóâ ðîçðîáëåíèé ìåòîä êóñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïå-ðåòâîðåííÿ, ùî äåòàëüíî îïèñàíèé ó ðîáîòàõ [5�7℄ òà ìåòîä àñèìï-òîòèêè ìîäóëÿ âèðîäæåíîãî êîíäåíñàòîðà, ÿêèé îïèñàíî ó [5, 8, 9℄.Ç äîïîìîãîþ öüîãî ìåòîäó Â.Ì. Äóáèíií ïî÷àâ ðîçâ'ÿçóâàòè åêñòðå-ìàëüíi çàäà÷i äëÿ äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi áàãàòîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé, ÿêiâçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, â îñíîâíîìó, ç òî÷êàìè íà îäèíè÷íîìóêîëi.Ó ðîáîòàõ Î.Ê. Áàõòiíà ðîçðîáëåíèé ìåòîä �êåðóþ÷èõ �óíêöiî-íàëiâ�; çà äîïîìîãîþ ÿêîãî âäàëîñÿ ðîçâ'ÿçàòè íèçêó åêñòðåìàëüíèõçàäà÷, êîëè âiëüíi ïîëþñè çìiùåíi ç îäèíè÷íîãî êîëà [10�27℄.Ñëiä òàêîæ çàóâàæèòè, ùî iñíóþòü i iíøi ìåòîäè, ÿêi íå ðîçãëÿ-íóòi ó öié ðîáîòi. Çîêðåìà, ìåòîäè âàðiàöi¨ ñòàëî¨ [2℄, ïëîù [28℄ òàåêñòðåìàëüíî¨ ìåòðèêè [29℄.2. Ìåòîä êóñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿÌåòîä êóñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ áóâ ðîçðîáëåíèé Â.Ì.Äóáèíiíèì òà îïèñàíèé ó ðîáîòàõ [5�7℄.�îçãëÿíåìî ñèñòåìó n + 2 ðiçíèõ òî÷îê ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ïëîùèíè 0, b1, b2, ..., bn,∞ òàêèõ, ùî
0 = arg b1 < arg b2 < ... < arg bn < 2π.Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

bn+1 := b1, b0 := bn, σk :=
1

π
(arg bk+1 − arg bk) , k = 1, n− 1,

σn := σ0 :=
1

π
(2π − arg bn) , σn+1 := σ1.Ëåãêî áà÷èòè, ùî n∑

k=1

σk = 2. Íåõàé
Mk := {z : arg bk < arg z < arg bk+1} , k = 1, 2, ..., n,

M0 :=Mn, Mn+1 :=M1.Òîäi ñiìåéñòâî �óíêöié
ζk (z) = −i

(
e−i arg bkw

) 1
σk , k = 1, 2, ..., n, ζ0 := ζn, ζn+1 := ζ1êîí�îðìíî i îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ îáëàñòiMk, k = 1, 2, ..., n íà ïðàâóïiâïëîùèíó Re ζ > 0 òàêèì ÷èíîì, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi àñèìï-òîòè÷íi ðiâíîñòi:

|ζk (z)− ζk (bm)| ∼
1

σk
|bm|

1
σk

−1
|z − bm| , z ∈Mk, z → bm,
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k = 1, 2, ..., n, m = k, k + 1;

|ζk (z)| = |z|
1
σk , z ∈Mk z → 0, z → ∞.Íåõàé {Dk}

n+1
k=0 � ñiìåéñòâî òàêèõ îáëàñòåé, ùî

0 ∈ D0 ⊂ C, bk ∈ Dk ⊂ C, k = 1, n, ∞ ∈ Dn+1 ⊂ C.

Dk

⋂
Dm = ø, k 6= m, k,m = 0, 1, ..., n, n + 1Òîäi ïîçíà÷èìî ÷åðåç G(1)

k , k = 1, n îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåí-òè ìíîæèíè ζk (Dk
⋂
Mk), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ζk (bk) , k = 1, n ç ¨¨ âi-äîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi, à ÷åðåç G(2)

k−1, k = 1, n, G
(2)
0 := G

(2)
nîá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè ζk−1 (Dk

⋂
Mk−1), ÿêà ìi-ñòèòü òî÷êó ζk−1 (bk) , k = 1, n ç ¨¨ âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâ-íî¨ îñi. Ñiìåéñòâî äâîõ ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi îáëàñòåé{

G
(1)
k , G

(2)
k−1

} íàçâåìî ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi
Dk âiäíîñíî ñiìåéñòâà äâîõ �óíêöié {ζk, ζk−1} , k = 1, n.Àíàëîãi÷íî íàçâåìî ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îá-ëàñòi D0 âiäíîñíî ñiìåéñòâà �óíêöié {ζk}

n
k=1, ñiìåéñòâî ñèìåòðè÷íèõâiäíîñíî óÿâíî¨ îñi îáëàñòåé G(0)

k , k = 1, n, ÿêi îòðèìàíi îá'¹äíàííÿìçâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè ζk (D0
⋂
Mk), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó 0, k =

1, n ç ¨¨ âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi; à ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷î-ãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi Dn+1 âiäíîñíî ñiìåéñòâà �óíêöié {ζk}
n
k=1, ñi-ìåéñòâî ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi îáëàñòåé G(∞)

k , k = 1, n, ÿêiîòðèìàíi îá'¹äíàííÿì çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè ζk (Dn+1
⋂
Mk),ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ∞, k = 1, n ç ¨¨ âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi.Î÷åâèäíî, ùî ñèñòåìà îáëàñòåé {

G
(0)
k , G

(1)
k , G

(2)
k , G

(∞)
k

} ¹ ñèñòå-ìîþ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r(B; a) âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B ⊂ C âiä-íîñíî òî÷êè a ∈ B (äèâ. [5�8, 29℄) òà íàãàäà¹ìî éîãî âèçíà÷åííÿ.Íåõàé
gB(z, a) = hB,a(z) + log

1

|z − a|óçàãàëüíåíà �óíêöiÿ �ðiíà îáëàñòi B âiäíîñíî òî÷êè a ∈ B. ßêùî æ
a = ∞, òî

gB(z,∞) = hB,∞(z) + log
1

|z|
.Âåëè÷èíà

r(B, a) := exp (hB,a(z))ïîçíà÷à¹ âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B ⊂ C âiäíîñíî òî÷êè a ∈ B.Â öüîìó âèïàäêó, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.
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r (Dk, bk) ≤



r
(
G

(1)
k , ζk (bk)

)

1
σk

· |bk|
1
σk

−1
·
r
(
G

(2)
k−1, ζk−1 (bk)

)

1
σk−1

· |bk|
1

σk−1
−1




1
2

∀k = 1, 2, ..., n,(2.1)
r (D0, 0) ≤

n∏

k=1

[
r
(
G

(0)
k , 0

)]σ2k
2
, (2.2)

r (Dn+1,∞) ≤
n∏

k=1

[
r
(
G

(∞)
k ,∞

)]σ2k
2
. (2.3)Ïðè÷îìó, ÿêùî äëÿ îáëàñòåé Dk, k = 0, n + 1 iñíóþòü êëàñè÷íi�óíêöi¨ �ðiíà, òî â íåðiâíîñòÿõ (2.1) äîñÿãà¹òüñÿ çíàê ðiâíîñòiòîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáëàñòi Dk, k = 1, n âiäïîâiäíî ñèìåò-ðè÷íi âiäíîñíî ïðÿìèõ z = ρ · exp

{
i · 2π

n (k − 1)
}
, ρ > 0, k = 1, n;à â íåðiâíîñòÿõ (2.2) i (2.3) âiäïîâiäíî òîäi i òiëüêè òîäi, êîëèîáëàñòi D0 i Dn+1 ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ñiìåéñòâà ïðÿìèõ z = ρ ·

exp
{
i · 2π

n (k − 1)
}
, ρ > 0, k = 1, n.Â äåÿêèõ âèïàäêàõ, çàìiñòü ïiâïëîùèíè Re ζ > 0 ìè áóäåìî ðîç-ãëÿäàòè êðóã îäèíè÷íîãî ðàäióñà. Òîìó çàðàç ðîçãëÿíåìî ìåòîä êó-ñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ Â. Ì. Äóáèíiíà äëÿ öüîãî âèïàäêó.Â çâ'ÿçêó ç âèùåñêàçàíèì, ðîçãëÿíåìî ñiìåéñòâî �óíêöié
ξk (z) , k = 1, n, ξ0 (z) := ξn (z) ,ÿêå êîí�îðìíî i îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ îáëàñòi Mk, k = 1, 2, ..., n íàâíóòðiøíþ ÷àñòèíó îäèíè÷íîãî êðóãà U := {ξ : |ξ| < 1} òàêèì ÷èíîì,ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi:

|ξk (z)− ξk (bm)| ∼ βm · |z − bm| , z ∈Mk, z → bm,

k = 1, 2, ..., n, m = k, k + 1;

|ξk (z)− ξk (0)| ∼ β0 · |z|
1
σk , z ∈Mk, z → 0,

|ξk (z)− ξk (∞)| ∼ β∞ · |z|
− 1
σk , z ∈Mk, z → ∞,äå βm, k = 1, n, β0, β∞ � äåÿêi äîäàòíi ÷èñëà i βn+1 := β1.Íåõàé ñiìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Dk}

n+1
k=0 òàêå æÿê i ðàíiøå.Òîäi ïîçíà÷èìî ÷åðåç G(2)

k , k = 1, n îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîìïî-íåíòè ìíîæèíè ξk (Dk
⋂
Mk), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ξk (bk) , k = 1, n ç ¨¨
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k−1, k = 1, n, G

(4)
0 := G

(4)
nîá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè ξk−1 (Dk

⋂
Mk−1), ÿêà ìi-ñòèòü òî÷êó ξk−1 (bk) , k = 1, n ç ¨¨ iíâåðñi¹þ âiäíîñíî êîëà |ξ| = 1. Ñi-ìåéñòâî äâîõ ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî êîëà |ξ| = 1 îáëàñòåé {

G
(2)
k , G

(4)
k−1

}íàçâåìî ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi Dk âiäíîñíîñiìåéñòâà äâîõ �óíêöié {ζk, ζk−1} , k = 1, n.Àíàëîãi÷íî, íàçâåìî ðåçóëüòàòîì ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îá-ëàñòi D0 âiäíîñíî ñiìåéñòâà �óíêöié {ξk}
n
k=1, ñiìåéñòâî ñèìåòðè÷íèõâiäíîñíî êîëà |ξ| = 1 îáëàñòåé G(1)

k , k = 1, n, ÿêi îòðèìàíi îá'¹äíàííÿìçâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè ξk (D0
⋂
Mk), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ξk (0) ,

k = 1, n ç ¨¨ iíâåðñi¹þ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà |ξ| = 1; à ðåçóëüòàòîìïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi Dn+1 âiäíîñíî ñiìåéñòâà �óíêöié
{ξk}

n
k=1 , ñiìåéñòâî ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà |ξ| = 1îáëàñòåé G(3)

k , k = 1, n, ÿêi îòðèìàíi îá'¹äíàííÿì çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåí-òè ìíîæèíè ξk (Dn+1
⋂
Mk), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ξk (∞) , k = 1, n ç ¨¨iíâåðñi¹þ âiäíîñíî êîëà |ξ| = 1.ßñíî, ùî ñèñòåìà îáëàñòåé {

G
(1)
k , G

(2)
k , G

(3)
k , G

(4)
k

} ¹ ñèñòåìîþ ïî-ïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé. Â öüîìó âèïàäêó ¹ ñïðàâåäëèâèì íà-ñòóïíèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 2.2. [5�7℄ Ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
r (Dk, bk) ≤

[
r
(
G

(2)
k , ξk (bk)

)
· r

(
G

(4)
k−1, ξk−1 (bk)

)] 1
2

βk
∀k = 1, 2, ..., n,(2.4)

r (D0, 0) ≤
n∏

k=1



r
(
G

(1)
k , ξk (0)

)

β0




σ2
k
2

, (2.5)
r (Dn+1,∞) ≤

n∏

k=1



r
(
G

(3)
k , ξk (∞)

)

β∞




σ2
k
2

. (2.6)Ïðè÷îìó, ÿêùî äëÿ îáëàñòåé Dk, k = 1, n iñíóþòü êëàñè÷íi �óíêöi¨�ðiíà, òî â íåðiâíîñòÿõ (2.4) äîñÿãà¹òüñÿ çíàê ðiâíîñòi òîäi i òiëü-êè òîäi, êîëè îáëàñòi Dk, k = 1, n âiäïîâiäíî ñèìåòðè÷íi âiäíîñíîïðÿìèõ z = ρ · exp
{
i · 2π

n (k − 1)
}
, ρ > 0, k = 1, n; à â íåðiâíîñòÿõ(2.5) i (2.6) âiäïîâiäíî òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáëàñòi D0 i Dn+1ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ñiìåéñòâà ïðÿìèõ z = ρ · exp

{
i · 2π

n (k − 1)
}
,

ρ > 0, k = 1, n.



138 Ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷...3. Àñèìïòîòèêà ìîäóëÿ âèðîäæåíîãî êîíäåíñàòîðàÖåé ìåòîä òàêîæ áóâ ðîçðîáëåíèé Â.Ì. Äóáèíiíèì òà äåòàëüíîîïèñàíèé ó ðîáîòàõ [5, 8, 9℄.Çàìêíóòó ìíîæèíó E(z0, r), z0 ∈ Cz, ÿêà çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðó
r > 0, áóäåìî íàçèâàòè ìàéæå êðóãîì â òî÷öi z0 ðàäióñó r, ÿêùî äëÿäîñòàòíüî ìàëîãî ε > 0 iñíóþòü íåïåðåðâíi äîäàòíi �óíêöi¨ rj(r),
0 < r < ε, j = 1, 2, òàêi, ùî

U(z0, r1(r)) ⊂ E(z0, r) ⊂ U(z0, r2(r)),äå U(z0, r) = {z : |z − z0| < r}, z0 ∈ Cz è U(∞, r) = {z : |z| > r−1},êðiì òîãî, rj(r) ∼ r ïðè r → 0, j = 1, 2. Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè B� âiäêðèòó ìíîæèíó íà C, äîïîâíåííÿ ÿêî¨ E0 = C\B ìà¹ äîäàòíóãàðìîíiéíó ìiðó. Íåõàé zl, l = 1,m, � ðiçíi òî÷êè ìíîæèíè B; δl,
l = 1,m, � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà, íå âñi îäíî÷àñíî äîðiâíþþòü íóëþ,òà íåõàé µl, νl, l = 1,m � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.Ââåäåìî óçàãàëüíåííÿ: Z = {zl}, ∆ = {δl}, Ψ = {ψl}, ψl = ψl(r) ≡
µlr

νl , l = 1,m.Ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ r > 0 ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíèé êîíäåíñàòîðÿê âïîðÿäêîâàíó ñóêóïíiñòü
C (r; B, Z, ∆, Ψ) := {E0, E(z1, ψ1(r)), . . . , E(zm, ψm(r))}ç âèçíà÷åíèìè çíà÷åííÿìè âiäïîâiäíî 0, δ1, . . . , δm. Ìîäóëü öüîãî êîí-äåíñàòîðà ∣∣C (r; B, Z, ∆, Ψ)

∣∣ ¹ âåëè÷èíà, îáåðíåíà éîãî ¹ìíîñòi, ÿêà,ó ñâîþ ÷åðãó, âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê òî÷íà íèæíÿ ìåæà iíòåãðàëiâ Äiðiõëå
I(v,B) ïî âñiì äîïóñòèìèì �óíêöiÿì v, òîáòî �óíêöiÿì v êëàñó Lipðiâíèì íóëþ â äåÿêîìó îêîëi ìíîæèíè E0 òà ðiâíèì δl íà E(zl, ψl(r)),
l = 1,m (ïðè÷îìó 1

0 = +∞). Çâåäåíèì ìîäóëåì ìíîæèíè B âiäíîñíîñóêóïíîñòi Z, ∆ è Ψ áóäåìî íàçèâàòè ãðàíèöþ
M (B, Z, ∆, Ψ) = lim

r→0

(∣∣C (r; B, Z, ∆, Ψ)
∣∣+ ν

2π
log r

)
,äå ν =

(∑
δ2l ν

−1
l

)−1.Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.Òåîðåìà 3.1. [5,8,9℄ Íåõàé ìíîæèíà B òà ñóêóïíîñòi Z, ∆ è Ψ �çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì îïèñàíèì âèùå. Òîäi ñïðàâåäëèâà àñèìïòî-òè÷íà �îðìóëà
∣∣C (r; B, Z, ∆, Ψ)

∣∣ = −
ν

2π
log r +M (B, Z, ∆, Ψ) + o(1), r → 0,
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M (B, Z, ∆, Ψ) =

ν2

2π

{∑ δ2l
ν2l

log
r(B, zl)

µl
+

∑ δl
νl

δj
νj
gB(zj , zl)

}
,

r(B, a) = r(B(a), a),
gB(z, a) =





gB(a)(z, a),

0, a ∈ C\B(a),

lim
ζ→z

gB(a)(ζ, a), ζ ∈ B(a), z ∈ ∂B(a),óçàãàëüíåíà �óíêöiÿ �ðiíà îáëàñòi B âiäíîñíî òî÷êè a ∈ B(a), B(a)� çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà âiäêðèòî¨ ìíîæèíè B, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó a.4. Ìåòîä êåðóþ÷èõ �óíêöiîíàëiâÌåòîä êåðóþ÷èõ �óíêöiîíàëiâ áóâ ðîçðîáëåíèé Î.Ê. Áàõòiíèì( [5℄). Îñíîâíà iäåÿ öüîãî ìåòîäó ïîëÿãà¹ ó íàêëàäàííi äîäàòêîâèõóìîâ íà ðîçìiøåííÿ òî÷îê çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî �óíêöiîíàëó, çà-ëåæíîãî âiä ðîçìiùåííÿ òî÷îê íà ðîçøèðåíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi.Äàëi, çàñòîñîâóþòü àáî ìåòîä êóñî÷íî-ïîäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ, àáîàñèìïòîòèêó ìîäóëÿ âèðîäæóâàíîãî êîíäåíñàòîðà.Íàâåäåìî ïðèêëàä ðåçóëüòàòó, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ öåé ìåòîä [11�13℄.Íåõàé l,m, d ∈ N, ïðè÷îìó m = ld. �îçãëÿíåìî íàáið íàòóðàëüíèõ÷èñåë {mk}
l
k=1 òàêèõ, ùî

l∑

k=1

mk = m. (4.1)Ñèñòåìè òî÷îê
Al,d :=

{
ak,p ∈ C : k = 1, l, p = 1,mk

}
,áóäåìî íàçèâàòè óçàãàëüíåíèìè (l, d)-ðiâíîìiðíî ïðîìåíåâèìè ñèñòå-ìàìè òî÷îê, ÿêùî Al,d çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (4.1), òà äëÿ âñiõ k = 1, l,

p = 1,mk ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ:
0 < |ak,1| < . . . < |ak,mk

| <∞;
arg ak,1 = arg ak,2 = . . . = arg ak,mk

= 2π
l (k − 1).

(4.2)Äëÿ äîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ (l, d)-ðiâíîìiðíî ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìèòî÷îê Al,d ðîçãëÿíåìî íàáið îáëàñòåé {Pk}
l
k=1, äå

Pk :=

{
w ∈ C\{0} :

2π

l
(k − 1) < argw <

2π

l
k

}
, k = 1, l.



140 Ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷...Òàêîæ, äëÿ äîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ (l, d)-ðiâíîìiðíî ïðîìåíåâî¨ ñè-ñòåìè òî÷îê Al,d, ââåäåìî ó ðîçãëÿä íàñòóïíèé �êåðóþ÷èé� �óíêöiî-íàë:
µ (Al,d) :=

l∏

k=1

mk∏

p=1

[
χ

(∣∣∣ak,p
∣∣∣
n
2

)
|ak,p|

]
,äå χ(t) = 1

2 ·
(
t+ t−1

)
.Ñèñòåìó îáëàñòåé {Bk}

n
k=1, áóäåìî íàçèâàòè ñèñòåìîþ ïîïàðíî-íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêùî

Bk

⋂
Bv = ø, k 6= v, k, v = 1, n.Çàðàç ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ðåçóëüòàòèòåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ äè�åðåíöiàëiâ [30℄.Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë l, d ∈ N íåõàé A

(1)
l,d ïîçíà÷à¹ óçàãàëüíåíó

(l, d)-ðiâíîìiðíó ïðîìåíåâó ñèñòåìó òî÷îê, ÿêi ¹ ïîëþñàìè êâàäðà-òè÷íîãî äè�åðåíöiàëó Q1(w)dw
2, äå

Q1(w)dw
2 = −

wl−2
(
1 + wl

)2d−1

[(
1− iw

l
2

)2d+1
−

(
1 + iw

l
2

)2d+1
]2 dw

2.Íåõàé A
(2)
l,d ïîçíà÷à¹ óçàãàëüíåíó (l, d)-ðiâíîìiðíó ïðîìåíåâó ñè-ñòåìó òî÷îê, ÿêi ¹ ïîëþñàìè êâàäðàòè÷íîãî äè�åðåíöiàëó Q2(w)dw

2,äå
Q2(w)dw

2 =
wl−2

(
1 + wl

)2d−1

[(
1− iw

l
2

)2d+1
+

(
1 + iw

l
2

)2d+1
]2 dw

2.Íåõàé, òàêîæ, A(3)
l,d ïîçíà÷à¹ óçàãàëüíåíó (l, d)-ðiâíîìiðíó ïðîìå-íåâó ñèñòåìó òî÷îê, ÿêi ¹ ïîëþñàìè êâàäðàòè÷íîãî äè�åðåíöiàëó

Q3(w)dw
2, äå
Q3(w)dw

2 = −
wl−2

(
1 + wl

)2d
[(

1− iw
l
2

)2d+2
−

(
1 + iw

l
2

)2d+2
]2 dw

2.Àíàëîãi÷íî, A(4)
l,d ïîçíà÷à¹ óçàãàëüíåíó (l, d)-ðiâíîìiðíó ïðîìåíå-âó ñèñòåìó òî÷îê, ÿêi ¹ ïîëþñàìè êâàäðàòè÷íîãî äè�åðåíöiàëó

Q4(w)dw
2, äå
Q4(w)dw

2 = −
wl−2

(
1 + wl

)2d−2

[(
1− iw

l
2

)2d
+

(
1 + iw

l
2

)2d
]2 dw

2.
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(1)
l,d , A

(2)
l,d , A

(3)
l,d , A

(4)
l,d ó âèïàäêó ñïðàâåäëèâîñòiñïiââiäíîøåíü (4.2), ìà¹ìî mk = d, k = 1, l.�îçãëÿíåìî íàñòóïíi çàäà÷i.Íåõàé, l,m, d ∈ N, ïðè÷îìó m = ld. Âèçíà÷èòè ìàêñèìóì �óíê-öiîíàëiâ

(r (B0, 0) · r (B∞,∞))
l2

4 ·
l∏

k=1

mk∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) ,

r
l2

4 (B∞,∞) ·
l∏

k=1

mk∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) ,

r
l2

4 (B0, 0) ·
l∏

k=1

mk∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) ,

l∏

k=1

mk∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) ,äëÿ äîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ (l, d)-ðiâíîìiðíî¨ ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî-÷îê, {B0, Bk,p, B∞} � äîâiëüíà ñèñòåìà ïîïàðíî-íåïåðåòèííèõ îáëà-ñòåé, 0 ∈ B0, ∞ ∈ B∞, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, òà âèçíà÷èòè åêñòðåìàëi.Òåîðåìà 4.1. [12℄ Íåõàé l,m, d ∈ N, m = ld, l ≥ 2. Òîäi äëÿäîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ (l, d)-ðiâíîìiðíî ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê
Al,d = {ak,p}, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (4.2),

µ (Al,d) = µ
(
A

(3)
l,d

)
,ç ìíîæèíîþ ÷èñåë {mk}

l
k=1 òàêèõ, ùî çàäîâîëüíÿþòü (4.1), òà äî-âiëüíî¨ ñèñòåìè ïîïàðíî-íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {B0, Bk,p, B∞}, 0 ∈

B0,∞ ∈ B∞, ak,p ∈ Bk,p, B0, Bk,p, B∞ ⊂ C, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü:
(r (B0, 0) · r (B∞,∞))

l2

4 ·
l∏

k=1

mk∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) ≤

≤

(
4

l +m

)m

·

(
l

l +m

)l

· µ
(
A

(3)
l,d

)
.Çíàê ðiâíîñòi â äàíié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ íà êðóãîâèõ îáëàñòÿõòà ïîëþñàõ äðóãîãî ïîðÿäêó êâàäðàòè÷íîãî äè�åðåíöiàëó Q1(w)dw

2.



142 Ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷...Òåîðåìà 4.2. [13℄ Íåõàé l,m, d ∈ N, m = ld, l ≥ 2. Òîäi äëÿäîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ (l, d)-ðiâíîìiðíî ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê
Al,d = {ak,p}, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (4.2),

µ (Al,d) = µ
(
A

(2)
l,d

)
,ç ìíîæèíîþ ÷èñåë {mk}

l
k=1 òàêèõ, ùî çàäîâîëüíÿþòü (4.1), òà äî-âiëüíî¨ ñèñòåìè ïîïàðíî-íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Bk,p, B∞}, ∞ ∈

B∞, ak,p ∈ Bk,p, Bk,p, B∞ ⊂ C, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü:
r
l2

4 (B∞,∞) ·
l∏

k=1

mk∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) ≤

(
8

2m+ l

)m

·

(
2l

2m+ l

) l
2

·µ
(
A

(2)
l,d

)
.Çíàê ðiâíîñòi â äàíié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ íà êðóãîâèõ îáëàñòÿõòà ïîëþñàõ äðóãîãî ïîðÿäêó êâàäðàòè÷íîãî äè�åðåíöiàëó Q2(w)dw

2.Òåîðåìà 4.3. [13℄ Íåõàé l,m, d ∈ N, m = ld, l ≥ 2. Òîäi äëÿäîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ (l, d)-ðiâíîìiðíî ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê
Al,d = {ak,p}, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (4.2),

µ (Al,d) = µ
(
A

(1)
l,d

)
,ç ìíîæèíîþ ÷èñåë {mk}

l
k=1 òàêèõ, ùî çàäîâîëüíÿþòü (4.1), òà äî-âiëüíî¨ ñèñòåìè ïîïàðíî-íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {B0, Bk,p},

0 ∈ B0, ak,p ∈ Bk,p, B0, Bk,p ⊂ C, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü:
r
l2

4 (B0, 0) ·
l∏

k=1

mk∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) ≤

(
8

2m+ l

)m

·

(
2l

2m+ l

) l
2

· µ
(
A

(1)
l,d

)
.Çíàê ðiâíîñòi â äàíié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ íà êðóãîâèõ îáëàñòÿõòà ïîëþñàõ äðóãîãî ïîðÿäêó êâàäðàòè÷íîãî äè�åðåíöiàëó Q3(w)dw
2.Òåîðåìà 4.4. [11℄ Íåõàé l,m, d ∈ N, m = ld, l ≥ 2. Òîäi äëÿäîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ (l, d)-ðiâíîìiðíî ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê

Al,d = {ak,p}, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (4.2),
µ (Al,d) = µ

(
A

(4)
l,d

)
,ç ìíîæèíîþ ÷èñåë {mk}

l
k=1 òàêèõ, ùî çàäîâîëüíÿþòü (4.1), òà äî-âiëüíî¨ ñèñòåìè ïîïàðíî-íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂

C, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü:
l∏

k=1

mk∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) ≤

(
4

ld

)ld

· µ
(
A

(4)
l,d

)
.Çíàê ðiâíîñòi â äàíié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ íà êðóãîâèõ îáëàñòÿõòà ïîëþñàõ äðóãîãî ïîðÿäêó êâàäðàòè÷íîãî äè�åðåíöiàëó Q4(w)dw

2.
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