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ВПОРЯДКУВАННЯ КОМПЛЕКСНОЗНАЧНОЇ ВИБIРКИ

У статтi проаналiзовано метод впорядкування вибiрки (пiдмножини) комплексних чисел вiд-
носно положення комплексних точок на площинi. Наведено всi можливi способи розташування
двох комплексних чисел. Для кожного випадку введено означення вiдношення порядку i дове-
дено, що мiж будь-якими двома комплексними числами можна встановити тiльки одне iз запро-
понованих вiдношень. Обґрунтовано можливiсть часткового (нестрогого) та повного (строгого)
впорядкування комплекснозначної вибiрки, сформульовано аналог закону трихотомiї для даного
пiдходу.
MSC: 30A10.
Ключовi слова: комплексна площина, комплекснозначна вибiрка, вiдношення порядку, закон
трихотомiї.

1. Вступ.
Питання про впорядкування множини комплексних чисел виникало давно, ра-

зом iз побудовою теорiї комплексних чисел та комплексного аналiзу [1-2]. В роботi
[3] сформульовано та обґрунтовано властивостi дiйсних чисел як впорядкованого
поля i показано, що комплекснi числа не утворюють впорядкованого поля. Цей
результат не означає, що не можна встановити деякий порядок на комплекснiй
площинi. В теорiї множин [4] розглядаються iдеї впорядкування, за якими кожна
множина може бути впорядкована. Цей результат еквiвалентний аксiомi вибору.
Наприклад, у статтях [5, 6] вивчено вiдношення порядку на пiдмножинах в алгеб-
рi гiперболiчних чисел, а в роботах [7, 8] – в алгебрi бiгiперболiчних чисел. Отже,
множину комплексних чисел можна впорядкувати певним способом, але не таким
чином, що узагальнює впорядкування множини дiйсних чисел. Лексикографiчне
впорядкування множини комплексних чисел є прикладом повного впорядкуван-
ня. Однак, як показано в [4], жодне впорядкування множини комплексних чисел
не може задовольняти закон трихотомiї. У статтi [9] автор вивчає питання «Чи
можна впорядкувати комплекснi числа?». Вiн обґрунтовує, що iснують рiзнi прав-
доподiбнi способи, за допомогою яких можна це зробити. У статтi [10] визначено
вiдношення впорядкування комплексних чисел спецiального вигляду, дослiджено
властивостi та теореми цього впорядкування, розв’язано простi комплекснi нерiв-
ностi. У роботi [11] було висунуто гiпотезу, що лексикографiчне впорядкування
може бути застосоване до комплексних фiзичних величин, якi розташованi на вiд-
повiдних неархiмедових комплексних числових осях. Геометричнi аспекти вiдно-
шення, що впорядковує поле комплексних чисел методами аналiтичної геометрiї,
наведено у статтi [12]. В роботi [13] вивчається новий метод впорядкування ком-
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плексних чисел iз застосуванням понять впорядкування дiйсних чисел на числовiй
прямiй. Показано, що прихована властивiсть впорядкування комплексних чисел
полягає у розширеннi комплексної площини та в її стереографiчнiй проекцiї. Ав-
тором введено властивiсть, названу D-законом трихотомiї. В роботi [14] обґрун-
товано деякi спроби впорядкування комплексних чисел та причини їх невдачi.
У статтi [15] введено категорiальне визначення комплексного поля, використову-
ючи iдею n-впорядкованої множини. У [16] проаналiзовано орiєнтованi частковi
порядки комплексних чисел та кватернiонiв над неархiмедовими лiнiйно впоряд-
кованими полями. Робота [17] мiстить короткий огляд та новi результати щодо
деяких питань частково впорядкованих кiлець та алгебр, а в статтi [18] авторами
дослiджено клас частково впорядкованих кiлець з вiд’ємними квадратами.

У данiй роботi запропоновано метод впорядкування випадкової вибiрки з мно-
жини комплексних чисел з погляду взаємного розмiщення комплексних точок на
комплекснiй площинi та дослiджено кожен випадок.

2. Взаємне розмiщення комплексних точок.
Впорядкування множини дiйсних чисел R вiдбувається вiдносно їх розташу-

вання на числовiй прямiй: положення лiворуч (<), положення праворуч (>) i те ж
саме мiсце (=). Оскiльки двi точки на дiйснiй прямiй можуть мати три положення
одна вiдносно одної, то вони можуть мати дев’ять вiдносних положень на площинi
дiйсних чисел R2 [13].

Оскiльки геометрично комплексна площина C iзоморфна двовимiрному дiйс-
ному простору R2, то аналогiчним чином можна визначити взаємне розташування
комплексних точок.

Розглянемо комплекснозначну вибiрку (пiдмножину) S ⊂ C:

S = {ωk = ak + bki, ak, bk ∈ R, k = 1, 2, . . . , n} .

Позначимо через ⟨◁,▷⟩ – впорядковану пару знакiв порiвняння (<,=, >) дiйс-
них Re ωk та уявних Im ωk частин комплексних чисел.

Тодi двi комплекснi точки ω1 = a1+b1i та ω2 = a2+b2i мають дев’ять розмiщень
(положень) одна вiдносно iншої, що вiдповiдають дев’яти ситуацiям (рис. 1).

1) Те саме мiсце (центр):

ω1 ⟨=,=⟩ω2 ⇔
{
Re ω1 = Re ω2,
Im ω1 = Im ω2.

⇔
{
a1 = a2,
b1 = b2.

2) Прямо вгору (над):

ω1 ⟨=, <⟩ω2 ⇔
{
Re ω1 = Re ω2,
Im ω1 < Im ω2.

⇔
{
a1 = a2,
b1 < b2.

3) Прямо вниз (пiд):

ω1 ⟨=, >⟩ω2 ⇔
{
Re ω1 = Re ω2,
Im ω1 > Im ω2.

⇔
{
a1 = a2,
b1 > b2.
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Рис. 1. Взаємне розмiщення комплексних точок на площинi.

4) Прямо праворуч (вправо):

ω1 ⟨<,=⟩ω2 ⇔
{
Re ω1 < Re ω2,
Im ω1 = Im ω2.

⇔
{
a1 < a2,
b1 = b2.

5) Прямо лiворуч (влiво):

ω1 ⟨>,=⟩ω2 ⇔
{
Re ω1 > Re ω2,
Im ω1 = Im ω2.

⇔
{
a1 > a2,
b1 = b2.

6) Праворуч i вище (вправо-над):

ω1 ⟨<,<⟩ω2 ⇔
{
Re ω1 < Re ω2,
Im ω1 < Im ω2.

⇔
{
a1 < a2,
b1 < b2.

7) Лiворуч i нижче (влiво-пiд):

ω1 ⟨>,>⟩ω2 ⇔
{
Re ω1 > Re ω2,
Im ω1 > Im ω2.

⇔
{
a1 > a2,
b1 > b2.

8) Праворуч i нижче (вправо-пiд):

ω1 ⟨<,>⟩ω2 ⇔
{
Re ω1 < Re ω2,
Im ω1 > Im ω2.

⇔
{
a1 < a2,
b1 > b2.

9) Лiворуч i вище (влiво-над):

ω1 ⟨>,<⟩ω2 ⇔
{
Re ω1 > Re ω2,
Im ω1 < Im ω2.

⇔
{
a1 > a2,
b1 < b2.
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Цi дев’ять варiантiв положень точок є очевидними, але кожен з них детально не
дослiджувався, зокрема для вирiшення питання щодо впорядкування комплексних
чисел.

3. Вiдношення порядку в множинi комплексних чисел.
Для кожного з випадкiв 1) - 9) введемо означення вiдношень порядку.
1) Позначимо через “=” вiдношення (ωk = ωl) := (ωk ⟨=,=⟩ωl) , k, l = 1, 2, 3.

ОЗНАЧЕННЯ 1. Вiдношення “=” називається вiдношенням еквiвалентностi.

Доведемо виконання вiдповiдних умов.
Рефлексивнiсть:

ω1 ⟨=,=⟩ω1 ⇔
{
Re ω1 = Re ω1,
Im ω1 = Im ω1

⇔
{
a1 = a1,
b1 = b1

⇔ ω1 = ω1.

Симетричнiсть:

ω1 ⟨=,=⟩ω2 ⇔
{
Re ω1 = Re ω2,
Im ω1 = Im ω2

⇔
{
a1 = a2,
b1 = b2

⇔

⇔
{
a2 = a1,
b2 = b1

⇔
{
Re ω2 = Re ω1,
Im ω2 = Im ω1

⇔ (ω2 = ω1) .

Транзитивнiсть:{
ω1 = ω2,
ω2 = ω3

:=

{
ω1 ⟨=,=⟩ω2,
ω2 ⟨=,=⟩ω3

⇔
{
Re ω1 = Re ω2 = Re ω3,
Im ω1 = Im ω2 = Im ω3

⇔
{
a1 = a2 = a3,
b1 = b2 = b3

⇔

⇔
{
a1 = a3,
b1 = b3

⇔
{
Re ω1 = Re ω3,
Im ω1 = Im ω3

⇔ ω1 = ω3.

Бачимо, що у випадку 1) для вiдношення “=” в C виконуються властивостi
рефлексивностi, симетричностi та транзитивностi.

Отже, вiдношення “=” є вiдношенням еквiвалентностi в S ⊂ C.
2) Позначимо через “⋞” вiдношення (ωk ⋞ ωl) := (ωk ⟨=, <⟩ωl) , k, l = 1, 2, 3.

ОЗНАЧЕННЯ 2. Вiдношення “⋞” називається вiдношенням строгого порядку.

Доведемо виконання вiдповiдних умов.
Рефлексивнiсть (дiйсна компонента) та антирефлексивнiсть (уявна компо-

нента):

ω1 ⋞ ω1 ⇔ ω1 ⟨=, ̸=⟩ω1 ⇔
{
Re ω1 = Re ω1,
Im ω1 ̸= Im ω1

⇔
{
a1 = a1,
b1 ̸= b1

⇔ ω1 ̸= ω1 ,

тобто комплексне число у вiдношеннi “⋞” не порiвнюється саме з собою.
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Антисиметричнiсть (дiйсна компонента) та асиметричнiсть (уявна компо-
нента):

{
ω1 ⋞ ω2,
ω2 ⋞ ω1

:=

{
ω1 ⟨=, <⟩ω2,
ω2 ⟨=, <⟩ω1

⇔


{
Re ω1 = Re ω2,
Im ω1 < Im ω2;{
Re ω2 = Re ω1,
Im ω2 < Im ω1

⇔


{
Re ω1 = Re ω2,
Re ω2 = Re ω1;{
Im ω1 < Im ω2,
Im ω2 < Im ω1

⇔

⇔
{
Re ω1 = Re ω2,
Im ω1 ̸= Im ω2

⇔
{
a1 = a2,
b1 ̸= b2

⇔
{
ω1 ̸= ω2,
ω1 ⋞ ω2.

Ця властивiсть означає, що одне комплексне число строго менше за друге.
Транзитивнiсть:

{
ω1 ⋞ ω2,
ω2 ⋞ ω3

:=

{
ω1 ⟨=, <⟩ω2,
ω2 ⟨=, <⟩ω3

⇔


{
Re ω1 = Re ω2,
Im ω1 < Im ω2;{
Re ω2 = Re ω3,
Im ω2 < Im ω3

⇔


{
Re ω1 = Re ω2,
Re ω2 = Re ω3;{
Im ω1 < Im ω2,
Im ω2 < Im ω3

⇔

⇔
{
Re ω1 = Re ω3,
Im ω1 < Im ω3

⇔
{
a1 = a3,
b1 < b3

⇔ ω1 ⟨=, <⟩ω3 ⇔ ω1 ⋞ ω3.

Бачимо, що у випадку 2) для вiдношення “⋞” в C виконуються властивостi
антирефлексивностi, асиметричностi та транзитивностi.

Отже, вiдношення “⋞” є вiдношенням строгого порядку в S ⊂ C.
3) Позначимо через “⋟” вiдношення (ωk ⋟ ωl) := (ωk ⟨=, >⟩ωl) , k, l = 1, 2, 3.

ОЗНАЧЕННЯ 3. Вiдношення “⋟” називається вiдношенням строгого порядку.

Доведемо виконання вiдповiдних умов.
Рефлексивнiсть (дiйсна компонента) та антирефлексивнiсть (уявна компо-

нента):

ω1 ⋟ ω1 ⇔ ω1 ⟨=, ̸=⟩ω1 ⇔
{
Re ω1 = Re ω1,
Im ω1 ̸= Im ω1

⇔
{
a1 = a1,
b1 ̸= b1

⇔ ω1 ̸= ω1,

тобто комплексне число у вiдношеннi “⋟” не порiвнюється саме з собою.
Антисиметричнiсть (дiйсна компонента) та асиметричнiсть (уявна компо-

нента):

{
ω1 ⋟ ω2,
ω2 ⋟ ω1

:=

{
ω1 ⟨=, >⟩ω2,
ω2 ⟨=, >⟩ω1

⇔


{
Re ω1 = Re ω2,
Im ω1 > Im ω2;{
Re ω2 = Re ω1,
Im ω2 > Im ω1

⇔


{
Re ω1 = Re ω2,
Re ω2 = Re ω1;{
Im ω1 > Im ω2,
Im ω2 > Im ω1

⇔

⇔
{
Re ω1 = Re ω2,
Im ω1 ̸= Im ω2

⇔
{
a1 = a2,
b1 ̸= b2

⇔
{
ω1 ̸= ω2,
ω1 ⋟ ω2.
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Ця властивiсть означає, що одне комплексне число строго бiльше за друге.
Транзитивнiсть:

{
ω1 ⋟ ω2,
ω2 ⋟ ω3

:=

{
ω1 ⟨=, >⟩ω2,
ω2 ⟨=, >⟩ω3

⇔


{
Re ω1 = Re ω2,
Im ω1 > Im ω2;{
Re ω2 = Re ω3,
Im ω2 > Im ω3

⇔


{
Re ω1 = Re ω2,
Re ω2 = Re ω3;{
Im ω1 > Im ω2,
Im ω2 > Im ω3

⇔

⇔
{
Re ω1 = Re ω3,
Im ω1 > Im ω3

⇔
{
a1 = a3,
b1 > b3

⇔ ω1 ⟨=, >⟩ω3 ⇔ ω1 ⋟ ω3.

Бачимо, що у випадку 3) для вiдношення “⋟” в C виконуються властивостi
антирефлексивностi, асиметричностi та транзитивностi.

Отже, вiдношення “⋟” є вiдношенням строгого порядку в S ⊂ C.
4) Позначимо через “≼” вiдношення (ωk ≼ ωl) := (ωk ⟨<,=⟩ωl) , k, l = 1, 2, 3.

ОЗНАЧЕННЯ 4. Вiдношення “≼” називається вiдношенням строгого порядку.

Доведемо виконання вiдповiдних умов.
Антирефлексивнiсть (дiйсна компонента) та рефлексивнiсть (уявна компо-

нента):

ω1 ≼ ω1 ⇔ ω1 ⟨̸=,=⟩ω1 ⇔
{
Re ω1 ̸= Re ω1,
Im ω1 = Im ω1

⇔
{
a1 ̸= a1,
b1 = b1

⇔ ω1 ̸= ω1,

тобто комплексне число у вiдношеннi “≼” не порiвнюється саме з собою.
Асиметричнiсть (дiйсна компонента) та антисиметричнiсть (уявна компо-

нента):

{
ω1 ≼ ω2,
ω2 ≼ ω1

:=

{
ω1 ⟨<,=⟩ω2,
ω2 ⟨<,=⟩ω1

⇔


{
Re ω1 < Re ω2,
Im ω1 = Im ω2;{
Re ω2 < Re ω1,
Im ω2 = Im ω1

⇔


{
Re ω1 < Re ω2,
Re ω2 < Re ω1;{
Im ω1 = Im ω2,
Im ω2 = Im ω1

⇔

⇔
{
Re ω1 ̸= Re ω2,
Im ω1 = Im ω2

⇔
{
a1 ̸= a2,
b1 = b2

⇔
{
ω1 ≼ ω2,
ω1 ̸= ω2.

Ця властивiсть означає, що одне комплексне число строго менше за друге.
Транзитивнiсть:

{
ω1 ≼ ω2,
ω2 ≼ ω3

:=

{
ω1 ⟨<,=⟩ω2,
ω2 ⟨<,=⟩ω3

⇔


{
Re ω1 < Re ω2,
Im ω1 = Im ω2;{
Re ω2 < Re ω3,
Im ω2 = Im ω3

⇔


{
Re ω1 < Re ω2,
Re ω2 < Re ω3;{
Im ω1 = Im ω2,
Im ω2 = Im ω3

⇔

⇔
{
Re ω1 < Re ω3,
Im ω1 = Im ω3

⇔
{
a1 < a3,
b1 = b3

⇔ ω1 ⟨<,=⟩ω3 ⇔ ω1 ≼ ω3.
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Бачимо, що у випадку 4) для вiдношення “≼” в C виконуються властивостi
антирефлексивностi, асиметричностi та транзитивностi.

Отже, вiдношення “≼” є вiдношенням строгого порядку в S ⊂ C.
5) Позначимо через “≽” вiдношення (ωk ≽ ωl) := (ωk ⟨>,=⟩ωl) , k, l = 1, 2, 3.

ОЗНАЧЕННЯ 5. Вiдношення ”≽” називається вiдношенням строгого порядку.

Доведемо виконання вiдповiдних умов.
Антирефлексивнiсть (дiйсна компонента) та рефлексивнiсть (уявна компо-

нента):

ω1 ≽ ω1 ⇔ ω1 ⟨̸=,=⟩ω1 ⇔
{
Re ω1 ̸= Re ω1,
Im ω1 = Im ω1

⇔
{
a1 ̸= a1,
b1 = b1

⇔ ω1 ̸= ω1,

тобто комплексне число у вiдношеннi “≽” не порiвнюється саме з собою.
Асиметричнiсть (дiйсна компонента) та антисиметричнiсть (уявна компо-

нента):

{
ω1 ≽ ω2,
ω2 ≽ ω1

:=

{
ω1 ⟨>,=⟩ω2,
ω2 ⟨>,=⟩ω1

⇔


{
Re ω1 > Re ω2,
Im ω1 = Im ω2;{
Re ω2 > Re ω1,
Im ω2 = Im ω1

⇔


{
Re ω1 > Re ω2,
Re ω2 > Re ω1;{
Im ω1 = Im ω2,
Im ω2 = Im ω1

⇔

⇔
{
Re ω1 ̸= Re ω2,
Im ω1 = Im ω2

⇔
{
a1 ̸= a2,
b1 = b2

⇔
{
ω1 ≽ ω2,
ω1 ̸= ω2.

Ця властивiсть означає, що одне комплексне число строго бiльше за друге.
Транзитивнiсть:

{
ω1 ≽ ω2,
ω2 ≽ ω3

:=

{
ω1 ⟨>,=⟩ω2,
ω2 ⟨>,=⟩ω3

⇔


{
Re ω1 > Re ω2,
Im ω1 = Im ω2;{
Re ω2 > Re ω3,
Im ω2 = Im ω3

⇔


{
Re ω1 > Re ω2,
Re ω2 > Re ω3;{
Im ω1 = Im ω2,
Im ω2 = Im ω3

⇔

⇔
{
Re ω1 > Re ω3,
Im ω1 = Im ω3

⇔
{
a1 > a3,
b1 = b3

⇔ ω1 ⟨>,=⟩ω3 ⇔ ω1 ≽ ω3.

Бачимо, що у випадку 5) для вiдношення “≽” в C виконуються властивостi
антирефлексивностi, асиметричностi та транзитивностi.

Отже, вiдношення “≽” є вiдношенням строгого порядку в S ⊂ C.
6) Позначимо через “≺” вiдношення (ωk ≺ ωl) := (ωk ⟨<,<⟩ωl) , k, l = 1, 2, 3.

ОЗНАЧЕННЯ 6. Вiдношення ”≺” називається вiдношенням строгого порядку.

Доведемо виконання вiдповiдних умов.
Антирефлексивнiсть (дiйсна компонента) та антирефлексивнiсть (уявна ком-

понента):

ω1 ≺ ω1 ⇔ ω1 ⟨̸=, ̸=⟩ω1 ⇔
{
Re ω1 ̸= Re ω1,
Im ω1 ̸= Im ω1

⇔
{
a1 ̸= a1,
b1 ̸= b1

⇔ ω1 ̸= ω1,
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тобто комплексне число у вiдношеннi “≺” не порiвнюється саме з собою.
Асиметричнiсть (дiйсна компонента) та асиметричнiсть (уявна компонен-

та):

{
ω1 ≺ ω2,
ω2 ≺ ω1

:=

{
ω1 ⟨<,<⟩ω2,
ω2 ⟨<,<⟩ω1

⇔


{
Re ω1 < Re ω2,
Im ω1 < Im ω2;{
Re ω2 < Re ω1,
Im ω2 < Im ω1

⇔


{
Re ω1 < Re ω2,
Re ω2 < Re ω1;{
Im ω1 < Im ω2,
Im ω2 < Im ω1

⇔

⇔


{
Re ω1 < Re ω2,
Re ω1 ̸= Re ω2;{
Im ω1 < Im ω2,
Im ω1 ̸= Im ω2

⇔


{
a1 < a2,
a1 ̸= a2;{
b1 < b2,
b1 ̸= b2

⇔
{
a1 < a2,
b1 < b2

⇔
{
ω1 ≺ ω2,
ω1 ̸= ω2.

Ця властивiсть означає, що одне комплексне число строго менше за друге.
Транзитивнiсть:

{
ω1 ≺ ω2,
ω2 ≺ ω3

:=

{
ω1 ⟨<,<⟩ω2,
ω2 ⟨<,<⟩ω3

⇔


{
Re ω1 < Re ω2,
Im ω1 < Im ω2;{
Re ω2 < Re ω3,
Im ω2 < Im ω3

⇔


{
Re ω1 < Re ω2,
Re ω2 < Re ω3;{
Im ω1 < Im ω2,
Im ω2 < Im ω3

⇔

⇔
{
Re ω1 < Re ω3,
Im ω1 < Im ω3

⇔
{
a1 < a3,
b1 < b3

⇔ ω1 ⟨<,<⟩ω3 ⇔ ω1 ≺ ω3.

Бачимо, що у випадку 6) для вiдношення “≺” в C виконуються властивостi
антирефлексивностi, асиметричностi та транзитивностi.

Отже, вiдношення “≺” є вiдношенням строгого порядку в S ⊂ C.
7) Позначимо через “≻” вiдношення (ωk ≻ ωl) := (ωk ⟨>,>⟩ωl) , k, l = 1, 2, 3.

ОЗНАЧЕННЯ 7. Вiдношення ”≻” називається вiдношенням строгого порядку.

Доведемо виконання вiдповiдних умов.
Антирефлексивнiсть (дiйсна компонента) та антирефлексивнiсть (уявна ком-

понента):

ω1 ≻ ω1 ⇔ ω1 ⟨̸=, ̸=⟩ω1 ⇔
{
Re ω1 ̸= Re ω1,
Im ω1 ̸= Im ω1

⇔
{
a1 ̸= a1,
b1 ̸= b1

⇔ ω1 ̸= ω1,

тобто комплексне число не порiвнюється саме з собою.
Асиметричнiсть (дiйсна компонента) та асиметричнiсть (уявна компонен-

та):

{
ω1 ≻ ω2,
ω2 ≻ ω1

:=

{
ω1 ⟨>,>⟩ω2,
ω2 ⟨>,>⟩ω1

⇔


{
Re ω1 > Re ω2,
Im ω1 > Im ω2;{
Re ω2 > Re ω1,
Im ω2 > Im ω1

⇔


{
Re ω1 > Re ω2,
Re ω2 > Re ω1;{
Im ω1 > Im ω2,
Im ω2 > Im ω1

⇔
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⇔


{
Re ω1 > Re ω2,
Re ω1 ̸= Re ω2;{
Im ω1 > Im ω2,
Im ω1 ̸= Im ω2

⇔


{
a1 > a2,
a1 ̸= a2;{
b1 > b2,
b1 ̸= b2

⇔
{
a1 > a2,
b1 > b2

⇔
{
ω1 ≻ ω2,
ω1 ̸= ω2.

Ця властивiсть означає, що одне комплексне число строго бiльше за друге.
Транзитивнiсть:

{
ω1 ≻ ω2,
ω2 ≻ ω3

:=

{
ω1 ⟨>,>⟩ω2,
ω2 ⟨>,>⟩ω3

⇔


{
Re ω1 > Re ω2,
Im ω1 > Im ω2{
Re ω2 > Re ω3,
Im ω2 > Im ω3

⇔


{
Re ω1 > Re ω2,
Re ω2 > Re ω3{
Im ω1 > Im ω2,
Im ω2 > Im ω3

⇔

⇔
{
Re ω1 > Re ω3,
Im ω1 > Im ω3

⇔
{
a1 > a3,
b1 > b3

⇔ ω1 ⟨>,>⟩ω3 ⇔ ω1 ≻ ω3.

Бачимо, що у випадку 7) для вiдношення “≻” в C виконуються властивостi
антирефлексивностi, асиметричностi та транзитивностi.

Отже, вiдношення “≻” є вiдношенням строгого порядку в S ⊂ C.
8) Позначимо через “≺≻” вiдношення (ωk ≺≻ ωl) := (ωk ⟨<,>⟩ωl) , k, l = 1, 2, 3.

ОЗНАЧЕННЯ 8. Вiдношення “≺≻” називається вiдношенням строгого поряд-
ку.

Доведемо виконання вiдповiдних умов.
Антирефлексивнiсть (дiйсна компонента) та антирефлексивнiсть (уявна ком-

понента):

ω1 ≺≻ ω1 ⇔ ω1 ⟨̸=, ̸=⟩ω1 ⇔
{
Re ω1 ̸= Re ω1,
Im ω1 ̸= Im ω1

⇔
{
a1 ̸= a1,
b1 ̸= b1

⇔ ω1 ̸= ω1,

тобто комплексне число у вiдношеннi “≺≻” не порiвнюється саме з собою.
Асиметричнiсть (дiйсна компонента) та асиметричнiсть (уявна компонен-

та):

{
ω1 ≺≻ ω2,
ω2 ≺≻ ω1

⇔
{
ω1 ⟨<,>⟩ω2,
ω2 ⟨<,>⟩ω1

⇔


{
Re ω1 < Re ω2,
Im ω1 > Im ω2;{
Re ω2 < Re ω1,
Im ω2 > Im ω1

⇔


{
Re ω1 < Re ω2,
Re ω2 < Re ω1;{
Im ω1 > Im ω2,
Im ω2 > Im ω1

⇔

⇔



[
a1 < a2,
a2 < a1;
a1 ̸= a2;[
b1 > b2,
b2 > b1;
b1 ̸= b2

⇔



[
ω1 ≺ ω2,
ω2 ≺ ω1;[
ω1 ≻ ω2,
ω2 ≻ ω1;
ω1 ̸= ω2

⇔


[
ω1 ≺ ω2,
ω1 ≻ ω2;
ω1 ̸= ω2.
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Ця властивiсть означає, що одне комплексне число може бути строго меншим
за друге або строго бiльшим за друге.

Транзитивнiсть:

{
ω1 ≺≻ ω2,
ω2 ≺≻ ω3

:=

{
ω1 ⟨<,>⟩ω2,
ω2 ⟨<,>⟩ω3

⇔


{
Re ω1 < Re ω2,
Im ω1 > Im ω2;{
Re ω2 < Re ω3,
Im ω2 > Im ω3

⇔


{
Re ω1 < Re ω2,
Re ω2 < Re ω3;{
Im ω1 > Im ω2,
Im ω2 > Im ω3

⇔

⇔
{
Re ω1 < Re ω3,
Im ω1 > Im ω3

⇔
{
a1 < a3,
b1 > b3

⇔ ω1 ⟨<,>⟩ω3 ⇔ ω1 ≺≻ ω3.

Бачимо, що у випадку 8) для вiдношення “≺≻” в C виконуються властивостi
антирефлексивностi, асиметричностi та транзитивностi.

Отже, вiдношення “≺≻” є вiдношенням строгого порядку в S ⊂ C.
9) Позначимо через “≻≺” вiдношення (ωk ≻≺ ωl) := (ωk ⟨>,<⟩ωl) , k, l = 1, 2, 3.

ОЗНАЧЕННЯ 9. Вiдношення ”≻≺” називається вiдношенням строгого поряд-
ку.

Доведемо виконання вiдповiдних умов.
Антирефлексивнiсть (дiйсна компонента) та антирефлексивнiсть (уявна ком-

понента):

ω1 ≻≺ ω1 ⇔ ω1 ⟨̸=, ̸=⟩ω1 ⇔
{
Re ω1 ̸= Re ω1,
Im ω1 ̸= Im ω1

⇔
{
a1 ̸= a1,
b1 ̸= b1

⇔ ω1 ̸= ω1,

тобто комплексне число у вiдношеннi “≻≺” не порiвнюється саме з собою.
Асиметричнiсть (дiйсна компонента) та асиметричнiсть (уявна компонен-

та):

{
ω1 ≻≺ ω2,
ω2 ≻≺ ω1

⇔
{
ω1 ⟨>,<⟩ω2,
ω2 ⟨>,<⟩ω1

⇔


{
Re ω1 > Re ω2,
Im ω1 < Im ω2;{
Re ω2 > Re ω1,
Im ω2 < Im ω1

⇔


{
Re ω1 > Re ω2,
Re ω2 > Re ω1;{
Im ω1 < Im ω2,
Im ω2 < Im ω1

⇔

⇔



[
a1 > a2,
a2 > a1;
a1 ̸= a2;[
b1 < b2,
b2 < b1;
b1 ̸= b2

⇔



[
ω1 ≻ ω2,
ω2 ≻ ω1;[
ω1 ≺ ω2,
ω2 ≺ ω1;
ω1 ̸= ω2

⇔


[
ω1 ≻ ω2,
ω1 ≺ ω2;
ω1 ̸= ω2.

Ця властивiсть означає, що одне комплексне число може бути строго бiльшим
за друге або строго меншим за друге.
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Транзитивнiсть:

{
ω1 ≻≺ ω2,
ω2 ≻≺ ω3

:=

{
ω1 ⟨>,<⟩ω2,
ω2 ⟨>,<⟩ω3

⇔


{
Re ω1 > Re ω2,
Im ω1 < Im ω2;{
Re ω2 > Re ω3,
Im ω2 < Im ω3

⇔


{
Re ω1 > Re ω2,
Re ω2 > Re ω3;{
Im ω1 < Im ω2,
Im ω2 < Im ω3

⇔

⇔
{
Re ω1 > Re ω3,
Im ω1 < Im ω3

⇔
{
a1 > a3,
b1 < b3

⇔ ω1 ⟨>,<⟩ω3 ⇔ ω1 ≻≺ ω3.

Бачимо, що у випадку 9) для вiдношення “≻≺” в C виконуються властивостi
антирефлексивностi, асиметричностi та транзитивностi.

Отже, вiдношення ”≻≺” є вiдношенням строгого порядку в S ⊂ C. □
З доведених умов для означень 1-9 бачимо, що у випадку 1) виконуються вла-

стивостi еквiвалентностi, а у випадках 2) - 9) - властивостi строгого порядку.
4. Аналог закону трихотомiї для комплексних чисел.
Лема. Комплексну площину C можна зобразити як об’єднання неперетинних

пiдмножин Sj :

C =

9⋃
j=1

Sj , Sj ∩ Sl = ∅, j ̸= l, l = 1, . . . , 9, (1)

де
S1 = {ω,w ∈ C | ω = w} ;

S2 = {ω,w ∈ C | ω ⋞ w} ; S3 = {ω,w ∈ C | ω ⋟ w} ;

S4 = {ω,w ∈ C | ω ≼ w} ; S5 = {ω,w ∈ C | ω ≽ w} ;

S6 = {ω,w ∈ C | ω ≺ w} ; S7 = {ω,w ∈ C | ω ≻ w} ;

S8 = {ω,w ∈ C | ω ≺≻ w} ; S9 = {ω,w ∈ C | ω ≻≺ w} .

Доведення.
Доведемо двi умови.
1. Неперетиннiсть пiдмножин: Sj ∩ Sl = ∅, j ̸= l.
Згiдно з доведеними умовами в означеннях 1-9 бачимо, що жодна пара пiдмно-

жин вигляду (1) не може виконуватись одночасно, оскiльки можливiсть входжен-
ня в кожну пiдмножину базується на строгих знаках нерiвностей (<,=, >). Отже,
пiдмножини (1) попарно не перетинаються.

2. Об’єднання пiдмножин: C =
⋃9

j=1 Sj .
Оскiльки будь-яке комплексне число ω = x+yi ∈ C геометрично зображується

парою дiйсних значень координат (x; y)∈ R, а для дiйсних чисел виконується закон
трихотомiї, то координати комплексного числа обов’язково потраплять в одну з
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комбiнацiй знакiв. Отже, на комплекснiй площинi будь-яка точка належить хоча
б однiй iз дев’яти пiдмножин (1). □

Згiдно доведеної леми сформулюємо аналог закону трихотомiї для комплексних
чисел: будь-якi два комплекснi числа можна порiвняти мiж собою тiльки за
одним з дев’яти вiдношень, що входять в розбиття комплексної площини (1).

ЗАУВАЖЕННЯ. Хоча для розбиття (1) комплексної площини C виконується
аналог закону трихотомiї - це не свiдчить про повне впорядкування комплексної
площини, а лише про часткове її впорядкування.

Згiдно означень 1-7 для двох комплексних числел ω,w ∈ C можна встановити
строгий порядок, оскiльки для них виконується один iз трьох варiантiв: вони рiвнi
мiж собою (ω = w), одне число строго менше за друге (ω ⋞ w, ω ≼ w, ω ≺ w)
або одне число строго бiльше за друге (ω ⋟ w, ω ≽ w, ω ≻ w). Згiдно означень
8-9 вiдношення “≺≻” i “≻≺” є вiдношеннями строгого порядку, оскiльки для них
виконуються властивостi антирефлексивностi, асиметричностi й транзитивностi,
але цього недостатньо для того, щоб серед комплекснозначної вибiрки, заданої
цими вiдношеннями, визначити, чи одне комплексне число строго менше (строго
бiльше) за друге. Випадки 8) i 9) потребують бiльш детального вивчення.

5. Висновки.
У роботi проаналiзовано метод впорядкування комплексних чисел вiдповiдно

до взаємного розмiщення точок на комплекснiй площинi. Доведено, що одержане
впорядкування комплексної площини задовольняє аналог закону трихотомiї для
комплексних чисел. Але для комплекснозначної вибiрки, взятої з множини ком-
плексних чисел з вiдношеннями порядку “≺≻” i “≻≺”, можна говорити тiльки про
часткове її впорядкування. Одержанi результати можуть бути використанi при
майбутнiх дослiдженнях впорядкування комплексної площини.
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T.Yu. Kolomiiets, R.O. Kolomiiets, A.L. Targonskii
Organizing a complex sample.

The problem of ordering the complex plane is highly relevant to research in various fields. This article
provides a detailed review of known results regarding various methods for ordering sets of complex
numbers. For a thorough investigation, we have chosen a method for ordering a sample (or subset)
of complex numbers, taking into account the positions of the complex points on the plane. Since
the complex plane is geometrically isomorphic to two-dimensional real space, the relative positions of
complex points can be determined in a similar manner. All nine possible ways of relating two complex
numbers are presented. For each case, a definition of the order relation is introduced, and it is proven
that only one of the proposed relations can be established between any two complex numbers. In
particular, a lemma is proven regarding the partition of the entire complex plane into a union of nine
disjoint subsets. Based on the proven lemma, an analogue of the trichotomy law for complex numbers is
formulated. It is shown that although the analog of the trichotomy law holds for the obtained partition
of the complex plane, this does not yet imply a complete ordering of the complex plane. We analyze the
possibility of partial (non-strict) and complete (strict) ordering of a complex-valued sample selected
from the set of complex numbers. Cases are presented that are questionable and require further study.
These are cases for which the properties of antireflexives, asymmetry, and transitivity hold, but this is
insufficient to determine, for a complex-valued sample defined by these relations, whether one complex
number is strictly less (strictly greater) than another. The results obtained can be used in future
studies of the ordering of the complex plane.

Keywords: complex plane, complex-valued sample, order relation, trichotomy law.
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