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1 Òåîðåìà Êàðàòåîäîði

1.1 Îçíà÷åííÿ

Îçíà÷åííÿ 1.1. Íåõàé U ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â Rn. Ïðîñòið Ck
0 (U)

âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïðîñòið ôóíêöié u : U → R ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì ó U ,

ÿêi ìàþòü k ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çà êîæíîþ çìiííîþ, íåïåðåðâíèõ ó U .

Îçíà÷åííÿ 1.2. Íåõàé U ¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó Rn i

íåõàé u : U → R � ôóíêöiÿ òàêà, ùî u ∈ L1
loc(U). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹

ôóíêöiÿ v ∈ L1
loc(U), äëÿ ÿêî¨ äëÿ êîæíî¨ φ ∈ C1

0(U) âèêîíó¹òüñÿ∫
U

∂φ

∂xi
(x)u(x) dm(x) = −

∫
U

φ(x)v(x) dm(x).

Òîäi ôóíêöiþ v íàçèâàþòü ñëàáêîþ ïîõiäíîþ ïåðøîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨

u çà çìiííîþ xi i ïîçíà÷àþòü ∂u
∂xi

(x) := v.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Ôóíêöiÿ u : U → R íàëåæèòü ïðîñòîðó W 1,1
loc (U),

ÿêùî u ìà¹ ñëàáêi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó çà âñiìà çìiííèìè â U , ïðè-

÷îìó âñi öi ïîõiäíi ¹ ëîêàëüíî iíòåãðîâíèìè â U .

Îçíà÷åííÿ 1.4. Âiäîáðàæåííÿ f : U → Rn, f = (f1, . . . , fn), íàëå-

æèòü êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,1
loc (U), ÿêùî fi ∈ W 1,1

loc (U) äëÿ âñiõ i = 1, . . . , n.

Äëÿ p > 1 âiäîáðàæåííÿ f íàëåæèòü ïðîñòîðó W 1,p
loc (U), ÿêùî âñi ñëàáêi

÷àñòèííi ïîõiäíi ∂fi
∂xj

¹ ëîêàëüíî iíòåãðîâíèìè â U ó ñòåïåíi p.

Îçíà÷åííÿ 1.5. Íåõàé φ : R+ → R+ ¹ âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ. Âiäîáðà-

æåííÿ f : D → Rn íàëåæèòü êëàñó Îðëè÷à�Ñîáîë¹âà W 1,φ
loc (D), ÿêùî

fi ∈ W 1,1
loc (D) òà äëÿ êîæíî¨ îáëàñòi G ⊂ D ç G ⊂ D âèêîíó¹òüñÿ∫

G

φ(|∇f(x)|) dm(x) <∞,

äå

|∇f(x)| =

√√√√∑
i,j

(
∂fi
∂xj

)2

.

Çà îçíà÷åííÿì,W 1,φ
loc (D) ⊂ W 1,1

loc (D). Ïðè φ(t) = tp, p > 1, ìà¹ìîW 1,p
loc (D).
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Îçíà÷åííÿ 1.6. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn íàçèâà¹òüñÿ äèñêðåòíèì,

ÿêùî ïðîîáðàç {f−1(y)} êîæíî¨ òî÷êè y ∈ Rn ñêëàäà¹òüñÿ ç içîëüîâàíèõ

òî÷îê. Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòèì, ÿêùî îáðàç êîæíî¨ âiä-

êðèòî¨ ìíîæèíè U ⊂ D ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â Rn.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Íåõàé E,F ⊂ Rn òà D ⊂ Rn ¹ îáëàñòþ. Ïîçíà÷èìî

÷åðåç Γ(E,F,D) ñiì'þ âñiõ êðèâèõ γ : [a, b] → Rn òàêèõ, ùî γ(a) ∈ E,

γ(b) ∈ F òà γ(t) ∈ D ïðè t ∈ (a, b).

Îçíà÷åííÿ 1.8. Áîðåëåâà ôóíêöiÿ ρ : Rn → [0,∞] íàçèâà¹òüñÿ äîïó-

ñòèìîþ äëÿ ñiì'¨ øëÿõiâ Γ â Rn, ÿêùî∫
γ

ρ(x) |dx| > 1

äëÿ âñiõ (ëîêàëüíî ñïðÿìëþâàíèõ) øëÿõiâ γ ∈ Γ. Ó öüîìó âèïàäêó êà-

æóòü, ùî ρ ∈ admΓ. Äëÿ p > 1 p-ìîäóëåì Γ íàçèâàþòü âåëè÷èíó

Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫
Rn

ρp(x) dm(x).

Îçíà÷åííÿ 1.9. Êàæóòü, ùî ìåæà ∂D îáëàñòi D â Rn, n > 2, ¹

ñèëüíî äîñÿæíîþ â òî÷öi x0 ∈ ∂D âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî

îêîëó U òî÷êè x0 iñíóþòü êîìïàêòíà ìíîæèíà E ⊂ D, îêië V ⊂ U òî÷êè

x0 òà δ > 0 òàêi, ùî

Mp(Γ(E,F,D)) > δ

äëÿ êîæíîãî êîíòèíóóìó F â D, ÿêèé ïåðåòèíà¹ ∂U òà ∂V .

Íàñòóïíi ïîíÿòòÿ, ïîâ'ÿçàíi ç ïðîñòèìè êiíöÿìè, íàëåæàòü Êàðàòå-

îäîði (äèâ. [2] i [11]).

Îçíà÷åííÿ 1.10. Íåõàé ω � âiäêðèòà ìíîæèíà â Rn−1; ïîâåðõíþ σ

îòîòîæíþ¹ìî ç ¨¨ îáðàçîì i ïîêëàäà¹ìî ∂σ = σ \σ. Æîðäàíîâà ïîâåðõíÿ

σ : ω → D íàçèâà¹òüñÿ ðîçðiçîì îáëàñòiD, ÿêùî σ ðîçäiëÿ¹D, òîáòîD\σ
ìà¹ áiëüøå îäíi¹¨ êîìïîíåíòè, ∂σ∩D = ∅ òà ∂σ∩∂D ̸= ∅. Ïîñëiäîâíiñòü
ðîçðiçiâ σ1, σ2, . . . , σm, . . . â D íàçèâà¹òüñÿ ëàíöþãîì, ÿêùî: 1) ìíîæèíà

σm+1 ìiñòèòüñÿ ðiâíî â îäíié êîìïîíåíòi dm ìíîæèíè D \ σm, ïðè÷îìó
σm−1 ⊂ D \ (σm ∪ dm); 2)

∞∩
m=1

dm = ∅.
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Îçíà÷åííÿ 1.11. Äâà ëàíöþãè ðîçðiçiâ {σm} òà {σ ′
k} íàçèâàþòüñÿ

åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî äëÿ êîæíîãî m îáëàñòü dm ìiñòèòü óñi îáëàñòi

d ′
k, çà âèíÿòêîì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi, i íàâïàêè. Êiíöåì îáëàñòi D íà-

çèâà¹òüñÿ êëàñ åêâiâàëåíòíèõ ëàíöþãiâ ðîçðiçiâ ó D. Íåõàé K � êiíåöü

îáëàñòi D â Rn, òîäi ìíîæèíà

I(K) =
∞∩

m=1

dm

íàçèâà¹òüñÿ òiëîì (impression) êiíöÿ K.

Îçíà÷åííÿ 1.12. Êiíåöü K íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì êiíöåì, ÿêùî K

ìiñòèòü ëàíöþã ðîçðiçiâ {σm} òàêèé, ùî

lim
m→∞

M(Γ(C, σm, D)) = 0

äëÿ äåÿêîãî êîíòèíóóìó C â D. Ìíîæèíó ïðîñòèõ êiíöiâ, ùî âiäïîâiäà-

þòü îáëàñòiD, ïîçíà÷àþòü ÷åðåç ED, à ïîïîâíåííÿ îáëàñòiD ¨¨ ïðîñòèìè

êiíöÿìè � ÷åðåç DP = D ∪ ED.

Íàñòóïíi îçíà÷åííÿ ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíî¨ ìåæi òà ðåãóëÿðíî¨

îáëàñòi ñõîäÿòü äî Ð. Íÿêêi (äèâ. [16] i [11]).

Îçíà÷åííÿ 1.13. Ìåæà ∂D îáëàñòi D â Rn íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî

êâàçiêîíôîðìíîþ, ÿêùî êîæíà òî÷êà x0 ∈ ∂D ìà¹ îêië U , äëÿ ÿêîãî

iñíó¹ êâàçiêîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ φ íà îäèíè÷íó êóëþ Bn ⊂ Rn òàê,

ùî φ(∂D ∩ U) ¹ ïåðåòèíîì Bn òà êîîðäèíàòíî¨ ãiïåðïëîùèíè. Ïîñëi-

äîâíiñòü ðîçðiçiâ σm íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî σm ∩ σm+1 = ∅ äëÿ

m ∈ N òà d(σm) → 0 ïðè m → ∞. ßêùî êiíåöü K ìiñòèòü õî÷à á îäèí

ðåãóëÿðíèé ëàíöþã, âií íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì. Îáìåæåíà îáëàñòü D

â Rn íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî D ìîæíà êâàçiêîíôîðìíî âiäîáðà-

çèòè íà îáëàñòü iç ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíîþ ìåæåþ, çàìèêàííÿ ÿêî¨ ¹

êîìïàêòîì ó Rn, i ïðè öüîìó êîæåí ïðîñòèé êiíåöü ó D ¹ ðåãóëÿðíèì.

Îçíà÷åííÿ 1.14. Íåõàé g : D0 → D � êâàçiêîíôîðìíå âiäîáðàæå-

ííÿ îáëàñòi D0 ç ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíîþ ìåæåþ íà îáëàñòü D. Äëÿ

òî÷îê x, y ∈ DP âèçíà÷èìî ìåòðèêó:

ρ(x, y) := |g−1(x)− g−1(y)|,
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äå g−1(x) äëÿ ïðîñòîãî êiíöÿ x ∈ ED òðåáà ðîçóìiòè ÿê âiäïîâiäíó (¹äè-

íó) ìåæîâà òî÷êà îáëàñòi D0 (çàçíà÷åíà ìåæîâà òî÷êà ¹ ¹äèíîþ i êî-

ðåêòíî âèçíà÷åíîþ ç îãëÿäó íà [16, òåîðåìà 4.1]). Öÿ ìåòðèêà ãåíåðó¹

çáiæíiñòü i âiäïîâiäíó òîïîëîãiþ â DP , ÿêà íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ ïðî-

ñòèõ êiíöiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.15. Íåõàé f : D → Rn. Äëÿ x ∈ ∂D ìíîæèíîþ òî÷îê

íàêîïè÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi x íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

C(f, x) := {y ∈ Rn : ∃ xk ∈ D : xk → x, f(xk) → y, k → ∞}.

Ìíîæèíîþ òî÷îê íàêîïè÷åííÿ f íà ìåæi D íàçèâàþòü

C(f, ∂D) =
∪

x∈∂D

C(f, x).

Îçíà÷åííÿ 1.16. Ôóíêöiÿ φ : D → R ìà¹ ñêií÷åííå ñåðåäí¹ êîëè-

âàííÿ â òî÷öi x0 ∈ D, ÿêùî

lim
ε→0

1

Ωnεn

∫
B(x0,ε)

|φ(x)− φε| dm(x) <∞,

äå

φε =
1

Ωnεn

∫
B(x0,ε)

φ(x) dm(x).

Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî φ ∈ FMO(x0).

Îçíà÷åííÿ 1.17. Íåõàé Q : Rn → [0,∞] ¹ âèìiðíîþ çà Ëåáåãîì

ôóíêöi¹þ. Ââîäèìî

Q ′(x) =

Q(x), Q(x) > 1,

1, Q(x) < 1.

Ñåðåäíiì çíà÷åííÿì Q ′ ïî ñôåði |x− x0| = r íàçèâàþòü ôóíêöiþ

q ′
x0
(r) =

1

ωn−1rn−1

∫
|x−x0|=r

Q ′(x) dHn−1.
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Îçíà÷åííÿ 1.18. Íåõàé f : D → Rn ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi ìàéæå

âñþäè â D. Ïîçíà÷èìî

l (f ′(x)) = min
h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h|

, ∥f ′(x)∥ = max
h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h|

,

J(x, f) = det f ′(x).

Äëÿ α > 1 âíóòðiøíiì ðîçòÿãíåííÿì âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi x ïîðÿäêó

α íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

KI,α(x, f) =


|J(x,f)|
l(f ′(x))α

, J(x, f) ̸= 0,

1, f ′(x) = 0,

∞, â iíøèõ âèïàäêàõ.

1.2 Êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè ïðî ãðàíè÷íå ïðîäîâæåííÿ

Äîáðå âiäîìà òåîðåìà Êàðàòåîäîði ñòâåðäæó¹, ùî êîíôîðìíi âiäîáðà-

æåííÿ ïðîäîâæóþòüñÿ íà ìåæi ñâî¨õ îáëàñòåé ó òåðìiíàõ ïðîñòèõ êiíöiâ

(äèâ., íàïðèêëàä, [4, òåîðåìà 9.4]).

Òåîðåìà 1.1.[Òåîðåìà Êàðàòåîäîði] ßêùî f âiäîáðàæà¹ îäèíè÷íèé

êðóã êîíôîðìíî òà îäíîëèñòî íà îáëàñòü B, òî âîíî iíäóêó¹ âçà¹ìíî

îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ ìiæ òî÷êàìè íà îäèíè÷íîìó êîëi òà ïðîñòè-

ìè êiíöÿìè îáëàñòi B (äèâ. [2]).

Iñíó¹ òàêîæ àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò Ð. Íÿêêi (R. N�akki) äëÿ êâàçi-

êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü, çìiñò ÿêîãî íàâåäåíî íèæ÷å.

Òåîðåìà 1.2.[Òåîðåìà Íÿêêi] Ïðè êâàçiêîíôîðìíîìó âiäîáðàæåííi

f îáëàñòi D0 ç ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíîþ ìåæåþ íà îáëàñòü D, iñíó¹

âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìåæîâèìè òî÷êàìè D0 òà ïðî-

ñòèìè êiíöÿìè D. Áiëüøå òîãî, ìíîæèíà òî÷îê íàêîïè÷åííÿ C(f, b),

b ∈ ∂D0, çáiãà¹òüñÿ ç òiëîì (impression) I(P ) âiäïîâiäíîãî ïðîñòîãî

êiíöÿ P îáëàñòi D (äèâ. [16, òåîðåìà 4.1]).

Îêðiì êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [1,2,5,10,11]), àêòó-

àëüíèì i ïðèðîäíèì ¹ ïåðåíåñåííÿ öèõ âëàñòèâîñòåé íà êëàñè Ñîáîë¹âà
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òà Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà. Îñîáëèâèé iíòåðåñ ó öüîìó êîíòåêñòi ñòàíîâëÿòü

âiäîáðàæåííÿ, ÿêi íå ¹ ãîìåîìîðôiçìàìè i íå çáåðiãàþòü ìåæó, àëå ¹ âiä-

êðèòèìè òà äèñêðåòíèìè. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî äëÿ ãîìåîìîðôiçìiâ êëà-

ñiâ Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà ïîäiáíi ðåçóëüòàòè ùîäî ãðàíè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ

áóëè îòðèìàíi ðàíiøå ó [11]. Ó âèïàäêó, êîëè âiäîáðàæåííÿ ¹ âiäêðèòèìè,

äèñêðåòíèìè òà çàìêíåíèìè, öå ïèòàííÿ äåòàëüíî âèñâiòëåíî ó [24, ãëà-

âà 5]. Íàâåäåíi äàëi ðåçóëüòàòè áàãàòî â ÷îìó ñïèðàþòüñÿ íà ïiäõîäè ç

ïðàöü [6] òà [7].

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî îöiíêè ñïîòâîðåííÿ ìîäóëÿ â ãðàíè÷íèõ òî÷êàõ

íå âñòàíîâëåíi äëÿ âiäîáðàæåíü êëàñó W 1,φ
loc (D), ÿêi íå çáåðiãàþòü ìå-

æó. Çà âèêîíàííÿ óìîâè Êàëüäåðîíà, âñi âiäîìi îöiíêè ïðèïóñêàþòü, ùî

âiäîáðàæåííÿ f ¹ àáî ãîìåîìîðôiçìîì, àáî âiäêðèòèì, äèñêðåòíèì i çà-

ìêíåíèì (äèâ., íàïðèêëàä, [24]). Ó äðóãîìó âèïàäêó ïðîáëåìà ãðàíè÷íî-

ãî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà áåçïîñåðåäíüî çâîäèòüñÿ

äî îöiíîê ìîäóëÿ. Íàòîìiñòü äëÿ âiäîáðàæåíü, ÿêi íå çáåðiãàþòü ìåæó,

òàêèé ïðîñòèé çâ'ÿçîê âiäñóòíié. Òîìó ïîäàëüøå äîñëiäæåííÿ ãðàíè÷íî¨

ïîâåäiíêè âiäïîâiäíèõ âiäîáðàæåíü âèìàãà¹ çíàõîäæåííÿ öüîãî çâ'ÿçêó

òà çàëó÷åííÿ íîâèõ ìåòîäiâ.

1.3 Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â õîäi ïðî¹êòó

Íàñòóïíi ðåçóëüòàòè áóëè îòðèìàíi â õîäi âèêîíàííÿ ïðî¹êòó Íàöiîíàëü-

íîãî ôîíäó äîñëiäæåíü Óêðà¨íè ¾Àíàëîãè òåîðåì Êàðàòåîäîði i Êåáå-

Áëîõà äëÿ êëàñiâ Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà¿ (íîìåð ïðî¹êòó 2025.02/0010) ïiä

êåðiâíèöòâîì ïðîôåñîðà �.Î. Ñåâîñòüÿíîâà. Öi äîñëiäæåííÿ ïðèñâÿ÷å-

íi ïðîáëåìàì íåïåðåðâíîãî ìåæîâîãî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü êëàñiâ

Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà, ÿêi ¹ âiäêðèòèìè, äèñêðåòíèìè, àëå íå ¹ çàìêíåíèìè

(òîáòî íå çáåðiãàþòü ìåæó îáëàñòi).

Ïî÷íåìî ç òåîðåì ïðî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà ìåæó â òåðìiíàõ

ïðîñòèõ êiíöiâ (äèâ., íàïð., [7, 12]).

Òåîðåìà 1.3. Íåõàé n − 1 < α 6 n, D i D ′ � îáìåæåíi îáëà-

ñòi â Rn, n > 3, Q : D → [0,∞] � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ i íåõàé

φ : [0,∞) → [0,∞) � çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ. Íåõàé D � ðåãóëÿðíà îáëàñòü,

à f : D → D ′ � âiäêðèòå äèñêðåòíå âiäîáðàæåííÿ êëàñó W 1,φ
loc (D), ïðè-
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÷îìó f(D) = D ′. Êðiì òîãî, ïðèïóñòèìî, ùî C(f, ∂D) ⊂ E∗ äëÿ äåÿêî¨

çàìêíåíî¨ (ó òîïîëîãi¨ Rn) ìíîæèíè E∗ ⊂ D ′, i f −1(E∗) = E äëÿ äåÿêî¨

çàìêíåíî¨ (ó òîïîëîãi¨ D) ïiäìíîæèíè E ⊂ D. Ïðèïóñòèìî òàêîæ,

ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) ìíîæèíà E ¹ íiäå íå ùiëüíîþ â D, i D ¹ ñêií÷åííî çâ'ÿçíîþ íà

E ∪ ∂D, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè z0 ∈ E ∪ ∂D òà áóäü-ÿêîãî ¨¨ îêîëó

Ũ çíàéäåòüñÿ îêië Ṽ ⊂ Ũ òî÷êè z0 òàêèé, ùî (D ∩ Ṽ ) \E ñêëàäà¹òüñÿ

çi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîìïîíåíò;

2) äëÿ áóäü-ÿêîãî P ∈ ED := DP \ D òà êîæíîãî îêîëó U êiíöÿ P

ó DP çíàéäåòüñÿ îêië V ⊂ U êiíöÿ P ó DP òàêèé, ùî ïåðåòèí V ∩D
¹ çâ'ÿçíèì, à (V ∩ D) \ E ñêëàäà¹òüñÿ íå áiëüøå íiæ ç m êîìïîíåíò,

1 6 m <∞;

3) âñi êîìïîíåíòè ìíîæèíè D ′ \E∗ ìàþòü ñèëüíî äîñÿæíó ìåæó

âiäíîñíî α-ìîäóëÿ;

4) ôóíêöiÿ φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Êàëüäåðîíà:

∞∫
1

(
t

φ(t)

) 1
n−2

dt <∞;

5) âíóòðiøí¹ ðîçòÿãíåííÿ KI,α(x, f) 6 Q(x) ìàéæå ñêðiçü i, êðiì

òîãî, iñíóþòü M > 0 òà äåÿêà çðîñòàþ÷à îïóêëà ôóíêöiÿ Φ: R+ → R+

òàêi, ùî ∫
D

Φ(Q(x)) · dm(x)

(1 + |x|2)n
6M

ïðè÷îìó
∞∫

δ0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

α−1

= ∞

äëÿ äåÿêîãî δ0 > τ0 := Φ(0).

Òîäi f ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ f : DP → D ′, i áiëüøå òîãî,

f(DP ) = D ′ ( [12]).

Òåîðåìà 1.4. Âèñíîâîê òåîðåìè 1.3 çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâèì,

ÿêùî çàìiñòü óìîâè 5) âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ: 5.1) ôóí-

êöiÿ Q ìà¹ ñêií÷åííå ñåðåäí¹ êîëèâàííÿ â êîæíié òî÷öi b ∈ ∂D; 5.2)
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qb(r) = O
([

log 1
r

]n−1
)
ïðè r → 0 äëÿ êîæíî¨ òî÷êè b ∈ ∂D; 5.3) óìîâà

δ(b)∫
0

dt

t
n−1
α−1 q

′ 1
α−1

b (t)
= ∞

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíî¨ òî÷êè b ∈ ∂D òà äåÿêîãî δ(b) > 0. Òîäi f ìà¹

íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ f : DP → D ′, i áiëüøå òîãî, f(DP ) = D ′ (äèâ.,

íàïð., [12]).

Ó [7] òàêîæ âñòàíîâëåíî óìîâè ëîêàëüíîãî íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæå-

ííÿ òàêèõ âiäîáðàæåíü â êîíêðåòíó ìåæîâó òî÷êó.

Òåîðåìà 1.5. Íåõàé α > 1, D i D ′ � îáìåæåíi îáëàñòi â Rn,

n > 3, b ∈ ∂D, Q : D → [0,∞] � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ i íåõàé

φ : [0,∞) → [0,∞) � çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ. Íåõàé f : D → D ′ � îáìåæå-

íå âiäêðèòå äèñêðåòíå âiäîáðàæåííÿ êëàñó W 1,φ
loc (D), f(D) = D ′. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî C(f, ∂D) ⊂ E∗ äëÿ äåÿêî¨ çàìêíåíî¨ (âiäíîñíî D ′) ìíîæèíè

E∗ ⊂ D ′ i f −1(E∗) = E äëÿ äåÿêî¨ çàìêíåíî¨ (âiäíîñíî D) ìíîæèíè

E ⊂ D. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1), 3) òà 4) òåî-

ðåìè 1.3, à óìîâà 2) çàìiíþ¹òüñÿ íà íàñòóïíó: 2) äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó

U òî÷êè b çíàéäåòüñÿ îêië V ⊂ U òî÷êè b òàêèé, ùî: 2a) V ∩ D ¹

çâ'ÿçíèì; 2b) (V ∩ D) \ E ñêëàäà¹òüñÿ íå áiëüøå íiæ ç m êîìïîíåíò,

1 6 m <∞.

Ïðèïóñòèìî, ùî KI,α(x, f) 6 Q(x) ìàéæå ñêðiçü i âèêîíó¹òüñÿ õî-

÷à á îäíà ç óìîâ 5.1)�5.3) òåîðåìè 1.4 ó òî÷öi b. Òîäi f ìà¹ íåïåðåðâíå

ïðîäîâæåííÿ â òî÷êó b (äèâ. [7]).

Òåîðåìà 1.6. Äëÿ ïëîñêîãî âèïàäêó n = 2 âèñíîâîê òåîðåìè 1.5

çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâèì äëÿ îáìåæåíèõ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiä-

îáðàæåíü êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,1
loc (D) çà äîäàòêîâî¨ óìîâè Q ∈ L1

loc(D). Ïðè

öüîìó çáåðiãàþòüñÿ òîïîëîãi÷íi óìîâè 1)�3), îöiíêà KI,α(x, f) 6 Q(x)

ìàéæå ñêðiçü òà îäíà ç óìîâ 5.1)�5.3) ó òî÷öi b ïðè n = 2; óìîâà

Êàëüäåðîíà 4) íå âèìàãà¹òüñÿ (äèâ., íàïð., [7]).

Îêðåìèì âàæëèâèì íàïðÿìêîì ïðî¹êòó ¹ äîñëiäæåííÿ îäíîñòàéíî¨

íåïåðåðâíîñòi (equicontinuity) ñiìåé òàêèõ âiäîáðàæåíü (äèâ., íàïð., [7]).
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Íåõàé N ∈ N, δ > 0, α > 1, E∗ òà F � çàìêíåíi ìíîæèíè â Rn, n > 2,

D ⊂ Rn � îáëàñòü, E � çàìêíåíà (âiäíîñíîD) ìíîæèíà âD, φ : [0,∞) →
[0,∞) � çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ, à Q : D → [0,∞] � âèìiðíà ôóíêöiÿ. Ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç Rφ,Q,δ,α
E∗,E,F,N(D) ñiì'þ âñiõ îáìåæåíèõ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ

âiäîáðàæåíü f : D → Rn \ F òàêèõ, ùî KI,α(x, f) 6 Q(x) ìàéæå ñêðiçü,

N(f,D) 6 N i, êðiì òîãî: 1) C(f, ∂D) ⊂ E∗; 2) äëÿ êîæíî¨ êîìïîíåíòè

K ìíîæèíè D ′
f \ E∗, äå D ′

f := f(D), iñíó¹ êîíòèíóóì Kf ⊂ K òàêèé, ùî

h(Kf ) > δ i h(f−1(Kf ), ∂D) > δ > 0; 3) f−1(E∗) = E.

Òåîðåìà 1.7. Íåõàé α ∈ (n − 1, n], D � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn,

n > 2. Ïðèïóñòèìî, ùî: 1) ìíîæèíà E ¹ íiäå íå ùiëüíîþ â D, i D

¹ ñêií÷åííî çâ'ÿçíîþ íà E ∪ ∂D; 2) äëÿ áóäü-ÿêîãî x0 ∈ ∂D iñíó¹ m =

m(x0) ∈ N òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó U òî÷êè x0 çíàéäåòüñÿ îêië

V ⊂ U òàêèé, ùî V ∩D ¹ çâ'ÿçíèì, à (V ∩D)\E ñêëàäà¹òüñÿ íå áiëüøå

íiæ ç m êîìïîíåíò.

Íåõàé äëÿ α = n ìíîæèíà F ìà¹ äîäàòíó ¹ìíiñòü (capacity), à

äëÿ n − 1 < α < n ¹ äîâiëüíîþ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. Ïðèïóñòèìî,

ùî ôóíêöiÿ φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Êàëüäåðîíà, à äëÿ ôóíêöi¨ Q â êîæíié

òî÷öi x0 ∈ D âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á îäíà ç óìîâ 5.1)�5.3).

ßêùî ñiì'ÿ âñiõ êîìïîíåíò D ′
f \E∗ ¹ îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíîþ (equi-

uniform) ïî âñiõ f ∈ Rφ,Q,δ,α
E∗,E,F,N(D) âiäíîñíî α-ìîäóëÿ, òî êîæíå âiäîáðà-

æåííÿ f ∈ Rφ,Q,δ,α
E∗,E,F,N(D) ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà ∂D, i ðîçøè-

ðåíà ñiì'ÿ Rφ,Q,δ,α
E∗,E,F,N(D) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ (equicontinuous) â D

âiäíîñíî õîðäàëüíî¨ ìåòðèêè h (äèâ., íàïð., [7]).

1.4 Ïðèêëàäè òà ¨õ äåòàëüíå îá ðóíòóâàííÿ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî äâà ìîäåëüíi ïðèêëàäè. �õíÿ ãîëîâ-

íà ìåòà � äîïîìîãòè ÷èòà÷åâi ïåðåéòè âiä ñêëàäíèõ òà àáñòðàêòíèõ ií-

òåãðàëüíèõ óìîâ íîâèõ òåîðåì äî çðîçóìiëèõ êëàñè÷íèõ âèïàäêiâ. Ìè

äåòàëüíî ðîçáåðåìî, ÿê íîâi êðèòåði¨ (óìîâà Êàëüäåðîíà òà óìîâà ðîç-

áiæíîñòi iíòåãðàëà) çàñòîñîâóþòüñÿ íà ïðàêòèöi, i ïîêàæåìî, ùî âîíè ¹

ïðèðîäíèìè óçàãàëüíåííÿìè âæå âiäîìèõ ôàêòiâ ç ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨

ôóíêöié.

Ïðèêëàä 1. Ç'ÿñóâàòè, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà p > 1 ôóí-
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êöiÿ φ(t) = tp çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Êàëüäåðîíà (óìîâó 4 ç òåîðåìè 1.3) ó

ïðîñòîði Rn, n > 3.

Ðîçâ'ÿçàííÿ òà àíàëiç.Ó êëàñè÷íîìó ìàòåìàòè÷íîìó àíàëiçi ãëàä-

êiñòü âiäîáðàæåíü çàçâè÷àé îöiíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ñòåïåíåâèõ ôóí-

êöié, ùî ïðèâîäèòü äî êëàñè÷íèõ ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà W 1,p
loc (D). Ïðîòå,

çãiäíî ç Îçíà÷åííÿì 1.5, êëàñè Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà W 1,φ
loc (D) ¹ çíà÷íî øèð-

øèìè, îñêiëüêè çàìiñòü æîðñòêîãî ñòåïåíÿ tp ó íèõ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

äîâiëüíà âèìiðíà çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ φ(t). Ïðè öüîìó, ÿê çàçíà÷åíî â

ñàìîìó îçíà÷åííi, êëàñè÷íèé ïðîñòið Ñîáîë¹âà ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì

ïðîñòîðó Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà: ïðè φ(t) = tp ìà¹ìî W 1,p
loc (D).

Äëÿ çàãàëüíèõ êëàñiâ Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà ãîëîâíîþ óìîâîþ ìîæëè-

âîñòi íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ íà ìåæó ¹ ñêëàäíà iíòå-

ãðàëüíà óìîâà Êàëüäåðîíà. Ïåðåâiðèìî, ÿê öÿ àáñòðàêòíà óìîâà ïðàöþ¹

íà çâè÷àéíèõ ñòåïåíÿõ.

Çãiäíî ç Òåîðåìîþ 1.3, óìîâà Êàëüäåðîíà ìà¹ âèãëÿä:
∞∫
1

(
t

φ(t)

) 1
n−2

dt <∞.

Ïiäñòàâèìî íàøó áàçîâó ôóíêöiþ φ(t) = tp:
∞∫
1

(
t

tp

) 1
n−2

dt =

∞∫
1

(
t1−p

) 1
n−2 dt =

∞∫
1

t
1−p
n−2 dt.

Çi ñòàíäàðòíîãî êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó âiäîìî, ùî íåâëàñíèé iíòå-

ãðàë
∫∞
1
tγ dt çáiãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïîêàçíèê ñòåïåíÿ γ < −1.

Îòæå, äëÿ çáiæíîñòi íàøîãî iíòåãðàëà íåîáõiäíî i äîñòàòíüî ðîçâ'ÿçàòè

íåðiâíiñòü:
1− p

n− 2
< −1.

Îñêiëüêè ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðîñòîðè ðîçìiðíîñòi n > 3, çíàìåííèê n− 2 ¹

äîäàòíèì. Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè íà n− 2:

1− p < −(n− 2) =⇒ 1− p < −n+ 2 =⇒ p > n− 1.

Âèñíîâîê äî ïðèêëàäó 1. Óìîâà Êàëüäåðîíà äëÿ ôóíêöi¨ φ(t) = tp

çâîäèòüñÿ äî ïðîñòîãî îáìåæåííÿ p > n − 1. Öåé ïðèêëàä íàî÷íî äå-

ìîíñòðó¹, ùî íîâà çàãàëüíà óìîâà Êàëüäåðîíà iäåàëüíî óçãîäæó¹òüñÿ ç
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êëàñè÷íîþ òåîði¹þ ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà. Âií ïîÿñíþ¹, çâiäêè â êëàñè÷íèõ

òåîðåìàõ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié áåðåòüñÿ âèìîãà p > n − 1 � âî-

íà ¹ ïðÿìèì ìàòåìàòè÷íèì íàñëiäêîì óìîâè Êàëüäåðîíà äëÿ ïðîñòîãî

âèïàäêó φ(t) = tp.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé D ⊂ Rn - îáìåæåíà îáëàñòü, b ∈ ∂D. Ïðèïóñòè-

ìî, ùî â îêîëi ìåæîâî¨ òî÷êè b ìàæîðàíòà âíóòðiøíüîãî ðîçòÿãíåííÿ

âiäîáðàæåííÿ Q(x) ìà¹ ëîãàðèôìi÷íó îñîáëèâiñòü: Q(x) =
(
log 1

|x−b|

)n−1

ïðè 0 < |x−b| < δ < 1/e. Äëÿ ñôåðè÷íîãî óñåðåäíåííÿ çàäà¹ìî Q öi¹þ æ

ôîðìóëîþ â óñüîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi b, çîêðåìà ïîçà D. Ïåðåâiðèòè,

÷è âèêîíó¹òüñÿ äëÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ Q(x) iíòåãðàëüíà óìîâà ðîçáiæíîñòi

5.3 ç òåîðåìè 1.4 ïðè α = n.

Ðîçâ'ÿçàííÿ òà àíàëiç. Ôóíêöiÿ Q(x) (ìàæîðàíòà âíóòðiøíüîãî

ðîçòÿãíåííÿ âiäîáðàæåííÿ) ïîêàçó¹, íàñêiëüêè ñèëüíî âiäîáðàæåííÿ ¾äå-

ôîðìó¹¿ ïðîñòið ó êîæíié òî÷öi. Ó êëàñè÷íié òåîði¨ (äëÿ êâàçiêîíôîðì-

íèõ âiäîáðàæåíü) öÿ äåôîðìàöiÿ ¹ îáìåæåíîþ. Ïðîòå òåîðåìè íàøîãî

ïðî¹êòó äîçâîëÿþòü ôóíêöi¨ Q(x) áóòè íåîáìåæåíîþ òà ïðÿìóâàòè äî

íåñêií÷åííîñòi ïðè íàáëèæåííi äî ìåæi.

Ãîëîâíå ïèòàííÿ: íàñêiëüêè øâèäêî Q(x) ìîæå çðîñòàòè äî íåñêií-

÷åííîñòi, ùîá âiäîáðàæåííÿ âñå ùå ìîæíà áóëî íåïåðåðâíî ïðîäîâæèòè?

Âèãëÿä ôóíêöi¨ Q(x) =
(
log 1

|x−b|

)n−1

îáðàíî íå âèïàäêîâî. Çãiäíî ç Òåî-

ðåìîþ 1.4 (óìîâà 5.2), çà âèêîíàííÿ ðåøòè ãiïîòåç òåîðåìè ïðîäîâæåííÿ

ìîæëèâå, ÿêùî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ðîçòÿãíåííÿ ìà¹ ñàìå òàêó ëîãàðèôìi-

÷íó îñîáëèâiñòü. Àâòîðè ñòâåðäæóþòü, ùî ç öi¹¨ óìîâè àâòîìàòè÷íî âè-

ïëèâà¹ âèêîíàííÿ iíòåãðàëüíî¨ óìîâè 5.3. Äîâåäåìî öå àíàëiòè÷íî.

Iíòåãðàëüíà óìîâà 5.3 ìà¹ âèãëÿä:

δ(b)∫
0

dt

t
n−1
α−1 q

′ 1
α−1

b (t)
= ∞.

Çà óìîâîþ çàäà÷i α = n, òîìó ïîêàçíèê ñòåïåíÿ ñïðîùó¹òüñÿ: n−1
α−1

=
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n−1
n−1

= 1. Iíòåãðàë íàáóâà¹ âèãëÿäó:

δ(b)∫
0

dt

t · q ′ 1
n−1

b (t)
.

Çíàéäåìî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ qb(r) ôóíêöi¨ Q(x) íà ñôåði S(b, r) =

{x ∈ Rn : |x− b| = r}.
×îìó ìè ìà¹ìî øóêàòè ñàìå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïî ñôåði?

Çâåðíiòü óâàãó íà ñàìó iíòåãðàëüíó óìîâó 5.3. Ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç

çàëåæèòü íå âiä ñàìî¨ n-âèìiðíî¨ ïðîñòîðîâî¨ ôóíêöi¨ Q(x), à ñàìå âiä

¨¨ óñåðåäíåíî¨ âåðñi¨ q ′
b(t). Òàêèé ïiäõiä ¹ íàäçâè÷àéíî âàæëèâèì ó ãåî-

ìåòðè÷íié òåîði¨ ôóíêöié: ùîá îöiíèòè ïîâåäiíêó n-âèìiðíîãî âiäîáðà-

æåííÿ ïîáëèçó ìåæîâî¨ òî÷êè b, ìè ¾íàøàðîâó¹ìî¿ ïðîñòið íàâêîëî öi¹¨

òî÷êè êîíöåíòðè÷íèìè ñôåðè÷íèìè êiëüöÿìè. Ìàæîðàíòà âíóòðiøíüîãî

ðîçòÿãíåííÿ Q(x) ìîæå ïîâîäèòè ñåáå äóæå ñêëàäíî â ðiçíèõ íàïðÿìêàõ.

Îäíàê, óñåðåäíåííÿ Q(x) ïî ñôåðàõ äîçâîëÿ¹ çãëàäèòè öi êîëèâàííÿ i

çâåñòè ñêëàäíó áàãàòîâèìiðíó çàäà÷ó äî îá÷èñëåííÿ çâè÷àéíîãî îäíîâè-

ìiðíîãî iíòåãðàëà çà ðàäióñîì r.

Çà Îçíà÷åííÿì 1.17, ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îá÷èñëþ¹òüñÿ ÿê iíòåãðàë

ïî ñôåði, ïîäiëåíèé íà ïëîùó öi¹¨ ñôåðè. Ó íàøîìó ïðèêëàäi ôóíêöiÿ

Q(x) =
(
log 1

|x−b|

)n−1

çàëåæèòü ëèøå âiä âiäñòàíi |x − b| äî òî÷êè b. Öå
îçíà÷à¹, ùî íà ïîâåðõíi ñôåðè ðàäióñà r (äå |x− b| = r) ôóíêöiÿ âçàãàëi

íå çìiíþ¹òüñÿ - âîíà ¹ ñòàëîþ. Çàâäÿêè öié ðàäiàëüíié ñèìåòði¨, iíòåãðàë

ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ âiä êîíñòàíòè äîðiâíþ¹ ñàìié öié êîíñòàíòi:

qb(r) =
1

ωn−1rn−1

∫
|x−b|=r

(
log

1

r

)n−1

dHn−1

=

(
log

1

r

)n−1

· 1

ωn−1rn−1

∫
|x−b|=r

dHn−1

=

(
log

1

r

)n−1

,

îñêiëüêè ïëîùà ñôåðè ÿêðàç i äîðiâíþ¹
∫
|x−b|=r

dHn−1 = ωn−1r
n−1.
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Ùî òàêå çðiçàíà ôóíêöiÿ q ′
b(r) i íàâiùî âîíà ïîòðiáíà? Çãiäíî

ç Îçíà÷åííÿì 1.17, çðiçàíà ôóíêöiÿ Q ′(x) áóäó¹òüñÿ çà ñïåöiàëüíèì ïðà-

âèëîì: ìè çàëèøà¹ìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ áåç çìií, ÿêùî âîíî áiëüøå àáî

äîðiâíþ¹ 1, i ïðèìóñîâî çàìiíþ¹ìî éîãî íà 1, ÿêùî âîíî ìåíøå 1. Ïiñëÿ

öüîãî óñåðåäíþ¹ìî Q ′ ïî ñôåði é îòðèìó¹ìî q ′
b ; çàãàëîì öå íå òå ñàìå,

ùî çðiçàòè âæå îá÷èñëåíå ñåðåäí¹ qb. Äëÿ ÷îãî öå ðîáèòüñÿ? Iíòåãðàëüíà

óìîâà 5.3 ïåðåâiðÿ¹, ÿê øâèäêî ðîçòÿãíåííÿ ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi,

êîëè ìè íàáëèæà¹ìîñÿ äî ìåæi. Íàñ öiêàâëÿòü âèêëþ÷íî âåëèêi çíà÷å-

ííÿ äåôîðìàöi¨. ßêùî æ â ÿêèõîñü òî÷êàõ Q(x) < 1, öå ìîæå ñòâîðèòè

ìàòåìàòè÷íi ïðîáëåìè ïiä ÷àñ îöiíîê ìîäóëÿ ñiìåé êðèâèõ � íàïðèêëàä,

íóëi â çíàìåííèêó. Øòó÷íî ¾çðiçàþ÷è¿ ôóíêöiþ çíèçó îäèíèöåþ, ìè ãà-

ðàíòó¹ìî, ùî çíàìåííèê çàâæäè áóäå êîðåêòíî âèçíà÷åíèì (q ′
b(r) > 1),

ïðè öüîìó â íàøîìó ïðèêëàäi íå âïëèâàþ÷è íà ðîçáiæíiñòü iíòåãðàëà,

îñêiëüêè â ðîçãëÿíóòîìó îêîëi Q > 1.

Ó íàøîìó êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi ìè ðîçãëÿäà¹ìî îêië òî÷êè b, äå

ðàäióñ r < δ < 1/e. Ïðè òàêèõ ìàëèõ ðàäióñàõ äðiá 1
r
> e, à îòæå íà-

òóðàëüíèé ëîãàðèôì log 1
r
> 1. Òîìó îá÷èñëåíå íàìè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ

qb(r) =
(
log 1

r

)n−1
¹ ãàðàíòîâàíî ñòðîãî áiëüøèì çà 1. Çàâäÿêè öüîìó

çðiçàííÿ ôóíêöi¨ ¨¨ íå çìiíþ¹:

q ′
b(r) = qb(r) =

(
log

1

r

)n−1

.

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíå çíà÷åííÿ ó çíàìåííèê ïiäiíòåãðàëüíîãî âèðàçó

(ùîá óíèêíóòè çàéâèõ äóæîê, îäðàçó çàñòîñó¹ìî âëàñòèâiñòü ñòåïåíiâ):

(q ′
b(t))

1
n−1 =

[(
log

1

t

)n−1
] 1

n−1

= log
1

t
.

Îòðèìó¹ìî îñòàòî÷íèé iíòåãðàë:

δ(b)∫
0

dt

t log 1
t

.

Çðîáèìî çàìiíó çìiííî¨: íåõàé u = log 1
t
= − ln t. Òîäi du = −1

t
dt. Ïðè

t → 0 ìà¹ìî u → ∞. Ïðè t = δ(b) ìà¹ìî u = − ln δ(b). Iíòåãðàë ïåðåòâî-
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ðþ¹òüñÿ íà:
∞∫

− ln δ(b)

du

u
= lim

M→∞
lnu

∣∣∣M
− ln δ(b)

= ∞.

Âèñíîâîê äî ïðèêëàäó 2. Iíòåãðàë ðîçáiãà¹òüñÿ. Öåé ïðèêëàä äåìîí-

ñòðó¹ ¾ìåæîâèé¿, êðèòè÷íèé ñòàí íîâèõ òåîðåì. Âií ïîêàçó¹, ùî íàâiòü

ÿêùî ñïîòâîðåííÿ Q(x) íå ¹ êîíñòàíòîþ, à ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi íà

ìåæi îáëàñòi ÿê ëîãàðèôì (òîáòî ðîñòå ïîâiëüíî), ïåðåâiðî÷íèé iíòåãðàë

âñå îäíî ðîçáiãà¹òüñÿ äî íåñêií÷åííîñòi, i, çà âèêîíàííÿ ðåøòè ¨¨ ãiïîòåç,

òåîðåìà óñïiøíî ñïðàöüîâó¹. Öå iëþñòðó¹ ìåõàíiêó ðîáîòè iíòåãðàëüíèõ

óìîâ ç òåîðåòè÷íîãî ìàòåðiàëó äëÿ âiäîáðàæåíü, ùî íå ¹ êâàçiêîíôîðì-

íèìè.

1.5 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Êëàñè Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà. ×èì ïðèíöèïîâî âiäðiçíÿ¹òüñÿ çàãàëü-

íèé êëàñ Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà W 1,φ
loc (D) âiä êëàñè÷íîãî ïðîñòîðó Ñîáî-

ë¹âà W 1,p
loc (D)? Íàâåäiòü ïðèêëàä ôóíêöi¨ φ(t), ÿêà çâóæó¹ çàãàëüíå

îçíà÷åííÿ äî êëàñè÷íîãî âèïàäêó.

2. Òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåíü. Äàéòå îçíà÷åííÿ âiä-

êðèòîãî òà äèñêðåòíîãî âiäîáðàæåííÿ. ×îìó â íîâiòíiõ äîñëiäæå-

ííÿõ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié ðîçãëÿäàþòü ñàìå òàêi âiäîáðà-

æåííÿ, à íå îáìåæóþòüñÿ ëèøå ãîìåîìîðôiçìàìè?

3. Ïðîñòi êiíöi. Ïîÿñíiòü êîíöåïöiþ ¾ïðîñòîãî êiíöÿ¿ (prime end)

îáëàñòi D. Ó ÿêèõ âèïàäêàõ äëÿ äîñëiäæåííÿ ìåæîâî¨ ïîâåäiíêè

âiäîáðàæåíü äîöiëüíî ïåðåõîäèòè âiä çâè÷àéíî¨ åâêëiäîâî¨ ìåæi ∂D

äî ïðîñòîðó ïðîñòèõ êiíöiâ DP ?

4. Ìàæîðàíòà âíóòðiøíüîãî ðîçòÿãíåííÿ. ßê ìàòåìàòè÷íî âè-

çíà÷à¹òüñÿ âíóòðiøí¹ ðîçòÿãíåííÿ KI,α(x, f) ïîðÿäêó α > 1? ßêèé

ãåîìåòðè÷íèé çìiñò íåðiâíîñòi KI,α(x, f) 6 Q(x), i ùî îçíà÷à¹ âè-

ïàäîê, êîëè ôóíêöiÿ Q(x) ¹ íåîáìåæåíîþ ïîáëèçó ìåæi?

5. Êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè. Ñôîðìóëþéòå êëàñè÷íó òåîðåìó Êàðàòåî-

äîði äëÿ êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü òà ¨¨ óçàãàëüíåííÿ, çðîáëåíå Ð.
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Íÿêêi äëÿ êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü. Ó ÷îìó ïîëÿãà¹ ñòðîãà

âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìåæîâèìè òî÷êàìè òà ïðîñòèìè êiíöÿìè ó öèõ

òåîðåìàõ?

6. Âëàñòèâiñòü ¾íåçàìêíåíîñòi¿. Ó íîâèõ òåîðåìàõ ïðî¹êòó (Òåî-

ðåìè 1.3�1.6) ðîçãëÿäàþòüñÿ âiäîáðàæåííÿ, ùî íå çáåðiãàþòü ìåæó.

ßêèé àíàëiòè÷íèé çìiñò íåñóòü óìîâè C(f, ∂D) ⊂ E∗ òà f−1(E∗) =

E? Íàâåäiòü ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ öèõ ìíîæèí.

7. Óìîâà Êàëüäåðîíà. Çàïèøiòü iíòåãðàëüíó óìîâó Êàëüäåðîíà äëÿ

ôóíêöi¨ φ(t). ßêó ðîëü öÿ óìîâà âiäiãðà¹ â òåîði¨ ïðîñòîðiâ Îðëè÷à-

Ñîáîë¹âà ïðè âñòàíîâëåííi ìîæëèâîñòi íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ

âiäîáðàæåííÿ?

8. Óìîâà ñêií÷åííîãî ñåðåäíüîãî êîëèâàííÿ. Ùî îçíà÷à¹ çàïèñ

Q ∈ FMO(x0) äëÿ ìàæîðàíòè ðîçòÿãíåííÿ ó ìåæîâié òî÷öi? ×îìó

âèìîãà ñêií÷åííîãî ñåðåäíüîãî êîëèâàííÿ Q çà âèêîíàííÿ ðåøòè

ãiïîòåç òåîðåìè ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ ïîáóäîâè íåïåðåðâíîãî ïðîäîâ-

æåííÿ (çãiäíî ç óìîâîþ 5.1 òåîðåìè 1.4)?

9. Óìîâà ðîçáiæíîñòi òà çðiçàíà ôóíêöiÿ. Ïîÿñíiòü ìåõàíiêó ðî-

áîòè iíòåãðàëüíî¨ óìîâè ðîçáiæíîñòi 5.3) ç òåîðåìè 1.4. ßê ñàìå

áóäó¹òüñÿ ¾çðiçàíà¿ ôóíêöiÿ Q′(x) i ÷îìó ïiä ÷àñ îöiíêè ìîäóëÿ

ñiìåé êðèâèõ ìè óñåðåäíþ¹ìî ¨¨ ñàìå ïî ñôåðàõ?

10. Àíàëiç ìåæîâî¨ ïîâåäiíêè (çà ìàòåðiàëàìè ïðèêëàäiâ). Ñïè-

ðàþ÷èñü íà ðîçâ'ÿçàíi â ïiäðîçäiëi ïðèêëàäè, ïîÿñíiòü: ÿê øâèäêî

ìàæîðàíòà âíóòðiøíüîãî ðîçòÿãíåííÿ Q(x) ìîæå ïðÿìóâàòè äî íå-

ñêií÷åííîñòi ïðè íàáëèæåííi äî ìåæîâî¨ òî÷êè b ∈ ∂D, ùîá çà âè-

êîíàííÿ ðåøòè ãiïîòåç âiäïîâiäíî¨ òåîðåìè âiäîáðàæåííÿ âñå ùå

ãàðàíòîâàíî äîïóñêàëî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ?

1.6 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Çàäà÷à 1. Äëÿ ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó n > 3 òà äîäàòíèõ êîíñòàíò p i k,

çíà÷åííÿ ÿêèõ çàäàíi â òàáëèöi äëÿ êîæíîãî âàðiàíòà, çíàéòè âñi çíà÷å-

ííÿ ïàðàìåòðà a > 0, ïðè ÿêèõ ôóíêöiÿ φ(t) = tp·a+k çàäîâîëüíÿ¹ iíòå-
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ãðàëüíó óìîâó Êàëüäåðîíà (óìîâà 4 òåîðåìè 1.3). Âiäïîâiäü îá ðóíòóâà-

òè øëÿõîì àíàëiòè÷íîãî îá÷èñëåííÿ âiäïîâiäíîãî íåâëàñíîãî iíòåãðàëà

òà ðîçâ'ÿçàííÿ îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi.

Òàáëèöÿ 1. Ïàðàìåòðè äî Çàäà÷i 1

Âàðiàíò n p k Âàðiàíò n p k

1 3 2 1 16 4 5 2

2 4 3 2 17 5 2 3

3 5 1 4 18 6 1 4

4 6 4 2 19 7 4 1

5 7 2 1 20 3 6 2

6 3 1 3 21 4 2 5

7 4 5 2 22 5 3 1

8 5 2 4 23 6 5 2

9 6 3 3 24 7 1 3

10 7 6 1 25 3 2 6

11 3 2 2 26 4 4 4

12 4 3 5 27 5 1 2

13 5 1 2 28 6 2 3

14 6 5 4 29 7 3 5

15 7 2 3 30 4 1 2

Çàäà÷à 2. Íåõàé D ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü, b ∈ ∂D. Äëÿ ðîç-

ìiðíîñòi ïðîñòîðó n òà äîäàòíèõ êîíñòàíò p i k, çíà÷åííÿ ÿêèõ çàäàíi

â òàáëèöi äëÿ êîæíîãî âàðiàíòà, çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a > 0,

ïðè ÿêèõ ìàæîðàíòà âíóòðiøíüîãî ðîçòÿãíåííÿ âiäîáðàæåííÿ, çàäàíà ó

âèãëÿäi

Q(x) = p

(
log

1

|x− b|

)a·k

,

çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó óìîâó ðîçáiæíîñòi 5.3) ç òåîðåìè 1.4 ïðè α = n

â îêîëi òî÷êè b. Äëÿ ñôåðè÷íîãî óñåðåäíåííÿ çàäà¹ìî Q íàâåäåíîþ ôîð-

ìóëîþ â óñüîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi 0 < |x − b| < δ < 1. Âiäïîâiäü îá-

 ðóíòóâàòè øëÿõîì çíàõîäæåííÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà ñôåði,
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âèêîíàííÿ çàìiíè çìiííî¨, îá÷èñëåííÿ âiäïîâiäíîãî íåâëàñíîãî iíòåãðàëà

òà ðîçâ'ÿçàííÿ îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi.

Òàáëèöÿ 2. Ïàðàìåòðè äî Çàäà÷i 2

Âàðiàíò n p k Âàðiàíò n p k

1 3 2 1 16 4 5 2

2 4 3 2 17 5 2 3

3 5 1 4 18 6 1 4

4 6 4 2 19 7 4 1

5 7 2 1 20 3 6 2

6 3 1 3 21 4 2 5

7 4 5 2 22 5 3 1

8 5 2 4 23 6 5 2

9 6 3 3 24 7 1 3

10 7 6 1 25 3 2 6

11 3 2 2 26 4 4 4

12 4 3 5 27 5 1 2

13 5 1 2 28 6 2 3

14 6 5 4 29 7 3 5

15 7 2 3 30 4 1 2
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2 Òåîðåìà Êåáå-Áëîõà

2.1 Îçíà÷åííÿ

Òåîðiÿ ïðîñòîðîâèõ âiäîáðàæåíü, ùî çàäîâîëüíÿþòü ãåîìåòðè÷íi òà àíà-

ëiòè÷íi îáìåæåííÿ, ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóí-

êöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Äëÿ ðîçóìiííÿ ñó÷àñíèõ ïðîñòîðîâèõ àíàëîãiâ

òåîðåì Êåáå òà Áëîõà, íàâåäåìî êëàñè÷íi áàçîâi ïîíÿòòÿ òà ðåçóëüòàòè

äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié (äèâ., íàïð., [3]).

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ôóíêöiÿ f(z), ÿêà ¹ àíàëiòè÷íîþ â îáëàñòi D ⊂ C,
íàçèâà¹òüñÿ îäíîëèñòîþ â öié îáëàñòi, ÿêùî âîíà íàáóâà¹ êîæíîãî ñâî-

ãî çíà÷åííÿ ëèøå îäèí ðàç. Iíøèìè ñëîâàìè, f(z) ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðà-

æåííÿì: ç òîãî, ùî f(z1) = f(z2) äëÿ z1, z2 ∈ D, îáîâ'ÿçêîâî âèïëèâà¹,

ùî z1 = z2.

Îñîáëèâèé iíòåðåñ ñòàíîâëÿòü êîíôîðìíi (àíàëiòè÷íi îäíîëèñòi) ôóí-

êöi¨, ùî âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã D = {z ∈ C : |z| < 1}. Äëÿ
çðó÷íîñòi äîñëiäæåíü ¨õ çàçâè÷àé íîðìóþòü ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Êëàñ S - öå ñiì'ÿ âñiõ ôóíêöié f(z), ÿêi ¹ àíàëiòè-

÷íèìè òà îäíîëèñòèìè â îäèíè÷íîìó êðóçi D, i çàäîâîëüíÿþòü òàê çâàíå
ãiäðîäèíàìi÷íå íîðìóâàííÿ:

f(0) = 0, f ′(0) = 1.

Áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ f ∈ S ðîçêëàäà¹òüñÿ â êðóçi D ó çáiæíèé ñòåïåíåâèé

ðÿä Òåéëîðà âèãëÿäó:

f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + · · · = z +
∞∑
n=2

anz
n.

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè òàêîæ ñïèðà¹ìîñÿ íà áàçîâi ïîíÿòòÿ ïðîñòîðiâ

Ñîáîë¹âà òà Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà, ìîäóëiâ ñiìåé êðèâèõ òà ïðîñòèõ êiíöiâ,

ÿêi âæå áóëè äåòàëüíiøå ââåäåíi ó ïåðøîìó ðîçäiëi. Ïðîòå äëÿ äîñëiäæå-

ííÿ ðîçìiðiâ îáðàçiâ ïðîñòîðîâèõ âiäîáðàæåíü òà ãëîáàëüíî¨ ïîâåäiíêè

¨õ ñiìåé (ùî ¹ ñóòòþ àíàëîãiâ òåîðåì òèïó Êåáå-Áëîõà) íàì íåîáõiäíî

ââåñòè íèçêó íîâèõ ìåòðè÷íèõ òà òîïîëîãi÷íèõ iíñòðóìåíòiâ.
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Îçíà÷åííÿ 2.3. Äëÿ îöiíêè ðîçìiðiâ ìíîæèí ó ðîçøèðåíîìó ïðî-

ñòîði Rn = Rn ∪ {∞} íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ õîðäàëüíà (àáî ñôå-
ðè÷íà) ìåòðèêà h(x, y) (äèâ., íàïð., [28]). Öÿ ìåòðèêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

h(x, y) =
|x− y|√

1 + |x|2
√
1 + |y|2

, x ̸= ∞ ̸= y,

òà h(x,∞) = 1√
1+|x|2

. Âiäïîâiäíî, õîðäàëüíèé äiàìåòð ìíîæèíè E ⊂ Rn

âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê h(E) := supx,y∈E h(x, y).

Îçíà÷åííÿ 2.4. Íåõàé p > 1, D - îáëàñòü â Rn, y0 ∈ f(D) \ {∞},
à Q : Rn → [0,∞] - âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ. Êàæóòü, ùî âiäîáðà-

æåííÿ f : D → Rn çàäîâîëüíÿ¹ îáåðíåíó íåðiâíiñòü Ïîëåöüêîãî â òî÷öi

y0 âiäíîñíî p-ìîäóëÿ (äèâ., íàïð., [24]), ÿêùî iñíó¹ r0 > 0 òàêå, ùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî ñôåðè÷íîãî êiëüöÿ A(y0, r1, r2) = {y ∈ Rn : r1 < |y − y0| < r2}
ç 0 < r1 < r2 < r0 òà áóäü-ÿêî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ η : (r1, r2) → [0,∞], ùî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
∫ r2
r1
η(r)dr > 1, âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà:

Mp(Γf (y0, r1, r2)) 6
∫

f(D)∩A(y0,r1,r2)

Q(y) · ηp(|y − y0|)dm(y),

äå Γf � ñiì'ÿ êðèâèõ óD, îáðàçè ÿêèõ íàëåæàòü Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), A(y0, r1, r2)),

òîáòî ç'¹äíóþòü ñôåðè âñåðåäèíi êiëüöÿ. Óìîâó â òî÷öi ∞ ðîçóìiþòü çà

äîïîìîãîþ iíâåðñi¨ ψ(y) = y/|y|2, ÿê ó [9, 26].

Îçíà÷åííÿ 2.5. Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn, ìíîæèíè E ⊂ D òà

òî÷êè y ∈ Rn ôóíêöiÿ êðàòíîñòi (multiplicity function) N(y, f, E) âèçíà-

÷à¹òüñÿ ÿê êiëüêiñòü ïðîîáðàçiâ òî÷êè y ó ìíîæèíi E (äèâ. [21]), òîáòî,

N(y, f, E) = card{x ∈ E : f(x) = y}.

Ìàêñèìàëüíà êðàòíiñòü âiäîáðàæåííÿ f íà ìíîæèíi E ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê

N(f, E) = sup
y∈Rn

N(y, f, E).

Îçíà÷åííÿ 2.6. Íåõàé f : D → Rn � äèñêðåòíå âiäêðèòå âiäîáðà-

æåííÿ, β : [a, b) → Rn � êðèâà, i x ∈ f−1(β(a)). Êðèâà α : [a, c) → D
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íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèì f -ïiäíÿòòÿì (maximal f -lifting) êðèâî¨ β ç

ïî÷àòêîì ó òî÷öi x (äèâ., íàïð., [14]), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òðè óìîâè: 1)

α(a) = x; 2) f ◦ α = β|[a,c); 3) äëÿ áóäü-ÿêîãî c < c′ 6 b íå iñíó¹ êðèâî¨

α′ : [a, c′) → D òàêîãî, ùî α = α′|[a,c) òà f ◦ α′ = β|[a,c′).

Îçíà÷åííÿ 2.7. Îáëàñòü D ⊂ Rn, n > 2, íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíîþ

îáëàñòþ (uniform domain) âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, p > 1, ÿêùî äëÿ êîæíîãî

r > 0 iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî Mp(Γ(F, F
∗, D)) > δ äëÿ áóäü-ÿêèõ êîíòèíóó-

ìiâ F òà F ∗ ó D, õîðäàëüíi äiàìåòðè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè h(F ) > r

òà h(F ∗) > r (äèâ., íàïð., [6]). Ñiì'ÿ îáëàñòåé Di, i ∈ I, íàçèâà¹òüñÿ îäíî-

ñòàéíî ðiâíîìiðíîþ (equi-uniform), ÿêùî çàçíà÷åíà óìîâà âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ êîæíî¨ îáëàñòi Di çi ñïiëüíîþ êîíñòàíòîþ δ.

Îçíà÷åííÿ 2.8. Ñiì'ÿ F âiäîáðàæåíü f : X → X ′ ìiæ ìåòðè÷íèìè

ïðîñòîðàìè (X, d) òà (X ′, d′) íàçèâà¹òüñÿ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ (àáî

îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ, equicontinuous) â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ δ > 0 òàêå, ùî d′(f(x), f(x0)) < ε äëÿ âñiõ x,

ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó d(x, x0) < δ, i äëÿ âñiõ âiäîáðàæåíü f ∈ F

îäíî÷àñíî. Ñiì'ÿ F íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ, ÿêùî ç áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâ-

íîñòi âiäîáðàæåíü fm ∈ F ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü, ùî çáiãà-

¹òüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â X (äèâ., íàïð., [28]). Çãiäíî ç òåîðåìîþ

Àðöåëà-Àñêîëi, äëÿ ñiì'¨ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü êîìïàêòíîãî ìåòðè-

÷íîãî ïðîñòîðó X ó êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið X ′ öi äâà ïîíÿòòÿ ¹

åêâiâàëåíòíèìè.

2.2 Êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè

Âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé ôóíêöié êëàñó S òà çàãàëüíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié ïðèâåëî äî ïîÿâè ôóíäàìåíòàëüíèõ òåîðåì, ÿêi îöiíþþòü ðîçìiðè

îáðàçiâ îáëàñòåé ïðè òàêèõ âiäîáðàæåííÿõ (äèâ., íàïð., [3]).

Òåîðåìà Êåáå äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ìiñòèòü ó ñîái òâåðäæåííÿ

ïðî òå, ùî êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ îäèíè÷íîãî êðóãà ç íîðìóâàííÿì ó

ïî÷àòêó êîîðäèíàò îáîâ'ÿçêîâî ïîêðèâàþòü êðóã ôiêñîâàíîãî ðàäióñà.

Òåîðåìà Êåáå (ïðî 1/4). Íåõàé f : D → C � îäíîëèñòà àíà-

ëiòè÷íà ôóíêöiÿ òàêà, ùî f(0) = 0 òà f ′(0) = 1. Òîäi îáðàç f ïî-
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êðèâà¹ âiäêðèòèé êðóã iç öåíòðîì ó 0 ðàäióñà îäíà ÷åòâåðòà, òîáòî

f(D) ⊃ B(0, 1/4). Òî÷íiñòü öi¹¨ êîíñòàíòè äîñÿãà¹òüñÿ íà ôóíêöi¨ Êå-

áå f(z) = z/(1− z)2.

ßêùî âiäìîâèòèñÿ âiä ãëîáàëüíî¨ îäíîëèñòîñòi ôóíêöi¨ â óñüîìó êðó-

çi D i âèìàãàòè ëèøå àíàëiòè÷íiñòü òà íîðìóâàííÿ ïîõiäíî¨ â íóëi, ìè

ïðèõîäèìî äî òåîðåìè Áëîõà (äèâ., íàïð., [3]).

Òåîðåìà Áëîõà. Íåõàé f(z) - àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ â îäèíè÷íîìó

êðóçi D, ïðè÷îìó f ′(0) = 1. Òîäi iñíó¹ àáñîëþòíà êîíñòàíòà B > 0

(ñòàëà Áëîõà), òàêà ùî â êðóçi D çíàéäåòüñÿ ïiäîáëàñòü, ÿêà âiäîáðà-

æà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ f(z) îäíîëèñòî íà äåÿêèé êðóã ðàäióñà B.

Áëèçüêîþ çà çìiñòîì ¹ òåîðåìà Ëàíäàó (äèâ., íàïð., [3]). Ó öié òåîðå-

ìi ðîçãëÿäàþòüñÿ çàãàëüíi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨, àëå, íà âiäìiíó âiä òåîðå-

ìè Áëîõà, òóò íå âèìàãà¹òüñÿ, ùîá çíàéäåíèé êðóã áóâ ñàìå îäíîëèñòèì

îáðàçîì ïiäîáëàñòi (äîïóñêà¹òüñÿ, ùî ôóíêöiÿ ìîæå ïîêðèâàòè öåé êðóã

êiëüêà ðàçiâ).

Òåîðåìà Ëàíäàó. Íåõàé f(z) � àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ â êðóçi D, òà-
êà ùî f(0) = 0 òà f ′(0) = 1. Òîäi iñíó¹ àáñîëþòíà êîíñòàíòà L > 0

(ñòàëà Ëàíäàó), òàêà ùî îáðàç f(D) ìiñòèòü ó ñîái êðóã ðàäióñà L.

Öi êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü, ùî ïîâåäiíêà ïîõiäíî¨ (à îòæå i

ðîçòÿãíåííÿ âiäîáðàæåííÿ) â îäíié òî÷öi æîðñòêî êîíòðîëþ¹ ãåîìåòðiþ

òà ðîçìiðè îáðàçó öiëî¨ îáëàñòi.

Ó íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ ìè ïîêàæåìî, ÿê öi iäå¨ ïåðåíîñÿòüñÿ íà

çíà÷íî ñêëàäíiøi îá'¹êòè - âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó Rn, ùî çàäîâîëüíÿ-

þòü îáåðíåíó íåðiâíiñòü Ïîëåöüêîãî.

2.3 Ðåçóëüòàòè ïðî¹êòó

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè äåòàëüíî âèñâiòëèìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè, îòðèìà-

íi â õoäi âèêîíàííÿ ïðî¹êòó, ÿêi óçàãàëüíþþòü êëàñè÷íó òåîðåìó Êåáå

íà âèïàäîê ïðîñòîðîâèõ âiäîáðàæåíü, âiäîáðàæåíü íà ìåòðè÷íèõ ïðîñòî-

ðàõ, à òàêîæ âñòàíîâëþþòü âàæëèâi íàñëiäêè ùîäî ïîâåäiíêè ãðàíè÷íèõ

âiäîáðàæåíü. Óñi íàâåäåíi íèæ÷å ðåçóëüòàòè áàçóþòüñÿ íà ïðàöÿõ (äèâ.,
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íàïð., [9, 18, 26,27]).

2.3.1 Ïðîáëåìàòèêà òà áàçîâi ïîíÿòòÿ

ßê âiäîìî ç ïiäðîçäiëó 2.2, êëàñè÷íà òåîðåìà Êåáå ïðî 1/4 âèêîðèñòî-

âó¹ æîðñòêå íîðìóâàííÿ ïîõiäíî¨ â íóëi: f ′(0) = 1. Äëÿ óçàãàëüíåíèõ

ïðîñòîðîâèõ âiäîáðàæåíü, çîêðåìà âiäîáðàæåíü çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðå-

ííÿì, êëàñiâ Ñîáîë¹âà òà Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà, âèìàãàòè iñíóâàííÿ òà ôi-

êñàöiþ ïîõiäíî¨ â òî÷öi íå çàâæäè ìîæëèâî, îñêiëüêè òàêi âiäîáðàæåííÿ

ìîæóòü áóòè äèôåðåíöiéîâíèìè ëèøå ìàéæå ñêðiçü.

Òîìó â ñó÷àñíié ãåîìåòðè÷íié òåîði¨ ôóíêöié ëîêàëüíå íîðìóâàííÿ

ïîõiäíî¨ çàìiíþ¹òüñÿ ãëîáàëüíîþ òîïîëîãi÷íîþ óìîâîþ. Íàé÷àñòiøå âè-

ìàãà¹òüñÿ, ùîá äiàìåòðè îáðàçiâ äåÿêèõ ôiêñîâàíèõ ìíîæèí (íàïðèêëàä,

êîíòèíóóìiâ) áóëè âiääiëåíi âiä íóëÿ äåÿêîþ ôiêñîâàíîþ êîíñòàíòîþ.

Äëÿ âèìiðþâàííÿ âiäñòàíåé ó ðîçøèðåíîìó ïðîñòîði Rn = Rn ∪ {∞}
çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè õîðäàëüíó (ñôåðè÷íó) ìåòðèêó h(x, y), à äëÿ

îöiíêè ðîçìiðiâ ìíîæèí - õîðäàëüíèé äiàìåòð h(E).

Ãîëîâíèì iíñòðóìåíòîì äîñëiäæåííÿ ðîçìiðiâ îáðàçiâ âiäîáðàæåíü

âèñòóïà¹ îáåðíåíà íåðiâíiñòü Ïîëåöüêîãî (inverse Poletsky inequali-

ty). Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn çàäîâîëüíÿ¹ îáåðíåíó íå-

ðiâíiñòü Ïîëåöüêîãî â òî÷öi y0 ∈ f(D)\{∞} âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ñiìåé øëÿ-
õiâ ç ìàæîðàíòîþ Q, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ñôåðè÷íîãî êiëüöÿ A(y0, r1, r2)

òà áóäü-ÿêî¨ äîïóñòèìî¨ ôóíêöi¨ η âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà:

Mp(Γf (y0, r1, r2)) 6
∫

A(y0,r1,r2)∩f(D)

Q(y) · ηp(|y − y0|) dm(y),

äå Γf (y0, r1, r2) � ñiì'ÿ êðèâèõ ó D, îáðàçè ÿêèõ ç'¹äíóþòü âiäïîâiäíi

ñôåðè âñåðåäèíi êiëüöÿ A(y0, r1, r2).

2.3.2 Àíàëîã òåîðåìè Êåáå â Rn çà iíòåãðîâíîñòi ìàæîðàíòè

Ïåðøèé ôóíäàìåíòàëüíèé ðåçóëüòàò ïðî¹êòó óçàãàëüíþ¹ òåîðåìó Êåáå

äëÿ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü, ìàæîðàíòà ÿêèõ ¹ iíòåãðîâíîþ

ôóíêöi¹þ íà Rn i çàäîâîëüíÿ¹ äîäàòêîâi óìîâè, íàâåäåíi íèæ÷å (äèâ.,

íàïð., [26]).
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Íåõàé D � îáëàñòü â Rn, n > 2, à Q : Rn → [0,∞] � âèìiðíà çà

Ëåáåãîì ôóíêöiÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç FE
Q,δ(D) ñiì'þ âñiõ âiäêðèòèõ äèñêðå-

òíèõ âiäîáðàæåíü f : D → Rn, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îáåðíåíó íåðiâíiñòü

Ïîëåöüêîãî âiäíîñíî n-ìîäóëÿ ç ìàæîðàíòîþ Q ó êîæíié òî÷öi Rn, i äëÿ

ÿêèõ çàôiêñîâàíî ñïiëüíèé êîíòèíóóì E ⊂ D òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà íîðìóâàííÿ:

h(f(E)) > δ > 0,

äå δ - ôiêñîâàíà ñòàëà, ñïiëüíà äëÿ âñi¹¨ ñiì'¨.

Òåîðåìà 2.1 (Àíàëîã òåîðåìè Êåáå äëÿ Q ∈ L1). Ïðèïóñòèìî,

ùî Q ∈ L1(Rn) i, êðiì òîãî, àáî Q ∈ FMO(Rn), àáî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè

y0 ∈ Rn iñíó¹ δ(y0) > 0 òàêå, ùî∫ δ(y0)

0

dt

tq
1/(n−1)
y0 (t)

= ∞.

Òóò qy0(t) � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ Q íà ñôåði S(y0, t); óìîâè â ∞ îçíà÷à-

þòü âiäïîâiäíi óìîâè â íóëi äëÿ Q̃(y) = Q(y/|y|2). Òîäi äëÿ çàäàíî¨ êóëi

B(x0, ε1) ⊂ D iñíó¹ ðàäióñ r0 > 0, ÿêèé íå çàëåæèòü âiä êîíêðåòíîãî

âiäîáðàæåííÿ f ∈ FE
Q,δ(D), òàêèé ùî

B(f(x0), r0) ⊂ f(B(x0, ε1))

äëÿ âñiõ f ∈ FE
Q,δ(D).

Öåé ðåçóëüòàò (äèâ., íàïð., [26]) ãåîìåòðè÷íî îçíà÷à¹, ùî îáðàç áóäü-

ÿêî¨ êóëi ôiêñîâàíîãî ðàäióñà ïðè âiäîáðàæåííÿõ äàíîãî êëàñó îáîâ'ÿç-

êîâî ìiñòèòü ó ñîái (â åâêëiäîâié ìåòðèöi) êóëþ, ðàäióñ ÿêî¨ r0 ¹ îäíàêî-

âèì äëÿ âñüîãî êëàñó âiäîáðàæåíü. Öå ¹ ïðÿìèì, ñòðîãèì ïðîñòîðîâèì

óçàãàëüíåííÿì êëàñè÷íî¨ âëàñòèâîñòi ¾ïîêðèòòÿ êóëi ðàäióñà 1/4¿.

2.3.3 Àíàëîã òåîðåìè Êåáå çà iíòåãðàëüíèõ îáìåæåíü íà ìàæîðàíòó

Ñïiëüíó ìàæîðàíòó Q ìîæíà çàìiíèòè ìàæîðàíòàìè Qf , ùî çàëåæàòü

âiä âiäîáðàæåííÿ, çà âiäïîâiäíèõ iíòåãðàëüíèõ óìîâ i íîðìóâàííÿ. Ó ãåî-

ìåòðè÷íié òåîði¨ ôóíêöié ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü òàê çâàíi iíòåãðàëüíi

îáìåæåííÿ, êîëè ìàæîðàíòà êîíòðîëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïåâíî¨ çðî-

ñòàþ÷î¨ îïóêëî¨ ôóíêöi¨ Φ: [0,∞] → [0,∞].
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Íåõàé Ra,b
Q,δ,p,Φ(D) - ñiì'ÿ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çà-

äîâîëüíÿþòü îáåðíåíó íåðiâíiñòü Ïîëåöüêîãî âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ç ìàæî-

ðàíòîþ Q, ùî çàëåæèòü âiä âiäîáðàæåííÿ (Q = Qf ), ó êîæíié òî÷öi Rn,

i äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ iíòåãðàëüíå îáìåæåííÿ:∫
Rn

Φ(Qf (y))
dm(y)

(1 + |y|2)n
<∞.

Äëÿ ôiêñîâàíèõ a, b ∈ D, a ̸= b, âèìàãà¹òüñÿ âèêîíàííÿ óìîâè íîðìóâà-

ííÿ h(f(a), f(b)) > δ > 0.

Òåîðåìà 2.2 (Òåîðåìà Êåáå ç iíòåãðàëüíèìè îáìåæåííÿìè).

Íåõàé n − 1 < p 6 n. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

ðîçáiæíîñòi:
∞∫

δ0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

p−1

= ∞

äëÿ äåÿêîãî δ0 > τ0 := Φ(0). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî ñiì'ÿ Ra,b
Q,δ,p,Φ(D)

îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà â a i b. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî êîìïàêòà K ⊂ D òà

÷èñëà 0 < ε1 < dist(K, ∂D) iñíó¹ ðàäióñ r0 > 0, ÿêèé íå çàëåæèòü âiä f ,

òàêèé ùî

Bh(f(x0), r0) ⊂ f(B(x0, ε1))

äëÿ âñiõ x0 ∈ K òà âñiõ f ∈ Ra,b
Q,δ,p,Φ(D).

Öåé ðåçóëüòàò, îòðèìàíèé ó [9], ïîêàçó¹, ùî íàâiòü ÿêùî ìàæîðàíòà

Qf ìà¹ ñèëüíi ëîêàëüíi îñîáëèâîñòi, ãëîáàëüíîãî êîíòðîëþ ÷åðåç îïóêëó

ôóíêöiþ Φ ç óìîâîþ ðîçáiæíîñòi iíòåãðàëà, çà âèêîíàííÿ ðåøòè ãiïîòåç

òåîðåìè 2.2, äîñòàòíüî äëÿ òîãî, ùîá âiäîáðàæåííÿ çáåðiãàëî âëàñòèâiñòü

ïîêðèòòÿ ôiêñîâàíî¨ êóëi.

2.3.4 Âëàñòèâiñòü âiäêðèòîñòi ãðàíè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ

Îäíèì iç íàéâàæëèâiøèõ çàñòîñóâàíü àíàëîãà òåîðåìè Êåáå ¹ âèâ÷åííÿ

òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ãðàíèöü ïîñëiäîâíîñòåé âiäîáðàæåíü. Âiäî-

ìî (ç êëàñè÷íèõ òåîðåì Ãóðâiöà äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié), ùî ãðàíè-

öÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi îäíîëèñòèõ ôóíêöié ¹ àáî

îäíîëèñòîþ ôóíêöi¹þ, àáî êîíñòàíòîþ.
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Äëÿ ïðîñòîðîâèõ âiäîáðàæåíü ñèòóàöiÿ çíà÷íî ñêëàäíiøà: ãðàíèöÿ

ïîñëiäîâíîñòi âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü, âçàãàëi êàæó÷è, ìî-

æå âòðà÷àòè öi âëàñòèâîñòi (íàïðèêëàä, âèðîäæóâàòèñÿ, ¾ñïëþùóþ÷è¿

ïðîñòið ó âiäðiçîê ÷è ïîâåðõíþ ìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi). Îäíàê, çàâäÿêè

íàÿâíîñòi ôiêñîâàíî¨ êóëi â îáðàçi (ùî ãàðàíòó¹òüñÿ àíàëîãîì òåîðå-

ìè Êåáå), ãðàíè÷íå âiäîáðàæåííÿ çáåðiãà¹ âëàñòèâiñòü âiäêðèòîñòi (äèâ.,

íàïð., [26]).

Òåîðåìà 2.3 (Âiäêðèòiñòü òà ëåãêiñòü ãðàíè÷íîãî âiäîáðà-

æåííÿ). Íåõàé ñiì'ÿ FE
Q,δ(D) âèçíà÷åíà ÿê ó òåîðåìi 2.1 (ç óñiìà çà-

çíà÷åíèìè òàì óìîâàìè íà Q). ßêùî ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü fm ∈
FE
Q,δ(D), m = 1, 2, . . . , çáiãà¹òüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî â îáëàñòi D äî

äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn, òî ãðàíè÷íå âiäîáðàæåííÿ f òàêîæ

¹ âiäêðèòèì i ëåãêèì.

Ëåãêèì íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ, êîæåí øàð ÿêîãî ¹ öiëêîì íå-

çâ'ÿçíèì. Ñòàëà ãðàíèöÿ âèêëþ÷à¹òüñÿ óìîâîþ h(fm(E)) > δ > 0 íà

ôiêñîâàíîìó êîíòèíóóìi E.

Ñõåìà äîâåäåííÿ (iäåÿ): Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå, òîáòî ùî f íå ¹

âiäêðèòèì. Îñêiëüêè f ¹ ãðàíèöåþ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî çáiæíî¨ ïîñëi-

äîâíîñòi, ïîðóøåííÿ âiäêðèòîñòi îçíà÷àëî á, ùî iñíó¹ òî÷êà x0 ∈ D òà

¨¨ îêië, îáðàç ÿêîãî ïðè âiäîáðàæåííi f íå ìiñòèòü æîäíîãî îêîëó òî-

÷êè f(x0). Ïðîòå çà Òåîðåìîþ 2.1 äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ fm îáðàç

fm(B(x0, ε1)) ãàðàíòîâàíî ìiñòèòü åâêëiäîâó êóëþ B(fm(x0), r0) ç ôiêñî-

âàíèì ðàäióñîì r0 > 0. Âèáèðà¹ìî êóëþ iç çàìèêàííÿì ó ïî÷àòêîâîìó

îêîëi x0. Êîìïàêòíiñòü öüîãî çàìèêàííÿ äîçâîëÿ¹ ïåðåéòè äî çáiæíî¨

ïiäïîñëiäîâíîñòi ïðîîáðàçiâ êîæíî¨ òî÷êè äîñòàòíüî ìàëî¨ êóëi íàâêî-

ëî f(x0); ëîêàëüíî ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü äà¹ ïðîîáðàç ïðè f . Ãðàíè÷íèé

ïåðåõiä ç óðàõóâàííÿì öi¹¨ ¾ãåîìåòðè÷íî¨ ïiäïiðêè¿ (íàÿâíîñòi êóëi ðà-

äióñà r0) çàáåçïå÷ó¹, ùî îáðàç ïî÷àòêîâîãî îêîëó ìiñòèòü îêië f(x0), ùî

äîâîäèòü âiäêðèòiñòü f . Ëåãêiñòü âñòàíîâëþ¹òüñÿ îêðåìî çà äîïîìîãîþ

îöiíîê ìîäóëÿ (äèâ., íàïð., [26]).
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2.3.5 Óçàãàëüíåííÿ íà ìåòðè÷íi ïðîñòîðè òà ðiìàíîâi ìíîãîâèäè

Ó õîäi âèêîíàííÿ ïðî¹êòó ðåçóëüòàòè ùîäî àíàëîãiâ òåîðåìè Êåáå áóëè

ãëèáîêî ïîøèðåíi íà âèïàäîê àáñòðàêòíèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ (äèâ.,

íàïð., [27]). Òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ çàñòîñîâóâàòè òåîðiþ äî íååâêëiäî-

âèõ îá'¹êòiâ, çîêðåìà äî ðiìàíîâèõ ïîâåðõîíü òà ôàêòîð-ïðîñòîðiâ çà

ãðóïàìè Ìîáióñà.

Íåõàé (X, d, µ) òà (X ′, d′, µ′) � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè ç ìiðàìè, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâè ðåãóëÿðíîñòi. Îñíîâíèé àêöåíò ðîáèòüñÿ íà ïðîñòîðàõ

Ëåâíåðà (Loewner spaces) òà ðåãóëÿðíèõ çà Àëüôîðñîì ïðîñòîðàõ, ó ÿêèõ

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå. Ñàìå â òàêèõ ïðîñòîðàõ ìîäóëü ñiìåé

êðèâèõ òà äiàìåòð ìíîæèíè æîðñòêî ïîâ'ÿçàíi ìåòðè÷íî.

Òåîðåìà 2.4 (Àíàëîã òåîðåìè Êåáå ó ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ).

Íåõàé D - îáëàñòü ó ïðîñòîði X, ÿêà ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíèì i ëîêàëüíî

êîìïàêòíèì α-ïðîñòîðîì Ëåâíåðà ðîçìiðíîñòi Õàóñäîðôà α > 2. Íå-

õàé D′ ⊂ X ′ ìà¹ êîìïàêòíå çàìèêàííÿ òà ïðèíàéìíi äâi ðiçíi ìåæîâi

òî÷êè i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó A: äâi ïàðè ðiçíèõ òî÷îê a, c ∈ D′ i b, d ∈ D′

ìîæíà ç'¹äíàòè íåïåðåòèííèìè øëÿõàìè â D′, ÿêi, êðiì êiíöåâèõ òî-

÷îê, ëåæàòü ó D′. Ïðèïóñòèìî, ùî X ′ � ëîêàëüíî øëÿõîâî çâ'ÿçíèé,

ëîêàëüíî êîìïàêòíèé, âåðõíüî α′-ðåãóëÿðíèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi Õà-

óñäîðôà α′ > 2 i äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ γ > 0, êîæíîãî z0 ∈ X ′ òà âñiõ

äîñòàòíüî ìàëèõ r > 0 âèêîíó¹òüñÿ

µ′(B′(z0, 2r)) 6 γ logα
′−2(1/r)µ′(B′(z0, r)).

Íåõàé ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü F ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiä-

îáðàæåíü f : D → D′, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îáåðíåíó íåðiâíiñòü Ïîëåöüêî-

ãî ó êîæíié òî÷öi X ′ ç ìàæîðàíòîþ Q : X ′ → [0,∞], Q ∈ FMO(D′) òà

óìîâó íîðìóâàííÿ äiàìåòðà d′(f(E)) > δ > 0 äëÿ ôiêñîâàíîãî êîíòèíó-

óìó E ⊂ D. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ êóëi B(x0, ε1) ⊂ D iñíó¹ ðàäióñ r0 > 0,

ÿêèé íå çàëåæèòü âiä f , òàêèé ùî B′(f(x0), r0) ⊂ f(B(x0, ε1)) äëÿ âñiõ

f ∈ F.

Çà âèêîíàííÿ çàçíà÷åíèõ ìåòðè÷íèõ ãiïîòåç öåé ðåçóëüòàò ãåíåðó¹

íàñëiäêè äëÿ êëàñiâ Ñîáîë¹âà òà Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà, âèçíà÷åíèõ ó ïåâ-
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íié îáëàñòi ðiìàíîâî¨ ïîâåðõíi àáî ôàêòîð-ïðîñòîðó, óòâîðåíîãî ãðóïîþ

äðîáîâî- ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü îäèíè÷íî¨ êóëi (äèâ., íàïð., [27]).

2.3.6 Çàñòîñóâàííÿ äî êëàñiâ Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà òà êiëüöåâèõ ãîìåî-

ìîðôiçìiâ

Âêàçàíi âèùå àáñòðàêòíi ðåçóëüòàòè (òåîðåìè 2.1-2.3) çà âiäïîâiäíèõ äî-

äàòêîâèõ óìîâ ìàþòü çàñòîñóâàííÿ äî êëàñiâ Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà W 1,φ
loc òà

êiëüöåâèõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ (äèâ., íàïð., [9, 18]).

Ó êëàñè÷íié òåîði¨ äîâåäåíî, ùî ãîìåîìîðôiçìè f , äëÿ ÿêèõ f i f−1

íàëåæàòü âiäïîâiäíèì êëàñàì W 1,n
loc , çàäîâîëüíÿþòü îáåðíåíó íåðiâíiñòü

Ïîëåöüêîãî, äå â ÿêîñòi ìàæîðàíòè Q âèñòóïà¹ âíóòðiøíÿ äèëàòàöiÿ

KI(y, f
−1). Ó [18] öåé çâ'ÿçîê ïîøèðåíî íà øèðøi êëàñè âiäîáðàæåíü.

Òåîðåìà 2.5 (Çàñòîñóâàííÿ äî êiëüöåâèõ ãîìåîìîðôiçìiâ).

Íåõàé f : D → Rn - ãîìåîìîðôiçì, n > 3, f ∈ W 1,φ
loc (D). Ïðèïóñòèìî,

ùî ôóíêöiÿ φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Êàëüäåðîíà

∞∫
1

(
t

φ(t)

) 1
n−2

dt <∞,

à çîâíiøíÿ äèëàòàöiÿ âiäîáðàæåííÿ ëîêàëüíî iíòåãðîâíà â ñòåïåíi n−
1: KO(x, f) ∈ Ln−1

loc (D). Òîäi îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ g = f−1 íàëåæèòü

äî ïðîñòîðó W 1,n
loc (f(D)) i, çà äîäàòêîâî¨ óìîâè KI(·, g) ∈ L1

loc(f(D)), ¹

êiëüöåâèì Q∗-ãîìåîìîðôiçìîì ç ìàæîðàíòîþ Q∗ = KI(y, g). Äëÿ çà-

ñòîñóâàííÿ àíàëîãà òåîðåìè Êåáå ç [18] ïîòðiáíî òàêîæ ïåðåâiðèòè

óìîâè öi¹¨ ïðàöi íà îáëàñòü, ìàæîðàíòó i íîðìóâàííÿ h(f(K), ∂f(D)) >
δ > 0; äëÿ îáåðíåíèõ âiäîáðàæåíü öi óìîâè ïåðåâiðÿþòü îêðåìî.

Öåé áëîê çàâåðøó¹ àðõiòåêòóðó äîñëiäæåíü ïðî¹êòó: âiä àáñòðàêòíèõ

âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî äî ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ

i, çðåøòîþ, äî êîíêðåòíèõ äèôåðåíöiàëüíî-àíàëiòè÷íèõ êëàñiâ Îðëè÷à-

Ñîáîë¹âà, äëÿ ÿêèõ íàâåäåíî äîñòàòíi óìîâè çáåðåæåííÿ êëàñè÷íèõ ãåî-

ìåòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé (óìîâà Êàëüäåðîíà, óìîâè íà ìàæîðàíòó òà

íîðìóâàííÿ ñiì'¨).
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2.4 Ïðèêëàäè òà ¨õ äåòàëüíå îá ðóíòóâàííÿ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî äâà ìîäåëüíi ïðèêëàäè, ÿêi äåìîí-

ñòðóþòü âàæëèâiñòü óìîâ ó äîâåäåíèõ àíàëîãàõ òåîðåìè Êåáå. Ïåðøèé

ïðèêëàä ïîêàçó¹, ÷îìó íåìîæëèâî âiäìîâèòèñÿ âiä ãëîáàëüíîãî òîïîëîãi-

÷íîãî íîðìóâàííÿ h(f(E)) > δ. Äðóãèé ïðèêëàä iëþñòðó¹ ãåîìåòðè÷íèé

çìiñò ðàäiàëüíî¨ iíòåãðàëüíî¨ óìîâè íà áàçi ðàäiàëüíèõ âiäîáðàæåíü.

Ïðèêëàä 1. (Íåîáõiäíiñòü òîïîëîãi÷íîãî íîðìóâàííÿ). Íåõàé

D = B(0, 1) � îäèíè÷íà êóëÿ â Rn, n > 2. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ âiäîáðàæåíü

fm : D → Rn, çàäàíèõ ôîðìóëîþ fm(x) =
1
m
x, m = 1, 2, . . . . Ïîêàçàòè, ùî

öÿ ñiì'ÿ çàäîâîëüíÿ¹ îáåðíåíó íåðiâíiñòü Ïîëåöüêîãî âiäíîñíî n-ìîäóëÿ

ç ìàæîðàíòîþ Q(y) = 1B(0,1)(y), àëå äëÿ íå¨ íå âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ

ïðîñòîðîâîãî àíàëîãà òåîðåìè Êåáå (òåîðåìè 2.1). Ïîÿñíèòè, ÿêà ñàìå

óìîâà òåîðåìè áóëà ïîðóøåíà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ òà àíàëiç. Âiäîáðàæåííÿ fm(x) = x/m ¹ çâè÷àéíèìè

ãîìîòåòiÿìè (ñòèñíåííÿì ó m ðàçiâ). Îñêiëüêè ãîìîòåòiÿ çáåðiãà¹ êóòè,

êîæíå âiäîáðàæåííÿ fm ¹ êîíôîðìíèì. ßê âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [28,

òåîðåìà 8.1]), êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ çàäîâîëüíÿþòü îáåðíåíó íåðiâ-

íiñòü Ïîëåöüêîãî âiäíîñíî n-ìîäóëÿ ç ìàæîðàíòîþ Q(x) ≡ 1. Î÷åâèäíî,

ùî ñòàëà ôóíêöiÿ Q(x) ≡ 1 ¹ ëîêàëüíî iíòåãðîâíîþ (Q ∈ L1
loc). Äëÿ

ãëîáàëüíî¨ óìîâè òåîðåìè 2.1 áåðåìî Q(y) = 1B(0,1)(y): óñi îáðàçè fm(D)

ìiñòÿòüñÿ â öié êóëi, òîìó íåðiâíiñòü çáåðiãà¹òüñÿ. Òàêà ñïiëüíà ìàæîðàí-

òà iíòåãðîâíà íà Rn i, ÿê îáìåæåíà ôóíêöiÿ, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó FMO,

âêëþ÷íî ç óìîâîþ â íåñêií÷åííîñòi ÷åðåç iíâåðñiþ.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ âèñíîâêó òåîðåìè 2.1. Âiçüìåìî êîìïàêòK =

{0} ⊂ D òà ôiêñîâàíèé ðàäióñ ε1 = 1/2. Çíàéäåìî îáðàç êóëi B(0, 1/2)

ïðè âiäîáðàæåííi fm. Íåõàé x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ B(0, 1/2), òîáòî |x| =√
x21 + x22 + · · ·+ x2n < 1/2.

Çà îçíà÷åííÿì âiäîáðàæåííÿ fm, êîæíà êîîðäèíàòà îáðàçó y = fm(x)

ìîæå áóòè îòðèìàíà øëÿõîì äiëåííÿ âiäïîâiäíî¨ êîîðäèíàòè âåêòîðà x

íà m, òîáòî y =
(
x1

m
, x2

m
, . . . , xn

m

)
. Îá÷èñëèìî åâêëiäîâó íîðìó âåêòîðà y :

|y| =
√(x1

m

)2

+
(x2
m

)2

+ · · ·+
(xn
m

)2

=
1

m

√
x21 + x22 + · · ·+ x2n =

1

m
|x|.

Îñêiëüêè çà âèáîðîì êóëi |x| < 1/2, òî äëÿ íîðìè îáðàçó îòðèìó¹ìî
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ñòðîãó îöiíêó:

|y| = 1

m
|x| < 1

m
· 1
2
=

1

2m
.

Ç iíøîãî áîêó, êîæíà òî÷êà y ç òàêîþ íîðìîþ ìà¹ ïðîîáðàç x = my,

ÿêèé ëåæèòü ó B(0, 1/2). Îòæå, îáðàçîì ¹ åâêëiäîâà êóëÿ:

fm(B(0, 1/2)) = B

(
0,

1

2m

)
.

Çãiäíî ç àíàëîãîì òåîðåìè Êåáå, ìàâ áè iñíóâàòè ñïiëüíèé äëÿ âñi¹¨

ñiì'¨ ðàäióñ r0 > 0 â åâêëiäîâié ìåòðèöi òàêèé, ùî B(0, r0) ⊂ fm(B(0, 1/2))

äëÿ âñiõ m ∈ N. Îá÷èñëèìî õîðäàëüíèé ðàäióñ îòðèìàíîãî îáðàçó. Çãi-

äíî ç îçíà÷åííÿì õîðäàëüíî¨ ìåòðèêè, âiäñòàíü âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò

äî äîâiëüíî¨ òî÷êè y îá÷èñëþ¹òüñÿ ÿê h(y, 0) = |y|√
1+|y|2

. Ñóïðåìóì õîð-

äàëüíèõ âiäñòàíåé âiä íóëÿ äî òî÷îê êóëi B(0, 1
2m

) äîðiâíþ¹ âiäñòàíi äî

¨¨ ìåæi, òîáòî çíà÷åííþ ïðè |y| = 1
2m

:

r(h)m = sup
|y|< 1

2m

h(y, 0) =
1
2m√

1 +
(

1
2m

)2 =
1
2m√
4m2+1
2m

=
1√

4m2 + 1
.

Îñêiëüêè õîðäàëüíèé ðàäióñ îáðàçó r(h)m → 0 ïðè m→ ∞, æîäíîãî ñïiëü-

íîãî (ôiêñîâàíîãî) ðàäióñà r0 > 0, ÿêèé áè âìiñòèâñÿ â óñi öi îáðàçè

îäíî÷àñíî, íå iñíó¹.

×îìó òåîðåìà ¾çëàìàëàñÿ¿? Ïåðåâiðèìî óìîâó íîðìóâàííÿ. Çà óìî-

âîþ òåîðåìè 2.1 ìà¹ iñíóâàòè ôiêñîâàíèé êîíòèíóóì E ⊂ D, äëÿ ÿêîãî

h(fm(E)) > δ > 0. Âiçüìåìî, íàïðèêëàä, ðàäiàëüíèé âiäðiçîê E = [0, 1/2]

(íà îñi x1). Éîãî îáðàç ïðè âiäîáðàæåííi fm � öå âiäðiçîê fm(E) =[
0, 1

2m

]
. Õîðäàëüíèé äiàìåòð öüîãî îáðàçó äîðiâíþ¹ âiäñòàíi ìiæ éîãî

êiíöÿìè:

h(fm(E)) = h

(
0,

1

2m

)
=

1√
4m2 + 1

.

Î÷åâèäíî, ùî limm→∞ h(fm(E)) = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî âiääiëèòè äiàìåòð

îáðàçó âiä íóëÿ ôiêñîâàíîþ ñòàëîþ δ > 0 äëÿ âñiõ m ∈ N íåìîæëè-

âî. Àíàëîãi÷íèé âèñíîâîê (ïðî ñòÿãóâàííÿ õîðäàëüíîãî äiàìåòðà äî íó-

ëÿ) ñïðàâåäëèâèé äëÿ áóäü-ÿêîãî iíøîãî ôiêñîâàíîãî êîíòèíóóìó E ⊂
B(0, 1).
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Âèñíîâîê äî ïðèêëàäó 1. Âiäñóòíiñòü ãëîáàëüíîãî íîðìóâàííÿ

h(fm(E)) > δ > 0 ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü íåêîíòðî-

ëüîâàíî ¾ñòèñêà¹¿ ïðîñòið ó òî÷êó. Ó òàêîìó ðàçi ãàðàíòóâàòè iñíóâà-

ííÿ ïîêðèòòÿ êóëi ôiêñîâàíîãî ðàäióñà r0 > 0 íåìîæëèâî. Òîïîëîãi÷íå

íîðìóâàííÿ ¹ êðèòè÷íî íåîáõiäíèì äëÿ ïðîñòîðîâèõ àíàëîãiâ òåîðåìè

Êåáå-Áëîõà.

Ïðèêëàä 2. (Ðàäiàëüíå âiäîáðàæåííÿ òà iíòåãðàëüíà óìîâà).

Íåõàé çàäàíî âèìiðíó ôóíêöiþ Q : Bn → [1,∞], n > 3. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

q0(r) ¨¨ ñåðåäí¹ iíòåãðàëüíå çíà÷åííÿ íà ñôåði S(0, r). Ïðèïóñòèìî, ùî

q0(r) < ∞ ìàéæå ñêðiçü íà (0, 1). Ðîçãëÿíåìî ðàäiàëüíå âiäîáðàæåííÿ

f : Bn \ {0} → Rn, çàäàíå ôîðìóëîþ:

f(x) =
x

|x|
ρ(|x|), äå ρ(r) = exp

−
1∫

r

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

 .

Ïîêàçàòè, ùî KI(x, f) = q0(|x|) ìàéæå ñêðiçü. Ç'ÿñóâàòè ãåîìåòðè÷íèé

çìiñò ðîçáiæíîñòi iíòåãðàëà
∫ 1

0
dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

= ∞ äëÿ ìîæëèâîñòi íåïåðåðâ-

íîãî ïðîäîâæåííÿ â íóëü.

Ðîçâ'ÿçàííÿ òà àíàëiç. Çíàéäåìî äèëàòàöi¨ äàíîãî ðàäiàëüíîãî

âiäîáðàæåííÿ. Ôóíêöiÿ ρ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïåðåðâíà íà (0, 1); íà-

âåäåíi íèæ÷å ðiâíîñòi ç ïîõiäíèìè âèêîíóþòüñÿ ìàéæå ñêðiçü. Òàíãåíöi-

àëüíèé (äîòè÷íèé) ðîçòÿã δτ òà ðàäiàëüíèé ðîçòÿã δr îá÷èñëþþòüñÿ çà

ôîðìóëàìè:

δτ (x) =
|f(x)|
|x|

=
ρ(|x|)
|x|

, δr(x) = ρ′(|x|).

Îá÷èñëèìî ïîõiäíó ρ′(r). Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ρ(r) ¹ ñêëàäåíîþ (öå

åêñïîíåíòà, àðãóìåíòîì ÿêî¨ ¹ iíòåãðàë çi çìiííîþ íèæíüîþ ìåæåþ),

çàñòîñó¹ìî ïðàâèëî äèôåðåíöiþâàííÿ (eu(r))′ = eu(r) · u′(r). Çà îñíîâíîþ
òåîðåìîþ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ïîõiäíà iíòåãðàëà çà íèæíüîþ ìåæåþ

äîðiâíþ¹ ïiäiíòåãðàëüíié ôóíêöi¨ çi çíàêîì ìiíóñ, òîáòî

d

dr

−
1∫

r

g(t)dt

 = g(r).
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Òîìó ìà¹ìî:

δr(x) = ρ′(|x|) = exp

−
1∫

|x|

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

︸ ︷︷ ︸
öå ñàìà ôóíêöiÿ ρ(|x|)

· 1

|x|q1/(n−1)
0 (|x|)︸ ︷︷ ︸

ïîõiäíà ïîêàçíèêà

.

Çãîðòàþ÷è åêñïîíåíòó íàçàä ó ρ(|x|), îòðèìó¹ìî:

δr(x) = ρ(|x|) · 1

|x|q1/(n−1)
0 (|x|)

=

(
ρ(|x|)
|x|

)
· 1

q
1/(n−1)
0 (|x|)

.

Âðàõîâóþ÷è, ùî âèðàç ó âåëèêèõ äóæêàõ - öå òî÷íiñiíüêî íàø òàíãåíöi-

àëüíèé ðîçòÿã δτ (x), îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî:

δr(x) =
δτ (x)

q
1/(n−1)
0 (|x|)

.

Îñêiëüêè çà óìîâîþ Q(x) > 1, òî é q0(|x|) > 1. Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî δτ (x) > δr(x). Òîìó ìiíiìàëüíèé ðîçòÿã l(f ′(x)) = δr(x), à ÿêîáiàí

|J(x, f)| = δn−1
τ (x) · δr(x). Îá÷èñëèìî âíóòðiøíþ äèëàòàöiþ KI(x, f):

KI(x, f) =
|J(x, f)|
ln(f ′(x))

=
δn−1
τ (x) · δr(x)

δnr (x)
=

(
δτ (x)

δr(x)

)n−1

.

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíå ðàíiøå ñïiââiäíîøåííÿ δτ (x)/δr(x) = q
1/(n−1)
0 (|x|),

ìà¹ìî:

KI(x, f) =
(
q
1/(n−1)
0 (|x|)

)n−1

= q0(|x|).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ äiéñíî ìà¹ âíóòðiøíþ äèëàòàöiþ q0(|x|) ìàéæå ñêðiçü.
Òåïåð ïðîàíàëiçó¹ìî îáðàç òà ìîæëèâiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæå-

ííÿ â íóëü. Øóêà¹ìî îáðàç ïðîêîëîòî¨ êóëi Bn \ {0}. Ðàäiàëüíå âiä-

îáðàæåííÿ ïåðåâîäèòü ¨¨ ó ñôåðè÷íå êiëüöå A(0, ρ(0), ρ(1)). Î÷åâèäíî,

ρ(1) = exp{0} = 1. À îò âíóòðiøíié ðàäióñ îáðàçó çàëåæèòü âiä iíòåãðà-

ëà:

ρ(0) = lim
r→0

exp

−
1∫

r

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

 .
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Âèïàäîê À (ðàäiàëüíèé iíòåãðàë ðîçáiãà¹òüñÿ):ßêùî
∫ 1

0
dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

=

∞, òî ρ(0) = exp{−∞} = 0. Ó öüîìó ðàçi îáðàç ïðîêîëîòî¨ êóëi ¾äîòÿãó-

¹òüñÿ¿ äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Âiäîáðàæåííÿ ìîæíà íåïåðåðâíî ïðîäîâ-

æèòè â íóëü, ïîêëàâøè f(0) = 0. Îáðàçîì âñi¹¨ êóëi Bn áóäå ñóöiëüíà

êóëÿ B(0, 1), ÿêà ìiñòèòü B(0, r0) äëÿ 0 < r0 6 1. Öåé âèñíîâîê ñòîñó¹-

òüñÿ ïðîäîâæåíîãî âiäîáðàæåííÿ; îáðàç ïðîêîëîòî¨ êóëi ñàì ïî ñîái íóëÿ

íå ìiñòèòü.

Âèïàäîê Á (óìîâà ïîðóøåíà):ßêùî iíòåãðàë çáiãà¹òüñÿ,
∫ 1

0
. . . dt =

M <∞, òî ρ(0) = e−M > 0. Îáðàçîì ïðîêîëîòî¨ êóëi Bn \{0} ñòà¹ êiëüöå
A(0, e−M , 1). Ïðè íàáëèæåííi äî íóëÿ âçäîâæ ðiçíèõ ïðîìåíiâ ãðàíè÷íi

çíà÷åííÿ çàïîâíþþòü ñôåðó ðàäióñà e−M , òîìó íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ

â íóëü íåìîæëèâå. Îáðàç íå ìiñòèòü ïî÷àòêó êîîðäèíàò i æîäíî¨ êóëi

B(0, r0) ç öåíòðîì ó íüîìó.

Âèñíîâîê äî ïðèêëàäó 2. Öåé ðîçðàõóíîê ïîêàçó¹ ãåîìåòðè÷íèé

çìiñò ðàäiàëüíî¨ iíòåãðàëüíî¨ óìîâè ðîçáiæíîñòi. Ó öié ìîäåëi âîíà ¹

òî÷íèì êðèòåði¹ì òîãî, ùî âíóòðiøíié ðàäióñ îáðàçó äîðiâíþ¹ íóëþ i

âiäîáðàæåííÿ ìîæíà íåïåðåðâíî ïðîäîâæèòè â öåíòð. Çà âèêîíàííÿ öi¹¨

óìîâè îáðàç ïðîäîâæåíîãî âiäîáðàæåííÿ ¹ ïîâíîþ îäèíè÷íîþ êóëåþ;

äëÿ çàñòîñóâàííÿ çàãàëüíî¨ òåîðåìè Êåáå ïîòðiáíî îêðåìî ïåðåâiðèòè

âñi ¨¨ ãiïîòåçè.

2.5 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëþ

1. Ñôîðìóëþéòå êëàñè÷íó òåîðåìó Êåáå ïðî 1/4. Íà ÿêîìó êëàñè÷íî-

ìó íîðìóâàííi ïîõiäíî¨ âîíà áàçó¹òüñÿ i íà ÿêié ôóíêöi¨ äîñÿãà¹

ñâî¹¨ òî÷íîñòi?

2. Ó ÷îìó ïîëÿãà¹ ïðèíöèïîâà âiäìiííiñòü ìiæ òåîðåìàìè Áëîõà òà

Ëàíäàó ùîäî ãàðàíòi¨ îäíîëèñòîñòi ïîêðèòòÿ çíàéäåíîãî êðóãà?

3. ×îìó äëÿ âiäîáðàæåíü êëàñiâ Ñîáîë¹âà òà Îðëè÷à-Ñîáîë¹âà íå çàâ-

æäè ìîæíà âèìàãàòè êëàñè÷íîãî íîðìóâàííÿ ïîõiäíî¨ â íàïåðåä

çàäàíié òî÷öi f ′(0) = 1? ßêîþ ãëîáàëüíîþ òîïîëîãi÷íîþ óìîâîþ

éîãî çàìiíþþòü ó ñó÷àñíié òåîði¨?

4. Ùî òàêå îáåðíåíà íåðiâíiñòü Ïîëåöüêîãî i ÿêó ðîëü âîíà âiäiãðà¹ â
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äîñëiäæåííi ðîçìiðiâ îáðàçiâ ïðîñòîðîâèõ âiäîáðàæåíü?

5. Ñôîðìóëþéòå ïðîñòîðîâèé àíàëîã òåîðåìè Êåáå (ç óñiìà óìîâàìè

íà ìàæîðàíòó Q ó òåîðåìi 2.1). Ó ÷îìó ïîëÿãà¹ éîãî ãåîìåòðè÷íèé

çìiñò äëÿ ñiì'¨ âiäîáðàæåíü?

6. ßê Ïðèêëàä 1 (ïîñëiäîâíiñòü ãîìîòåòié fm(x) = x/m) iëþñòðó¹ êðè-

òè÷íó íåîáõiäíiñòü ãëîáàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî íîðìóâàííÿ h(f(E)) >
δ? Ùî âiäáóâà¹òüñÿ ç îáðàçàìè êóëü ó ðàçi éîãî ïîðóøåííÿ?

7. Ñôîðìóëþéòå iíòåãðàëüíó óìîâó ðîçáiæíîñòi ÷åðåç Φ−1.

8. Ñïèðàþ÷èñü íà ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü ó Ïðèêëàäi 2 (ç ðàäiàëüíèì

âiäîáðàæåííÿì), ïîÿñíiòü, ùî ãåîìåòðè÷íî âiäáóâà¹òüñÿ ç îáðàçîì

ïðîêîëîòî¨ êóëi ïðè çáiæíîñòi ðàäiàëüíîãî iíòåãðàëà.

9. ßê íàÿâíiñòü ãàðàíòîâàíî¨ ôiêñîâàíî¨ êóëi â îáðàçi âïëèâà¹ íà òî-

ïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi (âiäêðèòiñòü) ãðàíè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ, ÿêùî

ïîñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü çáiãà¹òüñÿ ëîêàëü-

íî ðiâíîìiðíî çà óìîâ òåîðåìè 2.3?

10. Íà ÿêi àáñòðàêòíi ìåòðè÷íi îá'¹êòè ïîøèðþ¹òüñÿ àíàëîã òåîðåìè

Êåáå â ñó÷àñíié ãåîìåòðè÷íié òåîði¨ ôóíêöié? ßêèì äîäàòêîâèì

óìîâàì ðåãóëÿðíîñòi ìàþòü çàäîâîëüíÿòè öi ïðîñòîðè?

2.6 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Çàäà÷à 1. Äëÿ çàäàíî¨ ñiì'¨ âiäîáðàæåíü fm : Bn → Rn, çàäàíèõ ôîð-

ìóëîþ fm(x) = x
φ(m)

, äå m ∈ N, ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öÿ ñiì'ÿ çàäîâîëüíÿ¹

îáåðíåíó íåðiâíiñòü Ïîëåöüêîãî âiäíîñíî n-ìîäóëÿ ç îäèíè÷íîþ ìàæî-

ðàíòîþ íà îáðàçi. Çà óìîâ òåîðåìè 2.1 âçÿòè ñïiëüíó ìàæîðàíòó Q(y) =

1B(0,R)(y), äå R > supm∈N 1/φ(m).

Äîñëiäèòè öþ ñiì'þ âiäîáðàæåíü, äàâøè îá ðóíòîâàíi âiäïîâiäi íà

òàêi ïèòàííÿ:

1. Çíàéòè îáðàç êóëi B(0, ε1) ïðè âiäîáðàæåííi fm òà îá÷èñëèòè éîãî

åâêëiäiâ, à ïîòiì õîðäàëüíèé ðàäióñ r(h)m . Ç'ÿñóâàòè, ÷è âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ öi¹¨ ñiì'¨ âèñíîâîê ïðîñòîðîâîãî àíàëîãà òåîðåìè Êåáå òîáòî,
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÷è iñíó¹ ñïiëüíèé ôiêñîâàíèé õîðäàëüíèé ðàäióñ r0 > 0, ÿêèé áè

ìiñòèâñÿ â óñiõ îáðàçàõ fm(B(0, ε1)) îäíî÷àñíî ïðè âñiõ m ∈ N)?

2. Çíàéòè îáðàç ðàäiàëüíîãî êîíòèíóóìó E = [0, 1/2] òà îá÷èñëèòè

éîãî õîðäàëüíèé äiàìåòð h(fm(E)). Ç'ÿñóâàòè, ÷è ïîðóøó¹òüñÿ äëÿ

äàíî¨ ñiì'¨ îáîâ'ÿçêîâà óìîâà òîïîëîãi÷íîãî íîðìóâàííÿ h(fm(E)) >
δ > 0 ïðè m→ ∞.

3. Ñïèðàþ÷èñü íà ïîïåðåäíi ïóíêòè, çðîáèòè âèñíîâîê: ÷îìó ñàìå äëÿ

öi¹¨ ñiì'¨ âiäîáðàæåíü (íåçâàæàþ÷è íà âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 2.1

ùîäî ìàæîðàíòè Q) ãåîìåòðè÷íà âëàñòèâiñòü Êåáå-Áëîõà ùîäî ïî-

êðèòòÿ ôiêñîâàíî¨ êóëi çáåðiãà¹òüñÿ àáî ðóéíó¹òüñÿ.

Äàíi äëÿ êîæíîãî âàðiàíòà íàâåäåíî â Òàáëèöi 1.

Çàäà÷à 2. Íåõàé n > 3, à ìàæîðàíòà âíóòðiøíüî¨ äèëàòàöi¨ ðàäi-

àëüíîãî âiäîáðàæåííÿ f : Bn \ {0} → Rn âèãëÿäó f(x) = x
|x|ρ(|x|) ìà¹

ñåðåäí¹ iíòåãðàëüíå çíà÷åííÿ q0(r) íà ñôåði |x| = r. Äëÿ çàäàíèõ n òà

q0(r) îá÷èñëèòè âíóòðiøíié ðàäióñ îáðàçó ïðîêîëîòî¨ êóëi:

ρ(0) = lim
r→0

exp

−
1∫

r

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

 .

Ç'ÿñóâàòè, ÷è âèêîíó¹òüñÿ äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ q0(r) ðàäiàëüíà iíòåãðàëü-

íà óìîâà ðîçáiæíîñòi. Çðîáèòè îá ðóíòîâàíèé âèñíîâîê: ÷è äîïóñêà¹ âiä-

îáðàæåííÿ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ çíà÷åííÿì f(0) = 0 (òîáòî ÷è äî-

ðiâíþ¹ ρ(0) íóëþ), i ÿêùî äîïóñêà¹, ÷è ïîêðèâà¹ îáðàç ïðîäîâæåíîãî

âiäîáðàæåííÿ êóëþ ç öåíòðîì ó íóëi.

Äàíi äëÿ êîæíîãî âàðiàíòà íàâåäåíî â Òàáëèöi 2.
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Òàáë. 1: Ïàðàìåòðè äî Çàäà÷i 1

Âàðiàíò φ(m) ε1 Âàðiàíò φ(m) ε1

1 2m 1/2 16 10m 3/5

2 m2 1/3 17 m3/2 1/2

3 3m 1/4 18 4m 1/3

4 m3 1/2 19 m2 + 2m 1/4

5 2m 2/3 20 m ln(m+ 1) 1/2

6 em 1/5 21 2m+1 2/3

7 m! 3/4 22 m5 1/5

8 m2 +m 1/2 23 em/2 3/4

9
√
m 1/3 24 m3 +m 1/2

10 ln(m+ 1) 1/4 25
√
m3 1/3

11 5m 2/5 26 m!/2 1/4

12 m4 1/2 27 5m 2/5

13 3m 1/3 28 m2 + 5 1/2

14 m2 + 1 1/4 29 em +m 1/3

15 e2m 1/2 30 2m2 1/4
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Òàáë. 2: Ïàðàìåòðè äî Çàäà÷i 2

Âàðiàíò n q0(r) Âàðiàíò n q0(r)

1 3
(
ln e

r

)2
16 4 (1 + 2r)3

2 4 r−3 17 3 (1 + r3)2

3 3 (1 + r)2 18 4 r−3/2

4 4 (1 + r2)3 19 5 (1 + 3r)4

5 3
(
1 + ln2 1

r

)2
20 3

(
ln e

r

)4
6 5 r−2 21 4

(
1+2r
r

)3
7 4

(
ln e

r

)6
22 5 (2 + r2)4

8 3
(
1+r2

r

)2
23 3 e2r

9 4 (1 +
√
r)3 24 4

(
ln e

r

)3
10 5 e4r 25 3 (2 + r)2

11 3 r−1 26 5
(
2+r2

r

)4

12 4 (2− r)3 27 3 ln e
r

13 3
(
1+r
r

)2
28 4

(
r+3
r

)3
14 5

(
ln e

r

)8
29 3

(
1 + 1√

r

)2

15 3
(
e1−r

r

)2
30 4

(
1 + ln2 1

r

)3
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